L. I. Ronkin POQTI PERIODIQESKIE OBOBWENNYE FUNKCII V TRUBQATYH OBLAST˚H

Pri issledovanii nulevyh mnoßestv golomorfnyh poqti periodiqeskih funkciæ (p.p.f.) mnogih peremennyh estestvennym i ves~ma plodotvornym okazalos~ obrawenie k metodam teorii obobwennyh funkciæ i potokov (sm. [1–3, 4, 5]). V razvitie fftogo podhoda v dannoæ stat~e vvodØtsØ i izuqa¸tsØ poqti periodiqeskie obobwennye funkcii (p.p.o.f.) na trubqatyh mnoßestvah

T_S = R^n×S i T_G = R^n×G, gde, kak i vs¸du dalee, S – kompakt

v R^n, a G – oblast~ v R^n. V sluqae S = {0}, to est~ v sluqae

T_S = R^n, naxe opredelenie p.p.o.f. ffkvivalentno opredeleni¸,

dannomu mnogo ranee L. Xvarcem [6]. V stat~e pokazano (§1 i §2), qto osnovnye svoæstva obyqnyh p.p.f., to est~ p.p.f. Bora,^{∗)} rasprostranØ¸tsØ na p.p.o.f. v T_G i na T_S . Pri fftom dlØ upomØnutogo sluqaØ T_S = R^n ustanovlen rØd faktov, ne soderßawihsØ v [6]. Dalee (§3) rezul~taty iz §1 i §2 primenØ¸tsØ dlØ izuqeniØ golomornyh p.p.f. v T_G. V qastnosti, vvedeno ponØtie poqti periodiqeskogo divizora i dokazano suwestvovanie ego plotnosti. Poluqeno novoe dokazatel~stvo klassiqeskoæ teoremy Iessena o nulØh golomorfnoæ p.p.f. v polose (sm., naprimer, [8], B. ˚. Levin [9]) i ee mnogomernogo analoga (sm. [1]).

§1. Poqti periodiqeskie obobwennye funkcii v TG 1. Poqti periodiqeskie funkcii Bora na TS i v TG. Vs¸du

dalee polagaem:

z = x + iy, x = (x_1, . . . , x_n) ∈ R^n, y = (y_1, . . . , y_n) ∈ R^n, ‖x‖ = max{|x_j| : 1 ⩽ j ⩽ n}, ‖f(x)‖ = sup{|f(x)| : x ∈ R^n}, Π_ξ(x^0) = {x : ‖x − x^0‖ < ξ}, x^0 ∈ R^n, ξ > 0,

Π_ξ (x^0, Γ) = {z : x ∈ Π_ξ(x^0), y ∈ Γ}, Γ ⊂ R^n.

�)Izloßenie teorii p.p.f. Bora i nekotoryh ee obobweniæ soderßitsØ v monografiØh G. Bora [7] i B. M. Levitana [8]. 210

POQTI PERIODIQESKIE OBOBWENNYE FUNKCII 211 Mnoßestvo E ⊂ R^n nazyvaetsØ otnositel~no plotnym v R^n, esli suwestvuet takoe qislo L, qto E ∩ Π_L(x^0) ≠ ?, ∀ x^0 ∈ R^n.

Oboznaqim T_Γ = {z : x ∈ R^n, y ∈ Γ}. Esli G – oblast~ v R^n, to T_G – oblast~ v C^n , nazyvaemaØ trubqatoæ oblast~¸. Kak uße bylo otmeqeno, na protØßenii vseæ stat~i qerez G oboznaqaetsØ oblast~ v R^n, a qerez S – kompakt.

Pust~ funkciØ f(z) opredelena na mnoßestve T_S . Poloßim ‖f‖_S = sup{|f(z)| : z ∈ T_S } i E_ε(f, S) = {τ ∈ R^n : ‖f(z + τ ) − f(z)‖_S < ε}. Opredelenie 1.1. FunkciØ f ∈ C(TS ) nazyvaetsØ p.p.f. Bora (na

T_S ), esli dlØ l¸bogo ε > 0 mnoßestvo E_ε(f, S) otnositel~no plotno.

Poqti periodiqnost~ v oblasti T_G opredelØetsØ sledu¸wim obrazom.

Opredelenie 1.2. FunkciØ f ∈ C(TG) nazyvaetsØ p.p.f. Bora (v

T_G), esli dlØ l¸bogo kompakta S ⊂ G ona ØvlØetsØ p.p.f. Bora na T_S .

P.p.f. Bora na T_S i T_G oblada¸t svoæstvami, kotorye, kak po formulirovke, tak i po dokazatel~stvu, vpolne analogiqny sootvetstvu¸wim svoæstvam p.p.f. Bora na R ili R^n.

Preßde vsego zametim, qto opredeleni¸ 1.1 ffkvivalentno

Opredelenie 1.3. FunkciØ f ∈ C(TS ) nazyvaetsØ p.p.f. Bora na

T_S , esli semeæstvo funkciæ {f(z + h) : h ∈ R^n} ØvlØetsØ kompaktnym podmnoßestvom prostranstva C(T_S ) s topologieæ, zadavaemoæ normoæ ‖ : ‖_S .

P.p.f. Bora v T_G i na T_S kak i obyqnye p.p.f. ime¸t srednie znaqeniØ.

Teorema 1.1. Pust~ f – p.p.f. Bora na TS . Togda suwestvuet pre- del lim_{ξ→∞} 1 (2ξ)^n ∫ Π_ξ(0) f(z) dx := M (y; f), y ∈ S,

212 L. I. RONKIN

i, bolee togo,

lim_{ξ→∞} sup_{x0∈}R_n y∈S | | | | 1 (2ξ)^n ∫ Π_ξ(x0) f(z) dx − M (y; f) | | | | = 0. (1.1)

FunkciØ M (y; f) nepreryvna na S.

UslovimsØ v sluqae T_S = R^n, t.e. pri S = {0} vmesto M (0; f) pisat~ M (f). �to soglasuetsØ s sootvetstvu¸wim oboznaqeniem, prinØtym dlØ p.p.f. Bora na osi. Iz teoremy 1.1 kak sledstvie vytekaet

Teorema 1.2. Pust~ f – p.p.f. Bora v oblasti TG. Togda dlØ l¸boæ

oblasti G^′ ⋐ G suwestvuet predel lim_{ξ→∞} 1 (2ξ)^n ∫ Π_ξ(0,G0) f(z) dxdy := M_G0 (f)

i bolee togo,

lim_{ξ→∞} sup_{x0∈}R_n | | | | 1 (2ξ)^n ∫ Π_ξ(x0,G0) f(z) dx dy − M_G0 (f) | | | | = 0. Oboznaqim f_λ(z) = e^{−i⟨λ,z⟩}f(z), gde λ ∈ R^n, ⟨λ, z⟩ = ∑_n j=1 λ_j z_j .

Teorema 1.3. Pust~ f – p.p.f. Bora v TG ili na TS . Togda mno-

ßestvo Λ_f teh toqek λ, dlØ kotoryh M (y; f_Λ) ≢ 0, ne bolee qem sqetno.

Figuriru¸wee v fftoæ teoreme mnoßestvo Λ_f nazyvaetsØ spektrom funkcii f.

Teorema 1.4. Pust~ f – p.p.f. Bora na TS . Togda imeet mesto

ravenstvo ParsevalØ, a imenno

M (y; |f|^2) = ∑ λ∈Λ_f e^{−2⟨λ,y⟩} | |M (y; f_λ) | |^2. (1.2)

Oqevidnym obrazom dlØ rassmatrivaemyh funkciæ vvoditsØ i ponØtie rØda Fur~e.

POQTI PERIODIQESKIE OBOBWENNYE FUNKCII 213

Opredelenie 1.4. Pust~ f – p.p.f. Bora v TG ili na TS . Ee rØdom

Fur~e nazyvaetsØ formal~nyæ rØd ∑ λ∈Λ_f a_{λ,f} (y)e^{i⟨λ,z⟩} , gde a_{λ,f} (y) = M (y; f_λ). DlØ p.p.f. v T_G ili na T_S spravedlivy takße teoremy edinstvennosti i approksimacii.

Teorema 1.5. Pust~ f i g – p.p.f. Bora v TG ili na TS . Esli aλ,f =

a_{λ,g}, ∀ λ ∈ R^n, to f = g.

Teorema 1.6. Pust~ Λ ne bolee qem sqetnoe mnoßestvo v R^n. To-

gda suwestvuet takaØ, zavisØwaØ lix~ ot Λ, posledovatel~nost~ funkciæ μ_j : Λ → R_+, j = 1, 2, . . ., qto #{λ ∈ Λ : μ_j(λ) ≠ 0} < ∞, ∀ j, i dlØ l¸boæ p.p.f. Bora f(z) v T_G (ili na T_S ) so spektrom Λ_f ⊂ Λ ffksponencial~nye summy

P_j (z) = ∑ λ∈Λ_f μ_j(λ)a_{λ,f} (y)e^{i⟨λ,z⟩} pri j → ∞ shodØtsØ k f(z) po l¸boæ norme ‖ : ‖_G0 , G^′ ⋐ G (ili, sootvetstvenno, po norme ‖ : ‖_S).

Zameqanie 1.1. Izloßennoe vyxe oqevidnym obrazom perefor-

muliruetsØ na formal~no bolee obwiæ sluqaæ T_G = R^n × G,

T_S = R^n×S, gde G ⊂ R^m, S ⊂ R^m.

2. Opredelenie poqti periodiqeskoæ obobwennoæ funkcii

v TG. Pust~ Ω – oblast~ v C^n (ili R^n). Oboznaqim

D_p(Ω) = {φ ∈ C^p(C^n ) : supp φ ⊂ Ω},

D_p[Ω] = {φ ∈ C^p(C^n ) : supp φ ⊂ Ω}, D(Ω) = D_∞(Ω).

Esli k ∈ Z^n_+, m ∈ Z^n_+, to polagaem ‖k‖ = k_1 + . . . + k_n i ∂^{‖k‖+‖m‖} ∂z^k∂z^m = ∂^{‖k‖+‖m‖} ∂z^{k1}_1 . . . ∂z^{kn}_n ∂z^{m1}_1 . . . ∂z^{mn}_n .

214 L. I. RONKIN Poloßim takße

‖φ‖_p = sup {| | | ∂^{‖k‖+‖m‖} ∂z^k∂z^m φ(z) | | | | : ‖k‖ + ‖m‖ ⩽ p, z ∈ C^n } , esli φ ∈ C^p(C^n ) i

‖φ‖_p = sup {| | | ∂^{‖k‖} ∂x^k φ(x) | | | | : ‖k‖ ⩽ p, x ∈ R^n}, esli φ ∈ C^p(R^n). Napomnim, qto posledovatel~nost~ funkciæ φ_j ∈ D_p(Ω) nazyvaetsØ shodØweæsØ v D_p(Ω), esli ona shoditsØ po norme ‖ : ‖_p i nositeli funkciæ φ_j soderßatsØ v kakom-libo obwem dlØ vseh

φ_j kompaktnom podmnoßestve oblasti Ω. Prostranstva, soprØ-

ßennye prostranstvam D_p(Ω), D(Ω), D_p[Ω] oboznaqa¸tsØ, sootvetstvenno, qerez D^′_p(Ω), D^′(Ω), D^′_p[Ω]. Napomnim, qto obobwennaØ funkciØ f, t.e. funkciØ iz D(Ω), imeet koneqnyæ porØdok, esli pri nekotorom p < ∞

‖f‖_{p,Ω0} := sup { |(f, φ)| ‖φ‖_p : φ ∈ D(Ω_0) } < ∞, ∀ Ω_0 ⋐ Ω. Taku¸ obobwennu¸ funkci¸ moßno, oqevidno, rassmatrivat~ kak fflement prostranstva D^′_p(Ω). Ee porØdkom nazyvaetsØ naimen~xee iz qisel p, oblada¸wih svoæstvom: ‖f‖_{p,Ω0} < ∞,

∀ Ω_0 ⋐ Ω.

Pust~ f ∈ D^′_p(T_G). Oboznaqim qerez A_f operator, deæstvu¸- wiæ v D_p(T_G) po pravilu

A_f φ = ( f(z), φ(z − t) ) = ( f(z + t), φ(z) ) , t ∈ R^n. Operator sdviga na vektor t ∈ R^n oboznaqim qerez B_t. Takim obrazom B_tφ = φ(z + t) i A_f φ = (B_tf, φ) = (f, B_{−t}φ).

Opredelenie 1.5. ObobwennaØ funkciØ f ∈ D^′(TG) nazyvaetsØ

p.p.o.f. (porØdka p) v T_G, esli ona imeet v T_G koneqnyæ porØdok p i dlØ l¸boæ funkcii φ ∈ D_p(T_G) funkciØ A_f φ ØvlØetsØ p.p.f. Bora

v R^n._{Oqevidno, qto l¸baØ p.p.f. Bora v T}

G ØvlØetsØ p.p.o.f. v T_G porØdka p = 0.

Odnim iz prosteæxih svoæstv p.p.f. Bora ØvlØetsØ ee ograniqennost~ na osi (ili na R^n). Qtoby sformulirovat~ nekotoryæ analog fftogo svoæstva dlØ p.p.o.f., poloßim ‖f‖^{(ξ)}_{p,G} = sup { ‖f‖_{p,Πξ(x}0_{,G)} : x^0 ∈ R^n } .

POQTI PERIODIQESKIE OBOBWENNYE FUNKCII 215

Teorema 1.7. Pust~ f – p.p.o.f. v TG porØdka p. Togda ‖f‖^{(ξ)}_{p,G}0 < ∞,

∀ ξ > 0, G^0 ⋐ G.

Dokazatel~stvo. Rassmotrim semeæstvo {f(z+t) : t ∈ R^n} kak se-

meæstvo lineænyæ nepreryvnyh funkcionalov na D_p[Π_ξ(0, G^0)]. Tak kak (f(z + t), φ(z)) – p.p.f. Bora dlØ l¸boæ funkcii φ ∈

D_p(T_G), to ffto semeæstvo ograniqeno na kaßdoæ funkcii φ ∈ D_p[Π_ξ(0, G^0)]. Prostranstvo D_p[Π_ξ(0, G^0)] – banahovo. Pofftomu

primenima teorema Banaha–Xteængauza, iz kotoroæ sleduet, qto sup {| (f(z + t), φ(z)) | | : φ ∈ K, t ∈ R^n} < ∞ dlØ l¸bogo ograniqennogo mnoßestva K ⊂ D_p[Π_ξ(0, G^0)]. Ots¸da, poskol~ku sup {| (f(z + t), φ(z)) | | : ‖φ‖_p ⩽ 1, φ ∈ D_p[Π_ξ(0, G^0)]} =

= sup {| (f(z), φ(z)) | | : ‖φ‖_p ⩽ 1, φ ∈ D_p[Π_ξ(t, G^0)]} = ‖f‖_{p,Πξ(t,G0)} zakl¸qaem, qto ‖f‖^{(ξ)}_{p,G}0 < ∞, ∀ ξ > 0, G^0 ⋐ G. Teorema dokazana.

Kak i dlØ obyqnyh p.p.f. poqti periodiqnost~ obobwennoæ funkcii moßno oharakterizovat~ v terminah kompaktnosti semeæstva ee sdvigov.

Teorema 1.8. DlØ togo, qtoby obobwennaØ funkciØ f ∈ D^′_p(TG) by-

la poqti periodiqeskoæ, neobhodimo i dostatoqno, qtoby iz l¸- boæ posledovatel~nosti {h_j} ⊂ R^n moßno bylo vybrat~ taku¸ podposledovatel~nost~ {h_j0}, qto f(z + h_j0 ) pri j^′ → ∞ shoditsØ v D^′_p(T_G) ravnomerno na kaßdom mnoßestve Γ_K = {φ(z + t) : t ∈ R^n, φ ∈ K}, gde K – kompaktnoe podmnoßestvo prostranstva D_p(T_G).

Dokazatel~stvo. Dostatoqnost~ ØvlØetsØ oqevidnym sledstvi-

em opredeleniæ 1.2, 1.3 i 1.5. Bolee togo, oqevidno, qto v qasti dostatoqnosti utverßdenie teoremy spravedlivo i v sluqae, kogda vmesto mnoßestv Γ_K berutsØ mnoßestva {φ(z + t) : t ∈ R^n}, t.e. pri uslovii shodimosti funkciæ (f(z + h_j ), φ(z − t)) po norme

‖ : ‖_p i dlØ l¸boæ funkcii φ ∈ D(T_G) (ili φ ∈ D_p(T_G)).

Dokaßem neobhodimost~. Pust~ f ∈ D^′_p(T_G) i pust~ {φ_j} – sqetnoe semeæstvo funkciæ iz D_p(T_G), plotnoe v D_p(T_G). Soglasno

216 L. I. RONKIN opredeleniØm 1.5, 1.2 i 1.3 iz proizvol~no zadannoæ posledovatel~nosti {h_j } ⊂ R^n moßno vybrat~ podposledovatel~nost~ {h^{(1)}_j } tak, qto dlØ nekotoroæ p.p.f. Bora F_1 (na R^n)

lim_{j→∞} ‖B_h(1)_j A_f φ − F_1‖ = 0.

PrimenØØ diagonal~nyæ process poluqim dalee posledovatel~- nost~ toqek ~h_j = h^{(j)}_j i posledovatel~nost~ p.p.f. Bora F_j takie, qto lim_{j→∞} ‖Be_{hj} A_f φ_m − F_m‖ = 0, ∀ m. (1.3)

Zametim, qto esli φ ∈ D_p [ Π_ξ(x^0, G^0) ] , ψ ∈ D_p [ Π_ξ (x^0, G^0) ] , G^0 ⋐ G, to ‖A_f φ − A_f ψ‖ ⩽ ‖f‖^{(ξ)}_{p,G0} · ‖φ − ψ‖_p. (1.4) Ots¸da, vvidu plotnosti v D_p(T_G) semeæstva {φ_m} sleduet, qto dlØ l¸boæ funkcii φ ∈ D_p(T_G) na R^n naædetsØ takaØ p.p.f. Bora

F_φ, qto lim_{j→∞} ‖Be_{hj} A_f φ − F_φ‖ = 0. (1.5)

Pri fftom, kak sleduet iz (1.4), ‖F_φ‖ ⩽ ‖f‖^{(ξ)}_{p,G0} · ‖φ‖_p, gde ξ > 0 i G^0 ⋐ G takovy, qto pri nekotorom x^0 ∈ R^n supp φ ⊂

Π_ξ(x^0, G^0). Otmetim takße, qto F_{φj} = F_j i F_{φ+ψ} = F_φ + F_ψ. Takim

obrazom operator F : φ → F_φ ØvlØetsØ lineænym ograniqennym operatorom na kaßdom prostranstve D_p[Π_ξ(x^0, G^0)]. Zametim ewe, qto ‖Be_{hj} A_f φ‖ ⩽ ‖f‖^{(ξ)}_{p,G0} · ‖φ‖_p, ∀ φ ∈ D_p[Π_ξ(x^0, G^0)] i znaqit ‖(Be_{hj} A_f − F )φ‖ ⩽ 2‖f‖^{(ξ)}_{p,G0} · ‖φ‖_p. Ots¸da, poskol~ku ob¨edinenie nositeleæ funkciæ φ, prinadleßawih kompaktnomu v D_p(T_G) mnoßestvu K, soderßitsØ pri nekotoryh ξ > 0 i G^0 ⋐ G v Π_ξ(0, G^0), zakl¸qaem, qto predel~nyæ perehod v (1.5) ravnomeren otnositel~no φ ∈ K.

Teorema dokazana.

POQTI PERIODIQESKIE OBOBWENNYE FUNKCII 217

3. Srednee znaqenie p.p.o.f. P.p.o.f. v TG kak i obyqnye p.p.f.

Bora ime¸t srednee znaqenie.

Teorema 1.9. Pust~ f – p.p.o.f. v TG porØdka p. Togda suwestvuet

obobwennaØ funkciØ c_f ∈ D^′_p(G) takaØ, qto dlØ l¸boæ funkcii φ ∈ D_p(T_G) M (A_g φ) = (c_f , ψ_φ), (1.6) gde ψ_φ = ∫ Rn^{φ(x + iy) dx.} Esli f – p.p.f. Bora v T_G, to

c_f = M (y; f). (1.7)

Dokazatel~stvo. Zadadim funkcional af ∈ D^′_p(TG) posredstvom

ravenstva

(a_f , φ) = M (A_f φ).

Lineænost~ fftogo funkcionala oqevidna. Dokaßem ego nepreryvnost~. Esli supp φ ⊂ Π_ξ(x^0, G^0), to | | | | 1 (2s)^n ∫ Π_s(0) A_f φ dt | | | | ⩽ 1 (2s)^n ∫ Π_s(0) ‖φ‖_p · ‖f‖^{(ξ)}_{p,G0} dt ⩽ ‖φ‖_p · ‖f‖^{(ξ)}_{p,G0} i, znaqit |(a_f , φ)| ⩽ ‖φ‖_p · ‖f‖^{(ξ)}_{p,G0} . (1.8) Sledovatel~no, a_f ∈ D^′_p(T_G). Zametim dalee, qto, kak sleduet iz svoæstv srednego znaqeniØ p.p.f. Bora

(a_f , φ) = lim_{s→∞} 1 (2s)^n ∫ Π_s(0) A_f φ dt = lim_{s→∞} 1 (2s)^n ∫ Π_s(x0) A_f φ dt =

lim_{s→∞} 1 (2s)^n ∫ Π_s(0)

(A_f φ)(t+x^0) dt = M (A_f B_{−x}0 φ)=(a_f , B_{−x}0 φ), ∀ x^0 ∈ R^n.

Pofftomu a_f = c_f ⊗m_n, gde m_n – mera Lebega v R^n, a c_f ∈ D^′_p(G). Takim obrazom

M (A_f φ) = (c_f ⊗ m_n, φ) = (c_f , ψ_φ)

218 L. I. RONKIN i znaqit spravedlivo utverßdenie (1.7) dokazyvaemoæ teoremy.

Pust~ teper~ f – p.p.f. Bora v T_G. Togda

(c_f , ψ_φ) = lim_{s→∞} 1 (2s)^n ∫ Π_s(0) A_f φ dt =

= lim_{s→∞} ∫ T_G φ(z) dx dy 1 (2s)^n ∫ Π_s(0) f(z + t) dt. (1.9)

Soglasno teoreme 1.1 lim_{s→∞} 1 (2s)^n ∫ Π_s(0) f(z + t) dt = M (y; f),

priqem predel~nyæ perehod zdes~ ravnomernyæ otnositel~no

x ∈ R^n, y ∈ G^′ ⋐ G. Pofftomu v (1.9) vozmoßen predel~nyæ perehod

pod znakom integrala, v rezul~tate kotorogo poluqaem

(c_f , ψ_φ) = ∫ T_G φ(z)M (y; f) dxdy = ∫ Rn^{M (y; f)ψφ(y)dy.} Sledovatel~no, c_f = M (y; f).

Teorema dokazana.

Zameqanie 1.2. Iz (1.1) sleduet, qto

(c_f , ψ_φ) = lim_{s→∞} 1 (2s)^n ∫ Π_s(x0) A_f φ dx dt

i pri fftom predel sprava ravnomernyæ otnositel~no x^0 ∈ R^n.

Teoremu 1.9 estestvenno traktovat~ kak teoremu o suwestvovanii “slabogo” srednego znaqeniØ p.p.o.f. V sluqae, kogda p.p.o.f. imeet porØdok p = 0, t.e. ØvlØetsØ meroæ, moßno stavit~ vopros o suwestvovanii “sil~nogo” srednego znaqeniØ.

Teorema 1.10. Pust~ f – p.p.o.f. v TG porØdka p = 0. Togda dlØ

l¸boæ funkcii φ ∈ D_0(G)

POQTI PERIODIQESKIE OBOBWENNYE FUNKCII 219 lim_{s→∞} 1 (2s)^n ∫ Π_s(x0,G) f(x + iy)φ(y) dx dy = (c_f , φ),^{�)} priqem predel zdes~ ravnomernyæ otnositel~no x^0 ∈ R^n.

Dokazatel~stvo. Preßde vsego zametim, qto sup_{s>1,} x0∈R^n | | | | 1 (2s)^n ∫ Π_s(x0,G0) f(x + iy)φ(y) dx dy | | | | = M^φ < ∞, ∀ φ ∈ D^0(G). Deæstvitel~no, esli supp φ ⊂ G^′ ⋐ G, to 1 (2s)^n | | | ∫ Π_s(x0,G) f(x + iy)φ(y) dx dy | | | ⩽

⩽ ‖φ‖ · ‖f‖^{(1)}_{0,G}0 · (2(s + 1))^n (2s)^n ⩽ ‖f‖^{(1)}_{0,G}0 · ‖φ‖ · 2^{n+1} = M_φ < ∞. Pofftomu dlØ l¸boæ posledovatel~nosti toqek x^{(j)} ∈ R^n i l¸boæ posledovatel~nosti qisel ξ_j moßno vybrat~ taku¸ posledovatel~nost~ indeksov j^′, qto ∃ lim_{j0→∞} 1 (2ξ_j0)^n ∫ Π_{ξj}0 (x(^j0 ),G) f(x + iy)φ(y) dx dy := U_φ. DlØ udobstva dalee vmesto j^′ budem pisat~ j. Pokaßem, qto dlØ ukazannyh posledovatel~nosteæ ξ_j i x^{(j)} pri l¸bom h ∈ R^n lim ξ_j →∞ 1 (2ξ_j)^n ∫ Π_{ξj} (x(^j),G) f(x + iy + h)φ(y) dx dy = U_φ, (1.10) i qto stremlenie k predelu zdes~ ravnomernoe na ograniqennyh mnoßestvah v R^n. DlØ fftogo rassmotrim raznost~ Q(h, ξ_j, x^{(j)}) = = ∫ Π_{ξj} (x(^j) ,G) f(x + iy + h)φ(y) dx dy − ∫ Π_{ξj} (x(^j) ,G) f(x + iy)φ(y) dx dy.

�) Integral, figuriru¸wiæ v fftom ravenstve, ponimaetsØ kak integral po mere.

220 L. I. RONKIN Ispol~zuØ teoremu 1.1 poluqaem, qto esli supp φ ⊂ G^′ ⋐ G, to | |Q(h, ξ_j, x^{(j)}) | | ⩽ ‖φ‖ · ‖f‖^{(1)}_{0,G0} · V (ξ_j , h), gde V (ξ, h) – qislo “kubikov” vida k + Π_1(0), k ∈ Z^n_+, ime¸wih nepustoe pereseqenie s zamykaniem mnoßestva { Π_ξ (h) \ Π_ξ(0) } ∪ { Π_ξ(0) \ Π_ξ(h) } . Oqevidno togda, qto (2ξ_j)^{−n}Q(h, ξ_j, x^{(j)}) → 0 pri j → ∞, pritom ravnomerno otnositel~no h iz l¸bogo ograniqennogo mnoßestva. Ots¸da zakl¸qaem o vypolnenii sootnoxeniØ (1.10).

Pokaßem teper~, qto U_φ ne zavisit ot vybora posledovatel~- nosteæ {x^{(j)}} i {ξ_j}. Deæstvitel~no, iz (1.10) sleduet, qto lim ξ_j →∞ 1 (2ξ_j )^n ∫ Rn^{ψ(x) dx} ∫ Π_{ξj} (x(^j) ,G) φ(y)f(x + iy + t) dt dy =

= U_φ ∫ Rn^{ψ(x) dx, ∀ φ ∈ D0(G), ψ ∈ D0(Rn).} S drugoæ storony, soglasno zameqani¸ 1.2 lim ξ_j →∞ 1 (2ξ_j )^n ∫ Rn^{ψ(x) dx} ∫ Π_{ξj} (x(^j) ,G) φ(y)f(x + iy + t) dt dy =

lim ξ_j →∞ 1 (2ξ_j )^n ∫ Π_{ξj} (x(^j) ) dt ∫ T_G ψ(x)φ(y)f(x + iy + t) dx dy =

lim ξ_j →∞ 1 (2ξ_j)^n ∫ Π_{ξj} (x(^j) )

A_f (φψ)dt = M (A_f (φψ)) = (c_f , φ) ∫ Rn^{ψ(x)dx.} Sledovatel~no, U_φ = (c_f , φ). Takim obrazom U_φ ne zavisit ot vybora posledovatel~nosteæ {ξ_j} i {x^{(j)}} i znaqit, ravnomerno otnositel~no x^0 ∈ R^n lim_{ξ→∞} 1 (2ξ)^n ∫ Π_ξ(x0,G) f(x + iy)φ(y) dxdy = (c_f , φ), ∀ φ ∈ D(G). Teorema dokazana.

Sledu¸waØ teorema moßet rassmatrivat~sØ kak nekotoryæ variant teoremy o “sil~nom” srednem znaqenii p.p.o.f.

POQTI PERIODIQESKIE OBOBWENNYE FUNKCII 221

Teorema 1.11. Pust~ f – p.p.o.f. v TG porØdka p = 0. Togda obob-

wennye funkcii f^{(ξ)}(z) := f(ξx + iy), ξ > 0, shodØtsØ pri ξ → ∞ kak fflementy prostranstva D^′_0(T_G) k obobwennoæ funkcii (mere) c_f ⊗ m_n.^{∗)}

Dokazatel~stvo. Zametim, qto koneqnymi lineænymi kombina-

ciØmi funkciæ vida φ(y)χ_{h,η} (x), gde χ_{h,η}(x) – harakteristiqeskaØ funkciØ kuba Π_η (h), moßno po norme ‖ · ‖ s proizvol~noæ toqnost~¸ priblizit~ l¸bu¸ funkci¸ ψ ∈ D_0(T_G). Pri fftom nositeli approksimiru¸wih funkciæ moßno sqitat~ soderßawimisØ v kakoæ-libo fiksirovannoæ oblasti Ω^′ ⋐ T_G, soderßaweæ supp ψ. Krome togo otmetim, qto

‖f^{(ξ)}‖^{(1)}_{0,G}0 ⩽ 1 (2ξ)^n ‖f‖^{(ξ)}_{0,G}0 ⩽

⩽ 1 (2ξ)^n

‖f‖^{(1)}_{0,G}0 (ξ + 1)^n ⩽ const ‖f‖^{(1)}_{0,G}0 , G^′ ⋐ G,

i, sledovatel~no, semeæstvo mer f^{(ξ)}(z) ravnomerno ograniqeno po variacii na kaßdom mnoßestve Π_ξ(0, G^′), ξ > 0, G^′ ⋐ G. Pofftomu dlØ dokazatel~stva shodimosti obobwennyh funkciæ f^{(ξ)}(z) v

D^′_0(T_G) pri ξ → ∞ dostatoqno ustanovit~ naliqie takoæ shodi-

mosti na “stupen~kah”, t.e. na funkciØh vida ψ(z) = φ(y)χ_{h,η} (x).

Imeem ( f^{(ξ)}(z), ψ(z) ) = = ( f(ξx + iy), φ(y))χ_{h,η} (x) ) = 1 (2ξ)^n ∫ Π_{ξη} (ξh,G) f(z)φ(y) dxdy. Ots¸da, ispol~zuØ teoremu 1.10, zakl¸qaem, qto ∃ lim_{ξ→∞} ( f^{(ξ)}(z), ψ(z) ) = (c_f , φ) · (2η)^n.

Teorema dokazana.

�)V qastnom sluqae funkciæ ln |F (z)|, gde F (z) – golomorfnaØ p.p.f., ffto utverßdenie bylo dokazano ranee v [1].

222 L. I. RONKIN

Sledstvie 1.1. Pust~ f – p.p. poloßitel~naØ o.f. v TG, oblast~

C^′ ⋐ G, i pust~ c_f (∂G^′) = 0, gde mera c_f ta ße, qto i v teoreme 1.9. Togda lim_{ξ→∞} 1 (2ξ)^n ∫ Π_ξ(0,G0) f(z) dxdy = c_f (G^′). �to utverßdenie oqevidnym obrazom vytekaet iz teoremy 1.11 i izvestnyh svoæstv slabo shodØwihsØ semeæstv poloßitel~nyh mer.

Sledstvie 1.2. Esli ograniqennaØ sverhu (snizu) lokal~no sum-

miruemaØ funkciØ f(z), z ∈ T_G, ØvlØetsØ p.p.o.f. i, esli sootvetstvu¸waØ obobwennaØ funkciØ c_f regulØrna,^{∗)} to dlØ l¸boæ oblasti G^′ ⋐ G lim_{ξ→∞} 1 (2ξ)^n ∫ Π_ξ(0,G0) f(z) dxdy = ∫ G0 c_f (y) dy. �to utverßdenie ØvlØetsØ oqevidnym sledstviem predyduwe- go. 4. RØd Fur~e poqti periodiqeskoæ obobwennoæ funkcii v

TG. Naliqie srednego znaqeniØ p.p.o.f. pozvolØet vvesti ponØ-

tie ee spektra i rØda Fur~e.

Teorema 1.12. Pust~ f – p.p.o.f. v TG porØdka p i pust~ f_λ = e^{−i⟨λ,z⟩}f. Togda mnoßestvo

Λ_f := { λ ∈ R^n : cf_λ ≠ 0^},

nazyvaemoe spektrom f, ne bolee qem sqetno.

Dokazatel~stvo. Pokaßem vnaqale, qto suwestvuet takoe ne bo-

lee qem sqetnoe mnoßestvo Λ^∗ ⊂ R^n, qto M ( e^{−i⟨λ,t⟩}A_f φ ) = 0, ∀ λ /∈ Λ^∗, φ ∈ D(T_G). (1.11)

�)t.e. zadaetsØ lokal~no summiruemoæ funkcieæ.

POQTI PERIODIQESKIE OBOBWENNYE FUNKCII 223

Voz~mem dlØ fftogo kakoe-libo sqetnoe mnoßestvo E ⊂ D_p(T_G), plotnoe v D_p(T_G). DlØ kaßdoæ funkcii φ ∈ E suwestvuet takoe ne bolee qem sqetnoe mnoßestvo Λ_{f,φ} ⊂ R^n, qto M ( e^{−i⟨λ,t⟩}A_f φ ) = 0, ∀ λ /∈ Λ_{f,φ}. Oboznaqim

Λ^∗ = ⋃ φ∈E Λ_{f,φ}. Pust~ φ – proizvol~naØ funkciØ iz D_p(T_G) i pust~ posledovatel~nost~ funkciæ φ_j ∈ D_p(T_G), j = 1, 2, . . ., takova, qto φ_j → φ v

D_p(T_G) pri j → ∞. Tak kak pri supp φ ⊂ Π_ξ(x^0, G^0) | |M (e^{−i⟨λ,t⟩}A_f (φ − φ_j )) | | ⩽ ‖φ − φ_j‖_p · ‖f‖^{(ξ)}_{p,G0} , (sm. (1.8)), to pri λ /∈ Λ^∗, dlØ vseh j naqinaØ s nekotorogo | |M (e^{−i⟨λ,t⟩}A_f (φ − φ_j )) | | = | |M (e^{−i⟨λ,t⟩}A_f φ) | | < ε. Sledovatel~no, vypolneno sootnoxenie (1.11). Dalee imeem M (A_{fλ} φ) = M ( (e^{−i⟨λ,z⟩}f(z), φ(z − t)) ) = = M ( (f(z), e^{−i⟨λ,z⟩}φ(z − t)) ) = (1.12) = M ( e^{−i⟨λ,t⟩}(f(z), e^{−i⟨λ,z−t⟩}φ(z − t)) ) = = M ( e^{−i⟨λ,t⟩}A_f (e^{−i⟨λ,z⟩}φ(z)) ) = M ( e^{−i⟨λ,t⟩}A_f ψ ) , gde ψ(z) = φ_λ = e^{−i⟨λ,z⟩}φ(z). Posledniæ qlen v (1.12) soglasno (1.11) raven nul¸, kogda λ /∈

Λ^∗. Ots¸da, uqityvaØ ravenstvo M (A_{fλ} φ) = (c_{fλ} , ψ_φ) i proiz-

vol~nost~ vybora funkcii φ, zakl¸qaem, qto c_{fλ} = 0, ∀ λ /∈ Λ^∗. Pofftomu Λ_f ⊂ Λ^∗, a soglasno postroeni¸ mnoßestvo Λ^∗ ne bolee qem sqetno.

Teorema dokazana.

Opredelenie 1.6. Pust~ f – p.p.o.f. v TG porØdka p. Ee rØdom

Fur~e nazyvaetsØ rØd ∑ λ∈Λ_f e^{i⟨λ,z⟩}c_{fλ} .

224 L. I. RONKIN

Neposredstvenno proverØetsØ, qto kofffficienty Fur~e c_{fλ} obobwennoæ funkcii f svØzany s kofffficientami Fur~e ~c_{λ,f,φ} sootvetstvu¸wih p.p.f. Bora A_f φ posredstvom ravenstv ~c_{λ,f,φ} = ( √ 2π)^n ( c_{fλ} , ^φ(y; −λ) ) , φ ∈ D_p(T_G), (1.13) gde ^φ(y; λ) = ( 1 √ 2π )_n ∫ Rn^{e−i⟨λ,x⟩φ(x + iy) dx. (1.14)} ˚sno takße, qto kogda f – p.p.f. Bora, to c_{fλ} sovpadaet s

a_{λ,f} (y), t.e. s obyqnymi kofffficientami Fur~e rassmatrivae-

myh funkciæ.

Kak i dlØ p.p.f. Bora dlØ p.p.o.f. v T_G spravedlivy teoremy edinstvennosti i approksimacii.

Teorema 1.13. Esli p.p.o.f. f i g ime¸t odin i tot ße rØd Fu-

r~e, t.e. c_{fλ} = c_{gλ} , ∀ λ ∈ R^n, to f = g.

�ta teorema ØvlØetsØ oqevidnym sledstviem sootnoxeniØ (1.13) i teoremy edinstvennosti dlØ p.p.f. Bora.

Teorema 1.14. Pust~ f – p.p.o.f. v TG porØdka p i pust~ ∑ λ∈Λ e^{i⟨λ,z⟩}a_λ, a_λ ∈ D^′_p(G) – ee rØd Fur~e. Togda suwestvu¸t takie funkcii μ_j : Λ → R_+, j = 1, 2, qto # { λ ∈ Λ : μ_j (Λ) ≠ 0 } < ∞, ∀ j, i ‖ ‖ ‖ ‖ ( f(z) − ∑ λ∈Λ μ_j(λ)e^{i⟨λ,z⟩}a_λ, φ(z − t) )‖ ‖ ‖ → 0 pri j → ∞ ravnomerno otnositel~no φ ∈ K, gde K – proizvol~noe kompaktnoe mnoßestvo v D_p(T_G).

Dokazatel~stvo. KaßdaØ borovskaØ p.p.f. Af φ imeet spektr,

vloßennyæ v spektr Λ obobwennoæ funkcii f. Pofftomu funkcii

μ_j , s pomow~¸ kotoryh dlØ funkcii A_f φ soglasno teoreme 1.6

stroØtsØ approksimiru¸wie ee polinomy P_j, moßno sqitat~ ne zavisØwimi ot vybora φ ∈ D_p(T_G). Poloßim ~P_j = ∑ λ∈Λ e^{i⟨λ,z⟩}μ_j (λ)a_λ.

POQTI PERIODIQESKIE OBOBWENNYE FUNKCII 225 Togda soglasno teoreme 1.6 ‖(f − ~P_j, φ(z − t))‖ = ‖ ‖ ‖ ‖A^f φ − ∑ λ∈Λ μ_j(λ)~c_{λ,f,φ}e^{i⟨λ,t⟩} ‖ ‖ ‖ ‖ → 0 (1.15)

pri j → ∞. Qtoby pokazat~ ravnomernost~ figuriru¸wego zdes~ predela (otnositel~no φ ∈ K) zametim, qto, kak sleduet iz obwih svoæstv p.p.f. Bora (sm. [7, 8]), funkciØ ( ~P_j(z), φ(z − t)) moßet byt~ predstavlena v vide ( ~ P_j(z), φ(z − t) ) = M ( K_j(t^′)(A_f φ)(t + t^′) ) , gde {K_j(t^′)} – nekotoroe, stroØweesØ po Λ_f semeæstvo Øder, nazyvaemyh sostavnymi Ødrami Feæera–Bohnera, i oblada¸wih sledu¸wimi dvumØ svoæstvami: K_j(t^′) ⩾ 0, M (K_j(t^′)) = 1. Pofftomu pri supp φ ⋐ Π_ξ(x^0, G^0) ‖ ‖( ~P_j(z), φ(z − t)) ‖ ‖ = ‖ ‖M (K_j(t^′)(A_f φ)(t + t^′)) ‖ ‖ ⩽ ⩽ ‖A_f φ‖ · M (K_j) = ‖A_f φ‖ ⩽ ‖f‖^{(ξ)}_{p,G0} ‖φ‖_p, i znaqit ‖ ‖( ~P_j (z) − f(z), φ(z − t)) ‖ ‖ ⩽ 2‖f‖^{(ξ)}_{p,G0} ‖φ‖_p. Ots¸da, vvidu predpolagaemoæ kompaktnosti mnoßestva K, oqevidnym obrazom sleduet ravnomernost~ (otnositel~no φ ∈ K) predel~nogo perehoda v (1.15).

Teorema dokazana.

Zameqanie 1.3. Kak i dlØ p.p.f. Bora na TS i TG (sm. zameqa-

nie 1.1), privedennye vyxe opredeleniØ i utverßdeniØ, po suwestvu bez izmeneniæ, rasprostranØ¸tsØ na sluqaæ obobwennyh funkciæ v oblastØh T_G = R^n×G, gde G ⊂ R^m.

§2. Poqti periodiqeskie obobwennye funkcii na TS

NarØdu s p.p.o.f. v T_G pri izuqenii nekotoryh funkciæ, poroßdaemyh golomorfnymi p.p.f. mnogih peremennyh, voznika¸t p.p.o.f. na R^n_{(x)}, zavisØwie ot parametra y ∈ S, gde, kak i preßde, S – kompakt v R^n. DlØ kratkosti takie funkcii v R^n, uslovimsØ nazyvat~ p.p.o.f. na T_S . Toqnee, dadim sledu¸wee

226 L. I. RONKIN

Opredelenie 2.1. Pust~ f(x; y) – obobwennaØ funkciØ porØdka

p na R^n_{(x)}, zavisØwaØ ot parametra y ∈ S. Nazovem ee p.p.o.f. (porØdka p) na T_S , esli dlØ l¸boæ funkcii φ ∈ D_p(R^n) funkciØ ~A_f φ = ( ~A_f φ)(t, y) := (f(x; y), φ(x − t)) ØvlØetsØ p.p.f. Bora na T_S .

Oqevidno, qto funkciØ f(x; y), ØvlØ¸waØsØ p.p.o.f. na kaßdom mnoßestve T_S ⊂ T_G, ØvlØetsØ v to ße vremØ p.p.o.f. v T_G.

ProvodØ rassußdeniØ, podobnye ispol~zovannym v §1, i sledØ pri fftom za ravnomernost~¸ po y ∈ S sootvetstvu¸wih ocenok, legko ubedit~sØ v spravedlivosti analogov teorem iz §1.

Teorema 2.1. Pust~ f(x; y) – p.p.o.f. na TS porØdka p. Togda sup_{y∈S} ‖f(x; y)‖^{(ξ)}_p < ∞, gde ‖f(x; y)‖^{(ξ)}_p = sup { |(f(x; y), φ(x))| ‖φ‖_p : φ ∈ D_p[Π_ξ(h)], h ∈ R^n } . Teorema 2.2. DlØ togo, qtoby obobwennaØ (v R^n_{(x)}) funkciØ

f(x; y), y ∈ S, byla p.p.o.f. na T_S porØdka p, neobhodimo i dostatoqno, qtoby iz l¸boæ posledovatel~nosti {h_j} ⊂ R^n moßno bylo vybrat~ taku¸ podposledovatel~nost~ {h_j0 }, qto posledovatel~- nost~ funkciæ (f(x + h_j0 ; y), φ(x − t)) pri j^′ → ∞ shoditsØ, pritom ravnomerno otnositel~no y ∈ S, t ∈ R^n, φ ∈ K, gde K – proizvol~- noe kompaktnoe podmnoßestvo v prostranstve D_p(R^n).^{∗)}

Teorema 2.3. Pust~ f(x; y) – p.p.o.f. na TS . Togda suwestvuet ta-

kaØ nepreryvnaØ na S funkciØ c_f (y), qto

lim_{ξ→∞} sup_{y∈S} | | | | 1 (2ξ)^n ∫ Π_ξ(0) ~A_f φdx − c_f (y) ∫ Rn^{φ(x)dx} | | | | = 0, ∀ φ ∈ D(R^n). Teorema 2.4. Pust~ f(x; y) – p.p.o.f. na TS . Togda suwestvuet ta-

koe ne bolee qem sqetnoe mnoßestvo Λ_f ⊂ R^n, qto c_{fλ} (y) ≡ 0, ∀ λ /∈ Λ_f , gde f_λ = e^{−i⟨λ,x⟩}f(x; y). �)Kak i v teoreme 1.8 v qasti dostatoqnosti zdes~ moßno ograniqit~sØ mnoßestvami K, sostoØwimi iz odnoæ funkcii.

POQTI PERIODIQESKIE OBOBWENNYE FUNKCII 227

Teorema 2.5. Esli f(x; y) i g(x; y) – p.p.o.f. na TS i esli cf_λ (y) =

c_{gλ} (y), ∀ λ ∈ R^n, to f(x; y) = g(x; y).

Teorema 2.6. Pust~ f – p.p.o.f. na TS porØdka p i pust~ ∑ μ c_μ(y)e^{i⟨λμ ,y⟩} – ee rØd Fur~e. Togda suwestvu¸t takie qisla

m_{μ,ν} , μ = 1, . . . , N_ν, ν = 1, 2, . . ., qto ravnomerno otnositel~no

φ ∈ K, gde K – proizvol~noe kompaktnoe mnoßestvo v D_p(R^n), pri ν → ∞ ‖ ‖ ‖ ‖ ( f(x; y) − N_ν∑

μ=1 m_{μ,ν} c_μ(y)e^{i⟨λμ ,x⟩}, φ(x − t) ) ‖ ‖ ‖ ‖_S → 0. Teorema 2.7. Pust~ f – p.p.o.f. na TS porØdka p = 0. Togda lim_{ξ→∞} 1 (2ξ)^n ∫ Π_ξ(x0) f(x; y) dx = c_f (y),

priqem predel zdes~ ravnomernyæ otnositel~no y ∈ S i x^0 ∈ R^n.

Teorema 2.8. Pust~ f – p.p.o.f. na TS porØdka p = 0. Togda funk-

cii (f(ξx; y), φ(x)), φ ∈ D_0(R^n), pri ξ → ∞ shodØtsØ ravnomerno

otnositel~no y ∈ S k funkcii c_f (y) ∫Rn^{φ(x)dx.} V zakl¸qenie fftogo paragrafa provedem nekotoru¸ ocenku kofffficientov Fur~e p.p.o.f.

Esli f – p.p.o.f. na T_S porØdka p, to, kak legko videt~, ee kofffficienty Fur~e c_{fλ} (y) svØzany s kofffficientami Fur~e ~c_{λ,f,φ}(y)

funkcii ~A_f φ sootnoxeniØmi ~c_{λ,f,φ} = ( √ 2π)^nc_{fλ} (y) ^φ(−λ), φ ∈ D_p(R^n), (2.1) gde ^φ(λ) = ( 1 √ 2π )_n ∫ Rn^{e−i⟨λ,x⟩φ(x) dx.} Iz fftih sootnoxeniæ i ravenstva ParsevalØ dlØ p.p.f. Bora na

T_S sleduet, qto ∑ λ∈Λ_f | |c_{λ,f} (y) | |^2 | | ^φ(λ) | |^2 < ∞, ∀ φ ∈ D_p(R^n), y ∈ S. (2.2)

228 L. I. RONKIN Voz~mem v kaqestve funkcii φ funkci¸ φ(x) = φ_0(x_1) . . . φ_0(x_n), gde φ_0(s) = e^sψ(s), a ψ(s) – (p + 2)-kratnaØ svertka funkciæ η(s) = { 0, |s| > 1 1/2, |s| ⩽ 1. FunkciØ φ_0(s), oqevidno, prinadleßit D_p(R), a ee preobrazovanie Fur~e

^φ_0(ξ) = (^η(ξ + i))^{p+2} = ( sin(ξ + i) ξ + i )_{p+2} . Zametim, qto | sin(ξ + i) |^2= Sh^21 + sin^2 ξ. Sledovatel~no

^φ(λ) = ^φ(λ_1, . . . , λ_n) = ^φ_0(λ_1) . . . ^φ_0(λ_n) ⩾

(Sh 1)^n2^{(p+2)} ((1 + λ^2_1) . . . (1 + λ^2_n))^{p/2+1} . Ots¸da i iz 2.2 zakl¸qaem, qto ∑ λ∈Λ_f |c_{λ,f} (y)|^2 (1 + λ^2_1)^{p/2+1} . . . (1 + λ^2_n)^{p/2+1} < ∞, ∀ y ∈ S. §3. Golomorfnye poqti periodiqeskie funkcii v TG. Raspredelenie korneæ Vozmoßnost~ primeneniØ teorii p.p.o.f. k izuqeni¸ golomorfnyh p.p.f. osnovyvaetsØ na sledu¸wem utverßdenii.

Teorema 3.1. Pust~ f(z) – golomorfnaØ poqti periodiqeskaØ

funkciØ (Bora) v T_G. Togda funkciØ ln |f(z)| ØvlØetsØ p.p.o.f. porØdka p = 0 v T_G, a takße na kaßdom mnoßestve T_S , S ⋐ G.

Dokazatel~stvo. Vnaqale dokaßem lemmu.

Lemma 3.1. Esli posledovatel~nost~ funkciæ Fj (z), j = 1, 2, . . .,

golomorfnyh v oblasti Π_ξ(0, G), ravnomerno na kaßdom podmnoßestve fftoæ oblasti shoditsØ k funkcii F (z), to dlØ l¸bogo ξ^′ < ξ lim_{j→∞} ∫ Π_ξ0 (0)

| ln | F_j(x + iy) | − ln | F (x + iy) || dx = 0, (3.1)

priqem shodimost~ zdes~ ravnomernaØ otnositel~no y ∈ S, S ⋐ G.

Dokazatel~stvo. Preßde vsego pokaßem, qto ravnomernaØ sho-

dimost~ v (3.1) ØvlØetsØ sledstviem shodimosti pri kaßdom

POQTI PERIODIQESKIE OBOBWENNYE FUNKCII 229 y ∈ G. Deæstvitel~no, esli ravnomernoæ shodimosti v (3.1)

net, to suwestvuet takaØ posledovatel~nost~ toqek y^{(j)} ∈ G,

j = 1, 2, . . ., shodØwaØsØ k nekotoroæ toqke ~y ∈ G, qto lim_{j→∞} ∫ Π_ξ0 (0) | ln | F_j(x + iy^{(j)}) | − ln | F (x + i~y) || dx > 0. No ffto protivoreqit ravenstvu lim_{j→∞} ∫ Π_ξ0 (0) | ln | F_j(x + iy^{(j)}) | − ln | F (x + i~y) || dx = 0, poluqennomu primeneniem (3.1) k posledovatel~nosti funkciæ

F_j(z + iy^{(j)}), ravnomerno shodØweæsØ k funkcii F (z + i~y).

Zametim dalee, qto utverßdenie o naliqii ravenstva (3.1) imeet lokal~nyæ harakter, t.e. dlØ ego dokazatel~stva dostatoqno pokazat~ naliqie ravenstva lim_{j→∞} ∫ |x|<r | ln | F_j(x) | − ln | F (x) || dx = 0, r < 1 (3.2)

dlØ l¸boæ posledovatel~nosti golomorfnyh v xare |z| ⩽ r_1, r_1 > 1, funkciæ F_j (z), ravnomerno shodØwihsØ v fftom xare k funkcii F (z). Rassmotrim vnaqale sluqaæ n = 1. Ne naruxaØ obwnosti, moßno sqitat~, qto F (0) ≠ 0 i |F (z)| ≠ 0 pri |z| = 1. V fftoæ situacii dlØ vseh j, naqinaØ s nekotorogo, qislo korneæ funkcii F_j(z) v kruge |z| < 1 sovpadaet s qislom korneæ funkcii

F (z). Oboznaqim ffti korni, sootvetstvenno, qerez a_{1,j}, . . . , a_{N,j} i a_1, . . . , a_N (numeraciØ proizvoditsØ s uqetom kratnosti). Polo-

ßim F_j = Ψ_j Φ_j, F = ΨΦ, gde

Φ_j = N∏ k=1 z − a_{k,j} 1 − a_{k,j}z , Φ(z) = N∏ k=1 z − a_k 1 − a_kz . Iz ravnomernoæ shodimosti funkciæ F_j(z) k F (z) sleduet, qto

Ψ_j (z) ⇒ Ψ(z), |z| ⩽ 1, i pri nadleßaweæ numeracii korneæ a_{k,j} i a_k lim_{j→∞} a_{k,j} = a_k, k = 1, . . . , N . Pofftomu

lim_{j→∞} r∫ −r | ln | Ψ_j(x) | − ln | Ψ(x) || dx = 0, r < 1 (3.3)

230 L. I. RONKIN lim_{j→∞} r∫ −r | ln | Φ_j(x) | − ln | Φ(x) || dx = 0, r < 1 (3.4)

Iz (3.3) i (3.4) sleduet (3.1) dlØ n = 1. DlØ dokazatel~stva ravenstva (3.1) v sluqae proizvol~nogo n ocenim v rassmotrennoæ vyxe situacii n = 1 integral ∫_r −r ln |F (x)|dx. Oboznaqim

M_F (R) = max{|F (z)| : |z| = R}. Ispol~zuØ neravenstvo Karate-

odori (sm., naprimer, [9]) poluqaem, qto pri |z| = R < 1 | ln |Ψ(z)|| < 2R 1 − R { ln M_F (1) − ln |F (0)| + ln | | | | | N∏ k=1 a_k | | | | | } . Sledovatel~no r∫ −r | ln |Ψ(x)|| dx ⩽ 4r^2 1 − r {ln M_F (1) − ln |F (0)|}. (3.5)

Dalee, kak pokazyvaet neposredstvennoe vyqislenie r∫ −r ln | | | x − a 1 − ax | | | dx ⩾ −2 − 2 ln 2 ⩾ −4. Pofftomu r∫ −r | ln |Φ(x)|| dx ⩽ 4N ⩽ 4 ln r_1

{ln M_F (r_1) − ln |F (0)|}. (3.6)

Ots¸da i iz (3.5) sleduet, qto r∫ −r | ln |F (x)|| dx ⩽ c(r_1) ln M_F (r_1) + c_1(r_1, r)| ln |F (0)| |, (3.7)

gde konstanty c(r_1) i c_1(r_1, r) ne zavisØt ot vybora funkcii F . V sluqae n > 1 dlØ funkcii F (z), golomorfnoæ v xare |z| < r_1,

r_1 > 1, ispol~zuØ ocenku (3.7), imeem r∫ 0 | ln |F (ξx)||ξ^{n−1}dξ ⩽ c(r_1) ln M_F (r_1) + c_1(r_1, r)| ln |F (0)||.

POQTI PERIODIQESKIE OBOBWENNYE FUNKCII 231 Ots¸da sleduet, qto v pravoæ qasti ravenstva ∫ |x|<r | ln |F_j(x)| − ln |F (x)||dx =

= ∫ |x|=1 dσ(x) r∫ 0 | ln |F_j(ξx)| − ln |F (ξx)||ξ^{n−1} dξ vozmoßen predel~nyæ perehod pod znakom integrala po ediniqnoæ sfere. No, kak sleduet iz dokazannogo vyxe (sluqaæ n = 1) lim_{j→∞} r∫ 0 | ln |F_j(ξx)| − ln |F (ξx)||ξ^{n−1} dξ = 0. Sledovatel~no lim_{j→∞} ∫ |x|<r | ln |F_j(x)| − ln |F (x)||dx = 0. Lemma dokazana.

Pust~ F (z) – golomorfnaØ p.p.f. v T_G. Soglasno opredeleni- Øm 1.2 i 1.3 iz kaßdoæ posledovatel~nosti {h_j} ⊂ R^n moßno vybrat~ podposledovatel~nost~ {h_j0} tak, qto posledovatel~- nost~ F (z+h_j0 ) shoditsØ k nekotoroæ funkcii ~F (z) po norme ‖·‖_S dlØ l¸bogo S ⋐ G. DlØ udobstva dalee budem pisat~ j vmesto

j^′. Pokaßem, qto

lim_{j→∞} sup_{y∈S} ‖ ∫ Π_ξ(t) | ln |F (z + h_j )| − ln | ~F(z)| |dx ‖ = 0. (3.8)

Predpoloßim protivnoe, t.e. qto pri nekotorom ε > 0 i nekotoryh t^{(j)} ∈ R^n i y^{(j)} ∈ S vypolnØ¸tsØ neravenstva ∫ Π_ξ(t(^j) )

| ln | F (x + iy^{(j)} + h_j) | − ln | ~F (x + iy^{(j)}) | | dx > ε. (3.9)

Ne naruxaØ obwnosti, moßno sqitat~, qto y^{(j)} → ~y ∈ S. Vyberem iz posledovatel~nosti t^{(j)} podposledovatel~nost~ t^{(jk)} tak, qtoby funkcii ~F (z + t^{(jk)}) pri k → ∞ ravnomerno na kaßdom

232 L. I. RONKIN mnoßestve T_S , S ⋐ G, shodilis~ k nekotoroæ funkcii ^F (z). �to vozmoßno, poskol~ku funkciØ ~F (z), buduqi ravnomernym predelom golomorfnyh p.p.f., sama ØvlØetsØ takovoæ. Zametim, qto pri ukazannom vybore posledovatel~nosteæ h_j i t^{(jk)} funkcii

F (z + t^{(jk)} + h_{jk} + iy^{(jk )}) shodØtsØ k funkcii ^F (z + i~y). UqityvaØ

togda (3.9) poluqaem 0 < ε ⩽ lim_{k→∞} ∫ Π_ξ(t(^{jk})) | ln | F (x + h_{jk} + iy^{(jk )}) | − ln | ~F (x + iy^{(jk )}) || dx =

= lim_{k→∞} ∫ Π_ξ(0) | ln | F (x + t^{(jk)}+h_{jk} +iy^{(jk )}) | −ln | ~F (x+t^{(jk)}+iy^{(jk )}) || dx ⩽

⩽ lim_{k→∞} ∫ Π_ξ(0) | ln | F (x + t^{(jk)} + h_{jk} + iy^{(jk )}) | − ln | ^F (x + i~y) || dx+

+ lim_{k→∞} ∫ Π_ξ(0)

| ln | ~F (x + t^{(jk)} + iy^{(jk )}) | − ln | ^F (x + i~y) || dx = I_1 + I_2.

No soglasno lemme 3.1, I_1 = 0 i I_2 = 0. Sledovatel~no, sdelannoe dopuwenie nevozmoßno i tem samym sootnoxenie (3.8) dokazano. Ispol~zuØ ego, pri tom ße vybore posledovatel~nosti h_j i pri φ ∈ D_0(Π_ξ(0)) poluqaem lim_{j→∞} ‖ ‖(ln | F_j(z + h_j ) |, φ(x − t)) − (ln | ~F (z) |, φ(x − t)) ‖ ‖_S ⩽

⩽ ‖φ‖ · lim_{j→∞} ‖ ∫ Π_ξ(t) | ln | F (z + h_j ) | − ln | F (z) || dx ‖ S = 0. Takim obrazom funkciØ ~A_{ln |F |}φ ØvlØetsØ p.p.f. Bora na T_S , ∀ S ⋐ G, ∀ φ ∈ D_0(R^n), i, sledovatel~no, ln |F (z)| – p.p.o.f. porØdka

p = 0 na T_S , ∀ S ⋐ G, a znaqit i v oblasti T_G.

Teorema dokazana.

Pust~ F (z) – funkciØ iz teoremy 3.1. Vvidu dokazannoæ v fftoæ teoreme poqti periodiqnosti funkcii ln |F (z)| i soglasno teoreme 2.7 i sledstvi¸ 1.2 suwestvu¸t predely lim_{ξ→∞} 1 (2ξ)^n ∫ Π_ξ(0)

ln | F (z) | dx := ~c_F (y), y ∈ G (3.10)

POQTI PERIODIQESKIE OBOBWENNYE FUNKCII 233 i lim_{ξ→∞} 1 (2ξ)^n ∫ Π_ξ(0,G0) ln | F (z) | dxdy = ∫ G0 ~c_F (y)dy, G^′ ⋐ G. (3.11) Pri fftom shodimost~ v (3.10) ravnomernaØ po y ∈ G^′ ⋐ G, i funkciØ ~c_F (y) nepreryvna v G. Poskol~ku lim_{ξ→∞} 1 (2ξ)^n ∫ Π_ξ(0) ln | F (z) | dx =

= lim_{ξ→∞} 1 (2ξ)^n ∫ Π_ξ(h) ln | F (z) | dx, ∀ h ∈ R^n, to ~c_F (y) = lim_{ξ→∞} 1 (2ξ)^n ∫ Π_ξ(0) ln | F (t + z) | dt. Takim obrazom nepreryvnaØ funkciØ ~c_F (y) ØvlØetsØ predelom ograniqennogo sverhu (na kompaktnyh podmnoßestvah oblasti

T_G) semeæstva pl¸risubgarmoniqeskih funkciæ. Sledovatel~no

ona sama ØvlØetsØ pl¸risubgarmoniqeskoæ v T_G. Ots¸da, poskol~ku ~c_F (y) ne zavisit ot x, sleduet, qto ~c_F (y) – vypuklaØ funkciØ.

Rassmotrim teper~ obobwennu¸ funkci¸ Φ(z) = θ_{2n}Δ ln |F (z)|, gde Δ = Δ_{x,y} – operator Laplasa po peremennym x i y, a θ_{2n} – nekotoraØ normiru¸waØ postoØnnaØ. Iz opredeleniØ p.p.o.f. v T_G i poqti periodiqnosti v T_G obobwennoæ funkcii ln |F (z)| sleduet, qto Φ(z) – p.p.o.f. v T_G porØdka p ⩽ 2. No poskol~ku Δ ln |F (z)| – poloßitel~naØ obobwennaØ funkciØ, to Φ(z) – p.p.o.f. v T_G porØdka p = 0, t.e. Φ(z) – p.p. mera. Sledovatel~no, esli c_Φ – mera v G, otveqa¸waØ funkcii Φ soglasno teoremam 1.9 i 1.10, i esli oblast~ G^′ ⋐ G takova, qto c_Φ(∂G^′) = 0, to (sm. sledstvie 1.1) lim_{ξ→∞} 1 (2ξ)^n ∫ Π_ξ(0,G0)

Φ(z) dxdy = c_Φ(G^′). (3.12)

Naædem svØz~ meßdu c_Φ i ~c_F . Soglasno teoreme 1.11

c_Φ = lim_{ξ→∞} Φ(ξx + iy)

234 L. I. RONKIN i m_n ⊗ ~c_F = lim_{ξ→∞} ln |F (ξx + iy)|, gde oba predela berutsØ v prostranstve D^′_0(T_G). No

lim_{ξ→∞} Φ(ξx + iy) = θ_{2n} lim_{ξ→∞} ( Δ_{t,y} ln |F (t + iy)| ) t=ξx = = θ_{2n} lim_{ξ→∞} { 1 ξ^2

Δ_x ln |F (ξx + iy)| + Δ_y ln |F (ξx + iy)| } = = θ_{2n}Δ_y~c_F (y) = θ_{2n} θ_n μ_F , gde μ_F – mera, associirovannaØ po Rissu vypukloæ, a znaqit i subgarmoniqeskoæ, funkcii ~c_F (y).

ObobwennaØ funkciØ Φ(z), kak sleduet iz ee opredeleniØ, ØvlØetsØ meroæ, associirovannoæ po Rissu funkcii ln |F (z)|. Pofftomu, kak izvestno, sm., naprimer, [11], ffta funkciØ (mera) svØzana s ob¨emom V_F (Ω) divizora^{∗)} Z_F funkcii F (z) v oblasti

Ω ⋐ T_G sootnoxeniem

V_F (Ω) := ∫ |Z_F |�∩Ω γ_F (z) dV = ∫ Ω Φ(z)dz. (3.13)

Zdes~ dV – fflement ob¨ema na mnogoobrazii |Z_F |^∗. V svØzi s (3.13) figuriru¸wiæ v (3.12) predel est~ ne qto inoe, kak umnoßennaØ na θ_{2n}/θ_n plotnost~ divizora funkcii F v oblasti T_G.

PodytoßivaØ skazannoe, prihodim k sledu¸weæ teoreme.

Teorema 3.2. Pust~ F (z) – golomorfnaØ p.p.f. v TG. Togda

a) suwestvuet predel lim_{ξ→∞} 1 (2ξ)^n ∫ Π_ξ(0) ln |F (x + iy)|dx := ~c_F (y)

�)Napomnim, qto divizorom Z v oblasti Ω ⊂ C^n nazyva¸t paru (|Z|, γ_Z), gde |Z| – analitiqeskoe mnoßestvo (nositel~ divizora) v Ω qistoæ razmernosti n − 1, a γ_Z – celoqislennaØ funkciØ (kratnost~ divizora) na |Z|, postoØnnaØ na kaßdoæ svØznoæ komponente mnoßestva |Z|^� regulØrnyh toqek mnoßestva |Z|. Divizorom golomorfnoæ funkcii f (z) nazyvaetsØ divizor

Z_f , nositel~ kotorogo |Z_f | = {z : f (z) = 0}, a kratnost~ γ_f (z) sovpadaet s

kratnost~¸ kornØ funkcii f (z) v toqke z ∈ |Z_f |.

POQTI PERIODIQESKIE OBOBWENNYE FUNKCII 235 b) funkciØ ~c_F (y) – vypuklaØ, v) esli oblast~ G^′ ⋐ G takova, qto μ_F (∂G^′) = 0, gde μ_F – mera, associirovannaØ po Rissu funkcii ~c_F (y), to lim_{ξ→∞} 1 (2ξ)^n V_F ( Π_ξ(0, G^′) ) = θ_{2n} θ_n μ_F (G^′).

V sluqae n = 1 ffto izvestnaØ teorema Iessena [12] (sm. takße [9, 8]). V sluqae proizvol~nogo n teorema 3.2 byla ranee dokazana avtorom v [1] metodom, ime¸wim nekotorye obwie qerty s ispol~zovannym zdes~, no nosØwim bolee special~nyæ harakter.

Utverßdenie v) teoremy 3.2 o plotnosti divizora verno i v bolee obweæ situacii divizorov, kotorye my nazovem poqti periodiqeskimi, hotØ, voobwe govorØ, oni ne ØvlØ¸tsØ divizorami poqti periodiqeskih funkciæ.

Pust~ Z – divizor v T_G. Takoæ divizor, kak izvestno, ØvlØetsØ divizorom nekotoroæ golomorfnoæ v T_G funkcii F (z). �toæ funkcii otveqaet obobwennaØ funkciØ Φ_F (z) = θ_{2n}Δ_{x,y} ln |F (x, y)|, kotoraØ poloßitel~na i znaqit ØvlØetsØ meroæ. Oqevidno, qto

Φ_F (z) ne zavisit ot vybora funkcii F (z), zada¸weæ divizor Z.

Pofftomu estestvenno pisat~ Φ_Z vmesto Φ_F .

Opredelenie 3.1. Divizor Z ⊂ TG nazyvaetsØ poqti periodiqe-

skim, esli otveqa¸waØ emu funkciØ Φ_Z ØvlØetsØ p.p.o.f. v T_G.

Figuriru¸waØ v fftom opredelenii funkciØ (mera) Φ_Z est~ sled potoka integrirovaniØ po divizoru Z. Vvidu fftogo poqti periodiqnost~ divizorov moßno opredelit~ s pomow~¸ potokov, predvaritel~no vvedØ ponØtie poqti periodiqeskogo potoka. My ne kasaemsØ zdes~ fftogo ponØtiØ, predpolagaØ posvØtit~ emu otdel~nu¸ zametku.

Iz sledstviØ 1.1 i otmeqennoæ vyxe traktovki Φ_Z kak (2n−2)- mernogo ob¨ema divizora Z neposredstvenno vytekaet sledu¸- waØ teorema.

Teorema 3.3. Pust~ Z – poqti periodiqeskiæ divizor v TG. Togda

v G suwestvuet takaØ poloßitel~naØ mera μ_Z , qto dlØ kaßdoæ oblasti G^′ ⋐ G, udovletvorØ¸weæ uslovi¸ μ_Z (∂G^′) = 0, vypolnØetsØ ravenstvo lim_{ξ→∞} 1 (2ξ)^n V_Z ( Π_ξ (0, G^′) ) = μ_Z(G^′),

236 L. I. RONKIN gde V_Z (Ω) = ∫ |Z|�∩Ω γ_Z (z) dV. V zakl¸qenie sqita¸ svoim priØtnym dolgom poblagodarit~ S. ı. Favorova, proqitavxego rukopis~ fftoæ stat~i i sdelavxego rØd cennyh zameqaniæ.

Literatura 1. L. I. Ronkin, Teoremy Iessena dlØ golomorfnyh poqti periodiqeskih

funkciæ v trubqatyh oblastØh. — Sib. mat. ß. 28, No. 8 (1987),

199–204.

2. L. I. Ronkin, Teorema Iessena dlØ golomorfnyh poqti periodiqeskih

otobraßeniæ. — Ukr. mat. ß. 42, No. 8 (1990), 1094–1107.

3. L. I. Ronkin, Functions of completely growth. Kluwer Academic Publischers, Dordrecht (Boston) London (1992), 392 p.

4. A. ı. Raxkovskiæ, Potoki, associirovannye s golomorfnymi poqti pe-

riodiqeskimi otobraßeniØmi. — Mat. fizika, analiz, geometriØ 2, vyp. 2 (1995).

5. A. Rashkovskii, Monge-Ampère type currents associated to holomorphic almost periodic mappings. to appear in “Computes rendus Acad. Sci.” Paris.

6. L. Schwartz, Theorie des distributions I. Hermann, Paris, (1950) 350 p.

7. G. Bor, Poqti periodiqeskie funkcii. OGIZ, M.-L., (1934) 128 s. 8. B. M. Levitan, Poqti periodiqeskie funkcii. GITTL, Moskva, (1953) 396 s.

9. B. ˚. Levin, Raspredelenie korneæ celyh funkciæ. GITTL, Moskva, (1956) 632 s.

10. L. I. Ronkin, Vvedenie v teori¸ celyh funkciæ mnogih peremennyh. Nauka, Moskva, (1971) 430 s.

11. P. Lelon, L. Gruman, Celye funkcii mnogih kompleksnyh peremennyh.

Mir, Moskva. (1989) 350 s.

12. B. Jessen, Über die Nullstellen einer analytischen fastperiodischen function. Eine verallgemeinerung der Jensenchen formel. — Math. Ann. 108 (1933), 485–516.

Ronkin L. I. Almost periodic distributions in a tube domain.

A notion of an almost periodic (a.p.) distribution in a tube domain T_G in C^n is introduced. Properties of such distributions are investigated, some of them are similar to the properties of ordinary a.p. functions on the axis. In these terms the notion of an a.p. divisor in T_G is introduced, and conditions for the existence of density of such a divisor in T_G0 , G^′ ⋐ G, are found.

Postupilo 2 dekabrØ 1996 g.

FTINT NAN Har~kov, Ukraina