A. N. Petrov OB ODNOM SPOSOBE POSTROENI˚ USLOVNYH BAZISOV IZ STEPENE` V NEKOTORYH BANAHOVYH PROSTRANSTVAH ANALITIQESKIH FUNKCI`

§0. Vvedenie

Osnovnoæ cel~¸ fftoæ zametki ØvlØetsØ opisanie odnogo sposoba postroeniØ uslovnyh stepennyh bazisov v nekotoryh banahovyh prostranstvah analitiqeskih funkciæ. Vpervye konstrukciØ takih bazisov byla privedena v rabote A. Figa–Talamanki [1] i naxla svoe dal~neæxee razvitie v zametke [2]. Razliqnym aspektam zadaqi ob opisanii bazisnyh semeæstv v zamykanii svoeæ lineænoæ oboloqki v konkretnom funkcional~nom prostranstve posvØwena dovol~no obxirnaØ literatura. Otmetim, naprimer, raboty [3–5], nekotorye rezul~taty kotoryh ispol~zu¸tsØ niße.

Pomimo obobweniØ dostatoqno prozraqnogo sposoba postroeniØ bazisnyh semeæstv, predloßennogo v rabotah [1, 2], v nastoØweæ zametke privedeny i konkretnye primery funkcional~- nyh banahovyh prostranstv, gde primenima dannaØ konstrukciØ. RazumeetsØ, nißeprivodimye primery prostranstv otn¸d~ ne isqerpyva¸t vseh priloßeniæ fftogo ves~ma obwego sposoba postroeniØ uslovnyh bazisov v zamykanii svoeæ lineænoæ oboloqki. Podbor primerov funkcional~nyh prostranstv osuwestvlØlsØ v pervu¸ oqered~ v sootvetstvii s liqnymi interesami avtora. Funkcional~nye prostranstva, rassmatrivaemye v zametke, ØvlØ¸tsØ algebrami mul~tiplikatorov nekotoryh banahovyh prostranstv analitiqeskih funkciæ (neobhodimye opredeleniØ dany v §1). Sredi osnovnyh primerov otmetim prostranstvo mul~tiplikatorov stepennyh rØdov s posledovatel~nost~¸ kofffficientov Teælora iz l^p i prostranstvo mul~- tiplikatorov integralov tipa Koxi. Obratim vnimanie na to,

Rabota qastiqno podderßana grantom 95–0–1.6–71 Goskomvuza Rossii. 170

O SPOSOBE POSTROENI˚ BAZISOV 171

qto sopostaviv rezul~taty S. A. Vinogradova [6] i A. B. Aleksandrova [7], legko poluqaetsØ opisanie prostranstva kofffficientov nekotoryh bezuslovnyh bazisov v prostranstve mul~tiplikatorov integralov tipa Koxi (toqnye formulirovki privedeny v §3).

O strukture dannoæ raboty moßno skazat~ sledu¸wee. V pervom paragrafe sobrany osnovnye oboznaqeniØ, opredeleniØ i predvaritel~nye svedeniØ, ispol~zuemye na protØßenii vsego izloßeniØ. Vtoroæ paragraf raboty zakl¸qaet v sebe obwu¸ konstrukci¸ postroeniØ bazisnyh semeæstv iz stepeneæ, obobwa¸wu¸ privedennu¸ v rabotah [1, 2]. V tret~em, poslednem, paragrafe dany priloßeniØ v vide konkretnyh primerov uslovnyh bazisnyh semeæstv iz stepeneæ v nekotoryh prostranstvah mul~tiplikatorov analitiqeskih funkciæ.

I v zakl¸qenie, avtor vyraßaet svo¸ iskrenn¸¸ priznatel~- nost~ S. A. Vinogradovu, pod rukovodstvom kotorogo byla napisana ffta rabota.

§1. Osnovnye oboznaqeniØ, opredeleniØ i predvaritel~nye svedeniØ 1.1. C – kompleksnaØ ploskost~, D^{def}= {z ∈ C : |z| < 1}, T^{def}= {z ∈ C : |z| = 1},^¯D^{def}= D ∪ T, R – vewestvennaØ prØmaØ, Z– mnoßestvo

vseh celyh qisel, N^{def}= {n ∈ Z: n > 1}, Z_+^{def}= N ∪ {0}.

1.2. A (D ) – prostranstvo vseh funkciæ, analitiqeskih v ediniq-

nom kruge D, so standartnoæ topologieæ ravnomernoæ shodimosti na kompaktah iz D.

P – mnoßestvo vseh trigonometriqeskih polinomov, P_A – mnoßestvo vseh analitiqeskih polinomov odnoæ kompleksnoæ peremennoæ.

L^p(E, μ) – standartnoe L^p-prostranstvo s meroæ μ v E i sootvetstvu¸weæ normoæ (1 6 p 6 +∞); l^p(E)^{def}= L^p(E, μ), esli μ({n}) = 1 dlØ l¸bogo n ∈ E.

m – normirovannaØ mera Lebega na T (mT = 1), L^p(T)^{def}= L^p(T, m).

f̂ (n) – kofffficient Teælora–Maklorena ili Fur~e (v zavisi-

mosti ot situacii) s nomerom n funkcii f.

172 A. N. PETROV

H^p – prostranstvo Hardi (1 6 p 6 +∞):

H^{p def}= { f ∈ A (D ) : ‖f‖Hp^{def}= sup_{06r<1} ‖fr‖Lp(T) < +∞^} ,

gde f_r (z)^{def}= f(rz), z ∈^¯D , r ∈ [0, 1).

My budem takße rassmatrivat~ klass H^p(T)^{def}= {F ∈ L^p(T) :

F̂ (n) = 0, n = −1, −2, . . . }, gde F̂ (n)^{def}= ∫TF ·ζ̄^n dm – n-yæ koffffici-

ent Fur~e F , p ∈ [1, +∞], otoßdestvlØØ funkci¸ f ∈ H^p s funkcieæ F ∈ H^p(T), opredelennoæ ravenstvom F (ζ)^{def}= lim_{r→1−0} f(rζ) pri m – poqti vseh ζ ∈ T.

C_A – disk-algebra (C_A^{def}= clos_H∞ P_A).

1.3. Esli X – banahovo prostranstvo funkciæ, analitiqeskih v D, X ≠ {0}, X → A (D ) (t.e. X ⊂ A (D ) i ffto vloßenie nepre-

ryvno), to mult X (ili mX) budet oboznaqat~ banahovu algebru vseh mul~tiplikatorov prostranstva X:

mult X^{def}= {f ∈ A (D ) : f · g ∈ X (∀g ∈ X)}, (1.1)

‖f‖_{mX}^{def}= sup{‖f · g‖_X : ‖g‖_X 6 1} f ∈ A (D ), (1.2) gde ‖ · ‖_X – norma v prostranstve X.

Iz teoremy o zamknutom grafike vytekaet, qto

(f ∈ mult X) ⇐⇒ (f ∈ A (D ) i ‖f‖_{mX} < +∞).

Krome togo, legko pokazat~, qto mult X ⊂ H^∞ i ‖ · ‖_H∞ 6 ‖ · ‖_{mX} .

1.4. Simvol Sn(f), gde n ∈ Z+, v zavisimosti ot situacii bu-

det oboznaqat~ libo n-u¸ simmetriqnu¸ qastiqnu¸ summu rØda Fur~e funkcii f (t.e. S_n(f)^{def}=^n ∑ k=−n f̂ (k)ζk, zdes~ f ∈ L1(T)), li-

bo n-yæ mnogoqlen Teælora–Maklorena funkcii f (t.e. S_n(f)^{def}= n∑ k=0 f̂ (k)zk, gde f ∈ A (D )).

∗ – znak svertki funkciæ na ediniqnoæ okrußnosti T (t.e. (f ∗ g)(ξ)^{def}= ∫ T^{f(ξζ̄ )g(ζ)dm(ζ), f, g ∈ L1(T), ζ, ξ ∈ T).}

O SPOSOBE POSTROENI˚ BAZISOV 173

1.5. Esli A – qislovoe mnoßestvo (A ⊂ R), b – qislo (b ∈ R), to

sdvigom mnoßestva A na qislo b nazyvaetsØ mnoßestvo, oboznaqaemoe A + b i opredelØemoe sledu¸wim obrazom

A + b^{def}= { {a + b : a ∈ A}, esli A ≠ ? ?, esli A = ?.^{(1.3)}

Pust~ A, B ⊂ R, A ≠ ?, B ≠ ?. Zapis~ A ≺ B budet oznaqat~, qto mnoßestvo A raspoloßeno strogo levee mnoßestva B, t.e. ∀a ∈ A, ∀b ∈ B =⇒ a < b. Pust~ s ∈ N; p, q – mul~tiindeksy razmernosti s s natural~- nymi koordinatami, t.e. p, q ∈ N^s; p = (p_1, . . . , p_s), q = (q_1, . . . , q_s). Kak obyqno sqitaem, qto p = q ⇐⇒ p_i = q_i, i = 1, . . . , s. Esli p ≠ q, to suwestvuet edinstvennoe qislo l, udovletvorØ¸wee uslovi¸ l^{def}= min{i ∈ N : 1 6 i 6 s, p_i ≠ q_i}. Polagaem p < q^{def}⇐⇒ p_l < q_l. Opredelennoe takim obrazom otnoxenie < v N^s prevrawaet mnoßestvo vseh mul~tiindeksov v lineæno uporØdoqennoe mnoßestvo (cep~) i nazyvaetsØ otnoxeniem leksikografiqeskogo porØdka v

N^s._{OboznaqeniØ: 1s def= (1, . . . , 1) ∈} N^s; dlØ m = (m1, . . . , ms) ∈ N^s

poloßim 2m − 1^{def}= (2m_1 − 1, . . . , 2m_s − 1) ∈ N^s.

1.6. Pust~ f ∈ L^1(T), Λ ⊂ Z. Funkci¸ f budem nazyvat~ Λ –

spektral~noæ, esli^^f (n) = 0 dlØ vsØkogo n ∈ Z\ Λ.

Esli E – banahovo prostranstvo kompleksnoznaqnyh funkciæ

na T, nepreryvno vloßennoe v L^1(T), i Λ – mnoßestvo, Λ ⊂ Z, to

budem oboznaqat~

E_Λ^{def}= {f ∈ E : f − Λ-spektral~naØ funkciØ}. (1.4)

Otmetim, qto E_Λ – zamknutoe podprostranstvo v E i, tem samym, (E_Λ, ‖ · ‖_E ) – banahovo prostranstvo. Esli Λ = Z_+, to qasto vmesto E_Λ pixut E_A (po ponØtnym priqinam), odnako, est~ i obweprinØtye iskl¸qeniØ, naprimer, L^p_A(T) ispol~zuetsØ reße, qem H^p(T).

Pust~ E, Λ – te ße, qto i vyxe, f ∈ E. Opredelim formal~- no P_Λ – proektor (na kofffficientah Fur~e) na mnoßestvo Λ, to est~ P_Λ(f)^{def}= ∑ n∈Λ f̂ (n)ζn. Slovo “formal~no” podqerkivaet,

qto v sluqae beskoneqnogo mnoßestva Λ rØd ∑ n∈Λ f̂ (n)ζn ne ØvlØ-

etsØ, voobwe govorØ, rØdom Fur~e nikakoæ funkcii g daße iz

174 A. N. PETROV L^1(T). Odnako, moßet predstavit~sØ i bolee blagopriØtnaØ situaciØ. A imenno, dlØ l¸boæ funkcii f, f ∈ E, rØd ∑ n∈Λ f̂ (n)ζn ØvlØetsØ rØdom Fur~e nekotoroæ funkcii g, g ∈ E, kotoru¸ v fftom sluqae i oboznaqim (uße ne formal~no) simvolom P_Λ(f). Zametim, qto togda P_Λ(E) = E_Λ, a P_Λ – lineænyæ nepreryvnyæ operator (proektor) v E (po teoreme o zamknutom grafike). Pri fftom govorØt, qto proektor P_Λ nepreryvno deæstvuet v E. Esli

Λ = Z+, to proektor PΛ qasto oboznaqa¸t P+ i nazyva¸t proek-

torom M. Rissa. (Inogda vmesto P_+(f) my budem pisat~ dal~xe korotko (f)_+ .) Horoxo izvestnaØ teorema M. Rissa utverßdaet, qto proektor P_+ nepreryvno deæstvuet v prostranstve L^p(T) pri p ∈ (1, +∞), a pri p = 1, +∞ proektor P_+ ne deæstvuet.

Vvedem oboznaqenie: esli n ∈ Z_+, Λ = {0, 1, . . . , n}, to proektor P_Λ budem oboznaqat~ P^{(n)}_+ .

1.7. Oboznaqim qerez Φn Ødro Feæera, to est~ funkci¸ Φn(ζ) = n∑ k=−n ( 1 −^{|k|}_{n+1} ) ζ^k, gde n ∈ Z_+, ζ ∈ T. Horoxo izvestno, qto

‖Φ_n‖_L1 = 1. V dal~neæxem rassmatrivaetsØ takße Ødro Valle– Pussena B_{n,k}, opredelØemoe formuloæ B_{n,k} = ( 1 + n k + 1 ) Φ_{n+k} − n k + 1 Φ_{n−1}, gde n, k ∈ Z_+, Φ_{−1} = 0.

(1.5)

Zametim, qto B_{n,0} = (1 + n)Φ_n − nΦ_{n−1} = D_n – Ødro Dirihle, D_n(ζ) =^n ∑ k=−n ζ^k, ζ ∈ T; B_{0,n} = Φ_n – Ødro Feæera; B_{n,n−1} = 2Φ_{2n−1}−

Φ_{n−1} = V_n – klassiqeskoe Ødro Valle–Pussena, n > 1, V_0 = 0.

Legko ubedit~sØ, qto dlØ Ødra B_{n,k} spravedlivo sledu¸wee Øvnoe vyraßenie B_{n,k}(ζ) = n∑ ν=−n ζ^ν + ∑ n+16|ν|6n+k+1 ( 1 − |ν| − n k + 1 ) ζ^ν . (1.6)

Otmetim, nakonec, ocenku dlØ L^1-normy Ødra B_{n,k}:

‖B_{n,k}‖_L1 6 1 + 2 n k + 1

. (1.7)

O SPOSOBE POSTROENI˚ BAZISOV 175

HotØ ocenka (1.7) i gruba (kak izvestno, ffta norma imeet lix~ logarifmiqeskiæ porØdok rosta), no dlØ naxih priloßeniæ ona budet dostatoqna.

1.8. Vse neobhodimye svedeniØ o bazisah v banahovyh prostran-

stvah, kotorye ispol~zu¸tsØ niße, moßno poqerpnut~ iz raboty [5].

Esli X – normirovannoe prostranstvo, A ⊂ X, to ∨(A; X) budet oboznaqat~ zamykanie lineænoæ oboloqki mnoßestva A v prostranstve X.

1.9. Pust~ Y – mnoßestvo, y ∈ Y . Zapis~ f(x, y) . g(x, y) (x ∈

X) budet oboznaqat~, qto suwestvuet takaØ postoØnnaØ C(y) ∈ (0, +∞), qto ∀x ∈ X =⇒ f(x, y) 6 C(y)g(x, y). Zapis~ f(x, y) ≍ g(x, y) (x ∈ X) budet oboznaqat~, qto f(x, y) . g(x, y) i g(x, y) . f(x, y) (x ∈ X). Qasto ffti ße simvoly budut ispol~zovat~sØ i dlØ absol¸tnyh konstant C(y).

§2. Odna obwaØ konstrukciØ postroeniØ bazisnyh semeæstv iz stepeneæ 2.1. Pust~ (nm)m¿1 – strogo vozrasta¸waØ posledovatel~nost~

natural~nyh qisel, t.e. n_m ∈ N, n_1 < n_2 < . . . < n_m < n_{m+1} < . . . . Poloßim takße (udobstva radi) n_0 = 0.

DlØ vsØkogo s ∈ N opredelim semeæstvo mnoßestv (Δ_m)_{m∈}Ns. Opredelenie dadim indukcieæ po s-razmernosti mul~tiindeksov semeæstva.

Pust~ s = 1; dlØ m ∈ N poloßim Δ_m^{def}= (n_{m−1}, n_m]. Tem samym pervoe semeæstvo mnoßestv (Δ_m)_{m∈}N1 opredeleno.

Pust~ s ∈ N, s > 1 i (s − 1)-oe semeæstvo mnoßestv

(Δ_m)_{m∈}Ns−1 uße opredeleno. Togda dlØ m = (m_1, . . . , m_{s−1}, m_s)^{def}= (m^{(s−1)}; m_s) ∈ N^s poloßim

Δ_m^{def}= Δ_m(s−1) ∩ Δ_{ms} + s−1∑ j=1 n_{mj −1} . (2.1)

Takim obrazom, induktivnoe opredelenie semeæstv mnoßestv

(Δ_m)_{m∈}Ns zakonqeno. �to opredelenie imeet prostoæ naglØdnyæ

smysl: mnoßestvo Δ_m poluqaetsØ iz mnoßestva Δ_m(s−1) vyrezaniem intervala Δ_{ms} , sdvinutogo k naqalu mnoßestva Δ_m(s−1) .

176 A. N. PETROV

Ispol~zuemye dalee svoæstva semeæstv mnoßestv (Δ_m)_{m∈}Ns sobrany v sledu¸weæ lemme.

Lemma 2.2. Spravedlivy sledu¸wie utverßdeniØ:

(1) esli m = (m_1, . . . , m_s) ∈ N^s, to

Δ_m ⊂

(n_{ms −1}, n_{ms} ], pri s = 1 (n_{ms −1}, n_{ms} ] + s−1∑ j=1 n_{mj −1}, pri s ∈ N, s > 1; (2) esli m = (m_1, . . . , m_s) ∈ N^s, to Δ_m ⊂ (σ(m), +∞), gde σ(m)^{def}= s∑ j=1 n_{mj −1}, s ∈ N; (3) ⋃ m∈Ns^{Δm = R+ def= (0, +∞), gde s ∈ N;}

(4) esli p, q ∈ N^s, p ≠ q, to Δ_p ∩ Δ_q = ?, gde s ∈ N; (5) esli m = (m^{(s−1)}; m_s) ∈ N^s, m_s > m_{s−1}, to Δ_m = ?, gde s ∈ N, s > 1; (6) esli m = (m^{(s−1)}; m_s) ∈ N^s, to Δ_m(s−1) = ⋃ r∈N^Δ(m^{(s−1)};r)^= ⋃ 16r6ms−1^{Δ(m(s−1);r), gde s ∈} N^{, s > 1;}

(7) esli m ∈ N^s, Δ_m ≠ ?, to Δ_m = (σ(m), b_m], gde b_m ∈ N, σ(m) < b_m, s ∈ N; (8) esli p, q ∈ N^s, Δ_p ≠ ?, Δ_q ≠ ?, to p < q ⇐⇒ Δ_p ≺ Δ_q, gde s ∈ N. Posledovatel~noe dokazatel~stvo utverßdeniæ lemmy ne soderßit neoßidannosteæ, rassußdeniØ nosØt induktivnyæ harakter, ispol~zu¸t ravenstvo (2.1) i vvidu prostoty opuska¸tsØ. •

2.3. Ispol~zuØ semeæstva mnoßestv (Δm)m∈Ns, opredelim posle-

dovatel~nost~ mnoßestv (Δ^{(s)})_s¿_1. DlØ vsØkogo s ∈ N poloßim

Δ^{(s) def}= ⋃ m∈Ns^{Δ2m−1. (2.2)}

Moßno skazat~, qto postroenie mnoßestv Δ^{(s)} shoße s processom posledovatel~nogo postroeniØ obyqnogo kantorovskogo mnoßestva na prØmoæ. Ispol~zuØ utverßdeniØ Lemmy 2.2 i opredelØ¸wee ravenstvo (2.2) bez truda poluqa¸tsØ sledu¸wie svoæstva posledovatel~nosti mnoßestv (Δ^{(s)})_s¿_1.

O SPOSOBE POSTROENI˚ BAZISOV 177

Lemma 2.4. Pust~ s ∈ N, togda:

(1) Δ^{(s)} ⊂ R_+,

(2) Δ^{(s+1)} ⊂ Δ^{(s)}. •

V dal~neæxem nam potrebu¸tsØ diskretnye varianty vyxeopredelennyh mnoßestv. S fftoæ cel~¸ vvedem sledu¸wie oboznaqeniØ. Pust~ s ∈ N, m ∈ N^s, poloßim

Λ_m^{def}= Δ_m ∩ N, (2.3)

Λ^{(s) def}= Δ^{(s)} ∩ N. (2.4)

Otmetim, qto estestvennye analogi Lemm 2.2, 2.4 spravedlivy dlØ Λ-mnoßestv. Dalee privedem nekotorye teoremy o proektorah (oboznaqeniØ i terminologi¸ sm. v §1, 1.6). V dal~neæxem budem predpolagat~, qto opredelØ¸waØ posledovatel~nost~

(n_m)_m¿_1 iz 2.1 lakunarna po Adamaru, t.e. δ^{def}= sup_m ¿1 n_m n_m+1 ∈ (0, 1).

Teorema 2.5. Pust~ E – banahovo prostranstvo kompleksnoznaq-

nyh funkciæ na T, udovletvorØ¸wee usloviØm:

(1) P_A ⊂ E → H^1(T),

(2) dlØ l¸byh p ∈ P, f ∈ E spravedlivo neravenstvo ‖f ∗ p‖_E 6 α_E ‖f‖_E ‖p‖_L1, (2.5) gde α_E – poloßitel~naØ postoØnnaØ, zavisØwaØ tol~ko ot E.

Togda semeæstva proektorov ( P^⋃_{j∈} N,j6m^{Λ2j−1} ) m∈N^{, (PΛ2m−1 )m∈}N ravnomerno ograniqeny v prostranstve E_Λ(1) , priqem ime¸t mesto ocenki dlØ norm:

(A) sup_{m∈}N ‖ ‖ ‖ ‖P^⋃_{j∈}N_{,j}6_m^Λ2j−1 ‖ ‖ ‖ ‖_E Λ(1) →EΛ(1)

6^{1 + δ}_{1 − δ} αE ,

(B) sup_{m∈}N‖P_{Λ2m−1} ‖_{EΛ(1) →EΛ(1)} 6 2

1 + δ 1 − δ α_E . Dokazatel~stvo. Voz~mem proizvol~no funkci¸ f, f ∈ E_Λ(1) , i

178 A. N. PETROV

natural~noe qislo m. Togda budem imet~. (A). P ⋃_{j∈} N,j6m^{Λ2j−1 (f) =} n2_{m−}1∑

j=0 f̂ (j)ζ^j

= n2_{m−}1∑

j=0 f̂ (j)B̂_{n2m−1 ,n2m−n2m−1} (j)ζ^j = f ∗ B_{n2m−1,n2m−n2m−1} , zdes~ uqteno, qto f ∈ E_Λ(1) , a takße formula (1.6) dlØ vyraßeniØ B_{n,k}. Pofftomu ‖ ‖ ‖ ‖P^⋃_{j∈}N_{,j}6_m^Λ2j−1 (f) ‖ ‖ ‖ ‖_E = ‖f ∗ B^{n2m−1 ,n2m−n2m−1} ‖^E

6 αE ‖Bn_{2m−1},n_{2m}−n_{2m−1} ‖L1 · ‖f‖E 6 αE^(1 + 2^{n2m−1}_{n2m − n2m−1 + 1}^) ‖f‖E

           6 αE

( 1 + 2 1 n2_m n2_{m−}1 − 1 ) ‖f‖_E 6 1 + δ 1 − δ α_E ‖f‖_E . V fftoæ vykladke ispol~zovali uslovie (2) teoremy i ocenku (1.7).

(B). Esli m = 1, to ‖P_{Λ1}(f)‖_E = ‖ ‖ ‖P^⋃_{j∈}N_{,j}6_1^Λ2j−1 (f) ‖ ‖ ‖_E 6 1+δ 1−δ α_E ‖f‖_E ; esli m > 1, to

‖P_{Λ2m−1} (f)‖_E = ‖ ‖ ‖P^⋃_{j∈}N_{,j}6_m^Λ2j−1 (f) − P^⋃_{j∈}N_{,j}6_{m−1}^Λ2j−1 (f) ‖ ‖ ‖_E 6 2^{1 + δ}_{1 − δ} αE ‖f‖E . • DokazannaØ Teorema 2.5 ØvlØetsØ vaßnym qastnym sluqaem bolee obweæ Teoremy 2.9; odnako, dokazatel~stvo Teoremy 2.5 prozraqnee i ne zagromoßdeno tehniqeskimi detalØmi. Dokazatel~stvo Teoremy 2.9 nußdaetsØ v prigotovleniØh tehniqeskogo haraktera. K nim otnosØtsØ Lemmy 2.6–2.8.

Lemma 2.6. Pust~ s ∈ N, s > 1, k ∈ N^{s−1}. Togda spravedlivo sle-

du¸wee ravenstvo ⋃ j∈Ns,j(s−1)6k^{Λ2j−1 =} ⋃ j∈Ns−1,j6k^{Λ2j−1} ∩ Λ^{(s)}. (2.6)

O SPOSOBE POSTROENI˚ BAZISOV 179

Lemma 2.7. Pust~ s ∈ N, s > 1, p = (p^{(s−1)}; ps) ∈ N^s. Togda spra-

vedlivy sledu¸wie ravenstva ⋃ j∈Ns,j6p,j(s−1)=p(s−1)^{Λ2j−1 =} ⋃ 16r6ps^{Λ(2p(s−1)−1;2r−1) =}

= Λ_{2p}(s−1)_{−1} ∩ ⋃ 16r6ps^{Λ2r−1 + σ(2p} (s−1) − 1)

. (2.7)

Lemma 2.8. Pust~ s ∈ N, p ∈ N^s, k ∈ N, priqem Λ_{(p;k)} = ?. Togda

dlØ vsØkogo natural~nogo qisla i, i > k, imeem Λ_{(p;i)} = ?.

Dokazatel~stva Lemm 2.6–2.8 mgnovenno vyteka¸t iz utverßdeniæ Lemmy 2.2 i opredelØ¸weæ formuly (2.1), pofftomu opuska¸tsØ. •

Teorema 2.9. Pust~ s – natural~noe qislo, E – banahovo pro-

stranstvo kompleksnoznaqnyh funkciæ na T, udovletvorØ¸wee usloviØm (1), (2) Teoremy 2.5.

Togda semeæstva proektorov ( P^⋃_{j∈} Ns,j6m^{Λ2j−1} ) m∈Ns^{, (PΛ2m−1 )m∈}N^s ravnomerno ograniqeny v prostranstve E_Λ(s) , priqem ime¸t mesto ocenki dlØ norm:

(A) sup_{m∈}N_s ‖P ⋃_{j∈} Ns,j6m^{Λ2j−1‖EΛ(s) →EΛ(s)} 6 1 + δ 1 − δ α_E ( 1+2 1 + δ 1 − δ α_E )_{s−1} , (B) sup_{m∈}N_s ‖P_{Λ2m−1} ‖_{EΛ(s) →EΛ(s)} 6 2^{1 +} δ 1 − δ α_E ( 1+2 1 + δ 1 − δ α_E )_{s−1} . Dokazatel~stvo. Provedem ego podrobno, indukcieæ po s. Baza

indukcii (s = 1) v toqnosti sovpadaet s uße dokazannoæ Teoremoæ 2.5. Indukcionnyæ perehod: pust~ s > 1 i Teorema 2.9 dlØ razmernosti mul~tiindeksov s − 1 spravedliva; dokaßem spravedlivost~ teoremy dlØ razmernosti s. Voz~mem proizvol~no funkci¸ f, f ∈ E_Λ(s) , i mul~tiindeks m, m ∈ N^s. Togda budem imet~.

(A). Poloßim J^{(s)}m^{def}= {j ∈ N^s : j 6 m}, A^{(s)}m^{def}= {j ∈ N^s : j^{(s−1)} < m^{(s−1)}}, B^{(s)}m^{def}= {j ∈ N^s : j 6 m, j^{(s−1)} = m^{(s−1)}}. Imeem J^{(s)}m = A^{(s)}_m ∪ B^{(s)}_m , A^{(s)}_m ∩ B^{(s)}_m = ?.

180 A. N. PETROV

ObratimsØ k mnoßestvu A^{(s)}m . Vozmoßny sluqai: (a) A^{(s)}m ≠ ?,

(b) A^{(s)}m = ?, kotorye rassmotrim otdel~no. Pust~ imeet mesto

sluqaæ (a). Togda A^{(s)}m – nepustaØ koneqnaØ cep~ (s porØdkom,

inducirovannym iz N^s), a znaqit v neæ suwestvuet edinstven-

nyæ naibol~xiæ fflement, oboznaqaemyæ dalee m̄. Zametim, qto

A^{(s)}_m = {j ∈ N^s : j^{(s−1)} 6 m̄^{(s−1)}}. PrimenØØ Lemmu 2.6 s k = m̄^{(s−1)},

poluqaem ⋃ j∈A(^s)_m Λ_{2j−1} = ⋃ j∈Ns−1,j6m̄(s−1)^{Λ2j−1} ∩ Λ^{(s) def}= θ ∩ Λ^{(s)}.

Imeem

P_θ(f) = P_{θ∩Λ}(s) (f) + P_{θ\Λ}(s) (f) = P_{θ∩Λ}(s) (f),

t.k. f ∈ E_Λ(s) ; P^⋃ j∈A(s)_m Λ2_{j−}1 (f) = Pθ∩Λ(^s) (f) = Pθ(f). Lemma 2.4 daet

Λ^{(s)} ⊂ Λ^{(s−1)}, a znaqit E_Λ(s) ⊂ E_Λ(s−1) . Pofftomu, ‖ ‖ ‖ ‖ ‖ P^⋃ j∈A(s)_m Λ2_{j−}1 (f) ‖ ‖ ‖ ‖ ‖_E = ‖ ‖ ‖ ‖ ‖ P^⋃ j∈Ns−1,j6m̄^{(s−1) Λ2j−1 (f)} ‖ ‖ ‖ ‖ ‖_E 6 sup_{k∈}N_{s−1} ‖ ‖ ‖ ‖P^⋃ j∈Ns−1,j6k^{Λ2j−1} ‖ ‖ ‖ ‖ EΛ(_{s−}1) →EΛ(_{s−}1) · ‖f‖_E .

Takim obrazom, v sluqae (a) dokazana ocenka: ‖ ‖ ‖ ‖ ‖ ‖ P^⋃ j∈A(s)_m Λ2_{j−}1 (f) ‖ ‖ ‖ ‖ ‖ ‖_E 6 sup_{k∈}N_{s−1} ‖ ‖ ‖ ‖ P^⋃ j∈Ns−1,j6k^{Λ2j−1} ‖ ‖ ‖ ‖_{EΛ(s−1) →EΛ(s−1)} · ‖f‖_E . (2.8)

Otmetim, qto ocenka (2.8) ostaetsØ spravedlivoæ i v sluqae (b),

esli prinØt~, qto ⋃ j∈?^{Λ2j−1 = ?, P}?^{(f) = 0.}

ObratimsØ k mnoßestvu B^{(s)}m . Otmetim, qto B^{(s)}m ≠ ?, ibo m ∈

O SPOSOBE POSTROENI˚ BAZISOV 181

B^{(s)}_m . PrimenØØ Lemmu 2.7 s p = m, poluqaem ⋃ j∈B(^s)_m Λ_{2j−1} = ⋃ 16r6ms^{Λ(2m(s−1)−1;2r−1)} = Λ_{2m}(s−1)_{−1} ∩ ⋃ 16r6ms^{Λ2r−1 + σ(2m} (s−1) − 1) . Vozmoßny sluqai: (a) ⋃ j∈B(^s)_m Λ_{2j−1} ≠ ?, (b) ⋃ j∈B(^s)_m Λ_{2j−1} = ?, ko-

torye rassmotrim otdel~no. Pust~ imeet mesto sluqaæ (a). To- gda ⋃ 16r6ms^{Λ(2m(s−1)−1;2r−1) ≠} ?

, a znaqit suwestvuet edinstven-

noe qislo l^{def}= max{r ∈ N : 1 6 r 6 m_s, Λ_{(2m}(s−1)_{−1;2r−1)} ≠ ?}. Iz opredeleniØ l imeem sledu¸wie ravenstva: ⋃ j∈B(^s)_m Λ_{2j−1} = ⋃ 16r6l^{Λ(2m(s−1)−1;2r−1)}

= Λ_{2m}(s−1)_{−1} ∩ ⋃ 16r6l^{Λ2r−1 + σ(2m}

(s−1) − 1)

. (2.9)

Vozmoßny dva varianta: (a1) Λ_{(2m}(s−1)_{−1;2l)} = ?, (a2) Λ_{(2m}(s−1)_{−1;2l)} ≠ ?, kotorye rassmotrim otdel~no. Pust~ imeet mesto variant (a1). Togda

Λ_{2m}(s−1)_{−1} = ⋃ r∈N^{Λ(2m(s−1)−1;r)} = ⋃ r∈N,r62l−1^{Λ(2m(s−1)−1;r) ∪} ⋃ r∈N,r¿2l^{Λ(2m(s−1)−1;r)} = ⋃ r∈N,r62l−1^{Λ(2m(s−1)−1;r).} V fftoæ cepoqke ravenstv ispol~zovalis~ Lemmy 2.2(6) i 2.8. Znaqit,

Λ^{(s)} ∩ Λ_{2m}(s−1)_{−1} = Λ^{(s)} ∩ ⋃ r∈N,r62l−1^{Λ(2m(s−1)−1;r)} = ⋃ 16r6l^{Λ(2m(s−1)−1;2r−1) =} ⋃ j∈B(^s)_m Λ_{2j−1},

182 A. N. PETROV

gde poslednee ravenstvo poluqaetsØ iz (2.9). Imeem P^⋃ j∈B(s)_m Λ2_{j−}1 (f) = PΛ(^s)∩Λ2_m(_{s−}1)_−1 (f) = PΛ2_m(_{s−}1)_−1 (f),

t.k. f ∈ E_Λ(s) . Pofftomu, ‖ ‖ ‖ ‖ ‖ ‖ P^⋃ j∈B(s)_m Λ2_{j−}1 (f) ‖ ‖ ‖ ‖ ‖ ‖_E 6 sup_{k∈}N_{s−1} ‖PΛ_{2k−1} ‖E_{Λ(s−1)} →E_{Λ(s−1)} · ‖f‖E . Takim obrazom, v sluqae (a) dlØ varianta (a1) dokazana ocenka: ‖ ‖ ‖ ‖ ‖ P^⋃ j∈B(s)_m Λ2_{j−}1 (f) ‖ ‖ ‖ ‖ ‖_E 6 sup_{k∈}N_{s−1} ‖PΛ_{2k−1} ‖E_{Λ(s−1)} →E_{Λ(s−1)} · ‖f‖E . (2.10)

Pust~ imeet mesto variant (a2). Togda poloßim, kratkosti ra-

di, a^{def}= σ(2m^{(s−1)} −1) ∈ Z_+, Π^{def}= ⋃ 16r6l^{Λ2r−1+a} , g^{def}= P_{Λ2m(s−1) −1} (f).

Ravenstvo (2.9) zapixem v vide ⋃ j∈B(^s)_m Λ_{2j−1} = Λ_{2m}(s−1)_{−1} ∩ Π.

Imeem P^⋃ j∈B(s)_m Λ2_{j−}1 (f) = PΛ2_m(_{s−}1)_−1∩Π(f) = PΛ2_m(_{s−}1)_−1∩Π(g)

= P_Π(g) = a+n2_{l−}1 ∑ j=a ĝ(j)ζ^j = a+n2_{l−}1 ∑ j=a ĝ(j) · ^ζ^aB_{n2l−1,n2l−n2l−1} (j)ζ^j = g ∗ ζ^aB_{n2l−1,n2l−n2l−1} , zdes~ uqteno, qto g ∈ E_Λ(s) ∩ E_{Λ2m(s−1) −1} i Λ_{(2m}(s−1)_{−1;2l)} ≠ ?. Zna-

qit, ‖ ‖ ‖ ‖ ‖ P^⋃ j∈B(s)_m Λ2_{j−}1 (f) ‖ ‖ ‖ ‖ ‖_E = ‖g ∗ ζ^aB_{n2l−1,n2l−n2l−1} ‖_E

6 αE ‖g‖E · ‖ζ^aBn_{2l−1},n_{2l}−n_{2l−1} ‖L1 6 αE^(1 + 2^{n2l−1}_{n2l − n2l−1 + 1}^) ‖g‖E

      6^{1 + δ}_{1 − δ} αE ‖g‖E =^{1 + δ}_{1 − δ} αE ‖PΛ_{2m(s−1) −1} (f)‖E

         6^{1 + δ}_{1 − δ} αE · sup_{k∈}N_{s−1} ‖PΛ_{2k−1} ‖E_{Λ(s−1)} →E_{Λ(s−1)} · ‖f‖E .

O SPOSOBE POSTROENI˚ BAZISOV 183

Takim obrazom, v sluqae (a) dlØ varianta (a2) dokazana ocenka: ‖ ‖ ‖ ‖ ‖ ‖ P^⋃ j∈B(s)_m Λ2_{j−}1 (f) ‖ ‖ ‖ ‖ ‖ ‖_E 6^{1 + δ}_{1 − δ} αE · sup_{k∈}N_{s−1} ‖PΛ_{2k−1} ‖E_{Λ(s−1)} →E_{Λ(s−1)} · ‖f‖E . (2.11)

Zametim, qto α_E > 1 (poloßit~ v uslovii (2) Teoremy 2.5

p = f ≡ 1), znaqit^{1+δ}_{1−δ} α_E >^{1+δ}_{1−δ} > 1. Pofftomu, sopostavlØØ ocenki

(2.10), (2.11), zakl¸qaem, qto ocenka (2.11) spravedliva v obo-

ih variantah sluqaØ (a). Otmetim, qto ona ße ostaetsØ spra-

vedlivoæ i v sluqae (b). SobiraØ vmeste ocenki (2.8), (2.11) i

uqityvaØ indukcionnoe predpoloßenie, poluqaem ‖ ‖ ‖P ⋃ j∈Ns,j6m^{Λ2j−1 (f)} ‖ ‖ ‖ E

6

‖ ‖ ‖ ‖ ‖ P^⋃ j∈A(s)_m Λ2_{j−}1 (f) ‖ ‖ ‖ ‖ ‖_E + ‖ ‖ ‖ ‖ ‖ P^⋃ j∈B(s)_m Λ2_{j−}1 (f) ‖ ‖ ‖ ‖ ‖_E

6

sup k∈Ns−1 ‖ ‖ ‖ ‖ ‖ P^⋃ j∈Ns−1,j6k^{Λ2j−1} ‖ ‖ ‖ ‖ ‖_{EΛ(s−1) →EΛ(s−1)} + 1 + δ 1 − δ α_E · sup_{k∈}N_{s−1} ‖ P_{Λ2k−1} ‖ EΛ(_{s−}1) →EΛ(_{s−}1) ) · ‖f‖_E

6

( 1 + δ 1 − δ α_E · ( 1 + 2

1 + δ 1 − δ α_E )_{s−2}

+ 1 + δ 1 − δ α_E · 2

1 + δ 1 − δ α_E ( 1 + 2

1 + δ 1 − δ α_E )_{s−2}) · ‖f‖_E

= 1 + δ 1 − δ α_E ( 1 + 2

1 + δ 1 − δ α_E )_{s−1} ‖f‖_E . Tem samym, ocenka (A) dokazana.

(B). Esli m = 1^s, to

‖P_{Λ2·1}s_{−1} (f)‖_E = ‖P_{Λ1}s (f)‖_E 6 sup_{k∈}N_s^‖P^⋃_{j∈}N_{s,j6k} Λ_{2j−1}^‖_{EΛ(s) →EΛ(s)} · ‖f‖E .

184 A. N. PETROV

Esli m > 1^s, to ⋃ j∈Ns,j6m^{Λ2j−1 = Λ2m−1 ∪} ⋃ j∈Ns,j<m^{Λ2j−1.} Imeem I^{(s)}m^{def}= {j ∈ N^s : j < m} – nepustaØ (1^s ∈ I^{(s)}m ) koneqnaØ cep~, znaqit v neæ suwestvuet edinstvennyæ naibol~xiæ fflement, oboznaqaemyæ dalee m̄. Zametim, qto I^{(s)}m = {j ∈ N^s : j 6 m̄}, m̄ < m i pofftomu ⋃ j∈Ns,j6m^{Λ2j−1 = Λ2m−1 ∪ ⋃}j∈Ns,j6m̄^{Λ2j−1, P ⋃}j∈Ns,j6m^{Λ2j−1 (f) =} P_{Λ2m−1} (f) + P^⋃_{j∈} Ns,j6m̄^{Λ2j−1 (f)} , ‖P_{Λ2m−1} (f)‖_E 6 2 sup_{k∈}N_s ‖ ‖ ‖ ‖P^⋃_{j∈}N_{s,j}6_k^Λ2j−1 ‖ ‖ ‖ ‖_E Λ(^s) →EΛ(^s) · ‖f‖_E 6 2^{1 + δ}_{1 − δ} αE^(1 + 2^{1 + δ}_{1 − δ} αE^{)s−1} ‖f‖E .

Tem samym, ocenka (B) dokazana, indukcionnyæ perehod zaverxen, teorema dokazana polnost~¸. •

V kaqestve prostogo sledstviØ poluqaem sledu¸wu¸ teoremu.

Teorema 2.10. Pust~ s – natural~noe qislo, E – banahovo pro-

stranstvo kompleksnoznaqnyh funkciæ na T, udovletvorØ¸wee usloviØm (1), (2) Teoremy 2.5, Λ – mnoßestvo, udovletvorØ¸wee usloviØm:

(3) Λ ⊂ Λ^{(s)}

(4) C_Λ^{def}= sup_{m∈}N_s Card (Λ ∩ Λ_{2m−1}) < +∞.

Togda dlØ l¸byh funkcii f, f ∈ E_Λ, i qisla n, n ∈ Z_+, spravedlivo neravenstvo ‖S_n(f)‖_E 6 ( 1 + δ 1 − δ ( 1 + 2

1 + δ 1 − δ α_E )_{s−1} + C_Λ ) α_E ‖f‖_E . Dokazatel~stvo estestvennym obrazom vytekaet iz predydu-

weæ teoremy i niqego pouqitel~nogo ne soderßit. • Nakonec, v zakl¸qenie fftogo paragrafa,

Teorema 2.11. Pust~ s – natural~noe qislo, X – banahovo pro-

stranstvo funkciæ, analitiqeskih v kruge D, udovletvorØ¸wee usloviØm:

O SPOSOBE POSTROENI˚ BAZISOV 185 (1) P_A ⊂ X → H^1, (2) dlØ l¸byh p ∈ P, f ∈ X spravedlivo neravenstvo ‖f ∗ p‖_X 6 α_X ‖f‖_X · ‖p‖_L1, gde α_X – poloßitel~naØ postoØnnaØ, zavisØwaØ tol~ko ot X, Λ – mnoßestvo, udovletvorØ¸wee usloviØm (3), (4) Teoremy 2.10.

Togda semeæstvo stepeneæ (z^n)_{n∈Λ} obrazuet bazis, voobwe govorØ, uslovnyæ, v zamykanii svoeæ lineænoæ oboloqki v prostranstve X.

Dokazatel~stvo. So vsØkoæ funkcieæ f, f ∈ X, my svØßem

funkci¸ F na okrußnosti T, kotoru¸ opredelim ravenstvom F (ζ)^{def}= lim_{r→1−0} f(rζ) dlØ m-p.v. ζ ∈ T(vse korrektno, t.k. X → H^1). Sovokupnost~ vseh takih funkciæ F na okrußnosti stanovitsØ banahovym prostranstvom E s normoæ ‖F ‖_E^{def}= ‖f‖_X . DlØ fftogo prostranstva funkciæ E vypolneny usloviØ (1), (2) Teoremy 2.5 (otmetim, qto uslovie (2) teoremy sleduet ponimat~ imenno v smysle usloviØ (2) Teoremy 2.5). Takim obrazom, po Teoreme 2.10 semeæstvo proektorov (P^{(n)}_+ )_{n∈}Z_+ ravnomerno ograniqeno v prostranstve ∨((z^n)_{n∈Λ}; X), gde ∨((z^n)_{n∈Λ}; X) – zamykanie lineænoæ oboloqki mnoßestva (z^n)_{n∈Λ} v prostranstve X. Otmetim, qto imeet mesto shodimost~ (po norme prostranstva X) na plotnom mnoßestve ∨((z^n)_{n∈Λ}; X), a imenno lim_{n→+∞} P^{(n)}_+ (f) = f dlØ vsØkoæ funkcii f iz lineænoæ oboloqki mnoßestva (z^n)_{n∈Λ}. Po teoreme Banaha–Xteængauza o shodimosti imeem: lim_{n→+∞} P^{(n)}_+ (f) = f dlØ vsØkoæ funkcii f, f ∈ ∨((z^n)_{n∈Λ}; X), qto ØvlØetsØ ravnosil~nym usloviem bazisnosti semeæstva stepeneæ (z^n)_{n∈Λ} v prostranstve ∨((z^n)_{n∈Λ}; X). •

§3. Nekotorye priloßeniØ i konkretnye primery 3.1. V fftom paragrafe budut rassmotreny nekotorye konkret-

nye primery banahovyh prostranstv X analitiqeskih funkciæ v kruge D, k kotorym primenima Teorema 2.11. RazumeetsØ, vozmoßnosti primeneniØ fftoæ teoremy ne isqerpyva¸tsØ nißeprivodimymi primerami. Odnako, konkretizaciØ prostranstva funkciæ, s odnoæ storony, i ØvnaØ (priqem, dovol~no prostaØ) konstrukciØ mnoßestva Λ, s drugoæ, pozvolØt ustanovit~

186 A. N. PETROV

tip (uslovnyæ ili bezuslovnyæ) bazisa, dostavlØemogo Teoremoæ 2.11, a takße izvleq~ dopolnitel~nu¸ informaci¸ o prostranstve kofffficientov fftogo bazisa.

Otmequ, qto prostranstva, rassmatrivaemye niße, – algebry mul~tiplikatorov nekotoryh banahovyh prostranstv analitiqeskih funkciæ. Qto kasaetsØ mnoßestva Λ, to ono imeet naibolee prostoe soderßatel~noe stroenie, kotoroe daetsØ obweæ konstrukcieæ §2. Mnoßestva takogo vida rassmatrivalis~ i ranee v svØzi s analogiqnymi zadaqami (sm. [1, 2]).

3.2. Postroim mnoßestva (Λ^{+s})s∈N, udovletvorØ¸wie usloviØm

(3), (4) Teoremy 2.10 pri fiksirovannom natural~nom s i ime¸- wie naibolee prostu¸ strukturu. Imenno ffti mnoßestva budut ispol~zovat~sØ pri rassmotrenii primerov.

Budem predpolagat~, qto lakunarnaØ po Adamaru posledovatel~nost~ natural~nyh qisel (n_m)_{m∈}NudovletvorØet uslovi¸

δ^{def}= sup_{m∈}N n_m n_{m+1} 6 1 2 . (3.1)

DlØ postroeniØ mnoßestv (Λ^{+s)} nam potrebuetsØ odno vspomogatel~noe utverßdenie, k kotoromu i pristupaem.

Lemma 3.3. Pust~ vypolneno uslovie (3.1), s ∈ N,

m = (m_1, . . . , m_s) ∈ N^s, m_1 > . . . > m_s > 1. Togda:

(1) Δ_m = (σ(m), σ(m^{(s−1)}) + n_{ms} ], gde σ(m^{(0)}) = 0,

(2) Λ_{2m−1} ≠ ?, r_{2m−1}^{def}= min Λ_{2m−1} = σ(2m − 1) + 1 = n_{2m1−2} + . . . + n_{2ms−2} + 1.

Dokazatel~stvo. (1) proverØetsØ indukcieæ po s, (2) vytekaet

iz (1). •

3.4. Teper~ vse gotovo, qtoby dat~ opredelenie mnoßestv

(Λ^{+s})_{s∈}N. DlØ natural~nogo qisla s poloßim

Λ^{+s def}= ⋃ m=(m1,...m_s)∈N^s m1>m2>...>m_s ¿1 r_{2m−1}.

Obratim vnimanie na svoæstva mnoßestv (Λ^{+s})_{s∈}N, kotorye sobrany v sledu¸weæ lemme.

O SPOSOBE POSTROENI˚ BAZISOV 187

Lemma 3.5. Pust~ vypolneno uslovie (3.1), s ∈ N, togda

(1) Λ^{+s} ⊂ Λ^{(s)}, sup_{m∈}N_s Card (Λ^{+s} ∩ Λ_{2m−1}) = 1.

Esli m ∈ N, m > s, to

(2) Card (Λ^{+s} ∩ Λ_{2m−1}) = C^{s−1}_{m−1}, max(Λ^{+s} ∩ Λ_{2m−1}) = r_{(2m−1,2(m−1)−1,...,2(m−(s−1))−1)}. Esli l, m ∈ N, s 6 l 6 m, to

(3) Card ( Λ^{+s} ∩ ( ⋃ l6j6m^{Λ2j−1} )) = C^s_m −C^s_{l−1}, gde C^s_{s−1} = 0, C^s_m = m! s!(m−s)! ; max ( Λ^{+s} ∩ ( ⋃ l6j6m^{Λ2j−1} )) = max(Λ^{+s} ∩ Λ_{2m−1}).

Dokazatel~stvo legko provesti, ispol~zuØ opredelenie Λ^{+s}

i utverßdenie Lemmy 2.2. •

3.6. V primerah, rassmatrivaemyh niße, budet predpolagat~-

sØ, qto lakunarnaØ po Adamaru posledovatel~nost~ natural~- nyh qisel (n_m)_{m∈}N, udovletvorØ¸waØ uslovi¸ (3.1), rastet ne bystree qem geometriqeskaØ progressiØ, t.e. vypolneno sledu- ¸wee uslovie

γ^{def}= inf_{m∈}N n_m n_{m+1} > 0. (3.2)

Ispol~zuØ usloviØ (3.1), (3.2), legko poluqit~ sledu¸wu¸ prostu¸ lemmu.

Lemma 3.7. Pust~ vypolneny usloviØ (3.1), (3.2), s, m ∈ N, m > s.

Togda spravedlivo neravenstvo

max(Λ^{+s} ∩ Λ_{2m−1}) 6 C(n_1, γ) · ( 1 γ )_{2m−2} , (3.3)

gde v kaqestve C(n_1, γ) moßno vzØt~, naprimer, C(n_1, γ) = max { 1,^7_3 n_1γ } . Dokazatel~stvo. Esli m = 1, to s = 1 i max(Λ^{+1} ∩ Λ1) = 1, i

188 A. N. PETROV

neravenstvo (3.3) vypolneno. Esli m > 1, to po Lemme 3.5 imeem

max(Λ^{+s} ∩ Λ_{2m−1}) = r_{(2m−1,2(m−1)−1,...,2(m−(s−1))−1)} = n_{2(m−1)}+n_{2(m−2)}+. . .+n_{2(m−s)}+1 = 1 + n_{2(m−1)} ( 1 + n_{2(m−2)} n_{2(m−1)} + . . . + n_{2(m−s)} n_{2(m−1)} ) 6 1 + n2(m−1)(1 + δ^2 + . . . + δ^{2(s−1)})

< 1 + 1 1 − δ^2 n_{2(m−1)} 6 1 + 4 3 n_{2(m−1)} < 7 3 n_{2(m−1)} 6^7_3 n1 ·^{( 1}_γ^{)2m−3} =^7_3 n1γ^{( 1}_γ^{)2m−2} . •

3.8. OstavxaØsØ qast~ paragrafa posvØwena primeram. Zdes~

budet issledovana bazisnost~ semeæstva stepeneæ (z^n)_{n∈Λ}+s , s ∈

N v prostranstve ∨((z^n)_{n∈Λ}+s ; multX), gde mult X – algebra mul~-

tiplikatorov nekotorogo banahova prostranstva analitiqeskih funkciæ X.

Primer 1. Prostranstvo Hardi H^∞.

Otmetim, qto semeæstvo proektorov (P^{(n)}_+ )_n¿_0 ne ograniqeno v prostranstve H^∞ (teorema M. Rissa). Odnako, usloviØ (1), (2) Teoremy 2.5 dlØ prostranstva Hardi H^∞ oqevidno vypolneny

(α_H∞ = 1). Po Lemme 3.5 (1) imeem: dlØ l¸bogo natural~no-

go qisla s mnoßestvo Λ^{+s} udovletvorØet usloviØm (3), (4) Teoremy 2.10. Znaqit, po Teoreme 2.11, pri l¸bom natural~nom s semeæstvo stepeneæ (z^n)_{n∈Λ}+s obrazuet bazis (voobwe govorØ, uslovnyæ) v zamykanii svoeæ lineænoæ oboloqki v prostranstve H^∞. Sledu¸waØ teorema utoqnØet fftot rezul~tat i daet informaci¸ o prostranstve kofffficientov fftogo bazisa.

Teorema 3.9. (1) Esli (nm)m∈N– lakunarnaØ po Adamaru posledo-

vatel~nost~ natural~nyh qisel, to semeæstvo stepeneæ (z^n)_{n∈Λ}+1 obrazuet bezuslovnyæ simmetriqnyæ bazis v ∨((z^n)_{n∈Λ}+1 ; H^∞), prostranstvo kofffficientov kotorogo sovpadaet s l^1(Λ^{+1}).

(2) Esli s ∈ N, s > 1 i lakunarnaØ po Adamaru posledovatel~- nost~ natural~nyh qisel (n_m)_{m∈}NudovletvorØet usloviØm (3.1), (3.2), to semeæstvo stepeneæ (z^n)_{n∈Λ}+s obrazuet uslovnyæ, no ne

O SPOSOBE POSTROENI˚ BAZISOV 189

bezuslovnyæ, bazis v ∨((z^n)_{n∈Λ}+s ; H^∞), prostranstvo kofffficientov kotorogo ne soderßitsØ v l^r(Λ^{+s}) pri r ∈ [ 1,^{2s}_{s+1} ) . Dokazatel~stvo. (1). Imeem Λ^{+1} =^⋃_{m∈}Nmin Λ2m−1 = (n2m−2 +

1)_{m∈}N. Znaqit, mnoßestvo Λ^{+1} – lakunarnaØ po Adamaru posle-

dovatel~nost~ natural~nyh qisel (tak kak,

n_{2m−2} + 1 n_{2m} + 1 6 δ^2n_{2m} + 1 n_{2m} + 1

= δ^2 +

1 − δ^2 n_{2m} + 1 6 δ^2 +

1 − δ^2 3 = 2δ^2 + 1 3 < 1, gde m ∈ N). Tem samym, mnoßestvo Λ^{+1} ØvlØetsØ mnoßestvom Sidona (podrobnosti sm., naprimer, v [8]); pofftomu, dlØ vsØkogo Λ^{+1} – spektral~nogo polinoma p spravedlivy neravenstva: oqevidnoe ‖p‖_H∞ 6 ‖p̂‖_l1_{(Λ}+1_) i ‖p̂‖_l1_{(Λ}+1_) 6 B_Λ+1 ‖p‖_H∞ , gde B_Λ+1 – poloßitel~naØ konstanta, zavisØwaØ tol~ko ot Λ^{+1} (postoØnnaØ Sidona dlØ Λ^{+1}). Takim obrazom, imeem ‖p‖_H∞ ≍ ‖p̂‖_l1_{(Λ}+1_). A togda (sm., naprimer, [3] ili [5, s. 26]), semeæstvo stepeneæ (z^n)_{n∈Λ}+1 obrazuet bezuslovnyæ simmetriqnyæ bazis v ∨((z^n)_{n∈Λ}+1 ; H^∞), prostranstvo kofffficientov kotorogo sovpadaet s l^1(Λ^{+1}).

(2). Po Teoreme 2.11 semeæstvo stepeneæ (z^n)_{n∈Λ}+s obrazuet uslovnyæ bazis v ∨((z^n)_{n∈Λ}+s ; H^∞). Pokaßem, qto fftot bazis ne ØvlØetsØ bezuslovnym. Ot protivnogo. Esli predpoloßit~, qto

(z^n)_{n∈Λ}+s – bezuslovnyæ bazis v ∨((z^n)_{n∈Λ}+s ; H^∞), to (sm., napri-

mer, [3] ili [5, s. 29]), dlØ vsØkogo Λ^{+s} – spektral~nogo polinoma p imeli by ‖p‖_H∞ ≍ ‖p̂‖_l1_{(Λ}+s ). (3.4)

S cel~¸ oproverßeniØ (3.4) vospol~zuemsØ horoxo izvestnym rezul~tatom Littlvuda, Salema, Zigmunda, Kahana o ravnomernoæ ocenke sluqaænyh trigonometriqeskih polinomov (sm., naprimer, [9]). Iz nego vytekaet utverßdenie: dlØ vsØkogo natural~nogo qisla m, m > s, suwestvuet nabor kompleksnyh qisel (znakov) (ε^{(m)}_j )_{j∈Λ+s∩}^(_⋃ s6k6m^{Λ2k−1} ), |ε^{(m)}_j | = 1 takoæ, qto dlØ poli-

noma p_m^{def}= ∑ j∈Λ+^s∩ ( ⋃ s6k6m^{Λ2k−1} ) ε^{(m)}_j z^j

190 A. N. PETROV

spravedliva sledu¸waØ ocenka sverhu H^∞-normy

‖p_m‖_H∞ 6 A · log max Λ+s ∩ ⋃ s6k6m^{Λ2k−1} × Card Λ+s ∩ ⋃ s6k6m^{Λ2k−1} , (3.5)

gde A – absol¸tnaØ poloßitel~naØ postoØnnaØ. UqityvaØ Lemmy 3.5, 3.7, imeem ‖p_m‖_H∞ 6 A √ log C(n_1, γ) + (2m − 2) · log 1 γ · √ C^s_m, ‖p̂_m‖_l1_{(Λ}+s_) = C^s_m;

znaqit, ‖p_m‖_H∞ ‖p̂_m‖_l1_{(Λ}+s_) 6 A √ log C(n_1, γ) + (2m − 2) · log^1_γ C^s_m

6 A

√ log C(n_1, γ) + (2m − 2) log^1_γ (m − s + 1)^s · s! −→_{m→∞} 0, t.k. s > 1, no ffto protivoreqit (3.4). Takim obrazom, semeæstvo stepeneæ (z^n)_{n∈Λ}+s obrazuet uslovnyæ, no ne bezuslovnyæ, bazis v ∨((z^n)_{n∈Λ}+s ; H^∞). Pust~, nakonec, r ∈ [ 1,^{2s}_{s+1} ) , togda analogiqnye vykladki da¸t ‖p_m‖_H∞ |p̂_m‖_lr_{(Λ}+s_) 6 A · log C(n^1, γ) + (2m − 2) log^{1γ} (m − s + 1)^s(^{2r −1})

· (s!)^2r^{−1} −→_{m→∞} 0,

t.k. r ∈ [ 1,^{2s}_{s+1} ) . Znaqit, prostranstvo kofffficientov uslovnogo bazisa (z^n)_{n∈Λ}+s ne soderßitsØ v l^r(Λ^{+s}) pri s ∈ N, s > 1 i r ∈ [ 1,^{2s}_{s+1} ) . • Otmetim, qto dokazannaØ Teorema 3.9 imeet bol~xoe shodstvo s rezul~tatami [1, 2].

O SPOSOBE POSTROENI˚ BAZISOV 191

Primer 2. Prostranstvo mul~tiplikatorov stepennyh rØdov s

posledovatel~nost~¸ kofffficientov iz l^p – mult l^p_A, 1 < p < 2.

Napomnim, qto

l^p_A^{def}=

f ∈ A (D ) : ‖f‖p^{def}= ∑ n¿0^| f̂ (n)|^p 1_p < +∞ , p ∈ [1, +∞];

prostranstvo mult l^p_A opredelØetsØ standartno (sm. §1, 1.3), ego svoæstva dany, naprimer, v [10]. Neograniqennost~ proektorov

(P^{(n)}_+ )_n¿_0 v prostranstve mult l^p_A, 1 < p < +∞, dokazana v [10,

s. 154]. Qto kasaetsØ usloviØ (2) Teoremy 2.5, to rassußdeniØ raboty [10] nosØt obwiæ harakter i my ograniqimsØ lix~ formulirovkoæ sledu¸weæ teoremy (dokazatel~stvo kotoroæ sm. v [10, s. 151]).

Teorema 3.10. Pust~ X ≠ {0} – banahovo prostranstvo funkciæ,

analitiqeskih v kruge D, nepreryvno vloßennoe v A(D ) i udovletvorØ¸wee, krome fftogo, sledu¸wim dvum usloviØm:

(1) dlØ l¸byh ζ ∈ T, f ∈ X imeem f_ζ ∈ X, ‖f_ζ ‖_X = ‖f‖_X , gde f_ζ (·) = f(ζ̄·) (invariantnost~ otnositel~no vraweniæ okrußnosti prostranstva X i ‖ · ‖_X ),

(2) dlØ l¸boæ funkcii f ∈ X otobraßenie ζ → f_ζ nepreryvno deæstvuet iz Tv X (nepreryvnost~ vraweniæ v X).

Togda dlØ l¸byh funkciæ f ∈ mult X, g ∈ L^1(T) imeem f ∗ g ∈ mult X, priqem spravedlivo neravenstvo ‖f ∗ g‖_{mX} 6 ‖f‖_{mX} · ‖g‖_L1 . • Nam potrebuetsØ ewe odna prostaØ teorema, dokazatel~stvo kotoroæ oqevidnym obrazom vytekaet iz opredeleniæ (sm. [5, s. 25]).

Teorema 3.11. Pust~ X ≠ {0} – banahovo prostranstvo funkciæ,

analitiqeskih v kruge D, nepreryvno vloßennoe v A(D ) i udovletvorØ¸wee sledu¸wemu uslovi¸:

esli f ∈ X, to z · f ∈ X, priqem ‖z · f‖_X 6 ‖f‖_X (t.e. operator pravogo sdviga ØvlØetsØ sßatiem v prostranstve X). Pust~ takße E – nepustoe podmnoßestvo celyh neotricatel~nyh qisel.

Togda, esli semeæstvo stepeneæ (z^n)_{n∈E} obrazuet bezuslovnyæ bazis v ∨((z^n)_{n∈E} ; mult X), to prostranstvo kofffficientov fftogo

192 A. N. PETROV bazisa sovpadaet s l^1(E), t.e. ‖p‖_{mX} ≍ ‖p̂‖_l1_{(E)} na mnoßestve vseh E-spektral~nyh polinomov p. •

Takim obrazom po Teoreme 2.11 poluqaem, qto pri l¸bom s,

s ∈ N, semeæstvo stepeneæ (z^n)_{n∈Λ}+s obrazuet bazis (voobwe go-

vorØ, uslovnyæ) v ∨((z^n)_{n∈Λ}+s ; multl^p_A), 1 < p < 2. Bolee togo, spravedliva sledu¸waØ teorema.

Teorema 3.12. (1) Esli (nm)m∈N– lakunarnaØ po Adamaru posledo-

vatel~nost~ natural~nyh qisel, to semeæstvo stepeneæ (z^n)_{n∈Λ}+1 obrazuet bezuslovnyæ simmetriqnyæ bazis v ∨((z^n)_{n∈Λ}+1 ; mult^p_A), prostranstvo kofffficientov kotorogo sovpadaet s l^1(Λ^{+1}).

(2) Esli 1 < p < 2, s ∈ N, s > 1 i lakunarnaØ po Adamaru posledovatel~nost~ natural~nyh qisel (n_m)_{m∈}NudovletvorØet usloviØm (3.1), (3.2), to semeæstvo stepeneæ (z^n)_{n∈Λ}+s obrazuet uslovnyæ, no ne bezuslovnyæ, bazis v ∨((z^n)_{n∈Λ}+s ; mult^p_A), prostranstvo kofffficientov kotorogo ne soderßitsØ v l^r (Λ^{+s}) pri r ∈ [ 1,^{ps}_{s+p−1} ) . Dokazatel~stvo praktiqeski kopiruetsØ iz Primera 1. Po-

fftomu ukaßem lix~ otliqie, kotoroe zakl¸qaetsØ v ocenke normy ‖p_m‖_{ml}p_A . �to moßno sdelat~, naprimer, s pomow~¸ interpolØcionnoæ teoremy Rissa–Torina (sm. [11, s. 144]), primenennoæ k operatoru Teplica s simvolom p_m i prostranstvam l^1_A, l^2_A. Imeem ‖p_m‖_{ml}p_A 6 ‖p_m‖^{2p −1}_{ml1A} · ‖p_m‖^{2− 2p}_{ml2A} = ‖p̂_m‖^{2p −1}_{l1(Λ+s)} · ‖p_m‖^{2− 2p}_H∞ . Dal~neæxee Øsno (sm. Teoremu 3.9). •

V zakl¸qenie otmequ, qto sluqai p = 1, +∞ malointeresny, ibo mult l^1_A = l^1_A; p = 2 sostavlØet soderßanie Primera 1, t.k.

mult l^2_A = H^∞, a pri 2 < p < +∞ dlØ poluqeniØ rezul~tata nußno

ispol~zovat~ ravenstvo mult l^p_A = mult l^{p′}_A (s ravenstvom norm), 1 p +^1_{p′} = 1 (sm. [10]).

Primer 3. Prostranstvo mul~tiplikatorov integralov tipa

Koxi mult K.

Napomnim nekotorye opredeleniØ i oboznaqeniØ. M (T) – banahovo prostranstvo vseh koneqnyh kompleksnyh borelevskih mer na okrußnosti Ts obyqnoæ normoæ (‖μ‖_{M(}T_) – polnaØ variaciØ mery μ). Preobrazovaniem Koxi mery μ, μ ∈ M (T), nazyvaetsØ funkciØ Kμ ∈ A (D ), opredelØemaØ ravenstvom (Kμ)(z)^{def}=

O SPOSOBE POSTROENI˚ BAZISOV 193 ∫ T^{dμ(ζ)ζ−z , z ∈ D. Banahovo prostranstvo K def= {f ∈ A (D ) : ∃μ ∈}

M (T), f = Kμ} s estestvennoæ normoæ ‖f‖K^{def}= inf{‖μ‖M(T) : μ ∈ M (T), f = Kμ} nazyvaetsØ prostranstvom integralov tipa Ko-

xi. Prostranstvo mult K opredelØetsØ kak obyqno. Vse svoæstva prostranstva mult K, ispol~zuemye dalee, mogut byt~ naædeny v rabote [6].

Snaqala ustanovim neograniqennost~ proektorov (P^{(n)}_+ )_n¿_0 v prostranstve mult K.

Teorema 3.13. Posledovatel~nost~ (P^{(n)}_+ )n¿0 ne ograniqena v pro-

stranstve lineænyh nepreryvnyh operatorov iz mult K v mult K, toqnee ‖P^{(n)}_+ ‖_{mK→mK} ≍ log(n + 2), n > 0.

Dokazatel~stvo. Nas interesuet veliqina ‖P^{(n)}_+ ‖_{mK→mK}^{def}= sup_{f∈mK,f≢0} ‖P^{(n)}_+ f‖_{mK} ‖f‖_{mK} . NußnaØ ocenka dlØ nee sverhu nemedlenno vytekaet iz [6, s. 14, 15]), t.k. ‖P^{(n)}_+ ‖_{mK→mK} 6 sup_{f∈mK,f≢0} ‖P^{(n)}_+ f‖_∞(3 + log(n + 1)) ‖f‖_{mK} = (3 + log(n + 1)) · sup_{f∈mK,f≢0}

‖P^{(n)}_+ f‖_∞ ‖f‖_{mK} = 3 + log(n + 1) . log(n + 2).

Dal~neæxee posvØweno dokazatel~stvu ocenki snizu ‖P^{(n)}_+ ‖_{mK→mK} & log(n + 2).

Poloßim

Q_n(z) = z^{n+1} ∑ 16k6n+1 z^{−k} − z^k k , n > 0. Togda ‖Q_n‖_∞ 6 C_0, C_0 ∈ (0, +∞) – absol¸tnaØ postoØnnaØ i, znaqit, ‖Q_n‖_∞ . 1. Pofftomu dlØ normy ‖Q_n‖_{mK} spravedlivy ocenki

‖Q_n‖_{mK} 6 ‖Q_n‖_∞(3 + log(2n + 2)) . log(n + 2); ‖Q_n‖_{mK} & |Q̂_n(n + 2)| · log(n + 2) = log(n + 2)

194 A. N. PETROV

(sm., [6, s. 17]).

Takim obrazom, ‖Q_n‖_{mK} ≍ log(n + 2).

Poloßim

Q^+_n (z)^{def}= (P^{(n)}_+ (Q_n))(z) = z^{n+1} ∑ 16k6n+1 z^{−k} k . Imeem

‖Q^+_n ‖_∞ = ∑ 16k6n+1 1 k 6 1 + log(n + 1),

‖Q^+_n ‖_{mK} 6 ‖Q^+_n ‖_∞(3 + log(n + 1)) . log^2(n + 2).

OstaetsØ dokazat~ ocenku ‖Q^+_n ‖_{mK} & log^2(n + 2).

Napomnim nekotorye oboznaqeniØ i rezul~taty raboty [6].

Pust~ f ∈ A(D ). SleduØ [6, s. 11, 15], vvedem oboznaqeniØ

S_k(f)^{def}= ∑ 06j6k f̂ (j), k ∈ Z_+;

α_2(f)^{def}= sup h∈A(D̄),‖h‖∞61 ‖ ‖ ‖ ‖ ‖ ‖ ∑ k¿1 f̂ (k)S_{k−1}(h)z^k ‖ ‖ ‖ ‖ ‖ ‖_∞ . Togda (sm. [6, s. 13]) dlØ kaßdoæ funkcii f, f ∈ mult K, spraved-

livo neravenstvo |α_2(f) − ‖f‖_{mK} | 6 ‖f‖_∞. (3.6) Otkuda, ‖f‖_{mK} > α_2(f) − ‖f‖_∞. (3.7) Ispol~zuØ (3.7), my poluqim ocenku snizu dlØ ‖Q^+_n ‖_{mK} . Imeem

‖Q^+_n ‖_∞ = ∑ 16k6n+1 1 k 6 1 + log(n + 1);

esli n > 1, to

α_2(Q^+_n ) = sup h∈A(D̄),‖h‖∞ 61 ‖ ‖ ‖ ‖ ‖ ‖ ∑ k¿1 ^Q+_n (k)S_{k−1}(h)zk ‖ ‖ ‖ ‖ ‖ ‖_∞ = sup h∈A(D̄),‖h‖∞ 61 ‖ ‖ ‖ ‖ ‖ ∑ 16k6n 1 n + 1 − k S_{k−1}(h)z^k ‖ ‖ ‖ ‖ ‖_∞ .

O SPOSOBE POSTROENI˚ BAZISOV 195

Otmetim, qto esli n > 1, 1 6 k 6 n, to S_{k−1} ( Q_{n−1} C_0 ) = 1 C_0 ∑ 06j6k−1 1 n − j = 1 C_0 n∑ j=n−k+1 1 j > 1 C_0 log n + 1 n + 1 − k . Pofftomu, polagaØ h =^{Qn−1}_{C0} , z = 1, imeem ocenku dlØ α_2(Q^+_n ):

α_2(Q^+_n ) > 1 C_0 ∑ 16k6n 1 n + 1 − k · log n + 1 n + 1 − k >^1_{C0}^{n∑} k=n+1−[ √ n+1] 1 n + 1 − k · log n + 1 n + 1 − k >^1_{C0} log^{n + 1}[√_{n + 1}] ·^{n∑}_{k=n+1−}

[^√n+1] 1 n + 1 − k >^1_{C0} log^√n + 1 ·^[ √ n+1] ∑ j=1 1 j > 1 C_0 log √ n + 1

× log ([√ n + 1 ] + 1 ) > 1 C_0 log^2 √ n + 1 = 1 4C_0 log^2(n + 1),

zdes~ [·] – celaØ qast~ qisla. Pofftomu

‖Q^+_n ‖_{mK} > 1 4C_0 log^2(n + 1) − log(n + 1) − 1 & log^2(n + 2).

Takim obrazom, ‖P^{(n)}_+ ‖_{mK→mK} > ‖Q^+_n ‖_{mK} ‖Q_n‖_{mK} & log(n + 2).

Teorema dokazana polnost~¸. •

Teorema 3.14. Esli s ∈ N, s > 3, lakunarnaØ po Adamaru posledo-

vatel~nost~ natural~nyh qisel (n_m)_{m∈}NudovletvorØet usloviØm (3.1), (3.2), to semeæstvo stepeneæ (z^n)_{n∈Λ}+s obrazuet uslovnyæ, no ne bezuslovnyæ, bazis v ∨((z^n)_{n∈Λ}+s ; mult K), prostranstvo kofffficientov kotorogo ne soderßitsØ v l^r (Λ^{+s}) pri r ∈ [ 1,^{2s}_{s+3} ) .

196 A. N. PETROV

Dokazatel~stvo provedem kratko. Iz rezul~tatov raboty [6]

vytekaet, qto prostranstvo kofffficientov bezuslovnogo bazisa v prostranstve mult K soderßit l^1(log n) i soderßitsØ v l^1. Pofftomu bazisy, o kotoryh govoritsØ v utverßdenii teoremy, uslovnye. Ocenka normy polinoma ‖p_m‖_{mK} sverhu poluqaetsØ sledu¸wim obrazom ‖p_m‖_{mK} 6 ‖p_m‖_∞ 3 + log max Λ^{+s} ∩ ⋃ s6k6m^{Λ2k−1} . Ostal~noe kak i v predyduwih primerah. •

Otmetim opisanie prostranstv kofffficientov nekotoryh bezuslovnyh bazisov v prostranstve mult K. �to opisanie poluqaetsØ prostoæ kombinacieæ rezul~tatov S. A. Vinogradova [6] i A. B. Aleksandrova [7].

Teorema 3.15. Pust~ Λ – lakunarnoe podmnoßestvo natural~nyh

qisel. Togda dlØ vsØkoæ Λ-spektral~noæ funkcii f, f ∈ mult K, imeem ‖f‖_{mK} ≍ ∑ n¿0 ∑ k∈[22^n ,22^n+1 )∩Λ

|f̂(k)|^2 log^2 k 1/2 . Dokazatel~stvo poluqaetsØ sopostavleniem dvuh rezul~tatov

iz rabot [6, s. 16] i [7, s. 73]. •

Sledstvie 3.16. Pust~ Λ – sverhlakunarnoe podmnoßestvo na-

tural~nyh qisel, t.e.

δ^{def}= sup { log k log n : k, n ∈ Λ, k < n } < 1. Togda dlØ vsØkoæ Λ-spektral~noæ funkcii f, f ∈ mult K, imeem ‖f‖_{mK} ≍ ∑ n∈Λ |f̂(n)| · log n. • Primer 4. Prostranstvo mul~tiplikatorov stepennyh rØdov s

ravnomerno ograniqennymi qastiqnymi summami (mult U^∞_A ).

Napomnim opredelenie

U^∞_A^{def}= {f ∈ H^∞ : ‖f‖_U ∞_A^{def}= sup_n ¿0^{‖Snf‖∞ < +∞}.}

O SPOSOBE POSTROENI˚ BAZISOV 197

Prostranstvo mult U^∞_A opredelØetsØ standartnym obrazom i ego

svoæstva moßno naæti v [12].

Snaqala otmetim, qto proektory P^{(n)}_+ ograniqeny v prostran-

stve mult U^∞_A .

Teorema 3.17. Posledovatel~nost~ proektorov (P^{(n)}_+ )n¿0 ogra-

niqena v prostranstve lineænyh nepreryvnyh operatorov iz

mult U^∞_A v mult U^∞_A .

Dokazatel~stvo. Pust~ zadany qislo n ∈ Z+ i funkciØ f ∈

mult U^∞_A . V rabote [12, s. 205] pokazano, qto f ∈ mult U^∞_A togda

i tol~ko togda, kogda operator Teplica s simvolom^¯f , obozna-

qaemyæ dalee T¯_f , nepreryvno deæstvuet iz U^∞_A v U^∞_A . Poslednee

ravnosil~no tomu, qto T¯_f nepreryvno deæstvuet iz U^∞_A v H^∞. V

odnu storonu ffto utverßdenie oqevidno. V drugu¸ vytekaet iz

ravenstva

((f̄ g)_+ζ̄^n)_+ = (f̄ (gζ̄^n)_+)_+,

gde g ∈ U^∞_A .

Pofftomu, ograniqennost~ proektorov (P^{(n)}_+ )_n¿_0 v prostran-

stve mult U^∞_A ravnosil~na ograniqennosti operatorov Teplica

T_{(f}¯_ζn_{)−} , deæstvu¸wih iz U^∞_A v H^∞. Proverim poslednee. DlØ

funkciæ g ∈ U^∞_A , h ∈ L^1(T), ‖g‖_U ∞_A 6 1, ‖h‖_L1 6 1 imeem ∫ T^{((fζ̄n)−g)+hdm =} ∫ T^{(fζ̄ng − (fζ̄n)+g)+} × h dm = ∫ T^{((fg)ζ̄n )+h dm −} ∫ T^{(fζ̄n)+gh dm.} Ostalos~ zametit~, qto fg ∈ U^∞_A , (f^¯ζ^n)_+g ∈ H^∞ i pereæti v

neravenstve | | | | | | ∫ T^{((fζ̄n)−g)+h dm} | | | | | |

6

| | | | | | ∫ T^{((fg)ζ̄n )+h dm} | | | | | | + | | | | | | ∫ T^{(fζ̄n)+gh dm} | | | | | | k supremum’y po g i h. •

Privedem odin iz rezul~tatov raboty [12], kotoryæ, pravda,

tam ne vydelen Øvno.

198 A. N. PETROV

Teorema 3.18. Imeet mesto nepreryvnoe vloßenie mult K →

mult U^∞_A , priqem spravedliva ocenka dlØ norm ‖ · ‖_{mU} ∞_A 6 ‖ · ‖_{mK} .

Dokazatel~stvo poluqaetsØ legko iz rassußdeniæ, priveden-

nyh v rabote [12, s. 206, 207]. •

Teorema 3.19. (1) Esli (nm)m∈N– lakunarnaØ po Adamaru posledo-

vatel~nost~ natural~nyh qisel, to semeæstvo stepeneæ (z^n)_{n∈Λ}+1 obrazuet bezuslovnyæ simmetriqnyæ bazis v ∨((z^n)_{n∈Λ}+1 ; multU^∞_A ), prostranstvo kofffficientov kotorogo sovpadaet s l^1(Λ^{+1}).

(2) Esli s ∈ N, s > 3 i lakunarnaØ po Adamaru posledovatel~nost~ natural~nyh qisel (n_m)_{m∈}NudovletvorØet usloviØm (3.1), (3.2), to semeæstvo stepeneæ (z^n)_{n∈Λ}+s obrazuet uslovnyæ, no ne bezuslovnyæ, bazis v prostranstve ∨((z^n)_{n∈Λ}+s ; multU^∞_A ), prostranstvo kofffficientov kotorogo ne soderßitsØ v l^r (Λ^{+s})

pri r ∈ [ 1,^{2s}_{s+3} ) . Dokazatel~stvo provoditsØ po obyqnoæ sheme. Otmetim lix~,

qto dlØ ocenki normy ‖p_m‖_{mU} ∞_A sverhu ispol~zuetsØ Teorema 3.18. •

ZameqaniØ 3.20. (1) Iz Teoremy 3.17 neposredstvenno (bez

ssylki na Teoremu 2.11) vytekaet, qto (z^n)_{n∈Λ}+s – uslovnyæ bazis v ∨((z^n)_{n∈Λ}+s ; multU^∞_A ). Pofftomu naibolee vaßnaØ qast~ Teoremy 3.19 kasaetsØ zakl¸qeniØ o prostranstve kofffficientov fftogo uslovnogo bazisa.

(2) Analogiqnye postroeniØ uslovnyh bazisnyh semeæstv moßno provesti takße v prostranstvah mul~tiplikatorov analitiqeskih klassov Besova s nulevoæ gladkost~¸, v prostranstvah mul~tiplikatorov analitiqeskih funkciæ s koneqnym integralom tipa Dirihle i drugih.

Literatura

1. A. Figà-Talamanca, An example in the theory of lacunary Fourier series. — Boll.

della Unione Mat. Ital. 3, No. 3 (1970), 375–378.

2. O. G. Suslikova, O trigonometriqeskih rØdah Fur~e s lakunami. — Vestnik MGU No. 6 (1973), 46–55.

3. V. F. Gapoxkin, O bezuslovnyh bazisah v prostranstvah L^p(p ¿ 1). — Uspehi Matem. Nauk, XIII 4(82) (1958), 179–184.

4. V. I. Gurariæ, V. I. Macaev, Lakunarnye stepennye posledovatel~nosti v prostranstvah C i Lp. — Izv. Akad. Nauk SSSR, ser. matem. 30, No. 1 (1966), 3–14.

O SPOSOBE POSTROENI˚ BAZISOV 199 5. S. A. Vinogradov, Bazisy iz pokazatel~nyh funkciæ i svobodnaØ interpolØciØ v banahovyh prostranstvah s Lp-normoæ. — Zap. Nauqn. Semin. LOMI 65 (1976), 17–68.

6. S. A. Vinogradov, Properties of multipliers of Cauchy–Stieltjes integrals and some factorization problems for analytic functions. — Am. Math. Soc. (transl. (2) 115 (1980), 1–32.

7. A. B. Aleksandrov, Essays on non locally convex Hardy classes. — Lect. Notes Math. 864 (1981), 1–89, Springer-Verlag.

8. A. Zigmund, Trigonometriqeskie rØdy. t. 1, M, Mir, 1965. 9. ȷ.-P. Kahan, Sluqaænye funkcional~nye rØdy. M, Mir, 1973. 10. N. K. Nikol~skiæ, O prostranstvah i algebrah teplicevyh matric, deæstvu¸wih v lp. — Sib. Mat. ȷurnal, VII No. 1 (1966), 146–158.

11. A. Zigmund, Trigonometriqeskie rØdy. t. 2, M, Mir, 1965.

12. S. V. Hruščev, S. A. Vinogradov, Free interpolation in the space of uniformly convergent Taylor series. — Lect. Notes Math. 864 (1981), 171–214, Springer-Verlag.

Petrov A. N. On a method of constructing conditional bases of exponentials in some Banach spaces of analytic functions.

In this note a method of constructing conditional exponential bases in some Banach spaces of analytic functions is presented. The method of constructing basic families due to A. Figà-Talamanca is generalized. Concrete applications and examples of conditional basic families in the space of multipliers of power series with the sequence of Taylor coefficients from l^p, in the space of multipliers of Cauchy type integrals, and in other spaces are given.

Postupilo 31 ØnvarØ 1997 g. Sankt-Peterburgskiæ gosudarstvennyæ universitet