O. G. Parfenov, M. V. Slupko

POPEREQNIKI PO BERNXTE`NU OPERATOROV VLOȷENI˚ LEBEGOVYH PROSTRANSTV 1. Pust~ T : X → Y lineænyæ ograniqennyæ operator, deæ-

stvu¸wiæ iz normirovannogo prostranstva X v normirovannoe prostranstvo Y . Napomnim opredelenie popereqnikov po Bernxteænu (sm. [1], gl. 1):

b_n(T ) = sup_L n+1 inf x∈BX∩Ln_{+1} ‖T x‖_Y , n = 0, 1, . . . , (1) gde BX – ediniqnaØ sfera prostranstva X, L_{n+1} – proizvol~noe (n + 1)-mernoe podprostranstvo X.

V dannoæ zametke rassmatriva¸tsØ operatory vloßeniØ vida: I_{p,q} : L^p (K, μ) −→ L^q (K, μ), (2) gde (K, μ) – izmerimoe prostranstvo s koneqnoæ borelevskoæ meroæ. Budem sqitat~, qto μ(X) = 1. Operatory vida (2) rassmatrivalis~ pri izuqenii popereqnikov v sluqae diskretnoæ mery μ. DlØ nepreryvnyh mer i bol~xinstva popereqnikov (lineænyh, kolmogorovskih, gel~fandovskih) rassmotrenie takih operatorov, po-vidimomu, malo interesno, tak kak I_{p,q} nekompaktny.

Bernxteænovskie popereqniki interesny i dlØ nekompaktnyh operatorov. Sformuliruem rezul~taty raboty.

Teorema 1. Pust~ p = ∞, q = 2 i μ ne ØvlØetsØ qisto atomiqe-

skoæ meroæ. Togda

b_n(I_{∞,2}) = (n + 1)^{−1/2}, n = 0, 1, . . . . (3)

Zameqanie 1. Teorema 1 ØvlØetsØ obobweniem rezul~tata [2],

otnosØwegosØ k sluqa¸ K = T – ediniqnaØ okrußnost~ i μ – mera Lebega na T.

Zameqanie 2. Esli μ ØvlØetsØ qisto atomiqeskoæ, to rezul~tat

principial~no menØetsØ. V fftom sluqae bernxteænovskie popereqniki vyqisleny �. M. Galeevym [3]. 166

POPEREQNIKI PO BERNXTE`NU 167

Teorema 2. Pust~ p = ∞, 2 6 q < ∞ i μ ne ØvlØetsØ qisto

atomiqeskoæ meroæ. Togda

b_n(I_{∞,q} ) = (n + 1)^{−1/q}, n = 0, 1, . . . . (4)

Zameqanie 3. Pri 1 6 q < 2 ostaetsØ v sile ocenka:

b_n(I_{∞,q}) ¿ (n + 1)^{−1/q}, n = 0, 1, . . . .

Pri p < ∞ rezul~taty menØ¸tsØ.

Teorema 3. Pust~ 1 6 q 6 p < ∞ i μ ne ØvlØetsØ qisto atomiqe-

skoæ meroæ. Togda suwestvuet postoØnnaØ C_0 > 0, takaØ, qto pri vseh n:

b_n(I_{p,q}) ¿ C_0, n = 0, 1, . . . . (5)

Zameqanie 4. Naprimer, esli K = T i μ – mera Lebega na T,

imeem b_n(I_{2,1}) ¿ 2^{−1/2}, n = 0, 1, . . . . (6)

b_n(I_{4,1}) ¿ 2^{−3/4}, n = 0, 1, . . . . (7)

2. Dokazatel~stvo teoremy 1. Ocenka sverhu v teoreme 1 vyte-

kaet iz rezul~tatov [2].

DlØ dokazatel~stva ocenki snizu vospol~zuemsØ sledu¸wim izvestnym rezul~tatom: esli mera μ ne soderßit atomov, to suwestvuet ortonormirovannaØ sistema funkciæ {e_n (t)}^∞_0 v L_2(μ), takaØ, qto dlØ vseh n

| e_n(t) |= c μ − poqti vs¸du, c = (μ(X))^{−1/2}.

(sm. [5], str. 27–30). Takie sistemy budem nazyvat~ unimodulØrnymi.

Po uslovi¸ teoremy 1 suwestvuet podmnoßestvo e_0 ⊂ X, takoe, qto μ(e_0) > 0 i sußenie mery μ na e_0 ne soderßit atomov. Postroim ortonormirovannu¸ unimodulØrnu¸ sistemu {e_n (t)}^∞_0 na L_2(e_0, μ) i dlØ l¸bogo n rassmotrim podprostranstvo L_n, natØnutoe na sistemu {e_k (t)}^n_0 . OstaetsØ primenit~ ocenku snizu iz raboty [2], da¸wu¸ trebuemyæ rezul~tat.

3. Dokazatel~stvo teoremy 2. Naqnem s ocenki snizu. Po te-

oreme 1 suwestvuet podprostranstvo L^0_n ⊂ L^∞, dim L^0_n = n + 1, takoe, qto dlØ l¸boæ f ∈ L^0_n:

‖f | L^∞‖ 6 (n + 1)^{1/2}‖f | L^2(μ)‖. (8)

168 O. G. PARFENOV, M. V. SLUPKO Dalee ispol~zuem oqevidnoe neravenstvo: ‖f | L^∞‖ 6 ‖f | L^∞(μ)‖. (9) Iz neravenstv (8), (9) i teoremy Rissa–Torina o vypuklosti poluqim trebuemu¸ ocenku normy obratnogo operatora na L^0_n, a sledovatel~no trebuemu¸ ocenku popereqnikov.

Dokaßem ocenku sverhu. Po teoreme 1 dlØ l¸bogo podprostranstva L_n ⊂ L^∞, dim L_n = n + 1 suwestvuet funkciØ f^∗ ∈ L_n, takaØ, qto ‖f^∗ | L^∞‖ = 1 i ‖f^∗ | L^2(μ)‖ 6 (n + 1)^{−1/2}.

Ocenim normu ‖f^∗ | L^q (μ)‖ pri 2 6 q < ∞:

‖f^∗ | L^q (μ)‖^q = Z X | f^∗(t) |^q dμ 6 Z X | f^∗(t) |^2 dμ 6 (n + 1)^{−1},

qto i trebovalos~ dokazat~.

4. Dokazatel~stvo teoremy 3. Neravenstva (6), (7) sledu¸t

iz odnoæ teoremy Grotendika (sm. [4], str. 133–135). Imenno, v [4] postroeno beskoneqnomernoe podprostranstvo P_E v L^4, takoe, qto dlØ vseh f ∈ P_E vypolneny neravenstva ‖f | L^4(μ)‖ 6 2^{1/2}‖f | L^2(μ)‖ (10) ‖f | L^4(μ)‖ 6 2^{3/4}‖f | L^1(μ)‖. (11) Iz neravenstv (10), (11) sledu¸t ocenki (6), (7). Bolee togo, konstrukciØ, privedennaØ v [4], legko obobwaetsØ. My opustim sootvetstvu¸wie nesloßnye vyqisleniØ, privedem srazu okonqatel~nu¸ ocenku: v prostranstve L^{2n}(T) suwestvuet beskoneqnomernoe podprostranstvo P_E, takoe, qto dlØ vseh f ∈ P_E ‖f | L^{2n}(T)‖ 6 (n!)^2 n�1 (n�1)2n ‖f | L^1(T)‖. (12) Iz ocenki (12) nemedlenno poluqim: b_k(I_{2n,1}) ¿ (n!)^{− 2} n�1 (n�1)2n , k = 0, 1, 2, . . . . (13) Nakonec v obwem sluqae voz~mem natural~noe n: 2n ¿ p i faktorizuem operator I_{2n,1}:

I_{2n,1} = I_{q,1} ∘ I_{q,p} ∘ I_{2n,p}. (14) Iz (13), (14) sleduet teorema 3.

POPEREQNIKI PO BERNXTE`NU 169

Literatura

1. A. Pinkus, N-widths in approximation theory. Springer-Verlag, Berlin, 1985.

2. O. G. Parfenov, Popereqniki po Bernxteænu nekotoryh klassov analitiqeskih funkciæ. — Mat. zametki 56 (1994), 123–131.

3. �. M. Galeev, Popereqniki po Bernxteænu beskoneqnomernyh ffllipsoidov. — V kn.: Kompleksnyæ analiz. Differencial~nye i integral~nye uravneniØ. Kalmyck. gos. un-t, �lista, 1990, s. 14–20.

4. U. Rudin, Funkcional~nyæ analiz. Mir, M., 1975, 443 s. 5. B. S. Kaxin, A. A. SaakØn, Ortogonal~nye rØdy. Nauka, M., 1984, 496 s.

Parfenov O. G., Slupko M. V. Bernstein widths of embedding operators of Lebesgue spaces.

Let (K, μ) be a measurable space, and let μ(K) = 1. Let I_{p,q} : L^p (K, μ) −→ L^q (K, μ) be the embedding operator. The Bernstein widths of I_{p,q} are considered.

Postupilo 28 fevralØ 1997 g. Pskovskiæ gosudarstvennyæ pedagogiqeskiæ institut