O. G. Parfenov ˚DERNOST^ OPERATOROV VLOȷENI˚ KLASSOV SOBOLEVA V VESOVYE PROSTRANSTVA 1. Pust~ Ω – otkrytoe mnoßestvo v R^m. Oboznaqim dx – ras-

stoØnie ot toqki x do granicy oblasti Ω: d_x = inf_{y∈∂Ω} |x − y|, esli Ω = R^m, poloßim d_x = 1 + |x|. Opredelim klass^∘W^l_{p,λ}(Ω), sleduØ rabote [1] V. L. Oleænika i B. S. Pavlova, kak zamykanie C^∞_0 (Ω) po norme

‖f‖ ffi_{Wlp,λ (Ω)} = ∫ Ω ∑ |β|=l |D^βf|^pd^{−λ}_x + |f|^pd^{−pl−λ}_x dx 1/p , (1)

zdes~ l = 1, 2; 1 6 p < ∞; λ ∈ (−∞, ∞). Pri p = ∞ obyqnaØ modifikaciØ. Opredelim takße klassy^∘L^l_{p,λ}(Ω) kak zamykanie C^∞_0 (Ω) po norme

‖f‖ ffi_{Llp,λ(Ω)} = ∫ Ω ∑ |β|=l |D^βf|^pd^{−λ}_x dx 1/p , (2)

Pri λ ¿ 0 normy (1), (2) ffkvivalentny (sm. [1]). Pri λ = 0, takim obrazom, my rassmatrivaem obyqnyæ klass Soboleva^∘W^l_p(Ω).

DlØ klassov^∘W^l_{p,λ}(Ω) v rabote [1] poluqena teorema vloßeniØ v prostranstvo L_q(Ω, μ) pri uslovii pl > m. Podqerknem, qto μ – proizvol~naØ borelevskaØ mera v Ω. DlØ formulirovki teoremy vloßeniØ rassmotrim koneqnokratnoe pokrytie oblasti Ω xarami: Ω = ⋃ n B_n; B_n = {y| |y − x_n| < r_n},

156

˚DERNOST^ OPERATOROV VLOȷENI˚ 157 priqem r_n = (1/4)d_{xn} . Takoe pokrytie nazyvaetsØ pokrytiem tipa Uitni. Vmesto 1/4 moßno vzØt~ l¸boe qislo γ : 0 < γ < 1. Dalee opredelim posledovatel~nost~: β_n = r^{(pl+λ−m)/p} n (μ(B_n))^{1/q}. (3)

Teorema 1 [1]. Pust~ pl > m. Togda

a) Esli 1 6 q 6 p, to operator vloßeniØ J klassa^∘W^l_{p,λ}(Ω) v L_q(Ω, μ) ograniqen v tom i tol~ko v tom sluqae, esli

sup_n β_n < ∞. (4)

b) Esli 1 6 p < q 6 ∞, to operator vloßeniØ J ograniqen togda i tol~ko togda, kogda ∑ n β^r_n < ∞; r^{−1} = p^{−1} − q^{−1}. (5)

Zameqanie 1. Po teoreme vloßeniØ Soboleva uslovie pl > m

est~ kriteriæ ograniqennosti vloßeniØ prostranstva^∘W^l_p(Ω) v

C(Ω), i, kak netrudno zametit~, to ße verno dlØ klassov^∘W^l_{p,λ}. Takim obrazom v Teoreme 1 soderßatelen lix~ vopros o povedenii mery μ vblizi granicy Ω.

Zameqanie 2. Pri uslovii pl 6 m kriteriæ ograniqennosti vlo-

ßeniØ^∘W^l_p(Ω) v L_q(Ω, μ) (dlØ l¸boæ borelevskoæ mery μ!) byl poluqen V. G. Maz~eæ (sm. [2], §1.1, §1.2) v terminah emkosti i usoverxenstvovan v rabote Soæera [3].

V dannoæ rabote my rassmatrivaem vopros o Ødernosti operatora vloßeniØ J :^∘W^l_{p,λ}(Ω) −→ L_q(Ω, μ) , predpolagaØ srazu, qto operator vloßeniØ

J_0 :^∘W^l_p(Q^m) −→ C(Q^m),

Q^m – m-mernyæ kub, ØvlØetsØ Ødernym. V rabote Piqa [4] rassmatrivaetsØ bolee obwaØ zadaqa o Ødernosti operatora vloße- niØ J^∗_0 :^∘W^l_p(Q^m) −→ L_q(Q^m).

158 O. G. PARFENOV

Teorema 2 ([4]). Pust~ 1 6 q 6 p 6 ∞, togda J^∗_0 ØvlØetsØ Ødernym

v tom i tol~ko v tom sluqae, esli

1 > m(1 − p^{−1} + q^{−1}).

Pust~ 1 6 p 6 q 6 ∞, togda J^∗_0 ØvlØetsØ Ødernym v tom i tol~ko v tom sluqae, esli l > m.

Teorema 2 v sluqae 1 < p 6 q < ∞ legko obobwaetsØ na kraænie pokazateli. DlØ polnoty izloßeniØ my dokaßem, qto pri uslovii l > m operator vloßeniØ

J_0 :^∘W^l_p(Q^m) −→ C(Q^m)

ØvlØetsØ Ødernym. Neobhodimost~ usloviØ l > m Øsna iz Teoremy 2.

Napomnim opredelenie Ødernosti. Pust~ X, Y – banahovy prostranstva; X^∗, Y^∗ – ih soprØßennye. Lineænyæ operator T iz X v Y nazyvaetsØ Ødernym, esli suwestvuet predstavlenie T v vi- de T = ∑ n ⟨·, x^′_n⟩y_n; x^′_n ∈ X^∗, y_n ∈ Y, (6) priqem ∑ n ‖x^′_n‖_X ‖y_n‖_Y < ∞. (7) ToqnaØ nißnØØ granica summ (7) po predstavleniØm vida (6) nazyvaetsØ Ødernoæ normoæ operatora i oboznaqaetsØ N (T ). �kvivalentnye opredeleniØ i svoæstva fftogo klassa operatorov, a takße ego znaqimost~ dlØ teorii i priloßeniæ sm. v monografii A. Piqa [5]. Sformuliruem osnovnoæ rezul~tat dannoæ raboty.

Teorema 3. Pust~ J – operator vloßeniØ klassa^∘W^l_{p,λ}(Ω) v

L_q(Ω, μ) i vypolneno uslovie l > m. Togda

a) Esli 1 6 q 6 p 6 ∞, to J ØvlØetsØ Ødernym v tom i tol~ko v tom sluqae, esli ∑ n β_n < ∞. (8) b) Esli 1 6 p < q 6 ∞, to J ØvlØetsØ Ødernym v tom i tol~ko v tom sluqae, esli ∑ n β^s_n < ∞; s^{−1} = 1 − p^{−1} + q^{−1}. (9)

˚DERNOST^ OPERATOROV VLOȷENI˚ 159 Plan raboty takov. V sledu¸wem punkte 2 my dokaßem Ødernost~ operatora vloßeniØ J_0 :^∘W^l_p(Q^m) −→ C(Q^m) pri uslovii l > m. V punkte 3 dokazana dostatoqnost~ v Teoreme 3. V punkte 4 dokazana neobhodimost~ v Teoreme 3. Nakonec v punkte 5 obsußda¸tsØ nekotorye obobweniØ Teoremy 3. Avtor blagodarit M. X. Birmana, S. V. KislØkova, V. M. Tihomirova i uqastnikov ego seminara za obsußdenie fftoæ raboty i proØvlennyæ k neæ interes. Rabota vypolnena pri podderßke granta RFFI.

2. Dokaßem, qto vloßenie J0 :^∘W^l_p(Q^m) −→ C(Q^m) Øderno pri

uslovii l > m. Tak kak p ¿ 1, to pl > m i sledovatel~no J_0 ograniqen po teoreme Soboleva (i daße kompakten). DlØ dokazatel~stva Ødernosti J_0 ispol~zuem rØdy Fur~e. Poloßim

e_α(x) = exp(2iπαx) = exp ( 2iπ m∑ k=1 α_kx_k ) , α = (α_1, . . . , α_m) ∈ Z^m – celyæ mul~tiindeks. DlØ l¸boæ funkcii f ∈ L_1(Q^m) opredelim ee rØd Fur~e: ∑ α∈Z^m f_αe_α(x); f_α = ∫ Q^m (f(t))e_α(t) dm(t), (10)

dm – mera Lebega na Q^m. Horoxo izvestno, qto pri l > m/2 rØd Fur~e shoditsØ absol¸tno (sm., naprimer, [6], str. 279). Tem samym imeem predstavlenie operatora J_0:

J_0 = ∑ α∈Z^m (·, e_α)e_α. (11)

Oqevidno, qto ‖e_α‖_{C(Q}m_) = 1. Ocenim normu funkcionala I_α : f −→ f_α v prostranstve^∘W^l_p(Q^m). DlØ l¸boæ f ∈^∘W^l_p(Q^m) i dlØ l¸bogo β ∫ Q^m (D^β f)ē_α dm = (2iπα)^β f_α. Ots¸da poluqim |(2iπα)^β||f_α| 6 ‖D^β f‖_{Lp (Q}m_)

160 O. G. PARFENOV i dalee (2π)^l ∑ |β|=l |α^β| |f_α| 6 ‖f‖_{ffiWl} p (Q^m)

. (12)

Suwestvuet postoØnnaØ c, zavisØwaØ lix~ ot m, l, takaØ, qto ∑ |β|=l |α^β| ¿ c|α|^l. (13) V silu (12), (13) Ødernost~ J_0 svoditsØ k voprosu o shodimosti rØda ∑ α∈Z^m |α|^{−l}. (14) RØd (14), deæstvitel~no, shoditsØ pri uslovii l > m.

3. Dokazatel~stvo Teoremy 3 v qasti dostatoqnosti. Nam

potrebuetsØ rØd vspomogatel~nyh faktov. Napomnim snaqala teoremu Tonga o Ødernosti diagonal~nyh operatorov. Pust~ T – operator iz l^p v l^q vida T ({x_n}^∞_1 ) = {σ_nx_n}^∞_1 , σ_n > 0. (15) T nazyvaetsØ diagonal~nym operatorom s diagonal~¸ {σ_n}^∞_1 .

Teorema 4 ([7]). Esli 1 6 q 6 p 6 ∞, to operator T vida (15)

ØvlØetsØ Ødernym togda i tol~ko togda, kogda A_1(σ) = ∑ n σ_n < ∞, pri fftom N (T ) = A_1(σ). Esli 1 6 p < q 6 ∞, to operator T vida (15) ØvlØetsØ Ødernym togda i tol~ko togda, kogda A_2(σ) = ∑ n σ^s_n < ∞, 1/s = 1 − 1/p + 1/q, pri fftom N (T ) = A_2(σ)^{1/s}.

Pust~ teper~ {X_k}^∞_1 – posledovatel~nost~ banahovyh prostranstv. Opredelim prostranstvo l_p(X) kak prØmu¸ summu prostranstv X_k s normoæ:

‖{x_k}^∞_1 |l_p(X)‖ = (_∞ ∑ k=1 ‖x_k|X_k‖^p )_{1/p} .

˚DERNOST^ OPERATOROV VLOȷENI˚ 161 Pust~ X = {X_k}^∞_1 , Y = {Y_k}^∞_1 – posledovatel~nosti banahovyh prostranstv; T_k : X_k −→ Y_k – lineænyæ ograniqennyæ operator. Opredelim vektornyæ diagonal~nyæ operator T : l_p(X) −→ l_q(Y ):

T ({x_k}^∞_1 ) = {T_kx_k}^∞_1 . (16)

Sledu¸waØ teorema est~ prostoe sledstvie lemmy Gluskina– KislØkova–Reænova [8] i PredloßeniØ 10.3.1 iz [5].

Teorema 5. Pust~ T – operator vida (16), pust~ Tk est~ Ødernyæ

operator pri l¸bom k; poloßim σ_k = N (T_k). Opredelim skalØrnyæ diagonal~nyæ operator T , deæstvu¸wiæ iz l^p v l^q s diagonal~¸ {σ_k}^∞_1 . Togda, esli T ØvlØetsØ Ødernym, to i T ØvlØetsØ Ødernym i suwestvuet postoØnnaØ C > 0, zavisØwaØ lix~ ot p, q takaØ, qto N (T ) 6 CN (T ). (17)

ObratimsØ k dokazatel~stvu Teoremy 3. Budem sqitat~, qto nositel~ mery μ ØvlØetsØ redkim v sledu¸wem smysle:

supp(μ) ⊂ ⋃ k B_{nk} , priqem xary ^B_{nk} = {y| |y − x_{nk} | < 2r_{nk} } poparno ne pereseka¸tsØ. V protivnom sluqae meru μ moßno predstavit~ kak koneqnu¸ summu mer s redkimi nositelØmi (qislo slagaemyh zavisit lix~ ot kratnosti pokrytiØ). Dalee, iz Ødernosti kaßdogo slagaemogo, otveqa¸wego mere s redkim nositelem, vytekaet Ødernost~ summy (bolee podrobno ffti rassußdeniØ sm. v rabote avtora [9]). DlØ prostoty oboznaqeniæ budem sqitat~, qto

Ω = ( ⋃ n B_n) ⋃ E, supp(μ) ⊂ ⋃ n B_n, priqem ^B_n = {y |y − x_n| < 2r_n} poparno ne pereseka¸tsØ. Poloßim ^Ω = ⋃ n ^B_n. Legko zametit~, qto suwestvu¸t postoØnnye c_1, c_2

takie, qto c_1d_x(Ω) 6 d_x(^Ω) 6 c_2d_x(Ω).

Napomnim, d_x(Ω) – rasstoØnie ot toqki x do granicy Ω. Legko zametit~, qto^∘W^l_{p,α}(^Ω) est~ zamknutoe podprostranstvo^∘W^l_{p,α}(Ω).

162 O. G. PARFENOV Operator vloßeniØ i :^∘W^l_{p,α}(Ω) −→^∘W^l_{p,α}(^Ω) ograniqen. Opredelim operator vloßeniØ ^J :^∘W^l_{p,α}(^Ω) −→ L_q(^Ω). Oqevidno J = ^J ∘i. Tem samym dostatoqno ustanovit~ Ødernost~ operatora ^J. Poloßim X_k =^∘W^l_{p,a}( ^B_k); Y_k = L_q(B_k, μ).

Po opredeleni¸ prostranstv^∘W^l_{p,a}(^Ω), L_q(μ) imeem ∘ W^l_{p,α}(^Ω) = l_p(X), L_q(μ) = l_q(Y ).

Sootvetstvenno ^J est~ vektornyæ diagonal~nyæ operator, priqem diagonal~¸ slußat operatory vloßeniØ J_k :^∘W^l_{p,α}( ^B_k) −→ L_q(B_k, μ).

OstaetsØ lix~ ustanovit~ ocenku N (J_k) 6 Cβ_k, (18) gde C ne zavisit ot k. Oboznaqim B_0 = {y| |y| < 1}, ^B_0 = {y| |y| < 2}. Sdelaem zamenu peremennoæ y = ϕ(x) = (x − x_n)/r_n. Opredelim meru μ_0 na B_0, polagaØ μ_0(e) = μ(ϕ^{−1}(e)). Rassmotrim kommutativnu¸ diagrammu ∘ W^l_{p,α}( ^B_n)^{Jk}−−−−→ L_q(B_n, μ) Π T ∘ W^l_{p,α}( ^B_0)^{J0}−−−−→ L_q (B_0, μ_0) J_0 – operator vloßeniØ, Π(f)(y) = f(ϕ^{−1}(y)), T (g)(x) = g(ϕ(x)). Imeem ‖Π‖ = r^{(pl+α−m)/p} n , ‖T ‖ = 1. (19) Dalee faktorizuem operator J_0: ∘ W^l_{p,α}( ^B_0)^{i1}−→ C(B_0)^{i2}−→ L_q(B_0, μ),

˚DERNOST^ OPERATOROV VLOȷENI˚ 163 i_1, i_2 – vloßeniØ. Operator i_1 – Ødernyæ po uslovi¸ l > m, a norma operatora i_2 legko ocenivaetsØ

‖i_2‖ 6 (μ(B_n))^{1/q}. (20)

Iz (19), (20) sleduet trebuemaØ ocenka (18).

4. Dokazatel~stvo neobhodimosti v Teoreme 3. Takße kak

i v predyduweæ qasti sqitaem, qto nositel~ mery μ ØvlØetsØ redkim. Pust~ f_1(x) – proizvol~naØ funkciØ iz^∘W^l_{p,λ}(B_1), ‖f_1‖ ≠ 0. Poloßim

f_n(x) = f_1((x − x_n + x_1)r_1/r_n), n = 2, . . . .

Oqevidno, f_n ∈^∘W^l_{p,λ}(B_n). Rassmotrim podprostranstvo L ⊂ ∘ W^l_{p,λ}(Ω), ØvlØ¸weesØ zamykaniem lineænoæ oboloqki {f_n}^∞_{n=1}, i sußenie operatora J na ffto podprostranstvo: J|_L = T . Imeem N (J) ¿ N (T ). Operator T ØvlØetsØ diagonal~nym operatorom iz l^p v l^q s diagonal~¸ {c_0β_n}^∞_{n=1}:

c_0 = ‖f_1‖_Wl_{p,λ (B1)}/‖f_1‖_{lq(B1,μ)}.

PrimenØØ teoremu Tonga, poluqim Teoremu 3 v qasti neobhodimosti.

5. V dannom punkte my rassmatrivaem vopros prinadleßnosti

operatora vloßeniØ J :^∘W^l_{2,λ}(Ω) −→ L_2(Ω, μ) klassu σ_ρ, ρ > 0.

Napomnim opredelenie operatornogo ideala σ_ρ: pust~ H_1, H_2 gil~bertovy prostranstva, T : H_1 −→ H_2 – kompaktnyæ operator, T = ∑ n s_n(T )(·, e_n)g_n ego razloßenie Xmidta ({e_n}^∞_1 , {g_n}^∞_1 – ortonormirovannye sistemy v H_1, H_2 sootvetstvenno, {s_n(T )}^∞_1 – ubyva¸waØ posledovatel~nost~ poloßitel~nyh qisel, qislo s_n(T ) nazyvaetsØ ntym singulØrnym qislom operatora T , sm. podrobnee ob fftom v [5], s. 161). Govorim, qto T ∈ σ_ρ, ρ > 0, esli ∑ n s^ρ_n(T ) < ∞.

164 O. G. PARFENOV Sootvetstvenno ideal σ_{ρ,τ} , ρ > 0, τ > 0, opredelØetsØ kak klass operatorov T , dlØ kotoryh ∑ n (s_n(T ))^τ n^{τ/ρ−1} < ∞. Nakonec ideal σ_{ρ,∞}, ρ > 0, opredelØetsØ kak klass operatorov T , dlØ kotoryh sup_n s_n(T )n^{−ρ} < ∞.

Teorema 6. Pust~ 2l > m, ρ∗ = (l − m/2)^{−1}. Togda operator vlo-

ßeniØ J ∈ σ_ρ, ρ > ρ_∗, togda i tol~ko togda, kogda ∑ n β^{ρ/2}_n < ∞. Dalee J ∈ σ_{ρ,τ} , ρ > ρ_∗, τ > 0, esli ∑ n (β_n)^{τ/2}n^{τ/ρ−1} < ∞ i T ∈ σ_{ρ�,∞}, esli sup β_nn^{−2ρ�} < ∞. Dokazatel~stvo Teoremy 6 osnovano na metodah raboty avtora [10]. Otmetim rol~ predel~nogo pokazatelØ ρ_∗. Pri ρ < ρ_∗ uße operator vloßeniØ, otveqa¸wiæ mere Diraka v l¸boæ toqke oblasti Ω, ne prinadleßit σ_ρ, tak kak net vloßeniØ v C, hotØ uslovie (7), oqevidno, vypolneno.

Literatura 1. V. L. Oleænik, B. S. Pavlov, O kriteriØh ograniqennosti i polnoæ

nepreryvnosti nekotoryh operatorov vloßeniØ. — Problemy matema-

tiqeskoæ fiziki vyp. 4 (1970), 112–118.

2. V. G. Maz~Ø, T. O. Xapoxnikova, Mul~tiplikatory v prostranstvah

differenciruemyh funkciæ. izd-vo LGU, 1986, s. 403.

3. E. Sawyer, Multipliers of Besov and power-weighted L2-spaces. — Ind. Univ.

Math. J. 33 no. 3 (1984), 353–366.

4. A. Pietsch, r-nucleare Sobolevsche Eiubettungsoperatoren. – Sammelband “Ellipt.

Diff. gleichungen. II,”. — Schriffenreihe Inst. Math. Akad. Wiss. Berlin, Heft 8 (1971), 203–215.

5. A. Piq, Operatornye idealy. M, Mir, 1982, s. 536.

6. I. Steæn, G. Veæs, Vvedenie v garmoniqeskiæ analiz na evklidovyh pro-

stranstvah. M, Mir, 1974, s. 331.

˚DERNOST^ OPERATOROV VLOȷENI˚ 165

7. A. Tong, Diagonal nuclear operators in lp-spaces. — Trans. Amer. Math. Soc.

143 (1969), 233–247.

8. E. D. Gluskin, S. V. KislØkov, O. I. Reænov, Tenzornye proizvedeniØ

p-absol¸tno summiru¸wih operatorov i (Jp, Up) – mul~tiplikatory. —

Zap. Nauqn. Semin. LOMI 92 (1979), 85–102.

9. O. G. Parfenov, Criteria of nuclearity of embedding operators acting between Bergman spaces and weighted Lebesque spaces. — Math. Nachr. 154 (1991), 105–115.

10. O. G. Parfenov, O svoæstvah operatorov vloßeniØ nekotoryh klassov

analitiqeskih funkciæ. — Algebra i Analiz 3, ˝ 2 (1991), 199–222.

Parfenov O. G. Nuclearity of imbedding operators of Sobolev classes into weighted spaces.

Let Ω be an open set in R^m. Denote by d_x the distance from a point x to the boundary of Ω: d_x = inf_{y∈∂Ω} |x − y|; if Ω = R^m, then d_x = 1 + |x|. Define the class^∘W^l_{p,λ}(Ω) as the closure of C^∞_0 (Ω) with respect to the norm

‖f‖ ffi_{Wlp,λ(Ω)} = ∫ Ω ∑ |β|=l |D^β f|^pd^{−λ}_x + |f|^pd^{−pl−λ}_x dx 1/p ;

here l = 1, 2; 1 6 p < ∞; λ ∈ (−∞, ∞). Let μ be a measure in Ω and L_q(μ) the Lebesgue space. A criterion for the nuclearity of the imbedding

of^∘W^l_{p,λ}(Ω) into L_q(Ω) is given for l > m.

Postupilo 4 noØbrØ 1996 g. Pskovskiæ gosudarstvennyæ pedagogiqeskiæ institut