L. G. Labsker TESTOVYE ZAMYKANI˚ MNOȷESTV V BANAHOVOM PROSTRANSTVE, POROȷDAEMYE LINE`NYMI FUNKCIONALAMI

1. Vvedenie

V 1953 g. P. P. Korovkin [1, 2] dokazal nyne xiroko izvestnu¸ teoremu “o treh funkciØh,” glasØwu¸, qto ravnomernaØ shodimost~ l¸boæ posledovatel~nosti lineænyh poloßitel~nyh operatorov na vsem prostranstve C[a, b] nepreryvnyh na otrezke [a, b] funkciæ k toßdestvennomu operatoru sleduet iz ee shodimosti na treh funkciØh togda i tol~ko togda, kogda poslednie obrazu¸t sistemu Qebyxeva.

Qastnyæ sluqaæ, kogda operatory posledovatel~nosti ØvlØ- ¸tsØ summatornymi, a tri funkcii, o kotoryh idet req~ v teoreme Korovkina, ØvlØ¸tsØ funkciØmi x_i(t) = t^i, i = 0, 1, 2, byl rassmotren v 1952 g. G. Bomanom [3].

Dokazatel~stvo teoremy o treh funkciØh suwestvenno opiraetsØ na dokazannu¸ P. P. Korovkinym analogiqnu¸ teoremu dlØ funkcionalov ([2], p. 5), v kotoroæ lineænye poloßitel~nye operatory zameneny na lineænye poloßitel~nye funkcionaly, sil~naØ shodimost~ operatorov – na slabu¸ shodimost~ funkcionalov i predel~nyæ toßdestvennyæ operator – na del~tafunkci¸ proizvol~noæ fiksirovannoæ toqki otrezka [a, b].

Teoremy Korovkina vyzvali k ßizni bol~xoe koliqestvo issledovaniæ, posvØwennyh rasprostraneni¸ i obobweni¸ fftih teorem na razliqnye prostranstva, na posledovatel~nosti operatorov i funkcionalov razliqnyh klassov, na razliqnye vidy shodimosti. Sovokupnost~ izvestnyh k nastoØwemu vremeni zadaq, principov, metodov, kaqestvennyh i koliqestvennyh rezul~tatov po fftoæ tematike predstavlØet soboæ vpolne sloßivxu¸sØ oblast~ analiza – teori¸ priblißeniØ korovkinskogo tipa. Informaci¸ ob ime¸wihsØ publikaciØh v fftoæ oblasti za period s 1952 g. po 1987 g. moßno poluqit~ iz bibliografii F. Al~tomare i M. Kampiti [4], snabßennoæ detal~noæ i, 114

TESTOVYE ZAMYKANI˚ MNOȷESTV 115 kak nam kaßetsØ, ves~ma udaqnoæ tematiqeskoæ klassifikacieæ, i iz ih fundamental~noæ monografii [5].

Osnovnye ponØtiØ teorii priblißeniØ korovkinskogo tipa – testovye i korovkinskie mnoßestva – v obwem banahovom prostranstve dlØ sluqaØ funkcionalov mogut byt~ opredeleny sledu¸wim obrazom.

Pust~ E – banahovo prostranstvo, E^∗ – soprØßennoe s nim prostranstvo, X, Y ⊂ E i F , Φ ⊂ E^∗ – proizvol~nye nepustye mnoßestva.

Opredelenie 1.1. Mnoßestvo X nazovem (F, Φ)-testovym dlØ

mnoßestva Y , esli dlØ l¸boæ posledovatel~nosti funkcionalov (f_n)^∞_{n=1} ⊂ F s ograniqennymi v sovokupnosti normami i l¸bogo funkcionala φ ∈ Φ iz spravedlivosti predel~nogo ravenstva lim_{n→∞} f_n(x) = φ(x) dlØ kaßdogo fflementa x ∈ X sleduet ego spravedlivost~ dlØ kaßdogo fflementa y ∈ Y .

Opredelenie 1.2. Esli v opredelenii 1.1 opustit~ trebovanie

ograniqennosti v sovokupnosti norm (‖f_n‖)^∞_{n=1}, to opredelØemoe v takom sluqae mnoßestvo X nazovem (F, Φ)-korovkinskim dlØ mnoßestva Y .

Opredelenie 1.3. Esli mnoßestvo X ØvlØetsØ (F, Φ)-testovym

((F, Φ)-korovkinskim) dlØ Y , to kaßdyæ fflement mnoßestva Y estestvenno nazvat~ toqkoæ (F, Φ)-testovogo ((F, Φ)-korovkinskogo) prikosnoveniØ mnoßestva X.

(F, Φ)-testovoe ((F, Φ)-korovkinskoe) mnoßestvo dlØ mnoßestva Y , sovpada¸wego so vsem prostranstvom E, nazyvaetsØ [6] prosto (F, Φ)-testovym ((F, Φ)-korovkinskim).

Klass korovkinskih mnoßestv ØvlØetsØ, voobwe govorØ, sobstvennym podklassom klassa testovyh mnoßestv, ibo (F, Φ)- korovkinskoe mnoßestvo dlØ mnoßestva Y ØvlØetsØ, kak ffto neposredstvenno usmatrivaetsØ iz opredeleniæ 1.1 i 1.2, (F, Φ)- testovym, a obratnoe ne verno. Privedem podtverßda¸wiæ primer.

Pust~ E = C[−π, π], Y – podprostranstvo funkciæ y ∈ C[−π, π], prinima¸wih na koncah otrezka [−π, π] ravnye znaqeniØ: y(−π) = y(π);

X = {x_1(t) ≡ 1, x_2(t) = cos t, x_3(t) = sin t} , (1.1)

116 L. G. LABSKER

F = K^∗ ∪ (d_n)^∞_{n=1}, gde K^∗ – mnoßestvo lineænyh poloßitel~nyh funkcionalov na C[−π, π], a

d_n(x) = 1 π π∫ −π x(t) sin((2n + 1)/2)t 2 sin(t/2) dt, x ∈ C[−π, π], n = 1, 2, 3, . . . , – n-æ funkcional Dirihle, Φ – mnoßestvo, sostoØwee iz ediniqnogo funkcionala – del~ta-funkcii δ_0 toqki t = 0.

V silu oqevidnoæ lineænoæ izometrii, prostranstvo Y moßno traktovat~ kak prostranstvo C_{2π} nepreryvnyh 2π-periodiqeskih funkciæ. Togda ([2], s. 16) mnoßestvo (1.1) ØvlØetsØ (K^∗, {δ_0})- korovkinskim dlØ Y i, sledovatel~no, – (K^∗, {δ_0})-testovym dlØ Y .

Izvestno, qto znaqenie n-go funkcionala Dirihle d_n(x) na trigonometriqeskom polinome porØdka 6 n sovpadaet so znaqeniem fftogo polinoma v toqke t = 0. V qastnosti d_n(x) = x(0) dlØ kaßdoæ funkcii x iz mnoßestva (1.1), t.e. d_n(x) = δ_0(x), x ∈ X. No tem ne menee ‖d_n‖ → ∞, pri n → ∞, poskol~ku (sm., naprimer, [2], s. 166) ‖d_n‖ = 1 π π∫ −π | | sin((2n + 1)/2)t 2 sin(t/2) | |dt = 4 π^2 · ln n + c_n, |c_n| < c, i potomu posledovatel~nost~ funkcionalov Dirihle (d_n)^∞_{n=1} ne moßet shodit~sØ na kaßdom fflemente y ∈ Y k y(0).

Takim obrazom, mnoßestvo (1.1) v prostranstve C[−π, π] ØvlØetsØ (K^∗ ∪ (d_n)^∞_{n=1}, {δ_0})-testovym dlØ Y , no ne ØvlØetsØ (K^∗ ∪ (d_n)^∞_{n=1}, {δ_0})-korovkinskim dlØ Y .

V svØzi s ponØtiem (F, Φ)-testovogo mnoßestva dlØ mnoßestva Y voznika¸t dve v opredelennom smysle vzaimnoobratnye zadaqi:

Zadaqa 1. DlØ zadannyh mnoßestv Y , F i Φ naæti usloviØ na

mnoßestvo X (po vozmoßnosti minimal~noæ mownosti), neobhodimye i/ili dostatoqnye dlØ togo, qtoby ono bylo (F, Φ)- testovym dlØ mnoßestva Y .

Zadaqa 2. DlØ zadannyh mnoßestv X, F i Φ naæti neobhodi-

mye i/ili dostatoqnye usloviØ na (po vozmoßnosti maksimal~- noe) mnoßestvo Y , dlØ kotorogo mnoßestvo X ØvlØetsØ (F, Φ)- testovym.

TESTOVYE ZAMYKANI˚ MNOȷESTV 117 Analogiqnye zadaqi formuliru¸tsØ i dlØ korovkinskih mnoßestv.

Iz mnogoqislennyh publikaciæ, soderßawih rexeniØ zadaqi 1 dlØ razliqnyh E, X, Y , F i Φ, otmetim raboty [2, 7–17] (otnositel~no korovkinskih mnoßestv) i [8, 9, 18–21] (otnositel~no testovyh mnoßestv), v kotoryh rezul~taty dlØ sluqaØ funkcionalov sformulirovany v Øvnom vide.

Zadaqa 2 otnositel~no korovkinskih mnoßestv dlØ sluqaØ lineænyh poloßitel~nyh operatorov v prostranstve C[a, b] vpervye byla rexena v 1961 g. nezavisimo V. A. Baskakovym [22] i G. Bauffrom [23]. Zatem ona rassmatrivalas~ v rabotah [24–26]. DlØ bolee detal~nogo predstavleniØ o rezul~tatah, svØzannyh s zadaqeæ 2, v razliqnyh prostranstvah sm. [5].

V dannoæ stat~e dokazyva¸tsØ teoremy, da¸wie rexenie zadaqi 2 v obwem banahovom prostranstve dlØ lineænyh proizvol~nyh i poloßitel~nyh funkcionalov. Osnovnye iz poluqennyh rezul~tatov dlØ proizvol~nyh lineænyh funkcionalov anonsirovany v [27], a dlØ poloßitel~nyh – v [28].

2. Formulirovka rezul~tatov

S cel~¸ udovletvoreniØ trebovaniØ maksimal~nosti (po vkl¸qeni¸) mnoßestva Y v rexenii zadaqi 2 dadim sledu¸wee

Opredelenie 2.1. Mnoßestvo vseh toqek (F, Φ)-testovogo

((F, Φ)-korovkinskogo) prikosnoveniØ mnoßestva X budem nazyvat~ (F, Φ)-testovym ((F, Φ)-korovkinskim) zamykaniem mnoßestva X i oboznaqat~ ⟨ (F, Φ) − T ⟩ [X] ( ⟨ (F, Φ) − K ⟩ [X]).

Takim obrazom, (F, Φ)-testovoe ((F, Φ)-korovkinskoe) zamykanie mnoßestva X predstavlØet soboæ maksimal~noe mnoßestvo Y , dlØ kotorogo mnoßestvo X ØvlØetsØ (F, Φ)-testovym ((F, Φ)- korovkinskim).

Zameqanie 2.1. Oqevidno, qto (F, Φ)-korovkinskoe zamykanie

mnoßestva X ØvlØetsØ podmnoßestvom (F, Φ)-testovogo zamykaniØ mnoßestva X. Pofftomu fflementy (F, Φ)-korovkinskogo zamykaniØ mnoßestva X oblada¸t vsemi svoæstvami fflementov (F, Φ)-testovogo zamykaniØ mnoßestva X. V nekotoryh sluqaØh (F, Φ)-korovkinskoe i (F, Φ)-testovoe zamykaniØ mnoßestva X sovpada¸t. �to budet imet~ mesto, naprimer, v sluqae ograniqennosti mnoßestva F .

118 L. G. LABSKER

My hotim opisat~ testovye zamykaniØ na Øzyke drugogo bolee prostogo tipa zamykaniæ. Vvedem neobhodimye opredeleniØ.

Opredelenie 2.2. Mnoßestvo X nazovem otliqa¸wim sußeniØ

na mnoßestvo Y funkcionalov iz mnoßestva F ot sußeniæ na mnoßestvo Y funkcionalov iz mnoßestva Φ, koroqe – {F, Φ}- otliqa¸wim dlØ mnoßestva Y , esli dlØ l¸boæ pary funkcionalov f ∈ F i φ ∈ Φ iz ravenstva ih sußeniæ na mnoßestvo X sleduet ravenstvo ih sußeniæ na mnoßestvo Y : (f|X = φ|X) ⇒ (f|Y = φ|Y ). Esli Y = E, to {F, Φ}-otliqa¸wee mnoßestvo dlØ Y nazyvaetsØ prosto {F, Φ}-otliqa¸wim ([20, 6]).

Opredelenie 2.3. Esli mnoßestvo X ØvlØetsØ {F, Φ}-otliqa-

¸wim dlØ Y , to kaßdyæ fflement mnoßestva Y nazovem toqkoæ {F, Φ}-otliqa¸wego prikosnoveniØ mnoßestva X.

Opredelenie 2.4. Mnoßestvo vseh toqek {F, Φ}-otliqa¸wego

prikosnoveniØ mnoßestva X budem nazyvat~ {F, Φ}-otliqa¸wim zamykaniem mnoßestva X i oboznaqat~ ⟨ {F, Φ} − O ⟩ [X].

Mnoßestvo ⟨ {F, Φ} − O ⟩ [X] ØvlØetsØ maksimal~nym mnoßestvom Y , dlØ kotorogo mnoßestvo X ØvlØetsØ {F, Φ}-otliqa¸- wim.

Otliqa¸wie zamykaniØ oblada¸t sledu¸wimi svoæstvami.

Predloßenie 2.1.

1) DlØ l¸bogo deæstvitel~nogo qisla λ ≠ 0 i l¸bogo funkcionala ψ ∈ E^∗ spravedlivy ravenstva ⟨ {F, Φ} − O ⟩ [X] = ⟨ {λF, λΦ} − O ⟩ [X] = ⟨ {F + ψ, Φ + ψ} − O ⟩ [X] = ⟨ {F − Φ, {Θ}} − O ⟩ [X], gde λF = {λf : f ∈ F }, F + ψ = {f + ψ : f ∈ F }, F − Φ = {f − φ : f ∈ F, φ ∈ Φ}, Θ – nulevoæ funkcional.

2) DlØ l¸byh nepustyh mnoßestv X ⊂ X_1 (⊂ E), F_1 ⊂ F , Φ_1 ⊂ Φ spravedlivo vkl¸qenie ⟨ {F, Φ} − O ⟩ [X] ⊂ ⟨ {F_1, Φ_1} − O ⟩ [X_1].

PonØtie otliqa¸wego zamykaniØ svØzano s ponØtiem lineænoæ nezavisimosti podmnoßestv prostranstva E^∗ na podmnoßestvah prostranstva E. Napomnim, qto mnoßestvo Ψ ⊂ E^∗ nazyva¸t lineæno nezavisimym na mnoßestve X, esli dlØ pro-

TESTOVYE ZAMYKANI˚ MNOȷESTV 119 izvol~nogo natural~nogo qisla k, ne prevoshodØwego mownosti |Ψ| mnoßestva Ψ, i k proizvol~nyh razliqnyh funkciona-

lov {ψ_i}^k_{i=1} ⊂ Ψ iz ravenstva^k ∑ i=1 λ_iψ_i(x) = 0, x ∈ X, sleduet

λ_1 = . . . = λ_k = 0. V sluqae X = E ffto opredelenie prevrawaetsØ v opredelenie lineæno nezavisimogo mnoßestva Ψ. Mnoßestvo Ψ, lineæno nezavisimoe na X, lineæno nezavisimo na l¸bom nadmnoßestve Y ⊃ X, v qastnosti lineæno nezavisimo. Obratno ne verno. Odnako imeet mesto

Predloßenie 2.2. DlØ togo qtoby mnoßestvo Ψ ⊂ E^∗ bylo li-

neæno nezavisimym na mnoßestve X, neobhodimo i dostatoqno, qtoby mnoßestvo Ψ bylo lineæno nezavisimym na nekotorom nadmnoßestve Y ⊃ X, ØvlØ¸wimsØ podmnoßestvom {lin Ψ, {Θ}}- otliqa¸wego zamykaniØ mnoßestva X.

Sledstvie 2.1. DlØ togo qtoby mnoßestvo Ψ ⊂ E^∗ bylo li-

neæno nezavisimym na mnoßestve X, neobhodimo i dostatoqno, qtoby mnoßestvo Ψ bylo lineæno nezavisimym na {lin Ψ, {Θ}}- otliqa¸wem zamykanii mnoßestva X.

Sledstvie 2.2. DlØ togo qtoby mnoßestvo Ψ ⊂ E^∗ bylo lineæ-

no nezavisimym na mnoßestve X, neobhodimo i dostatoqno, qtoby mnoßestvo Ψ bylo lineæno nezavisimym i qtoby {lin Ψ, {Θ}}- otliqa¸wee zamykanie mnoßestva X sovpadalo so vsem prostranstvom E: {lin Ψ, {Θ}} − O ⟩ [X] = E.

Otnositel~no struktury testovyh, korovkinskih i otliqa¸- wih zamykaniæ imeet mesto

Predloßenie 2.3. Spravedlivy sledu¸wie utverßdeniØ:

1) (F, Φ)-testovoe i {F, Φ}-otliqa¸wee zamykaniØ mnoßestva X ØvlØ¸tsØ banahovymi, a (F, Φ)-korovkinskoe zamykanie mnoßestva X – lineænym normirovannym podprostranstvami prostranstva E.

2) Zamykanie lin X lineænoæ oboloqki lin X mnoßestva X po norme prostranstva E ØvlØetsØ banahovym podprostranstvom (F, Φ)-testovogo i {F, Φ}-otliqa¸wego zamykaniæ mnoßestva X, a lin X ØvlØetsØ lineænym normirovannym podprostranstvom (F, Φ)-korovkinskogo zamykaniØ mnoßestva X.

PonØtie otliqa¸wego zamykaniØ prowe ponØtiØ testovogo (korovkinskogo) zamykaniØ v tom smysle, qto opredelenie ot-

120 L. G. LABSKER liqa¸wego zamykaniØ, v otliqie ot opredeleniØ testovogo (korovkinskogo) zamykaniØ, ne soderßit operacii predel~nogo perehoda. Pofftomu opisanie testovogo zamykaniØ v terminah otliqa¸wego zamykaniØ predstavlØetsØ celesoobraznym.

Pust~ F^W i F^S – sootvetstvenno zamykanie i sekvencial~noe zamykanie mnoßestva F v ∗-slaboæ topologii.

�lementy testovogo zamykaniØ oblada¸t sledu¸wim svoæstvom:

Predloßenie 2.4. DlØ togo qtoby fflement prostranstva E

prinadleßal (F, Φ)-testovomu zamykani¸ mnoßestva X, neobhodimo, qtoby on prinadleßal {F^S , Φ}-otliqa¸wemu zamykani¸ mnoßestva X, t.e. ⟨ (F, Φ) − T ⟩ [X] ⊂ ⟨ {F^S , Φ} − O ⟩ [X]. (2.1) Esli levaØ qast~ vkl¸qeniØ (2.1) sovpadaet s E, to iz predloßeniØ 2.4 poluqaem lemmu 1 iz [20].

V silu zameqaniØ 2.1, (F, Φ)-testovoe zamykanie mnoßestva X v formulirovke predloßeniØ 2.4 moßno zamenit~ ego (F, Φ)- korovkinskim zamykaniem.

Priznak fflementov testovogo zamykaniØ moßno sformulirovat~ sledu¸wim obrazom.

Predloßenie 2.5. DlØ togo qtoby fflement prostranstva E

prinadleßal (F, Φ)-testovomu zamykani¸ mnoßestva X, dostatoqno, qtoby on prinadleßal {F^W , Φ}-otliqa¸wemu zamykani¸ mnoßestva X, t.e. ⟨ {F^W , Φ} − O ⟩ [X] ⊂ ⟨ (F, Φ) − T ⟩ [X]. (2.2) Esli levaØ qast~ vkl¸qeniØ (2.2) sovpadaet s E, to iz predloßeniØ 2.5 sleduet lemma 2 iz [20].

Zameqanie 2.2. V predloßenii 2.5 mnoßestvo F^W moßno zame-

nit~ na F , poluqiv ffkvivalentnoe predloßenie.

Kriteriæ fflementov testovogo zamykaniØ soderßitsØ v sledu¸weæ teoreme.

Teorema 2.1. Esli mnoßestvo F zamknuto v ∗-slaboæ topologii,

to dlØ togo qtoby fflement prostranstva E prinadleßal (F, Φ)- testovomu zamykani¸ mnoßestva X, neobhodimo i dostatoqno,

TESTOVYE ZAMYKANI˚ MNOȷESTV 121 qtoby on prinadleßal {F, Φ}-otliqa¸wemu zamykani¸ mnoßestva X, t.e. ⟨ (F, Φ) − T ⟩ [X] = ⟨ {F, Φ} − O ⟩ [X]. (2.3) V qastnosti pri sovpadenii odnoæ iz qasteæ ravenstva (2.3) s E iz teoremy 2.1 sleduet predloßenie 2 iz [20].

Iz teoremy 2.1 v kaqestve sledstviØ moßno poluqit~ teoremu Banaha–Xteængauza v terminah testovyh zamykaniæ.

Sledstvie 2.3. DlØ togo qtoby (E^∗, E^∗)-testovoe zamykanie

mnoßestva X sovpadalo so vsem prostranstvom E, neobhodimo i dostatoqno, qtoby mnoßestvo X bylo fundamental~nym (t.e., qtoby lin X = E)

V sledu¸weæ teoreme testovoe zamykanie ob¨edineniØ dvuh mnoßestv harakterizuetsØ posredstvom otliqa¸wego zamykaniØ odnogo iz nih.

Teorema 2.2. Pust~ A, B ⊂ E – proizvol~nye nepustye mnoße-

stva, f_0 ∈ E^∗, Π(A, f_0) = {f ∈ E^∗ : f|A = f_0|A} = A^⊥ + f_0 – ploskost~ v prostranstve E^∗, poluqennaØ sdvigom podprostranstva A^⊥ = {f ∈ E^∗ : f(x) = 0, x ∈ A} na funkcional f_0, Φ ⊂ Π(A, f_0), F zamknuto v ∗-slaboæ topologii i F ∩ Π(A, f_0) ≠ ?. DlØ togo qtoby fflement prostranstva E prinadleßal (F, Φ)-testovomu zamykani¸ ob¨edineniØ A ∪ B, neobhodimo i dostatoqno, qtoby on prinadleßal {F ∩ Π(A, f_0), Φ}-otliqa¸wemu zamykani¸ mnoßestva B, t.e. ⟨ (F, Φ) − T ⟩ [A ∪ B] = ⟨ {F ∩ Π(A, f_0), Φ} − O ⟩ [B]. (2.4) Teoremy 2.1 i 2.2 ffkvivalentny.

V sluqae separabel~nogo prostranstva E spravedlivy sledu- ¸wie utverßdeniØ.

Teorema 2.3. DlØ togo qtoby fflement separabel~nogo banahova

prostranstva E prinadleßal (F, Φ)-testovomu zamykani¸ mnoßestva X, neobhodimo i dostatoqno, qtoby on prinadleßal {F^S , Φ}-otliqa¸wemu zamykani¸ mnoßestva X, t.e. ⟨ (F, Φ) − T ⟩ [X] = ⟨ {F^S , Φ} − O ⟩ [X]. (2.5)

122 L. G. LABSKER

Teorema 2.4. Pust~ E – separabel~noe banahovo prostranstvo, A,

B ⊂ E – proizvol~nye nepustye mnoßestva, f_0 ∈ E^∗, Φ ⊂ Π(A, f_0) i F ∩ Π(A, f_0) ≠ ?. DlØ togo qtoby fflement prostranstva E prinadleßal (F, Φ)-testovomu zamykani¸ ob¨edineniØ A ∪ B, neobhodimo i dostatoqno, qtoby on prinadleßal {F^S ∩ Π(A, f_0), Φ}- otliqa¸wemu zamykani¸ mnoßestva B, t.e.

⟨ (F, Φ) − T ⟩ [A ∪ B] = ⟨ {F^S ∩ Π(A, f_0), Φ} − O ⟩ [B]. (2.6) Pri sovpadenii odnoæ iz qasteæ kaßdogo iz ravenstv (2.5) i (2.6) so vsem prostranstvom E teoremy 2.3 i 2.4 prevrawa¸tsØ sootvetstvenno v predloßeniØ 4 i 3, otmeqennye v [20].

Teoremy 2.3 i 2.4 ffkvivalentny.

Zameqanie 2.3. Esli v teoremah 2.3 i 2.4 potrebovat~ sekvenci-

al~nu¸ zamknutost~ mnoßestva F v ∗-slaboæ topologii, to v ih formulirovkah F^S moßno zamenit~ na F , poluqiv, takim obrazom, dlØ separabel~nogo prostranstva E polnye analogi sootvetstvenno teorem 2.1 i 2.2.

Moßno sformulirovat~ sledu¸wiæ priznak fflementov testovogo zamykaniØ.

Teorema 2.5. Pust~ A, B ⊂ E – proizvol~nye nepustye mnoße-

stva, f_0 ∈ E^∗, F zamknuto v ∗-slaboæ topologii i F ∩Π(A, f_0) ≠ ?. Pust~ Ψ ⊂ E^∗ – mnoßestvo, oblada¸wee sledu¸wimi svoæstvami: 1) F ∩ Π(A, f_0) ⊂ Ψ i 2) Ψ − Ψ ⊂ Ψ. DlØ togo qtoby fflement prostranstva E prinadleßal (F, F ∩ Π(A, f_0))-testovomu zamykani¸ ob¨edineniØ A∪B, dostatoqno, qtoby on prinadleßal {Ψ, {Θ}}-otliqa¸wemu zamykani¸ mnoßestva B, t.e. ⟨ {Ψ, {Θ}} − O ⟩ [B] ⊂ ⟨ (F, F ∩ Π(A, f_0)) − T ⟩ [A ∪ B]. Zameqanie 2.4. Naimen~xim po vkl¸qeni¸ mnoßestvom Ψ, obla-

da¸wim svoæstvami 1) i 2), ØvlØetsØ “celaØ” oboloqka in (F ∩ Π(A, f_0)) mnoßestva F ∩ Π(A, f_0), t.e. sovokupnost~ vseh koneqnyh lineænyh kombinaciæ funkcionalov pereseqeniØ F ∩ Π(A, f_0) s celymi kofffficientami. Pofftomu, v silu utverßdeniØ 2 predloßeniØ 2.1, naibolee sil~noæ iz teorem 2.5 so vsevozmoßnymi mnoßestvami Ψ, oblada¸wimi svoæstvami 1) i 2), budet ta, v

TESTOVYE ZAMYKANI˚ MNOȷESTV 123 kotoroæ Ψ = in (F ∩ Π(A, f_0)). Tak kak lin (F ∩ Π(A, f_0)) obladaet svoæstvami 1) i 2), to v teoreme 2.5 takße moßno poloßit~ Ψ = lin (F ∩ Π(A, f_0)).

Iz teoremy 2.5 vytekaet

Sledstvie 2.4. Pust~ A, B ⊂ E – proizvol~nye nepustye mnoße-

stva, f_0 ∈ E^∗, F zamknuto v ∗-slaboæ topologii, mnoßestvo V ⊂ E^∗ lineæno nezavisimo na mnoßestve B i lin V ⊃ F ∩Π(A, f_0) ≠ ?. Togda (F, F ∩ Π(A, f_0))-testovoe zamykanie ob¨edineniØ A ∪ B sovpadaet so vsem prostranstvom E, t.e. ⟨ (F, F ∩ Π(A, f_0)) − T ⟩ [A ∪ B] = E. Blizkoe k sledstvi¸ 2.4 predloßenie dokazano v [21] ([21], predloßenie 3).

DlØ sluqaØ koneqnogo mnoßestva B dostatoqnye usloviØ sovpadeniØ testovogo zamykaniØ so vsem prostranstvom E detaliziru¸tsØ sledu¸wim obrazom.

Sledstvie 2.5. Pust~ A ⊂ E, A ≠ ?, F zamknuto v ∗-slaboæ to-

pologii, dim lin (F ∩ Π(A, f_0)) = m ∈ N, fflementy mnoßestva B = {x_j}^m_{j=1} ⊂ E udovletvorØ¸t uslovi¸ det(ψ_i(x_j))^m_{i,j=1} ≠ 0 dlØ nekotorogo mnoßestva funkcionalov V = {ψ_i}^m_{i=1} ⊂ lin (F ∩ Π(A, f_0)). Togda (F, F ∩ Π(A, f_0))-testovoe zamykanie ob¨edineniØ A ∪ B sovpadaet so vsem prostranstvom E.

(Sravnite s predloßeniem 2 iz [21]).

DlØ mnoßestva X ⊂ E, fflementa x_0 ∈ E, funkcionala φ ∈ E^∗ i qisla r opredelim na ob¨edinenii X ∪{x_0} funkcional ω_{X,x0,φ,r} : (X ∪ {x_0}) → R, sovpada¸wiæ s funkcionalom φ na mnoßestve X i ravnyæ r na fflemente x_0. Esli r = φ(x_0), to ω_{X,x0,φ,r} predstavlØet soboæ sußenie funkcionala φ na ob¨edinenie X ∪ {x_0}. V qastnosti, esli x_0 ∈ X (i togda r = φ(x_0)), to ω_{X,x0,φ,r} est~ sußenie funkcionala φ na mnoßestvo X.

V terminah funkcionala ω_{X,x0,φ,r} moßno dat~ ewe odin priznak prinadleßnosti fflementa x_0 testovomu zamykani¸.

Teorema 2.6. Pust~ x0 ∈ E, F zamknuto v ∗-slaboæ topolo-

gii i D(X ∪ {x_0}) – nekotoroe mnoßestvo funkcionalov, opredelennyh na ob¨edinenii X ∪ {x_0}, vkl¸qa¸wee v sebØ mnoßestvo F | (X ∪ {x_0}) = {f | (X ∪ {x_0}) : f ∈ F } sußeniæ f | (X ∪ {x_0})

124 L. G. LABSKER na X ∪ {x_0} vseh funkcionalov f iz F . Esli dlØ kaßdogo funkcionala φ ∈ Φ funkcional ω_{X,x0,φ,φ(x0)} ØvlØetsØ sredi funkcionalov mnoßestva {ω_{X,x0,φ,r} : r ∈ R} edinstvennym, prinadleßawim mnoßestvu D(X ∪ {x_0}), to fflement x_0 prinadleßit (F, Φ)-testovomu zamykani¸ mnoßestva X.

V sformulirovannyh rezul~tatah mnoßestvo F sostavleno iz proizvol~nyh lineænyh funkcionalov. Pereædem k sluqa¸, kogda F – mnoßestvo lineænyh poloßitel~nyh funkcionalov.

Mnoßestvo K v deæstvitel~nom banahovom prostranstve E nazyvaetsØ konusom, esli ono zamknuto, λK + μK ⊂ K dlØ l¸byh qisel λ ¿ 0, μ ¿ 0 i K ∩ (−K) = {ϑ}, gde ϑ zdes~ i dalee – nul~ prostranstva E. Funkcional f ∈ E^∗ nazyvaetsØ poloßitel~nym (otnositel~no konusa K), esli f(x) ¿ 0, x ∈ K. Mnoßestvo vseh lineænyh poloßitel~nyh funkcionalov oboznaqa¸t qerez K^∗. Oqevidno, qto mnoßestvo K^∗ zamknuto v ∗-slaboæ topologii. Pofftomu sohranØetsØ spravedlivost~ teorem 2.1, 2.2, 2.5, 2.6 i sledstviæ 2.4, 2.5, esli v ih formulirovke poloßit~ F = K^∗ i snØt~ trebovanie zamknutosti F v ∗-slaboæ topologii, a takße teorem 2.3, 2.4 i predloßeniæ 2.4, 2.5 pri zamene v nih F^S na K^∗.

DlØ formulirovki dal~neæxih teorem nam ponadobitsØ sledu¸wee rasprostranenie ponØtiØ poloßitel~nosti na funkcionaly, zadannye tol~ko na mnoßestve X.

Opredelenie 2.5. Funkcional ω : X → R nazovem pozitivnym

otnositel~no mnoßestva X, esli dlØ l¸bogo fflementa^m ∑ k=1 a_kx_k ∈ K, gde m ∈ N, a_k ∈ R, x_k ∈ X, k = 1, . . . , m, imeem^m ∑ k=1 a_kω(x_k) ¿ 0.

�to opredelenie v sluqae, kogda E = C[a, b], K – konus neotricatel~nyh funkciæ, X = {x_k}^m_{k=1} – koneqnaØ sistema funkciæ x_k ∈ C[a, b], prevrawaetsØ v opredelenie M. G. Kreæna pozitivnoæ posledovatel~nosti {ω_k = ω(x_k)}^m_{k=1} otnositel~no sistemy {x_k}^m_{k=1} ([29]). Koneqnye pozitivnye posledovatel~nosti ispol~- zovalis~ takße v [22].

Sovokupnost~ vseh pozitivnyh funkcionalov otnositel~no mnoßestva X oboznaqim qerez P (X). Sußenie na mnoßestvo X lineænogo poloßitel~nogo funkcionala ØvlØetsØ pozitivnym funkcionalom otnositel~no X, t.e. K^∗|X ⊂ P (X).

TESTOVYE ZAMYKANI˚ MNOȷESTV 125

Oboznaqim qerez^0K – vnutrennost~ konusa K. Esli vnutrennost~ konusa ne pusta, to konus nazyvaetsØ telesnym.

V sledu¸weæ teoreme formuliruetsØ kriteriæ fflementov (K^∗, Φ)-testovogo zamykaniØ.

Teorema 2.7. DlØ togo qtoby fflement x0 prostranstva E pri-

nadleßal (K^∗, Φ)-testovomu zamykani¸ mnoßestva X, dostatoqno, a esli ob¨edinenie X ∪ {x_0} lineæno nezavisimo, 0 K ∩ lin (X ∪ {x_0}) ≠ ?, (2.7)

Φ | (X ∪ {x_0}) ⊂ P (X ∪ {x_0}), (2.8)

to i neobhodimo, qtoby dlØ kaßdogo funkcionala φ ∈ Φ funkcional ω_{X,x0,φ,φ(x0)} byl sredi funkcionalov mnoßestva {ω_{X,x0,φ,r} : r ∈ R} edinstvennym pozitivnym otnositel~no ob¨edineniØ X ∪ {x_0}. Opredelenie 2.6. �lement x0 ∈ E nazovem X-izmerimym, esli

dlØ nego naædutsØ dva fflementa x_0, x_0 ∈ lin X takie, qto x_0 − x_0, x_0 − x_0 ∈ K.

DlØ mnoßestva X, sostoØwego iz edinstvennogo fflementa, prinadleßawego konusu K, ffkvivalentnoe opredelenie X-izmerimogo fflementa bylo dano M. A. Krasnosel~skim ([30], s. 17).

Mnoßestvo vseh X-izmerimyh fflementov oboznaqim qerez E_X . Esli x_0 ∈ E_X i φ ∈ K^∗, to suwestvu¸t i koneqny veliqiny

γ_φ(x_0) = sup {φ(x_0) : x_0 ∈ lin X, x_0 − x_0 ∈ K } , (2.9)

γ_φ(x_0) = inf {φ(x_0) : x_0 ∈ lin X, x_0 − x_0 ∈ K } , (2.10)

udovlevtorØ¸wie dvoænomu neravenstvu

γ_φ(x_0) 6 φ(x_0) 6 γ_φ(x_0). (2.11)

Predloßenie 2.6. Pust~ x0 ∈ EX i φ ∈ K^∗. DlØ togo qto-

by funkcional ω_{X,x0,φ,φ(x0)} byl sredi funkcionalov mnoßestva {ω_{X,x0,φ,r} : r ∈ R} edinstvennym pozitivnym otnositel~no ob¨- edineniØ X ∪ {x_0}, neobhodimo i dostatoqno, qtoby vypolnØlos~ ravenstvo γ_φ(x_0) = γ_φ(x_0). (2.12)

126 L. G. LABSKER

Teorema 2.8. Pust~ Φ ⊂ K^∗. DlØ togo qtoby X-izmerimyæ ffle-

ment x_0 prinadleßal (K^∗, Φ)-testovomu zamykani¸ mnoßestva X, dostatoqno, a esli ob¨edinenie X ∪ {x_0} lineæno nezavisimo i vypolnØetsØ uslovie (2.7), to i neobhodimo, qtoby dlØ kaßdogo funkcionala φ ∈ Φ vypolnØlos~ ravenstvo (2.12).

V teoreme 2.8 neobhodimye i dostatoqnye usloviØ prinadleßnosti (K^∗, Φ)-testovomu zamykani¸ mnoßestva X sformulirovany tol~ko dlØ X-izmerimyh fflementov. V svØzi s fftim voznikaet vopros ob obxirnosti mnoßestva E_X vseh X-izmerimyh fflementov. Spravedlivo sledu¸wee

Predloßenie 2.7. DlØ togo qtoby kaßdyæ fflement prostran-

stva E s telesnym konusom K byl X-izmerimym, t.e. qtoby E_X = E, neobhodimo i dostatoqno, qtoby 0 K ∩ lin X ≠ ?. (2.13)

Teorema 2.9. Esli spravedlivo (2.13) i Φ ⊂ K^∗, to dlØ prinad-

leßnosti fflementa x_0 ∈ E (K^∗, Φ)-testovomu zamykani¸ mnoßestva X dostatoqno, a pri uslovii lineænoæ nezavisimosti ob¨edineniØ X ∪ {x_0} i neobhodimo, qtoby dlØ kaßdogo funkcionala φ ∈ Φ vypolnØlos~ ravenstvo (2.12).

Teorema 2.10. Pri vypolnenii usloviØ (2.13) (K^∗, Φ)-testovoe i

(K^∗, Φ)-korovkinskoe zamykaniØ mnoßestva X sovpada¸t:

⟨ (K^∗, Φ) − T ⟩ [X] = ⟨ (K^∗, Φ) − K ⟩ [X]. (2.14)

Esli odna iz qasteæ ravenstva (2.14) sovpadaet so vsem prostranstvom E, to teorema 2.10 prevrawaetsØ v teoremu 6 iz [6].

Predloßenie 2.8. Kaßdoe iz sledu¸wih usloviæ ffkvivalentno

uslovi¸ (2.13): 0 K ∩ lin X ≠ ?, (2.15) 0 K ∩ ⟨ {K^∗, {Θ}} − O ⟩ [X] ≠ ?. (2.16) Qastnyæ sluqaæ predloßeniØ 2.8, kogda ⟨ {K^∗, {Θ}}− O ⟩ [X] = E, otmeqen v [6].

TESTOVYE ZAMYKANI˚ MNOȷESTV 127

Teorema 2.11. Esli 0 K ∩ ⟨ (K^∗, Φ) − T ⟩ [X] ≠ ?, (2.17)

K^∗ ∩ Φ ≠ ?, (2.18)

to (K^∗, Φ)-testovoe i (K^∗, Φ)-korovkinskoe zamykaniØ mnoßestva X sovpada¸t.

Esli ⟨ (K^∗, Φ) − T ⟩ [X] = E, to iz teoremy 2.11 sleduet teorema 8 iz [6].

Zameqanie 2.5. Uslovie (2.17) sleduet iz usloviØ (2.13).

Teoremy 2.10 i 2.11 otnosØtsØ k sluqa¸ telesnogo konusa K. Moßno sformulirovat~ usloviØ na ne obØzatel~no telesnyæ konus, pri kotoryh utverßdenie fftih teorem ostanetsØ v sile. Predvaritel~no napomnim opredeleniØ ispol~zuemyh nami ponØtiæ. Konus K poroßdaet v prostranstve E qastiqnu¸ uporØdoqennost~: x 6 y (x, y ∈ E) togda i tol~ko togda, kogda y −x ∈ K. �lement z ∈ E nazyva¸t verhneæ gran~¸ dlØ dvuh fflementov x i y iz E i oboznaqa¸t z = sup{x, y}, esli x 6 z, y 6 z i iz neravenstv x 6 z_1, y 6 z_1 sleduet neravenstvo z 6 z_1. Esli dlØ kaßdoæ pary fflementov x, y ∈ E suwestvuet sup{x, y}, to konus K nazyva¸t miniffdral~nym ([30], s. 48). Normu ‖ · ‖ prostranstva E s miniffdral~nym konusom K nazyva¸t monotonnoæ ([31], s. 192), esli dlØ l¸boæ pary fflementov x, y ∈ E iz neravenstva |x| 6 |y| vytekaet neravenstvo ‖x‖ 6 ‖y‖. �lement z nazyva¸t ([31], s. 20) naibol~xim fflementov mnoßestva G, esli z ∈ G i x 6 z dlØ l¸- bogo fflementa x ∈ G. Pust~ S – ediniqnaØ zamknutaØ sfera v E s centrom v naqale ϑ.

Teorema 2.12. Esli norma prostranstva E monotonna po otno-

xeni¸ k qastiqnoæ uporØdoqennosti, poroßdennoæ miniffdral~- nym konusom K, i suwestvuet naibol~xiæ fflement poloßitel~noæ qasti ediniqnoæ sfery K ∩ S, prinadleßawiæ (K^∗, Φ)- korovkinskomu zamykani¸ mnoßestva X, to (K^∗, Φ)-testovoe i (K^∗, Φ)-korovkinskoe zamykaniØ mnoßestva X sovpada¸t.

3. Dokazatel~stva rezul~tatov

Dokazatel~stvo predloßeniØ 2.1 oqevidno na osnovanii opredeleniØ 2.4. •

128 L. G. LABSKER

Dokazatel~stvo predloßeniØ 2.2. Neobhodimost~. Pust~ Y ⊃

X – proizvol~noe nadmnoßestvo mnoßestva X. Togda iz lineænoæ nezavisimosti Ψ na X sleduet lineænaØ nezavisimost~ Ψ na Y . Pust~ ψ ∈ lin Ψ i ψ|X = Θ|X. Togda naædutsØ qislo k ∈ N, lineæno nezavisimye funkcionaly ψ_1, . . . , ψ_k ∈ Ψ i qisla λ_1, . . . , λ_k takie, qto ψ = λ_1ψ_1 + . . . + λ_kψ_k i, sledovatel~no, λ_1ψ_1(x) + . . . + λ_kψ_k(x) = 0, x ∈ X. Ots¸da, v silu lineænoæ nezavisimosti Ψ na X, poluqaem, qto λ_1 = . . . = λ_k = 0. Sledovatel~no, ψ = Θ. V qastnosti ψ|Y = Θ|Y . A ffto oznaqaet, qto Y ⊂ ⟨ {lin Ψ, {Θ}} − O ⟩ [X]. Dostatoqnost~. Pust~ k ∈ N, k 6 |Ψ|, ψ1, . . . , ψk – razliqnye

funkcionaly iz Ψ i λ_1ψ_1(x) + . . . + λ_kψ_k(x) = 0, x ∈ X. Takim obrazom, ψ|X = Θ|X, gde ψ = λ_1ψ_1 + . . . + λ_kψ_k ∈ lin Ψ. Togda, v silu vkl¸qeniØ Y ⊂ ⟨ {lin Ψ, {Θ}} − O ⟩ [X], imeem: ψ|Y = Θ|Y , t.e. λ_1ψ_1(x) + . . . + λ_kψ_k(x) = 0, x ∈ Y . Ots¸da, v silu lineænoæ nezavisimosti Ψ na Y , poluqaem: λ_1 = . . . = λ_k = 0. •

SledstviØ 2.1 i 2.2 vyteka¸t iz predloßeniØ 2.2 sootvetstvenno pri Y = ⟨ {lin Ψ, {Θ}} − O ⟩ [X] i Y = E. •

Predloßenie 2.3 netrudno dokazyvaetsØ s ispol~zovaniem opredeleniæ 2.1 i 2.4. •

Dokazatel~stvo predloßeniØ 2.4. Pust~ x0 ∈ ⟨ (F, Φ) − T ⟩ [X],

f ∈ F^S , φ ∈ Φ i f|X = φ|X. (3.1) Iz prinadleßnosti f ∈ F^S sleduet suwestvovanie posledovatel~nosti (f_n)^∞_{n=1} ⊂ F , slabo shodØweæsØ k f. Togda normy (‖f_n‖)^∞_{n=1} ograniqeny v sovokupnosti i, v silu (3.1), posledovatel~nost~ (f_n)^∞_{n=1} shoditsØ k φ na X. Ots¸da i iz prinadleßnosti x_0 ∈ ⟨ (F, Φ) − T ⟩ [X] poluqim: lim_{n→∞} f_n(x_0) = φ(x_0). Sledova-

tel~no, f(x_0 ) = φ(x_0). Takim obrazom, x_0 ∈ ⟨ {F^S , Φ} − O ⟩ [X]. •

Dokazatel~stvo predloßeniØ 2.5. Dopustim protivnoe. Togda

naædetsØ fflement x_0 takoæ, qto

x_0 ∈ ⟨ {F^W , Φ} − O ⟩ [X], (3.2)

no x_0 /∈ ⟨ (F, Φ) − T ⟩ [X]. Poslednee oznaqaet suwestvovanie posledovatel~nosti funkcionalov (f_n)^∞_{n=1} ⊂ F , ‖f_n‖ 6 c (n = 1, 2, 3, . . .), i funkcionala φ ∈ Φ takih, qto lim_{n→∞} f_n(x) = φ(x),

TESTOVYE ZAMYKANI˚ MNOȷESTV 129

x ∈ X, no qislovaØ posledovatel~nost~ (f_n(x_0))^∞_{n=1} ne shoditsØ k qislu φ(x_0).

V silu ograniqennosti norm ‖f‖_n, n = 1, 2, 3, . . ., posledovatel~nost~ (f_n(x_0))^∞_{n=1} ograniqena i potomu obladaet shodØwimisØ podposledovatel~nostØmi, hotØ by odna iz kotoryh – oboznaqim ee qerez (f_nk (x_0))^∞_{k=1} – takova, qto

lim_{k→∞} f_nk(x_0) ≠ φ(x_0). (3.3)

Tak kak E – banahovo prostranstvo, to, po teoreme Banaha– Alaoglu ([32], s. 50), xar B^∗_c = {f ∈ E^∗ : ‖f‖ 6 c} v prostranstve E^∗ s centrom v naqale Θ i radiusa c kompakten v ∗-slaboæ topologii. Togda, tak kak (f_nk(x_0))^∞_{k=1} ⊂ B^∗_c , suwestvuet funkcional ψ ∈ E^∗, ØvlØ¸wiæsØ predel~noæ v ∗-slaboæ topologii toqkoæ posledovatel~nosti (f_nk(x_0))^∞_{k=1}. V silu vkl¸qeniØ (f_n)^∞_{n=1} ⊂ F , imeem ψ ∈ F^W , (3.4)

a v silu togo, qto lim_{n→∞} f_n(x) = φ(x), x ∈ X, imeem ψ|X = φ|X. (3.5) Oqevidno takße, qto

lim_{k→∞} f_nk(x_0) = ψ(x_0). (3.6)

Tak kak imeet mesto (3.2), to iz (3.4), prinadleßnosti φ ∈ Φ i (3.5) vytekaet, qto ψ(x_0) = φ(x_0) i, sledovatel~no, iz (3.6) poluqaem ravenstvo lim_{k→∞} f_nk(x_0) = φ(x_0), protivoreqawee (3.3). •

Dokazatel~stvo zameqaniØ 2.2. V formulirovke predloße-

niØ 2.5 mnoßestvo F moßno, v silu ego proizvol~nosti, zamenit~ na F^W . Poluqennoe predloßenie budet ffkvivalentno predloßeni¸ 2.5, poskol~ku iz vkl¸qeniØ F ⊂ F^W , po opredeleni¸ testovogo zamykaniØ, sleduet vkl¸qenie ⟨ (F^W , Φ)−T ⟩ [X] ⊂ ⟨ (F, Φ) − T ⟩ [X]. • Dokazatel~stvo teoremy 2.1. Neobhodimost~. Tak kak F ⊂

F^S ⊂ F^W , a v silu zamknutosti mnoßestva F v ∗-slaboæ topologii, F = F^W , to F = F^S i ostaetsØ soslat~sØ na predloßenie 2.4.

130 L. G. LABSKER

Dostatoqnost~ sleduet iz ravenstva F = F^W i predloße-

niØ 2.5 •

Dokazatel~stvo sledstviØ 2.3. Fundamental~nost~ mnoßestva

X ffkvivalentna ([32], s. 43) tomu, qto X ØvlØetsØ {E^∗, {Θ}}- otliqa¸wim (dlØ vsego prostranstva E), t.e. qto {E^∗, {Θ}}- otliqa¸wee zamykanie mnoßestva X sovpadaet so vsem prostranstvom E. No E^∗ = E^∗ − E^∗ i potomu, po utverßdeni¸ 1) predloßeniØ 2.1, ⟨ {E^∗, E^∗} − O ⟩ [X] = ⟨ {E^∗ − E^∗, {Θ}} − O ⟩ [X] = ⟨ {E^∗, {Θ}} − O ⟩ [X] = E. DlØ zaverxeniØ dokazatel~stva sledstviØ ostaetsØ primenit~ teoremu 2.1 pri F = Φ = E^∗. •

Dokazatel~stvo teoremy 2.2. Pust~ x0 ∈ ⟨ (F, Φ) − T ⟩ [A ∪ B].

Togda, po teoreme 2.1 pri X = A ∪ B, imeem x_0 ∈ ⟨ {F, Φ} − O ⟩ [A ∪ B]. Ots¸da, v silu utverßdeniØ 2) predloßeniØ 2.1, x_0 ∈ ⟨ {F ∩ Π(A, f_0), Φ} − O ⟩ [A ∪ B]. (3.7) Pokaßem, qto iz (3.7) sleduet prinadleßnost~

x_0 ∈ ⟨ {F ∩ Π(A, f_0), Φ} − O ⟩ [B]. (3.8)

Deæstvitel~no, pust~ f ∈ F ∩ Π(A, f_0), φ ∈ Φ i f|B = φ|B. Iz prinadleßnosti f ∈ F ∩ Π(A, f_0) sleduet, qto f ∈ Π(A, f_0), a iz prinadleßnosti φ ∈ Φ i vkl¸qeniØ Φ ⊂ Π(A, f_0) sleduet, qto i φ ∈ Π(A, f_0). Sledovatel~no, f|A = φ|A. No tak kak takße i f|B = φ|B, to f|(A ∪ B) = φ|(A ∪ B). Togda iz (3.7) poluqaem f(x_0) = φ(x_0) i (3.8) dokazano. Takim obrazom, my dokazali vkl¸qenie ⟨ (F, Φ) − T ⟩ [A ∪ B] ⊂ ⟨ {F ∩ Π(A, f_0), Φ} − O ⟩ [B]. DlØ dokazatel~stva ravenstva (2.4) ostaetsØ dokazat~ obratnoe vkl¸qenie. Pust~ x_0 ∈ ⟨ {F ∩Π(A, f_0), Φ}−O ⟩ [B]. Togda, po utverßdeni¸ 2) predloßeniØ 2.1, x_0 ∈ ⟨ {F ∩ Π(A, f_0), Φ} − O ⟩ [A ∪ B]. (3.9) Pust~ f ∈ F , φ ∈ Φ i f|(A ∪ B) = φ|(A ∪ B). Iz togo, qto φ ∈ Φ i Φ ⊂ Π(A, f_0) sleduet, qto φ ∈ Π(A, f_0), t.e. φ|A = f_0|A. No iz ravenstva f|(A ∪ B) = φ|(A ∪ B) sleduet v qastnosti, qto f|A = φ|A. Znaqit, f|A = f_0|A, t.e. f ∈ Π(A, f_0). Itak, imeem: f ∈ F ∩Π(A, f_0), φ ∈ Φ i f|(A∪B) = φ|(A∪B). Ots¸da, v silu (3.9), f(x_0) = φ(x_0). Sledovatel~no, x_0 ∈ ⟨ {F, Φ} − O ⟩ [A ∪ B]. No, po teoreme 2.1 pri X = A∪B, ⟨ {F, Φ}−O ⟩ [A∪B] = ⟨ (F, Φ)−T ⟩ [A∪B] i potomu x_0 ∈ ⟨ (F, Φ) − T ⟩ [A ∪ B]. •

TESTOVYE ZAMYKANI˚ MNOȷESTV 131 V dokazatel~stve teoremy 2.2 my faktiqeski pokazali, qto teorema 2.2 ØvlØetsØ sledstviem teoremy 2.1. Na samom dele spravedlivo i obratnoe. Deæstvitel~no, poloßim v teoreme 2.2 A = {ϑ} i B = X. Togda Π(A, f_0) = {f ∈ E^∗ : f(ϑ) = f_0(ϑ) = 0} = E^∗ i potomu Φ ⊂ Π(A, f_0), F ∩Π(A, f_0) = F ≠ ?, a ⟨ (F, Φ)−T ⟩ [A∪B] = ⟨ (F, Φ) − T ⟩ [B] = ⟨ (F, Φ) − T ⟩ [X]. V itoge poluqaem teoremu 2.1. Takim obrazom, teoremy 2.1 i 2.2 ffkvivalentny. •

Dokazatel~stvo teoremy 2.3. Neobhodimost~ sleduet iz pred-

loßeniØ 2.4.

Dostatoqnost~ dokazyvaetsØ tak ße kak predloßenie 2.5 s toæ

lix~ razniceæ, qto vmesto teoremy Banaha–Alaoglu ispol~zuetsØ tot fakt, qto v prostranstve E^∗, soprØßennom s separabel~- nym banahovym prostranstvom E, xar B^∗_c = {f ∈ E^∗ : ‖f‖ 6 c} sekvencial~no kompakten v ∗-slaboæ topologii ([32], s. 50, teorema 2.10.1) (t.e. vsØkaØ posledovatel~nost~ funkcionalov iz xara B^∗_c soderßit podposledovatel~nost~, slabo shodØwu¸sØ k nekotoromu funkcionalu iz B^∗_c ). •

Dokazatel~stvo teoremy 2.4. Spravedlivost~ teoremy 2.4 sle-

duet iz ee ffkvivalentnosti teoreme 2.3. �kvivalentnost~ ße fftih teorem dokazyvaetsØ analogiqno dokazatel~stvu ffkvivalentnosti teorem 2.1 i 2.2. •

Dokazatel~stvo teoremy 2.5. Po svoæstvu 2) mnoßestva Ψ i

utverßdeni¸ 2) predloßeniØ 2.1, ⟨ {Ψ, {Θ}} − O ⟩ [B] ⊂ ⟨ {Ψ − Ψ, {Θ}} − O ⟩ [B]. (3.10) Po utverßdeni¸ 1) predloßeniØ 2.1, ⟨ {Ψ − Ψ, {Θ}} − O ⟩ [B] = ⟨ {Ψ, Ψ} − O ⟩ [B]. (3.11) Po svoæstvu 1) mnoßestva Ψ i utverßdeni¸ 2) predloßeniØ 2.1, ⟨ {Ψ, Ψ} − O ⟩ [B] ⊂ ⟨ {F ∩ Π(A, f_0), F ∩ Π(A, f_0)} − O ⟩ [B]. (3.12) Po teoreme 2.2 pri Φ = F ∩ Π(A, f_0), imeem: ⟨ {F ∩ Π(A, f_0), F ∩ Π(A, f_0)} − O ⟩ [B] = = ⟨ (F, F ∩ Π(A, f_0)) − T ⟩ [A ∪ B]. (3.13)

Iz (3.10)–(3.13) poluqaem trebuemoe. •

132 L. G. LABSKER

Dokaßem zameqanie 2.4 v obwem vide.

Pust~ L – lineænoe prostranstvo i Q – nepustoe mnoßestvo v L, udovletvorØ¸wee uslovi¸ Q − Q ⊂ Q. Togda mnoßestvo Q obladaet sledu¸wimi svoæstvami:

a) Nulevoæ fflement ϑ ∈ Q.

V samom dele, tak kak Q ≠ ?, to v Q naædetsØ hotØ by odin fflement q. Togda ϑ = q − q ∈ Q − Q ⊂ Q. • b) −Q ⊂ Q. Deæstvitel~no, esli q ∈ Q, to na osnovanii svoæstva a), −q = ϑ − q ∈ Q − Q ⊂ Q. • s) Q + Q ⊂ Q.

V samom dele, esli q_1, q_2 ∈ Q, to, v silu svoæstva b), q_1 + q_2 = q_1 − (−q_2) ∈ Q − Q ⊂ Q. • d) ZQ ⊂ Q, gde Z – mnoßestvo celyh qisel.

Deæstvitel~no, pust~ z ∈ Z i q ∈ Q. Esli z = 0, to, po svoæstvu a), zq = 0 · q = ϑ ∈ Q. Esli z > 0, to, po svoæstvu s), zq ∈ Q. Esli z < 0, to, po tol~ko qto dokazannomu, −zq ∈ Q i, sledovatel~no, po svoæstvu b), zq = −(−zq) ∈ Q. •

Predloßenie 2.9. Pust~ P ⊂ L – nepustoe mnoßestvo. Nai-

men~xim po vkl¸qeni¸ mnoßestvom Q so svoæstvami 1) P ⊂ Q i 2) Q − Q ⊂ Q, ØvlØetsØ celaØ oboloqka in P mnoßestva P .

Dokazatel~stvo. Netrudno videt~, qto mnoßestvo in P obladaet

svoæstvami 1) i 2).

Teper~ pokaßem, qto esli mnoßestvo Q obladaet svoæstvami 1) i 2), to in P ⊂ Q. Pust~ q ∈ in P . Togda naædutsØ n ∈ N, z_1, . . . , z_n ∈ Z i p_1, . . . , p_n ∈ P takie, qto q = z_1p_1 + . . . + z_np_n. Tak kak p_1, . . . , p_n ∈ P , to v silu svoæstva 1), p_1, . . . , p_n ∈ Q. No togda, poskol~ku z_1, . . . , z_n – celye, po svoæstvu d), z_1p_1, . . . , z_np_n ∈ Q. Ots¸da, po svoæstvu s), q = z_1p_1 + . . . + z_np_n ∈ Q. •

Dokazatel~stvo sledstviØ 2.4. Tak kak mnoßestvo V lineæ-

no nezavisimo na mnoßestve B, to, po neobhodimoæ qasti sledstviØ 2.2, ⟨ {lin V, {Θ}} − O ⟩ [B] = E. No togda, po teoreme 2.5, esli v neæ poloßit~ Ψ = lin V , budem imet~ E ⊂ ⟨ (F, F ∩ Π(A, f_0)) − T ⟩ [A ∪ B]. • Dokazatel~stvo sledstviØ 2.5. Uslovie det(ψi(xj))^m_{i,j=1} ≠ 0

ffkvivalentno lineænoæ nezavisimosti mnoßestva V = {ψ_i}^m_{i=1} na mnoßestve B = {x_j}^m_{j=1}. No togda mnoßestvo V = {ψ_i}^m_{i=1} lineæno nezavisimo i, sledovatel~no, v silu usloviæ dim lin (F ∩

TESTOVYE ZAMYKANI˚ MNOȷESTV 133

Π(A, f_0)) = m i V = {ψ_i}^m_{i=1} ⊂ lin (F ∩ Π(A, f_0)) imeet mesto vkl¸- qenie F ∩ Π(A, f_0) ⊂ lin V . Takim obrazom, vypolneny vse usloviØ sledstviØ 2.4, na osnovanii kotorogo poluqaem utverßdenie sledstviØ 2.5. •

Dokazatel~stvo teoremy 2.6. Pust~ f ∈ F , φ ∈ Φ i f|X = φ|X. (3.14) Tak kak ω_{X,x0,f,f (x0 )} = f|(X ∪ x_0) i f ∈ F , to, po uslovi¸ teoremy, ω_{X,x0,f,f (x0 )} ∈ D(X ∪ x_0). (3.15) V silu ravenstva (3.14), ω_{X,x0,φ,f (x0)} = ω_{X,x0,f,f (x0 )}. Ots¸da i iz (3.15): ω_{X,x0,φ,f (x0)} ∈ D(X ∪ x_0). Togda, po uslovi¸ teoremy, ω_{X,x0,φ,f (x0)} = ω_{X,x0,φ,φ(x0)}. V qastnosti, ω_{X,x0,φ,f (x0)}(x_0) = ω_{X,x0,φ,φ(x0)}(x_0), t.e. f(x_0) = φ(x_0). Sledovatel~no, x_0 ∈ ⟨ {F, Φ} − O ⟩ [X], otkuda, po teoreme 2.1, x_0 ∈ ⟨ (F, Φ) − T ⟩ [X]. •

Dokazatel~stvo teoremy 2.7. Neobhodimost~. V silu vkl¸- qeniØ (2.8) ω_{X,x0,φ,φ(x0)} = φ|(X ∪ {x_0}) ∈ P (X ∪ {x_0}). Dopustim suwestvovanie qisla

r_0 ≠ φ(x_0) (3.16)

takogo, qto ω_{X,x0,φ,r0} ∈ P (X ∪ {x_0}). (3.17) Tak kak ob¨edinenie X ∪ {x_0} lineæno nezavisimo, to kaßdyæ fflement x ∈ lin (X ∪ {x_0}) imeet edinstvennoe predstavlenie x = m∑ k=1 a_kx_k, (3.18)

gde m ∈ N, a_k ∈ R, x_k ∈ (X ∪ {x_0}), k = 1, . . . , m, zavisØt ot x.

Opredelim na prostranstve lin (X ∪ {x_0}) sootvetstvie ω sledu¸wim obrazom:

lin (X ∪ {x_0}) ∋ x = m∑ k=1 a_kx_k → ω(x) = m∑ k=1 a_kω_{X,x0,φ,r0} (x_k), gde x_k ∈ (X ∪ {x_0}), k = 1, . . . , m. V silu odnoznaqnosti predstavleniØ (3.18), sootvetstvenno ω budet funkcionalom. Netrudno pokazat~ ego additivnost~.

134 L. G. LABSKER

Iz (2.7) sleduet, qto K_1 = K ∩ lin (X ∪ {x_0}) ØvlØetsØ telesnoæ polugruppoæ v prostranstve lin (X ∪ {x_0}) ([33], s. 10).

Funkcional ω poloßitelen otnositel~no K_1. V samom dele, esli x ∈ K_1, to x ∈ lin (X ∪ {x_0}) i, sledovatel~no, imeet mesto predstavlenie (3.18). No togda, v silu prinadleßnosti (3.17), ω(x) = ω (_m ∑ k=1 a_kx_k ) = m∑ k=1 a_kω_{X,x0,φ,r0} (x_k) ¿ 0. Iz togo, qto K_1 – telesnaØ polugruppa v prostranstve lin (X ∪ {x_0}), ω – poloßitel~nyæ otnositel~no nee i additivnyæ funkcional, sleduet ([33], s. 10), qto funkcional ω odnoroden i nepreryven, t.e. ω ∈ (K_1)^∗.

Takim obrazom, vypolneny vse usloviØ teoremy M. G. Kreæna o rasxirenii poloßitel~nogo funkcionala ([33], s. 11), po kotoroæ funkcional ω moßno prodolßit~ do lineænogo poloßitel~nogo funkcionala f, opredelennogo na vsem prostranstve E, t.e. suwestvuet funkcional f ∈ E^∗ takoæ, qto

f ∈ K^∗ (3.19)

f | lin (X ∪ {x_0}) = ω. (3.20)

No tak kak ω|(X ∪ {x_0}) = ω_{X,x0,φ,r0} , to iz (3.20): f|(X ∪ {x_0}) = ω_{X,x0,φ,r0} . (3.21) Poskol~ku, po opredeleni¸, ω_{X,x0,φ,r0} |X = φ|X, to iz (3.21): f|X = ω_{X,x0,φ,r0} |X = φ|X. (3.22) Po uslovi¸ teoremy, x_0 ∈ ⟨ (K^∗, Φ)−T ⟩ [X]. Sledovatel~no, po teoreme 2.4 pri F = K^∗, x_0 ∈ ⟨ {K^∗, Φ}−O ⟩ [X]. Ots¸da, iz (3.19), prinadleßnosti φ ∈ Φ i (3.22) zakl¸qaem, qto f(x_0) = φ(x_0). No iz (3.21): f(x_0 ) = ω_{X,x0,φ,r0} (x_0) = r_0. Sledovatel~no, r_0 = φ(x_0), qto protivoreqit (3.16).

Dostatoqnost~. Oqevidno K^∗|(X ∪ {x0}) ⊂ P (X ∪ {x0}). Pofftomu

dostatoqnost~ sleduet iz teoremy 2.6, esli v posledneæ poloßit~ F = K^∗ i D(X ∪ {x_0}) = P (X ∪ {x_0}). •

Pust~ x_0 ∈ E_X i φ ∈ K^∗. Togda, po opredeleni¸ 2.6, naædutsØ fflementy x_0, x_0 ∈ lin X takie, qto x_0 − x_0, x_0 − x_0 ∈ K i, sledovatel~no, φ(x_0 − x_0) ¿ 0 i φ(x_0 − x_0) ¿ 0, ili

φ(x_0) 6 φ(x_0) 6 φ(x_0). (3.23)

TESTOVYE ZAMYKANI˚ MNOȷESTV 135 Pofftomu qislovye mnoßestva {φ(x_0) : x_0 ∈ lin X, x_0 − x_0 ∈ K} i {φ(x_0) : x_0 ∈ lin X, x_0−x_0 ∈ K} ne pusty, pervoe iz nih ograniqeno sverhu, a vtoroe snizu qislom φ(x_0). Sledovatel~no, suwestvu- ¸t i koneqny veliqiny γ_φ(x_0) i γ_φ(x_0), opredelØemye sootvetstvenno ravenstvami (2.9) i (2.10). Iz (3.23) sleduet spravedlivost~ (2.11). •

Dokazatel~stvo predloßeniØ 2.6. Dostatoqnost~. Tak kak ω_{X,x0,φ,φ(x0)} = φ | (X ∪{x_0}), a φ ∈ K^∗, to ω_{X,x0,φ,φ(x0)} ∈ P (X ∪{x_0}). Teper~ pokaßem, qto ω_{X,x0,φ,φ(x0)} – edinstvennyæ funkcional v pereseqenii {ω_{X,x0,φ,r} : r ∈ R} ∩ P (X ∪ {x_0}). Dopustim protivnoe: suwestvuet qislo r_0 takoe, qto vypolnØ¸tsØ (3.16) i (3.17). Iz (3.16) sleduet, qto libo

r_0 < φ(x_0), (3.24)

libo r_0 > φ(x_0), (3.25)

Rassmotrim sluqaæ (3.24). Tak kak x_0 ∈ E_X i φ ∈ K^∗, to spravedlivy neravenstva (2.11). Togda, v silu (3.24), pravogo neravenstva (2.11) i (2.12), imeem: r_0 < φ(x_0) 6 γ_φ(x_0) = γ_φ(x_0). Togda, po opredeleni¸ γ_φ(x_0), naædetsØ fflement

x_0 ∈ lin X (3.26)

takoæ, qto x_0 − x_0 ∈ K (3.27) i r_0 < φ(x_0). (3.28)

Iz (3.26) sleduet suwestvovanie qisel m ∈ N, b_k ∈ R, k = 1, . . . , m, i fflementov x_k ∈ X, k = 1, . . . , m, takih, qto x_0 = m∑ k=1 b_kx_k. Stalo byt~,

x_0 − x_0 = m∑ k=0 a_kx_k, (3.29)

gde a_0 = 1, a_k = −b_k, k = 1, . . . , m,

x_0, x_1, . . . , x_m ∈ (X ∪ {x_0}). (3.30)

136 L. G. LABSKER Togda, v silu opredeleniØ funkcionala ω_{X,x0,φ,r0} , lineænosti funkcionala φ i neravenstva (3.28), m∑ k=0 a_kω_{X,x0,φ,r0} (x_k) = ω_{X,x0,φ,r0} (x_0) − m∑ k=1 b_kω_{X,x0,φ,r0} (x_k) =

= r_0 − m∑ k=1 b_kφ(x_k) = r_0 − φ (_m ∑ k=1 b_kx_k ) = r_0 − φ(x_0) < 0.

Ots¸da, iz (3.29), (3.30) i (3.27) zakl¸qaem, qto ω_{X,x0,φ,r0} /∈ P (X ∪ {x_0}). (3.31) Teper~ rassmotrim sluqaæ (3.25). Iz (3.25), levogo neravenstva (2.11) i (2.12) imeem: r_0 > φ(x_0) ¿ γ_φ(x_0) = γ_φ(x_0). Togda, po opredeleni¸ γ_φ(x_0) naædetsØ fflement x_0 ∈ lin X (3.32) takoæ, qto x_0 − x_0 ∈ K, (3.33) r_0 > φ(x_0). (3.34) Iz (3.48) sleduet, qto x_0 =^m ∑ k=1 a_kx_k, gde m ∈ N, {a_k}^m_{k=1} ⊂ R, {x_k}^m_{k=1} ⊂ X. Znaqit,

x_0 − x_0 = m∑ k=0 a_kx_k, (3.35)

gde a_0 = −1 i vypolnØetsØ (3.30).

Togda, v silu opredeleniØ funkcionala ω_{X,x0,φ,r0} , lineænosti funkcionala φ i neravenstva (3.34), poluqim: m∑ k=0 a_kω_{X,x0,φ,r0} (x_k) = m∑ k=1 a_kω_{X,x0,φ,r0} (x_k) − ω_{X,x0,φ,r0} (x_0) =

= m∑ k=1 a_kφ(x_k) − r_0 = φ (_m ∑ k=1 a_kx_k ) − r_0 = φ(x_0) − r_0 < 0.

Ots¸da, iz (3.35), (3.30) i (3.33) sleduet (3.31).

TESTOVYE ZAMYKANI˚ MNOȷESTV 137 Itak, iz predpoloßeniØ (3.16) my poluqili protivoreqie s (3.17).

Neobhodimost~. Dopustim protivnoe: γ φ(x0) ≠ γ_φ(x0). Ots¸da

i iz (2.11) vytekaet, qto vypolnØetsØ hotØ by odno iz neravenstv γ_φ(x_0) < φ(x_0) ili φ(x_0) < γ_φ(x_0). Togda naædetsØ qislo r_0 takoe, qto γ_φ(x_0) 6 r_0 < φ(x_0) v sluqae pervogo neravenstva, i φ(x_0) < r_0 6 γ_φ(x_0) v sluqae vtorogo neravenstva. Takim obrazom, naædetsØ qislo r_0, udovletvorØ¸wee sootnoxeni¸ (3.16), i takoe, qto γ_φ(x_0) 6 r_0 6 γ_φ(x_0). (3.36)

Iz (3.16) vytekaet, qto ω_{X,x0,φ,r0} ≠ ω_{X,x0,φ,φ(x0)}. Sledovatel~no, esli my pokaßem, qto ω_{X,x0,φ,r0} ∈ P (X ∪ {x_0}), to poluqim protivoreqie s usloviem predloßeniØ 2.6.

Pust~_m ∑ k=1 a_kx_k ∈ K, (3.37)

gde m ∈ N, {a_k}^m_{k=1} ⊂ R, {x_k}^m_{k=1} ⊂ (X ∪ {x_0}). Togda libo

x_0 /∈ {x_k}^m_{k=1} (3.38)

libo x_0 ∈ {x_k}^m_{k=1}. (3.39)

V sluqae (3.38), {x_k}^m_{k=1} ⊂ X i togda, v silu togo, qto ω_{X,x0,φ,r0} |X = φ|X, φ – lineænyæ funkcional, prinadleßnosteæ (3.37) i φ ∈ K^∗, imeem: m∑ k=1 a_kω_{X,x0,φ,r0} (x_k) = m∑ k=1 a_kφ(x_k) = φ (_m ∑ k=1 a_kx_k ) ¿ 0.

Itak,_m ∑ k=1 a_kω_{X,x0,φ,r0} (x_k) ¿ 0. (3.40)

Teper~ rassmotrim sluqaæ (3.39). Poloßim dlØ opredelennosti x_0 = x_m, pri fftom a_m ≠ 0. Sledovatel~no, libo a_m > 0, libo a_m < 0. Imeem: − 1 a_m m∑ k=1 a_kω_{X,x0,φ,r0} (x_k) =

138 L. G. LABSKER = − 1 a_m (_m∑ k=1 a_kω_{X,x0,φ,r0} (x_k) + a_mω_{X,x0,φ,r0} (x_m) ) =

= − 1 a_m (_{m−1}∑ k=1 a_kφ(x_k) + a_mω_{X,x0,φ,r0} (x_0) ) =

= − 1 a_m (_{m−1}∑ k=1 a_kφ(x_k) + a_mr_0 ) = φ (_{m−1}∑ k=1 a_k −a_m x_k ) − r_0. (3.41)

Rassmotrim sluqaæ a_m > 0. Togda 1/a_m > 0 i iz (3.37), po opredeleni¸ konusa K, poluqim:

x_0 − (_{m−1}∑ k=1 a_k −a_m x_k ) = x_m + m−1∑ k=1 a_k a_m x_k = 1 a_m m∑ k=1 a_kx_k ∈ K. (3.42)

Tak kak {x_k}^{m−1}_{k=1} ⊂ X, to m−1∑ k=1 a_k −a_m x_k ∈ lin X. (3.43)

Iz (3.42) i (3.43), po opredeleni¸ γ_φ(x_0) i levomu neravenstvu (3.36) imeem: φ (_{m−1} ∑ k=1 ak_{−a} m x^k ) 6 γ φ(x0) 6 r0. Ots¸da i

iz (3.41) sleduet neravenstvo −^1_am^m ∑ k=1 a_kω_{X,x0,φ,r0} (x_k) 6 0, iz kotorogo s uqetom togo, qto a_m > 0, poluqim neravenstvo (3.40).

Teper~ rassmotrim sluqaæ a_m < 0. Togda −1/a_m > 0 i iz (3.37), po opredeleni¸ konusa K, poluqim m−1∑ k=1 a_k −a_m x_k − x_0 = m−1∑ k=1 a_k −a_m x_k − x_m = − 1 a_m m∑ k=1 a_kx_k ∈ K. Ots¸da i iz (3.43), po opredeleni¸ γ_φ(x_0) i pravomu neravenstvu (3.36), imeem: r_0 6 γ_φ(x_0) 6 φ (_{m−1} ∑ k=1 ak_{−a} m x^k ) . Togda iz (3.41)

sleduet neravenstvo −^1_am^m ∑ k=1 a_kω_{X,x0,φ,r0} (x_k) ¿ 0, iz kotorogo, s uqetom otricatel~nosti a_m, poluqim (3.40). •

TESTOVYE ZAMYKANI˚ MNOȷESTV 139

Dokazatel~stvo teoremy 2.8. Neobhodimost~. Iz vkl¸qeniØ

Φ ⊂ K^∗ sleduet vkl¸qenie (2.8). Takim obrazom, vypolneny vse usloviØ neobhodimoæ qasti teoremy 2.7, iz kotoroæ dlØ kaßdogo funkcionala φ ∈ Φ, v silu neobhodimoæ qasti predloßeniØ 2.6, poluqaem ravenstvo (2.12).

Dostatoqnost~. Tak kak Φ ⊂ K^∗, to iz dostatoqnyh qasteæ

predloßeniØ 2.6 i teoremy 2.7 zakl¸qaem, qto fflement x_0 prinadleßit (K^∗, Φ)-testovomu zamykani¸ mnoßestva X. •

Dokazatel~stvo predloßeniØ 2.7. Dostatoqnost~. Pust~ x ∈

E. Esli x = ϑ – nul~ prostranstva E, to, vzØv v kaqestve fflementov x i x nul~ ϑ, budem imet~: x = x = ϑ ∈ lin X i x − x = x − x = ϑ − ϑ = ϑ ∈ K. Sledovatel~no, ϑ ∈ E_X .

Pust~ x ≠ ϑ. Po uslovi¸ (2.13) suwestvuet fflement u ∈^0K ∩ lin X. Tak kak u – vnutrenniæ fflement konusa K, to naædetsØ qislo ρ > 0 takoe, qto zamknutyæ xar B(u; ρ) s centrom v toqke u i radiusa ρ budet soderßat~sØ v K. Tak kak fflementy ±^ρ_{‖x‖} x + u prinadleßat xaru B(u; ρ), to oni prinadleßat i konusu K. Togda, v silu poloßitel~nosti^{‖x‖}_ρ , fflementy ±x +^{‖x‖}_ρ u takße prinadleßat konusu K. Pofftomu esli poloßit~ x = −^{‖x‖}_ρ u, x = ‖x‖ ρ u, to x − x, x − x ∈ K, a takße oqevidno, qto x, x ∈ lin X. Sledovatel~no, x ∈ E_X .

Neobhodimost~. Poskol~ku konus K telesen, to suwestvuet

vnutrenniæ fflement u fftogo konusa. Togda naædetsØ qislo ρ > 0 takoe, qto zamknutyæ xar B(u; ρ) s centrom v toqke u i radiusa ρ soderßitsØ v konuse K.

Tak kak u ∈ E_X , to naædetsØ fflement u ∈ lin X takoæ, qto u − u ∈ K. No togda B(u; ρ) ⊂ K. V samom dele, pust~ x ∈ B(u; ρ); togda ‖u−(x+u−u)‖ = ‖u−x‖ 6 ρ, otkuda vytekaet, qto x+u−u ∈ B(u; ρ) i, sledovatel~no, x + u − u ∈ K. Ots¸da, v silu togo, qto u − u ∈ K, poluqaem: x = (x + u − u) + (u − u) ∈ K. Takim obrazom,

B(u; ρ) ⊂ K i, sledovatel~no, u ∈^0K. Itak, u ∈^0K ∩ lin X. •

Teorema 2.9 sleduet iz teoremy 2.8 i predloßeniØ 2.7. •

Dokazatel~stvo teoremy 2.10. Tak kak pravaØ qast~ raven-

stva (2.14) vkl¸qaetsØ v levu¸, to dostatoqno dokazat~ lix~

140 L. G. LABSKER obratnoe vkl¸qenie. Pust~ y ∈ ⟨ (K^∗, Φ) − T ⟩ [X], (3.44)

(f_n)^∞_{n=1}⊂ K^∗, φ ∈ Φ i

lim_{n→∞} f_n(x) = φ(x), x ∈ X. (3.45)

Po uslovi¸ (2.13), suwestvuet fflement u ∈^0K ∩ lin X. Iz spravedlivosti predel~nogo ravenstva (3.45) dlØ x ∈ X sleduet ego spravedlivost~ dlØ fflementa u. �to vleqet ograniqennost~ norm ‖f_n‖, n = 1, 2, . . .. Togda iz (3.44) sleduet lim_{n→∞} f_n(y) = φ(y). Itak, y ∈ ⟨ (K^∗, Φ) − K ⟩ [X]. • Dokazatel~stvo predloßeniØ 2.8. Dokaßem ffkvivalentnost~

usloviæ (2.13) i (2.15). Poskol~ku lin X ⊂ lin X, to iz (2.13) sleduet (2.15). Teper~ pust~ spravedlivo (2.15) i pust~ u ∈^0K∩lin X. Esli u ∈ lin X, to (2.13) dokazano. Pust~ u ØvlØetsØ predel~- noæ toqkoæ lin X. Tak kak u ∈^0K, to suwestvuet qislo ρ > 0 takoe, qto xar B(u; ρ) s centrom v toqke u i radiusa ρ leßit v konuse K. Poskol~ku u – predel~naØ toqka lin X, to v xare B(u; 2^{−1}ρ) naædetsØ otliqnaØ ot u toqka x ∈ lin X. Togda B(x; 2^{−1}ρ) ⊂ B(u; ρ) ⊂ K, t.e. x ∈^0K. Takim obrazom, x ∈^0K ∩ lin X i, sledovatel~no, vypolnØetsØ uslovie (2.13).

Dokaßem ffkvivalentnost~ usloviæ (2.13) i (2.16). Tak kak, po utverßdeni¸ 2) predloßeniØ 2.3, lin X ⊂ ⟨ {K^∗, {Θ}} − O ⟩ [X], to (2.13) vleqet (2.16).

Pust~ teper~ vypolnØetsØ (2.16), no ne vypolnØetsØ (2.13), t.e._0 K ∩ lin X = ?. (3.46) V silu (2.16) suwestvuet fflement u ∈^0K ∩ ⟨ {K^∗, {Θ}} − O ⟩ [X]. (3.47) Pokaßem, qto kaßdyæ fflement y ∈ E_1 = lin X + lin {u} odnoznaqno predstavlØetsØ v vide y = x + λu, gde x ∈ lin X, λ ∈ R. (3.48)

TESTOVYE ZAMYKANI˚ MNOȷESTV 141 Dopustim, qto ffto ne tak. Togda naædetsØ fflement y ∈ E_1 takoæ, qto y = x_1 + λ_1u = x_2 + λ_2u, gde x_1, x_2 ∈ lin X, x_1 ≠ x_2,

λ_1, λ_2 ∈ R, λ_1 ≠ λ_2. Poskol~ku u ∈^0K i |λ_2 − λ_1| > 0, to ([33],

s. 9) |λ_2 − λ_1|u ∈^0K. S drugoæ storony, tak kak x_1, x_2 ∈ lin X, to (sign (λ_2 − λ_1))(x_1 − x_2) ∈ lin X. Sledovatel~no,

(sign (λ_2 − λ_1))(x_1 − x_2) =

= (sign (λ_2 − λ_1))(λ_2 − λ_1)u = |λ_2 − λ_1|u ∈^0K ∩ lin X,

qto protivoreqit (3.46). �tim odnoznaqnost~ predstavleniØ (3.48) dokazana.

Opredelim na podprostranstve E_1 sootvetstvie ψ, sootnosØwee kaßdomu fflementu (3.48) iz E_1 qislo ψ(y) = ψ(x + λu) = λ. V silu odnoznaqnosti predstavleniØ (3.48), sootvetstvie ψ budet funkcionalom. Legko ubedit~sØ v additivnosti fftogo funkcionala.

Tak kak podprostranstvo E_1 soderßit vnutrenniæ fflement u konusa K (fflement u predstavlØetsØ v vide (3.48) pri x = ϑ ∈ lin X i λ = 1), to pereseqenie K_1 = E_1 ∩ K ØvlØetsØ telesnoæ polugruppoæ v prostranstve E_1 ([33], s. 10).

Pokaßem, qto funkcional ψ poloßitelen na K_1. Dopustim protivnoe, t.e., qto suwestvuet fflement y_0 ∈ K_1 takoæ, qto ψ(y_0 ) < 0. Tak kak y_0 ∈ K_1, to y_0 = x_0 + λ_0u, gde x_0 ∈ lin X,

λ_0 = ψ(y_0 ) < 0. Togda ([33], s.9) −λ_0u ∈^0K, poskol~ku −λ_0 > 0

i u ∈^0K. Sledovatel~no, suwestvuet qislo r > 0 takoe, qto xar B(−λ_0 u; r) s centrom v toqke −λ_0u radiusa r raspoloßen v konuse K. Tak kak y_0 ∈ K, to, v silu opredeleniØ konusa K,

B(y_0 − λ_0u; r) = B(−λ_0u; r) + y_0 ⊂ K. Znaqit, x_0 = y_0 − λ_0u ∈^0K

i, sledovatel~no, x_0 ∈^0K ∩ lin X, qto protivoreqit (3.46). Takim obrazom, funkcional ψ poloßitelen na K_1.

Iz togo, qto K_1 – telesnaØ polugruppa v prostranstve E_1 i ψ – poloßitel~nyæ na neæ additivnyæ funkcional, sleduet ([33], s. 10), qto funkcional ψ odnoroden i nepreryven, t.e. ψ ∈ (K_1)^∗.

Itak, vypolnØ¸tsØ vse usloviØ teoremy M. G. Kreæna o prodolßenii poloßitel~nogo funkcionala ([33], s. 11), po kotoroæ funkcional ψ moßno prodolßit~ do lineænogo poloßitel~nogo

142 L. G. LABSKER funkcionala, opredelennogo na vsem prostranstve E. �to oznaqaet suwestvovanie funkcionala f ∈ K^∗ takogo, qto

f(y) = ψ(y), y ∈ E_1. (3.49)

Esli x ∈ X, to x = x + 0 · u ∈ E_1. Ots¸da i iz (3.49) imeem: f(x) = ψ(x) = 0, x ∈ X, i, sledovatel~no, po opredeleni¸ {K^∗, {Θ}}-otliqa¸wego zamykaniØ mnoßestva X, poluqim f(x) = 0, x ∈ ⟨ {K^∗, {Θ}} − O ⟩ [X]. V qastnosti, v silu (3.47),

f(u) = 0. (3.50)

No, s drugoæ storony, u = ϑ + 1 · u ∈ E_1 i potomu, v silu (3.49) spravedlivo ravenstvo f(u) = ψ(u) = 1, protivoreqa¸wee ravenstvu (3.50). •

Dokazatel~stvo teoremy 2.11. V silu (2.18), suwestvuet funk-

cional φ ∈ K^∗ ∩ Φ. Tak kak φ ∈ Φ, to, po utverßdeni¸ 2) predloßeniØ 2.1 ⟨ {K^∗, Φ} − O ⟩ [X] ⊂ ⟨ {K^∗, {φ}} − O ⟩ [X]. (3.51) DlØ l¸bogo funkcionala f ∈ K^∗ imeem: f = (f + φ) − φ, gde f + φ ∈ K^∗, poskol~ku φ ∈ K^∗. Takim obrazom, K^∗ ⊂ K^∗ −{φ}. To- gda, po predloßeni¸ 2.1, ⟨ {K^∗, {φ}}−O ⟩ [X] = ⟨ {K^∗ −{φ}, {Θ}}− O ⟩ [X] ⊂ ⟨ {K^∗, {Θ}}−O ⟩ [X]. Stalo byt~, po teoreme 2.1 i vkl¸- qeni¸ (3.51) poluqaem: ⟨ (K^∗, Φ) − T ⟩ [X] ⊂ ⟨ {K^∗, {Θ}} − O ⟩ [X], otkuda 0 K ∩ ⟨ (K^∗, Φ) − T ⟩ [X] ⊂^0K ∩ ⟨ {K^∗, {Θ}} − O ⟩ [X] i, sledovatel~no, iz (2.17) zakl¸qaem o vypolnenii (2.16). Togda, po predloßeni¸ 2.8, spravedlivo (2.13) i, sledovatel~no, po teoreme 2.10, poluqim trebuemoe. •

Dokazatel~stvo teoremy 2.12. Pust~ vypolnØetsØ (3.44),

(f_n)^∞_{n=1} ⊂ K^∗, φ ∈ Φ i imeet mesto (3.45). Pust~ e – naibol~- xiæ fflement pereseqeniØ K ∩ S i e ∈ ⟨ (K^∗, Φ) − K ⟩ [X]. Togda iz (3.45) vytekaet, qto lim_{n→∞} f_n(e) = φ(e), t.e. posledovatel~nost~ (f_n(e))^∞_{n=1} – shodØwaØsØ i, sledovatel~no, ograniqennaØ:

f_n(e) 6 c, n = 1, 2, 3, . . . . (3.52)

TESTOVYE ZAMYKANI˚ MNOȷESTV 143 Pokaßem, qto pri usloviØh monotonnosti normy prostranstva E po otnoxeni¸ k qastiqnoæ uporØdoqennosti, poroßdennoæ miniffdral~nym konusom K, i suwestvovanii naibol~xego fflementa e pereseqeniØ K ∩ S, norma ‖f‖ l¸bogo funkcionala f ∈ K^∗ ravna ego znaqeni¸ f(e) na fflemente e.

Pust~ x ≠ ϑ i x ∈ K ∩B, gde B – ediniqnyæ (zamknutyæ) xar v E. Togda ‖x‖^{−1}x ∈ K ∩ S i potomu ‖x‖^{−1}x 6 e, t.e. e − ‖x‖^{−1}x ∈ K. Ots¸da i iz togo, qto f ∈ K^∗, poluqim: f(e − ‖x‖^{−1}x) ¿ 0 ili f(x) 6 f(e)‖x‖. No tak kak x ∈ B, to f(x) 6 f(e) i, sledovatel~no, sup{f(x) : x ∈ K ∩ B} 6 f(e). S drugoæ storony, poskol~ku e ∈ K ∩ B, imeem: f(e) 6 sup{f(x) : x ∈ K ∩ B}. Takim obrazom, sup{f(x) : x ∈ K ∩ B} = f(e). (3.53) Tak kak konus K miniffdralen i norma prostranstva E monotonna otnositel~no qastiqnoæ uporØdoqennosti, poroßdennoæ konusom K, to banahovo prostranstvo E ØvlØetsØ banahovoæ strukturoæ ([31], s. 195), esli v kaqestve klassa poloßitel~nyh fflementov vzØt~ mnoßestvo K. V takom sluqae norma funkcionala f ∈ K^∗ ravna ([31], s. 245) levoæ qasti ravenstva (3.53). Takim obrazom, ‖f‖ = f(e). Ots¸da i iz (3.52) poluqaem, qto normy ‖f_n‖, n = 1, 2, 3, . . ., ograniqeny v sovokupnosti. Togda, v silu (3.44), lim_{n→∞} f_n(y) = φ(y). Takim obrazom, y ∈ ⟨ (K^∗, Φ) − K ⟩ [X]. Itak, ⟨ (K^∗, Φ) − T ⟩ [X] ⊂ ⟨ (K^∗, Φ) − K ⟩ [X]. Sledovatel~no, ⟨ (K^∗, Φ) − T ⟩ [X] = ⟨ (K^∗, Φ) − K ⟩ [X]. •

Literatura

1. P. P. Korovkin, O shodimosti lineænyh poloßitel~nyh operatorov v prostranstve nepreryvnyh funkciæ. — DAN SSSR 90, No. 6 (1953), 961–964.

2. P. P. Korovkin, Lineænye operatory i teoriØ priblißeniØ. Fiz-mat-giz, M. (1959).

3. H. Bohman, On approximation of continuous and of analytic functions. — Arkiv.

Matem. 2, No. 3 (1952), 43–56.

4. F. Altomare, M. Campiti, A bibliography on the Korovkin type approximation theory (1952–1987). — Funct. Anal. and Appr., Pitagora Editrice, Bologna (1989), 34–79.

5. F. Altomare, M. Campiti, Korovkin-type Approximation Theory and its Applications. Walter de gryter & Co., Berlin–New York (1994).

6. L. G. Labsker, Testovye i otliqa¸wie mnoßestva v banahovom prostranstve. — Izv. VUZ. Matematika No. 1 (1992), 102–105.

144 L. G. LABSKER

7. ı. A. Xaxkin, Sistemy Korovkina v prostranstvah nepreryvnyh funkciæ. — Izv. AN SSSR, ser. matem. 26 (1962), 495–512.

8. M. A. Krasnosel~skiæ, V. S. Klimov, E. A. Lifxic, O shodimosti poloßitel~nyh funkcionalov i operatorov. — DAN SSSR 162, No. 2 (1965), 258–261.

9. L. G. Labsker, O slaboæ shodimosti posledovatel~nosteæ lineænyh poloßitel~nyh funkcionalov. — DAN SSSR 197, No. 6 (1971), 1264- -1267.

10. S. S. Kutateladze, A. M. Rubinov, Supremal~nye generatory. — DAN SSSR 199, No. 4 (1971), 776–777.

11. S. S. Kutateladze, O shodimosti k mere Diraka i k toßdestvennomu operatoru. — Sib. matem. ßurnal 13, No. 2 (1972), 464–466.

12. C. A. Miccheli, Chebyshev subspaces and convergence of positive linear operators.

— Proc. Amer. Math. Soc. 40, No. 2 (1973), 448–452.

13. A. S. Cavaretta, A Korovkin theorem for finitely defined operators. — Approxim.

Theory, New York–London, Acad. Press (1973), 299–305.

14. H. Berens, G. G. Lorentz, Geometric theory of Korovkin sets. — J. Approxim.

Theory 15, No. 3 (1975), 161–189.

15. A. Leonte, I. Virtopeanu, Asupra unui resultat al lui L. G. Labsker relativ la multimi Korovkin. — Analele Univ. din Craiova. ser. Mat., Fiz.-Chim. 11 (1983), 31–34.

16. ı. G. Abakumov, V. G. Banin, Ob odnom obwem podhode k teoremam tipa teorem Korovkina. — Primen. funkc. analiza v teorii priblißeniæ, Kalinin (1985), 3–6.

17. F. Altomare, Korovkin-type theorems for positive functionals in spaces of continuous affine functions. — Rendiconti del circolo Matematico di Palermo 36, serie 11 (1987), 167–181.

18. A. M. Rubinov, Ob odnoæ teoreme V. S. Klimova, M. A. Krasnosel~skogo i E. A. Lifxica. — OptimizaciØ, AN SSSR, Sib. otd. In-t matem., vyp. 3(20) (1971), 154–158.

19. L. G. Labsker, O mnoßestvah Korovkina v prostranstve nepreryvnyh funkciæ dlØ operatorov klassa S^0m. — Mat. zametki 25, No. 4 (1979), 521–536.

20. L. G. Labsker, O mnoßestvah Korovkina v banahovom prostranstve dlØ mnoßestv lineænyh funkcionalov. — Mat. zametki 31, No. 1 (1982), 93–112.

21. L. G. Labsker, K voprosu o slaboæ shodimosti posledovatel~nosteæ lineænyh funkcionalov. — Anal. Numer. et Theor. Approxim. 14, No. 1 (1985), 33–57.

22. V. A. Baskakov, O nekotoryh usloviØh shodimosti lineænyh poloßitel~nyh operatorov. — Uspehi matem. nauk 16, No. 1 (1961), 131–134.

23. H. Bauer, Silovshen rand and Dirichletsches problem. — Ann. Inst. Fourier No. 11 (1961), 89–136.

24. L. G. Labsker, O nekotoryh dostatoqnyh usloviØh approksimacii nepreryvnyh funkciæ operatorami klassa Sm. — DAN Azerb. SSR 26, No. 9 (1970), 3–7.

TESTOVYE ZAMYKANI˚ MNOȷESTV 145

25. A. Lupas, On the approximation by linear operators of class Sm. — An. Sti. Univ.

“Al. I. Cura,” IASI Sekt. 1A Mat. 17, No. 1 (1971), 133–137.

26. R. M. Min~kova, ApproksimaciØ nepreryvnyh funkciæ nekotorymi klassami lineænyh operatorov. — Primen. funkc. analiza v teorii priblißeniæ, Kalinin 2 (1974), 85–100.

27. L. G. Labsker, Testovye zamykaniØ mnoßestv v banahovom prostranstve dlØ lineænyh funkcionalov. — Dokl. RAN 351, No. 2 (1996), 1–3.

28. L. G. Labsker, O kriteriØh testovyh zamykaniæ mnoßestv v banahovom prostranstve dlØ priblißeniØ lineænymi poloßitel~nymi funkcionalami. Tez. dokladov, M., 27 aprelØ–3 maØ 1995, s. 171–172.

29. M. G. Kreæn, A. A. Nudel~man, Problema momentov Markova i ffkstremal~nye zadaqi. Nauka, M. (1973).

30. M. A. Krasnosel~skiæ, Poloßitel~nye rexeniØ operatornyh uravneniæ.

Fizmatgiz, M. (1962).

31. B. Z. Vulih, Vvedenie v teori¸ poluuporØdoqennyh prostranstv. Gos.

izd-vo fiz-mat. lit., M. (1961).

32. �. Hille, R. Fillips, Funkcional~nyæ analiz i polugruppy. IL., M.

(1962).

33. M. G. Kreæn, M. A. Rutman, Lineænye operatory, ostavlØ¸wie invariantnym konus v prostranstve Banaha. — Uspehi mat. nauk 3, No. 1 (1948), 3–95.

Labsker L. G. Test closure operations in a Banach space that are generated by linear functionals.

Some criteria are proved for an element of a Banach space to belong to a certain test or Korovkin closure of a given set. The operations of closure in question are determined by linear functionals. The cases of arbitrary linear functionals and of positive functionals are considered. Some sufficient conditions are given for a test closure to coincide with a Korovkin closure.

Postupilo 15 ØnvarØ 1996 g.

FinansovaØ akademiØ pri Pravitel~stve Rossiæskoæ Federacii, Moskva