N. ˚. KruglØk KOLIQESTVENNYE TEOREMY O POKRYTI˚H TIPA UITNI

Kl¸qevym momentom dokazatel~stva osnovnyh rezul~tatov raboty [1] ØvlØlas~ teorema o pokrytii 1.9. Odnako podrobnoe dokazatel~stvo fftoæ teoremy dlØ sluqaØ α < 0 v [1] bylo lix~ nameqeno. V nastoØweæ rabote my vospolnØem fftot probel, a takße privodim formulirovki i dokazatel~stva teorem o pokrytii, anonsirovannyh v [2].

§1. Formulirovki rezul~tatov

NastoØwaØ rabota ØvlØetsØ prodolßeniem raboty [1], i, v obwem, my predpolagaem, qto qitatel~ raspolagaet tekstom toæ stat~i i, v qastnosti, znakom s opredeleniØmi §1. Odnako, qtoby dostiq~ hotØ by minimal~noæ avtonomii, my vosproizvodim osnovnye tehniqeskih opredeleniØ iz [1, §1].

Vs¸du dalee my budem rassmatrivat~ prostranstvo R^n s nor- moæ ‖x‖ = max i=1,... ,n |x_i| (x = (x_1, x_2, . . . , x_n)). Qerez Q = Q(x, r) budem oboznaqat~ zamknutyæ kub s centrom v toqke x i radiusa r > 0, t.e. Q(x, r) = {y ∈ R^n : ‖y − x‖ 6 r} . Takim obrazom, vse rassmatrivaemye kuby zamknuty i gomotetiqny ediniqnomu kubu Q_0 = [0, 1]^n.

Ob¨em kuba Q budem oboznaqat~ qerez |Q|, a qerez λQ (λ > 0) budem oboznaqat~ kub s tem ße centrom, qto i kub Q i radiusa r(λQ) = λ · r(Q). Pod ukladkoæ π = {Q_i}^{|π|}_{i=1} my budem ponimat~ semeæstvo poparno nepereseka¸wihsØ kubov Q_i (i = 1, . . . , |π|), gde qerez |π| oboznaqeno qislo kubov v ukladke π. 96

KOLIQESTVENNYE TEOREMY 97 Pust~ Ω ⊂ R^n – ograniqennoe mnoßestvo. I pust~ v kaßdoæ toqke x ∈ Ω zadan kub Q_x = Q(x, r(x)) s centrom v x i radiusom r(x), kotoryæ moßet ravnØt~sØ i nul¸. V fftom sluqae kub Q_x budem nazyvat~ vyroßdennym.

Opredelenie. Budem govorit~, qto semeæstvo kubov {Qx}x∈Ω

imeet ograniqennu¸ α-emkost~ (α ∈ R), esli koneqna veliqina |{Q_x}|_α = ∑ π ( ∑ Q∈π |Q|^α ) , gde sup vzØt po vsem ukladkam π, sostoØwim iz kubov semeæstva {Q_x}_{x∈Ω}. Takim obrazom, esli α < 0, to iz koneqnosti α-emkosti sleduet, qto semeæstvo {Q_x}_{x∈Ω} ne soderßit vyroßdennyh kubov.

Moßno takße opredelit~ α-emkost~ i pri α = ±∞, polagaØ |{Q_x}|_{+∞} = sup_{x∈Ω} |Q_x| i |{Q_x}|_{−∞} = sup_{x∈Ω} |Q_x|^{−1}. Opredelenie. Semeæstvo nevyroßdennyh kubov {Ki}i∈I nazyva-

etsØ koneqnokratnym, esli ∑ i∈I χ_{Ki} 6 M < +∞, gde χ_{Ki} – harakteristiqeskaØ funkciØ kuba K_i, a M > 0 nekotoraØ postoØnnaØ, kotoru¸ budem nazyvat~ kratnost~¸ semeæstva {K_i}_{i∈I} . Opredelenie. Semeæstvo kubov {Ki}i∈I budem nazyvat~ sil~no-

zaceplennym, esli suwestvuet takoe qislo ε > 0, qto iz K_i ∩K_j ≠

? (i, j ∈ I) sleduet neravenstvo |K_i ∩ K_j| > ε max (|K_i|, |K_j|). PostoØnnu¸ ε budem nazyvat~ konstantoæ zacepleniØ semeæstva {K_i}_{i∈I} .

98 N. ˚. KRUGL˚K

Opredelenie. Semeæstvo kubov {Ki}i∈I nazovem semeæstvom ku-

bov Uitni dlØ mnoßestva Ω, esli ono koneqnokratno, sil~nozacepleno i spravedlivo ravenstvo Ω ∩ ( ⋃ i∈I 1 2 K_i ) = Ω ∩ ( ⋃ i∈I K_i ) . Opredelenie. Budem govorit~, qto semeæstvo kubov {Kx_i }i∈I

ØvlØetsØ rasxireniem (sußeniem) semeæstva {Q_x}_{x∈Ω}, esli vse kuby K_{xi} (i ∈ I) nevyroßdeny, ih centry x_i (i ∈ I) soderßatsØ v Ω i vypolneny usloviØ:

a) dlØ vseh i ∈ I spravedlivy vloßeniØ

Q_{xi} ⊂ K_{xi} (sootvetstvenno K_{xi} ⊂ Q_{xi} );

b) esli |Q_x| > 0, to naædetsØ i = i(x) takoæ, qto

x ∈ Q_x ⊂ K_{xi} (sootvetstvenno x ∈ K_{xi} ⊂ Q_x).

Osnovnym rezul~tatom nastoØweæ raboty ØvlØetsØ dokazatel~stvo dlØ α < 0 sledu¸weæ teoremy (teorema 1.9 iz [1]).

Teorema 1.1. Predpoloßim, qto semeæstvo kubov {Qx}x∈Ω ime-

et ograniqennu¸ α-emkost~, priqem α /∈ [0, 1 − 1/n].

Togda suwestvuet semeæstvo kubov {K_{xi} }_{i∈I} , ØvlØ¸weesØ a) semeæstvom kubov Uitni dlØ mnoßestva Ω; b) takim rasxireniem pri α > 0 (sußeniem pri α < 0) ishodnogo semeæstva {Q_x}_{x∈Ω}, qto imeet mesto ocenka |{K_{xi} }|_α 6 c|{Q_x}|_α. (1.1) Priqem kofffficienty kratnosti M i zacepleniØ ε zavisØt tol~ko ot razmernosti n, a kofffficient izmeneniØ emkosti c (iz (1.1)) zavisit ot n i α.

Zameqanie 1.2. Utverßdenie teoremy ostaetsØ vernym i pri α = ±∞. DlØ formulirovki rezul~tata dlØ α ∈ (0, 1 − 1/n] nam ponadobitsØ

KOLIQESTVENNYE TEOREMY 99

Opredelenie 1.3. Kofffficientom regulØrnosti λ mnoßestva Ω

nazyvaetsØ veliqina

λ = inf_Q |Q ∩ Ω| |Q| , gde inf beretsØ po vsem kubam Q = Q(x, r) s centrom x ∈ Ω i radiusom r 6 diam Ω.

Teorema 1.4. Pust~ α ∈ (0, 1−1/n]. Predpoloßim, qto vypolneny

usloviØ:

a) Ω vypuklo i regulØrno s kofffficientom regulØrnosti λ > 0; b) funkciØ x → r(x) ØvlØetsØ nepreryvnoæ (zdes~ r(x) – radius kuba Q_x).

Togda teorema 1.1 ostaetsØ spravedlivoæ pri zamene (1.1) na |{K_{xi} }|_α 6 cλ^{−α}|{Q_x}_{x∈Ω}|_α. (1.2) V zakl¸qenie ustanovim svØz~ s teoremoæ o pokrytii tipa Uitni. Nam ponadobitsØ

Opredelenie 1.5. Budem govorit~, qto semeæstvo kubov {Qx}x∈Ω

udovletvorØet uslovi¸ Lipxica s pokazatelem q > 0, esli

| r(Q_{x1} ) − r(Q_{x2} ) |6 q‖x_1 − x_2‖, (x_1, x_2 ∈ Ω).

V sledu¸weæ teoreme Ω – proizvol~noe, ne obØzatel~no ograniqennoe podmnoßestvo R^n.

Teorema 1.6. Pust~ semeæstvo {Qx}x∈Ω ne soderßit vyroßden-

nyh kubov i udovletvorØet uslovi¸ Lipxica s pokazatelem q <^1_5 .

Togda suwestvuet semeæstvo kubov {K_{xi} }_{i∈I} takoe, qto a) vse kuby K_{xi} (i ∈ I) ime¸t vid K_{xi} = λ_iQ_{xi} , priqem λ_i ∈ [3, 5]; b) semeæstvo {K_{xi} }_{i∈I} ØvlØetsØ koneqnokratnym i sil~nozaceplennym, priqem kofffficienty kratnosti i zacepleniØ zavisØt tol~ko ot razmernosti n;

c) imeet mesto vloßenie Ω ⊂ ⋃ i∈I 1 2 K_{xi} ;

d) dlØ l¸bogo x ∈ Ω naædetsØ nomer i = i(x) takoæ, qto Q_x ⊂ K_{xi} . Sledstvie 1.7 (teorema o pokrytii tipa Uitni [4, 5]).

Pust~ F ⊂ R^n – zamknutoe nepustoe podmnoßestvo i Ω = R^n \ F . Togda suwestvuet takoe semeæstvo kubov {K_i}_{i∈I}, qto a) 2K_i ∩ F ≠ ? dlØ vseh i ∈ I;

100 N. ˚. KRUGL˚K

b) semeæstva kubov {K_i}_{i∈I} ,

{_1 2 K_i } i∈I pokryva¸t mnoßestvo Ω: Ω = ⋃ i∈I K_i = ⋃ i∈I 1 2 K_i;

c) semeæstvo {K_i}_{i∈I} koneqnokratno i sil~nozacepleno s kofffficientami kratnosti i zacepleniØ, zavisØwimi tol~ko ot razmernosti n.

Dokazatel~stvo. DlØ x ∈ Ω qerez Qx oboznaqim naimen~xiæ

kub s centrom v toqke x, pereseqenie kotorogo s F ne pusto. Togda, kak netrudno videt~, ffto semeæstvo {Q_x}_{x∈Ω} udovletvorØet uslovi¸ Lipxica s postoØnnoæ q = 1. PrimenØØ teoremu 1.6 k semeæstvu kubov {^1_6 Q_x}_{x∈Ω} (dlØ fftogo semeæstva kubov q 6^1_6 ), poluqaem trebuemoe utverßdenie. �

§2. Dokazatel~stvo teoremy 1.1 dlØ α < 0 1. Postroenie lipxicevoæ minoranty.

Pust~ Ω_1 ⊂ R^n ograniqennoe mnoßestvo, {Q^1_x}_{x∈Ω1} – semeæstvo kubov takoe, qto σ_1 = inf_{x∈Ω} r(Q^1_x) > 0. (2.1)

Zafiksiruem poloßitel~noe qislo q < 1 i provedem sledu¸- wee iteracionnoe postroenie semeæstva kubov {Q^i_{xi} }_{i∈I} , kotoroe budem nazyvat~ lipxicevoæ minorantoæ semeæstva {Q^1_x}_{x∈Ω1} .

V kaqestve x_1 voz~mem fflement iz Ω_1 takoæ, qto

r(Q^1_{x1} ) 6 (1 + q)σ_1. (2.2)

Esli mnoßestvo Ω_i, semeæstvo kubov {Q^i_x}_{x∈Ωi} i fflement x_i ∈ Ω_i postroeny, to v kaqestve Ω_{i+1} voz~mem mnoßestvo

Ω_{i+1} = Ω_i \ Q^i_{xi} . (2.3)

Kuby Q^{i+1}_x s centrami x ∈ Ω_{i+1} opredelØ¸tsØ formulami

r(Q^{i+1}_x ) = min ( r(Q^i_x), r(Q^i_{xi} ) + q‖x − x_i‖ ) . (2.4)

Takim obrazom, Q^{i+1}_x ⊂ Q^i_x (x ∈ Ω_{i+1}), (2.5)

KOLIQESTVENNYE TEOREMY 101 t.e. kuby na kaßdom xage ne uveliqiva¸tsØ. DlØ vybora toqki x_{i+1} ∈ Ω_{i+1} poloßim σ_{i+1} = inf_{x∈Ωi+1} r(Q^{i+1}_x ). (2.6) �lement x_{i+1} ∈ Ω_{i+1} vybiraetsØ tak, qtoby r(Q^{i+1}_{xi+1} ) 6 (1 + q)σ_{i+1}. (2.7) Poluqaemoe v itoge fftogo iteracionnogo processa semeæstvo kubov {Q^i_{xi} }_{i∈I} i budem nazyvat~ lipxicevoæ minorantoæ semeæstva {Q^1_x}_{x∈Ω1}.

Otmetim, qto iz formuly (2.4) sleduet, qto

r(Q^{i+1}_x ) > min ( r(Q^i_x), r(Q^i_{xi} ) ) > σi (x ∈ Ωi+1). (2.8)

Pofftomu σ_{i+1} > σ_i i, sledovatel~no, σ_j > σ_i (j > i). (2.9) V qastnosti, inf_{i∈I} r(Q^i_{xi} ) > σ_1 > 0. (2.10)

2. Prosteæxie svoæstva lipxicevoæ minoranty.

Imeet mesto

Predloßenie 2.1. Semeæstvo kubov {Q^i_{xi} }i∈I lipxicevo s poka-

zatelem q.

Dokazatel~stvo. Pust~ j > i. Esli r(Q^j_{xj} ) > r(Q^i_{xi} ), to iz (2.4)

imeem |r(Q^j_{xj} ) − r(Q^i_{xi} )| = r(Q^j_{xj} ) − r(Q^i_{xi} ) 6 r(Q^{i+1}_{xj} ) − r(Q^i_{xi} ) 6 q‖x_j − x_i‖. Esli r(Q^j_{xj} ) < r(Q^i_{xi} ), to iz (2.9) i (2.7) s uqetom togo, qto x_j /∈ Q^i_{xi} imeem | r(Q^j_{xj} ) − r(Q^i_{xi} ) |6 r(Q^i_{xi} ) − σ_i 6 qr(Q^i_{xi} ) 6 q‖x_j − x_i‖.

�

Dokazatel~stvo sledu¸wego utverßdeniØ polnost~¸ povtorØet dokazatel~stvo dlØ sluqaØ α > 1 −^1_n (sm. predloßenie 5.3 raboty [1]).

102 N. ˚. KRUGL˚K

Predloßenie 2.2. Semeæstvo {^1_{2+q} Q^i_{xi} }i∈I ØvlØetsØ ukladkoæ. Predloßenie 2.3. Semeæstvo {Q^i_{xi} }i∈I sostoit iz koneqnogo qi-

sla kubov i spravedlivo vloßenie Ω_1 ⊂ ⋃ i∈I Q^i_{xi} . (2.11)

Dokazatel~stvo. V silu (2.10) imeem dlØ vseh i ∈ I

| Q^i_{xi} |> (2σ_1)^n > 0.

Pofftomu trebuemoe utverßdenie sleduet iz predloßeniØ 2.2 i ograniqennosti Ω_1. �

Predloßenie 2.4. DlØ l¸bogo x ∈ Ω1 naædetsØ nomer i = i(x)

takoæ, qto x ∈ Q^i_{xi} ⊂ 2(1 + q)Q^1_x. (2.12)

Dokazatel~stvo. Iz (2.11) sleduet, qto naædetsØ nomer i takoæ,

qto x ∈ Q^i_{xi} . Voz~mem naimen~xiæ nomer i, dlØ kotorogo x ∈ Q^i_{xi} . Togda x ∈ Ω_i i, znaqit,

r(Q^1_x) > r(Q^i_x) > σ_i > 1 1 + q

(Q^i_{xi} ). (2.13)

Sledovatel~no, x ∈ Q^i_{xi} ⊂ Q ( x, 2r(Q^i_{xi} ) ) ⊂ 2(1 + q)Q^1_x.

�

3. Koneqnokratnost~.

Dokazatel~stva punkta 3 §5 raboty [1] osnovyva¸tsØ na predloßeniØh 5.1 i 5.3, kotorye identiqny predloßeniØm 2.1 i 2.2. Pofftomu dlØ lipxicevoæ minoranty, t.e. dlØ semeæstva {Q^i_{xi} }_{i∈I} spravedlivy analogiqnye sledstviØm 5.8 i 5.11 utverßdeniØ:

Predloßenie 2.5. Esli ε0 > 0 takovo, qto

1 + ε_0 < 1 q , (2.14)

to semeæstvo {(1 + ε_0)Q^i_{xi} }_{i∈I} soizmerimo s kofffficientom soizmerimosti λ = 1 + (1 + ε_0)q 1 − (1 + ε_0)q

. (2.15)

KOLIQESTVENNYE TEOREMY 103

Predloßenie 2.6. Esli ε0 > 0 takovo, qto

1 + ε_0 < 1 q , (2.16)

to semeæstvo {(1 + ε_0)Q^i_{xi} }_{i∈I} koneqnokratno, priqem pri fiksirovannyh q i ε_0 ego kratnost~ ocenivaetsØ sverhu qislom, zavisØwim tol~ko ot n.

4. Sil~naØ zaceplennost~.

Dokazatel~stva punkta 4 §5 raboty [1] osnovyva¸tsØ na sledstviØh 5.8 i 5.11 fftoæ raboty, kotorye identiqny predloßeni- Øm 2.5 i 2.6. Pofftomu dlØ lipxicevoæ minoranty spravedlivo analogiqnoe sledstvi¸ 5.16 utverßdenie:

Predloßenie 2.7. Esli q < 1 i 1 + δ0 <^1_q , to suwestvu¸t takie

qisla λ_i ∈ [1 +^{δ0}_2 , 1 + δ_0], qto semeæstvo kubov {λ_iQ^i_{xi} }_{i∈I} obladaet svoæstvami:

a) kratnost~ semeæstva {λ_iQ^i_{xi} }_{i∈I} koneqna i zavisit tol~ko ot n;

b) semeæstvo {λ_iQ^i_{xi} }_{i∈I} sil~nozacepleno i kofffficient zacepleniØ zavisit tol~ko ot n.

5. Ocenka α-emkosti.

Tak ße kak i v punkte 5 §5 raboty [1] razob¨em kuby semeæstva {Q^i_{xi} }_{i∈I} na dve gruppy. V pervu¸ gruppu (perviqnye kuby) otnesem te kuby Q^i_{xi} , dlØ kotoryh imeet mesto

Q^i_{xi} = Q^1_{xi} , (2.17)

t.e. te kuby, kotorye ne umen~xalis~ v processe postroeniØ semeæstva {Q^i_{xi} }_{i∈I} .

Ostal~nye kuby budem nazyvat~ vtoriqnymi. Iz formuly (2.4) sleduet, qto dlØ kaßdogo vtoriqnogo kuba Q^j_{xj} naædetsØ kub Q^i_{xi} s nomerom i < j takoæ, qto

r(Q^j_{xj} ) = r(Q^i_{xi} ) + q‖x_j − x_i‖. (2.18)

Kub Q^i_{xi} s naimen~xim nomerom i, dlØ kotorogo vypolneno (2.18), nazovem obrazu¸wim dlØ vtoriqnogo kuba Q^j_{xj} .

Imeet mesto

104 N. ˚. KRUGL˚K

Predloßenie 2.8. Obrazu¸wiæ kub ØvlØetsØ perviqnym. Dokazatel~stvo. Esli obrazu¸wiæ kub Q^i_{xi} dlØ vtoriqnogo ku-

ba Q^j_{xj} sam ØvlØetsØ vtoriqnym, to naædetsØ nomer i_0 < i takoæ, qto r(Q^i_{xi} ) = r(Q^{i0}_{xi0} ) + q‖x_i − x_{i0} ‖. Pofftomu iz (2.18) imeem

r(Q^j_{xj} ) = r(Q^{i0}_{xi0} ) + q‖x_j − x_i‖ + q‖x_i − x_{i0} ‖ > > r(Q^{i0}_{xi0} ) + q‖xj − xi_0 ‖. S drugoæ storony, iz (2.4) i (2.5) sleduet, qto

r(Q^j_{xj} ) 6 r(Q^{i0+1}_{xj} ) 6 r(Q^{i0}_{xi0} ) + q‖x_j − x_{i0} ‖. Pofftomu r(Q^j_{xj} ) = r(Q^{i0}_{xi0} ) + q‖x_j − x_{i0} ‖, no ffto protivoreqit vyboru i kak naimen~xego nomera, dlØ kotorogo vypolneno (2.18). �

Oboznaqim qerez F_i semeæstvo vtoriqnyh kubov Q^j_{xj} , dlØ kotoryh obrazu¸wim ØvlØetsØ kub Q^i_{xi} .

Predloßenie 2.9. Esli α < 0, to ∑ Q^j_{xj} ∈F_i | Q^j_{xj} |^α6 γ | Q^i_{xi} |^α, (2.19)

gde γ > 0 zavisit tol~ko ot n.

Dokazatel~stvo. Oboznaqim qerez Cm (m = 0, 1, 2, . . .) koliqe-

stvo kubov Q^j_{xj} ∈ F_i, centry kotoryh leßat v Z_m = 2^{m+1} Q^i_{xi} \ 2^mQ^i_{xi} .

Tak kak α < 0, to iz formuly (2.18) sleduet, qto esli x_j ∈ Z_m, to | Q^j_{xj} |^α6 (q2^m)^{nα}.

Pofftomu ∑ Q^j_{xj} ∈F_i | Q^j_{xj} |^α6 ∞∑ m=0 C_m(q2^m)^{nα}.

KOLIQESTVENNYE TEOREMY 105 I tak kak α < 0, to dostatoqno dokazat~, qto vse C_m ograniqeny sverhu postoØnnoæ C, zavisØweæ tol~ko ot razmernosti n.

DlØ fftogo vospol~zuemsØ tem, qto esli centr x_j kuba Q^j_{xj} ∈ F_i soderßitsØ v Z_m, to v silu (2.18)

r(Q^j_{xj} ) > q2^mr(Q^i_{xi} )

i pofftomu kub^1_{2+q} Q^j_{xj} vysekaet iz Z_m ob¨em ne menee 1 2^n ( q2^m 2 + q )_n | Q^i_{xi} | . Tak kak v silu predloßeniØ 2.2 kuby^1_{2+q} Q^j_{xj} ne pereseka¸tsØ, to C_m 6 |Z_m| 1 2n (^{q2m}_{2+q} )^n|Q^i_{xi} | 6 2^{(m+1)n}|Q^i_{xi} | 1 2n (^{q2m}_{2+q} )^n|Q^i_{xi} | 6

4^n (^q_{2+q} )^n .

�

Predloßenie 2.10. Esli α < 0 i 1 + ε0 <^1_q , to ∑ i∈I |Q^i_{xi} |^α 6 γ | |{(1 + ε_0)Q^1_x} | |_α , (2.20)

gde γ > 0 zavisit tol~ko ot n.

Dokazatel~stvo. V silu predloßeniØ 2.9 neravenstvo (2.20) do-

statoqno dokazat~ dlØ sluqaØ, kogda summirovanie osuwestvlØetsØ tol~ko po perviqnym kubam.

Tak kak v silu predloßeniØ 2.6 semeæstvo { (1 + ε_0)Q^i_{xi} } i∈I ko- neqnokratno i kratnost~ zavisit tol~ko ot n, to ono raspadaetsØ na koneqnoe i zavisØwee tol~ko ot n qislo ukladok. DlØ kaßdoæ iz fftih ukladok π budet ∑ (1+ε0)Q^j_{xj} ∈π |Q^j_{xj} |^α = ( 1 1 + ε_0 )_{nα}( ∑ (1+ε0)Q^j_{xj} ∈π | | |(1 + ε0)Q^j_{xj} | | |^α )

                        6

6^{( 1}_{1 + ε0}^{)nα |{}(1 + ε0)Q^1_x^{}|}_α .

Ots¸da i sleduet (2.20). �

106 N. ˚. KRUGL˚K

Sledstvie 2.11. Esli α < 0 i 1 + ε0 <^1_q , to imeet mesto | |{Q^i_{xi} } | |_α 6 γ | |{(1 + ε_0)Q^1_x} | |_α , (2.21)

gde γ > 0 zavisit tol~ko ot n.

Dokazatel~stvo. Neravenstvo (2.21) sleduet iz (2.20) i opre-

deleniØ α-emkosti. �

6. Zaverxenie dokazatel~stva teoremy 1.1 dlØ α < 0. 6.1. Sluqaæ α ≠ −∞.

Poloßim Ω_1 = Ω i Q^1_x = 1 20 Q_x (x ∈ Ω_1) (2.22)

i postroim lipxicevu minorantu dlØ semeæstva {Q^1_x}_{x∈Ω1} pri q <^1_{20} . Togda iz predloßeniØ 2.7 pri δ_0 = 4 sleduet, qto suwestvu¸t takie qisla λ_i ∈ [3, 5], qto semeæstvo kubov K_{xi} = λ_iQ^i_{xi} (i ∈ I) ØvlØetsØ koneqnokratnym i sil~nozaceplennym s kofffficientami kratnosti i zacepleniØ, zavisØwimi tol~ko ot n.

Tak kak iz predloßeniØ 2.3 sleduet, qto

Ω = Ω_1 ⊂ ⋃ i∈I Q^i_{xi} ⊂ ⋃ i∈I 1 2 K_{xi} , (2.23)

to semeæstvo {K_{xi} }_{i∈I} ØvlØetsØ semeæstvom kubov Uitni dlØ mnoßestva Ω.

Iz (2.5), (2.22) i togo, qto λ_i ∈ [3, 5], imeem K_{xi} ⊂ 5Q^i_{xi} ⊂ 5Q^1_{xi} ⊂ Q_{xi} , t.e. vypolneno uslovie a) opredeleniØ 1.8 raboty [1].

Tak kak v silu predloßeniØ 2.4 dlØ l¸bogo x ∈ Ω_1 = Ω naædetsØ nomer i = i(x) takoæ, qto

x ∈ Q^i_{xi} ⊂ 2(1 + q)Q^1_x ⊂ 4Q^1_x ⊂ 1 5 Q_x, to iz λ_i ∈ [3, 5] sleduet, qto x ∈ K_{xi} = λ_iQ^i_{xi} ⊂ 5Q^i_{xi} ⊂ Q_x, t.e. vypolneno i uslovie b) opredeleniØ 1.8 raboty [1].

KOLIQESTVENNYE TEOREMY 107 Ostalos~ ocenit~ α-emkost~ dlØ semeæstva {K_{xi} }_{i∈I} . Iz sledstviØ 2.11 pri 1 + ε_0 = 20 s uqetom (2.22) imeem |{Q^i_{xi} }|_α 6 C|{Q_x}|_α, gde C > 0 zavisit tol~ko ot n i α. Ostalos~ vospol~zovat~sØ tem, qto iz α < 0 i vloßeniØ Q^i_{xi} ⊂ K_{xi} (i ∈ I) sleduet neravenstvo |{K_{xi} }|_α 6 |{Q^i_{xi} }|_α. Pofftomu |{K_{xi} }|_α 6 C|{Q_x}|_α, gde C > 0 zavisit tol~ko ot n. �

6.2. Sluqaæ α = −∞.

Predstavim R^n v vide ob¨edineniØ ravnyh kubov V_i s nepereseka¸wimisØ vnutrennostØmi i ob¨ema |V_i| = 1 16^n 1 |{Q_x}|_{−∞} = 1 16^n inf_{x∈Ω} |Q_x|. (2.24)

Esli Ω ∩ V_i ≠ ?, to voz~mem proizvol~nu¸ toqku x_i ∈ Ω ∩ V_i i kub U_{xi} s centrom v toqke x_i i radiusa 8r(V_i), togda V_i ⊂ 1 4 U_{xi} . (2.25)

Rassmotrim semeæstvo kubov {U_{xi} }_{i∈I} . Netrudno videt~, qto ffto semeæstvo koneqnokratno (s kratnost~¸, zavisØweæ tol~ko ot n) i soizmerimo s kofffficientom λ = 1.

Pofftomu iz lemmy 5.15 raboty [1] sleduet, qto pri a =^1_2 naædutsØ takie qisla ε_i ∈ [^1_2 , 1] (i ∈ I), qto semeæstvo kubov K_{xi} = ε_iU_{xi} koneqnokratno i sil~nozacepleno s kofffficientami kratnosti i zacepleniØ, zavisØwimi tol~ko ot n.

Tak kak iz (2.25) sleduet, qto Ω ⊂ ⋃ i∈I V_i ⊂ ⋃ i∈I 1 4 U_{xi} ⊂ ⋃ i∈I 1 2 K_{xi} , to semeæstvo {K_{xi} }_{i∈I} ØvlØetsØ semeæstvom kubov Uitni dlØ mnoßestva Ω.

Tak kak dlØ l¸byh i ∈ I i x ∈ Ω spravedlivo neravenstvo |K_{xi} | 6 |U_{xi} | = 8^n|V_i| = 1 2^n|{Q_x}|_{−∞} 6 1 2^n |Q_x|,

108 N. ˚. KRUGL˚K to r(K_{xi} ) 6^1_2 r(Q_x).

Pofftomu K_{xi} ⊂ Q_{xi} i esli i = i(x) vybrano tak, qto x ∈ K_{xi} , to K_{xi} ⊂ Q_x. Takim obrazom, semeæstvo {K_{xi} }_{i∈I} ØvlØetsØ sußeniem semeæstva {Q_x}_{x∈Ω}.

Ostalos~ ocenit~ α-emkost~ semeæstva {K_{xi} }_{i∈I} . Imeem |{K_{xi} }|_{−∞} = sup_{i∈I} 1 |K_{xi} | 6 2^n sup_{i∈I} 1 |U_{xi} | = = 2^n 8^n sup_{i∈I} 1 |V_i| = 4^n|{Q_x}|_{−∞}.

�

§3. Dokazatel~stvo teoremy 1.4 Dokazatel~stvo teoremy 1.4 polnost~¸ povtorØet dokazatel~- stvo teoremy 1.9 raboty [1] dlØ α > 1−^1_n za iskl¸qeniem ocenki α-emkosti. Pri α ∈ (0, 1−^1_n ] v usloviØh teoremy 1.4 ispol~zuemoe pri dokazatel~stve teoremy 1.9 sledstvie 5.20 (sm. [1]) nußno zamenit~ na

Predloßenie 3.1. Esli α ∈ (0, 1−^1_n ] i vypolneny predpoloßeniØ

teoremy 1.4, to imeet mesto ocenka |{Q^j_{xj} }|_α 6 Cλ^{−α}|{Q_x}|_α, gde C > 0 – nekotoraØ postoØnnaØ, zavisØwaØ tol~ko ot n, a λ – kofffficient regulØrnosti mnoßestva Ω.

Dokazatel~stvo. Rassmotrim proizvol~nu¸ ukladku π = {Q^j_{xj} },

sostoØwu¸ iz kubov semeæstva {Q^i_{xi} }_{i∈I} . Razob¨em π na tri ukladki π_1, π_2, π_3 i ocenim α-emkost~ dlØ kaßdoæ iz nih.

V pervu¸ ukladku π_1 voz~mem te kuby Q^j_{xj} ∈ π, dlØ kotoryh imeet mesto neravenstvo

r(Q_{xj} ) > 1 2 r(Q^j_{xj} ). (3.1)

Vo vtoru¸ π_2 voz~mem te kuby Q^j_{xj} ∈ π \ π_1, dlØ kotoryh imeet mesto svoæstvo:

∗) dlØ vseh x ∈^1_2 Q^j_{xj} ∩ Ω spravedlivo neravenstvo r(Q_x) < 1 2 r(Q^j_{xj} ). (3.2)

KOLIQESTVENNYE TEOREMY 109 OstavxiesØ kuby iz π otnesem k π_3.

Tak kak Q_{xj} ⊂ Q^j_{xj} , to semeæstvo {Q_{xj} }, otveqa¸wee kubam Q^j_{xj} ∈ π_1, obrazuet ukladku i iz (3.1) imeem ∑ Q^j_{xj} ∈π1 |Q^j_{xj} |^α 6 2^{nα} ∑ Q^j_{xj} ∈π1 |Q_{xj} |^α 6 2^{nα}|{Q_x}|_α. (3.3) DlØ ocenki α-emkosti ukladki π_2 otmetim, qto bez ograniqeniØ obwnosti moßno sqitat~, qto

δ = sup_{x∈Ω} r(Q_x) 6 diam Ω, (3.4)

ibo v protivnom sluqae naxelsØ by kub Q_{x0} , soderßawiæ Ω i moßno bylo by v kaqestve semeæstva {K_{xi} }_{i∈I} vzØt~ odin kub {2Q_{x0} } i teorema 1.4 oqevidnym obrazom byla by verna. Pofftomu bez ograniqeniØ obwnosti moßno sqitat~, qto vypolneno (3.4).

Tak kak iz formuly (5.13) raboty [1] sleduet, qto r(Q^j_{xj} ) 6 δ, to iz (3.4) i usloviØ a) teoremy 1.4 imeem

|^1_2 Q^j_{xj} ∩ Ω|

|^1_2 Q^jx_j | > λ > 0. (3.5)

Rassmotrim semeæstvo kubov {Q_x}_{x∈} 1_{2 Q}j_{xj ∩Ω}. Iz (3.5) i teoremy Bezikoviqa (sm. [3]) sleduet, qto naædetsØ semeæstvo fflementov u_i(j) ⊂^1_2 Q^j_{xj} ∩ Ω takih, qto kuby Q_{ui(j)} obrazu¸t ukladku i ∑ i |Q_{ui(j)}| > Cλ|Q^j_{xj} |, (3.6) gde C > 0 zavisit tol~ko ot n.

Pofftomu iz togo, qto α ∈ (0, 1] sleduet, qto ∑ i |Q_{ui(j)}|^α > ( ∑ i |Q_{ui(j)}| )_α > C^αλ^α|Q^j_{xj} |^α. (3.7)

Ostalos~ zametit~, qto iz (3.2) i togo, qto u_i(j) ∈^1_2 Q^j_{xj} sleduet, qto semeæstvo {Q_{ui(j)}}_{i,j} ØvlØetsØ ukladkoæ i pofftomu iz (3.7) sleduet, qto ∑ Q^j_{xj} ∈π2 |Q^j_{xj} |^α 6 Cλ^{−α}|{Q_x}|_α, (3.8)

110 N. ˚. KRUGL˚K gde C > 0 zavisit tol~ko ot n.

Rassmotrim teper~ kuby Q^j_{xj} iz ukladki π_3. Tak kak oni ne soderßatsØ v π_1, to imeet mesto neravenstvo r(Q_{xj} ) < 1 2 r(Q^j_{xj} ). (3.9)

Krome togo, iz togo, qto kub Q^j_{xj} ne prinadleßit π_2, sleduet, qto naædetsØ fflement y_j ∈^1_2 Q^j_{xj} ∩ Ω takoæ, qto

r(Q_{yj} ) > 1 2 r(Q^j_{xj} ). (3.10)

Iz vypuklosti Ω, nepreryvnosti funkcii x → r(Q_x) (sm. uslovie b) teoremy 1.4) i neravenstv (3.9)–(3.10) sleduet, qto na otrezke [x_j, y_j] naædetsØ toqka z_j takaØ, qto

r(Q_{zj} ) = 1 2 r(Q^j_{xj} ). (3.11)

Tak kak z_j ∈^1_2 Q^j_{xj} , to kuby {Q_{zj} } obrazu¸t ukladku i, sledovatel~no, ∑ Q^j_{xj} ∈π3 |Q^j_{xj} |^α = 2^{nα} ∑ Q^j_{xj} ∈π3 |Q_{zj} |^α 6 2^{nα}|{Q_x}|_α. (3.12)

�tim ocenka α-emkosti dlØ π_3 ustanovlena.

Ocenki (3.3), (3.8) i (3.12) s uqetom togo, qto kofffficient regulØrnosti λ 6 1 da¸t v itoge trebuemu¸ ocenku ∑ Q^j_{xj} ∈π |Q^j_{xj} |^α 6 Cλ^{−α}|{Q_x}|_α, (3.13)

gde C > 0 zavisit tol~ko ot n pri fiksirovannom α. �.

§4. Dokazatel~stvo teoremy 1.6 Rassmotrim kuby V_N = Q(0, N ) (N = 1, 2, . . .) mnoßestva Ω_N = Ω ∩ V_N .

Postupim sledu¸wim obrazom. DlØ semeæstva {Q_x}_{x∈Ω1} postroim lipxicevu maßorantu (sm. §5 raboty [1]) s q ravnym

KOLIQESTVENNYE TEOREMY 111 pokazatel¸ lipxicevosti semeæstva {Q_x}_{x∈Ω}. Poluqim nekotorye kuby {U_{xi(1)}}_{i∈I1} . Tak kak vse kuby Q_x semeæstva {Q_x}_{x∈Ω1} ne vyroßdeny, to v silu predloßeniØ 5.4 raboty [1] imeem

Ω_1 ⊂ ⋃ i∈I1 U_{xi (1)}. (4.1)

Rassmotrim zatem

Ω^′_2 = Ω_2 \ ⋃ i∈I1 U_{xi(1)}. (4.2)

StroØ dlØ semeæstva {Q_x}_{x∈Ω}0_2 lipxicevu maßorantu, poluqaem semeæstvo {U_{xi(2)}}_{i∈I2} i vloßeniØ

Ω^′_2 ⊂ ⋃ i∈I2 U_{xi (2)}. (4.3)

Iz (4.2) i (4.3) sleduet, qto

Ω_2 ⊂ ⋃ i∈I1 U_{xi (1)} ⋃ i∈I2 U_{xi(2)}. (4.4)

Zatem rassmatrivaetsØ mnoßestvo

Ω^′_3 = Ω_3 \ ( ⋃ i∈I1 U_{xi(1)} ⋃ i∈I2 U_{xi(2)} )

i stroitsØ lipxiceva maßoranta dlØ semeæstva {Q_x}_{x∈Ω}0_3 . V rezul~tate fftogo processa poluqaem semeæstvo {U_{xi(j)}}_{i,j}, priqem imeet mesto vloßenie Ω ⊂ ⋃ i,j U_{xi(j)}. (4.5)

Semeæstvo {U_{xi(j)}}_{i,j} obladaet rØdom vaßnyh svoæstv. Pervoe svoæstvo fftogo semeæstva sostoit v tom, qto esli U , V – dva kuba iz fftogo semeæstva s centrami u i ν sootvetstvenno, to libo u /∈ V , libo ν /∈ U .

Deæstvitel~no, pust~, naprimer, kub V postroen pozdnee kuba U , togda iz postroeniØ sleduet, qto ν /∈ U .

Iz fftogo svoæstva sleduet v silu lemmy 5.2 (sm. [1]), qto semeæstvo {^1_{2+q} U_{xi (j)}}_{i,j} ØvlØetsØ ukladkoæ. Pofftomu semeæstvo {(1 + ε_0)U_{xi (j)}}_{i,j} ØvlØetsØ β-ukladkoæ pri β =^1_{(1+ε0)(2+q)} .

112 N. ˚. KRUGL˚K

Vtoroe vaßnoe svoæstvo fftogo semeæstva sostoit v tom, qto vse kuby fftogo semeæstva sovpada¸t s ishodnymi, t.e.

U_{xi(j)} = Q_{xi(j)}. (4.6)

Deæstvitel~no, rassmotrim pervyæ xag. Po opredeleni¸ lipxicevoæ maßoranty i togo, qto Q^1_x = Q_x, imeem iz formuly (5.7) (sm. §5 raboty [1]):

r(Q^2_x) = max (r(Q_x), r(Q_{x1} ) − q‖x − x_1‖) .

No, t.k. semeæstvo {Q_x}_{x∈Ω} udovletvorØet uslovi¸ Lipxica s pokazatelem q, to r(Q_{x1} ) − q‖x − x_1‖ 6 r(Q_x). Sledovatel~no, r(Q^2_x) = r(Q_x), t.e. kuby ne uveliqiva¸tsØ.

Itak, my imeem semeæstvo {Q_{xi(j)}}, kotoroe obladaet svoæstva- mi: a) Ω ⊂ ⋃ i,j Q_{xi(j)}; b) semeæstvo {(1 + ε_0)Q_{xi(j)}}_{i,j} ØvlØetsØ β-ukladkoæ pri β = 1 (1+ε0)(2+q) ;

c) semeæstvo {Q_{xi(j)}}_{i,j} ØvlØetsØ lipxicevym s pokazatelem q (t.k. ono ØvlØetsØ qast~¸ semeæstva {Q_x}_{x∈Ω}).

�ti svoæstva pozvolØ¸t primenit~ tehniku punktov 3 i 4 §5 raboty [1]. PrimenØØ ee, poluqaem (sm. sledstvie 5.16 v [1]), qto esli 1 + ε_0 <^1_q , to suwestvu¸t takie qisla λ_{i,j} ∈ [1 +^{ε0}_2 , 1 + ε_0], qto semeæstvo kubov K_{i,j} = λ_{i,j}Q_{xi(j)} ØvlØetsØ koneqnokratnym i sil~nozaceplennym.

Tak kak q <^1_5 , to moßno vzØt~ ε_0 = 4. Togda λ_{i,j} ∈ [3, 5] i Q_{xi(j)} ⊂^1_2 K_{i,j} . Pofftomu iz a) sleduet, qto Ω ⊂ ⋃ i,j 1 2 K_{i,j}. (4.7) Takim obrazom, dlØ zaverxeniØ dokazatel~stva teoremy 1.6 ostalos~ dokazat~, qto dlØ l¸bogo x ∈ Ω naædetsØ kub K_{i,j} takoæ, qto Q_x ⊂ K_{i,j}.

DlØ fftogo vospol~zuemsØ tem, qto iz predloßeniØ 5.4 §5 raboty [1] sleduet vloßenie Q_x ⊂ (2 + q)Q_{xi(j)} dlØ nekotoryh i i j. Pofftomu iz λ_{i,j} > 3 poluqaem, qto Q_x ⊂ K_{i,j} . �

KOLIQESTVENNYE TEOREMY 113

Literatura

1. N. ˚. KruglØk, Gladkie analogi razloßeniæ Kal~derona–Zigmunda, koliqestvennye teoremy o pokrytiØh i K-funkcional dlØ pary (Lq , Ẇ^k_p ). — Algebra i Analiz 8, No. 4 (1996), 110–160.

2. N. ˚. KruglØk, Koliqestvennye teoremy o pokrytiØh tipa Uitni. — Doklady RAN 352, No. 1 (1997), (v peqati).

3. A. S. Besicovitch, A general form of covering principle and relative differentiation of additive functions. — Proc. Cambridge Philos. Soc. 41 (1945), 103–110.

4. M. Guzman, Differentiability of integrals in R^n. Lecture Notes of Math., 3481, Springer-Verlag, Berlin (1975) (russk. per. Gusman M. Differencirovanie

integralov v R^n, Mir, M. (1978)).

5. H. Whitney, Analytic extensions of differentiable functions defined in closed sets.

— Trans. Amer. Math. Soc. 36 (1934), 63–89.

Krugljak N. Ya. Quantitative theorems on Whitney type coverings. The crucial point of the construction of an almost optimal decomposition for the couple (L_q , W^k_p ) was the covering theorem in which the parameter α (α-capacity) is controlled. Here we give a detailed proof of this theorem for negative α.

Postupilo 4 noØbrØ 1996 g. ˚roslavskiæ gosudarstvennyæ universitet