S. V. KislØkov OPERATORY, (NE)PODOBNYE SȷATIı: KONTRPRIMER PIZ^E QEREZ SINGUL˚RNYE INTEGRALY

�ti zametki predstavlØ¸t soboæ slegka otredaktirovannu¸ i rasxirennu¸ zapis~ dvuh lekciæ, proqitannyh mno¸ v marte 1996g. na seminare po lineænomu i kompleksnomu analizu PO- MI i posvØwennyh kontrprimeru Piz~e k staroæ gipoteze o podobii sßati¸ vsØkogo polinomial~no ograniqennogo operatora. V odnom punkte izloßenie budet suwestvenno otliqat~sØ ot original~nyh rassußdeniæ Piz~e — imenno, osnovnoe neravenstvo (sm. p. 1 niße) budet dokazano neposredstvenno, bez privleqeniØ brounovskogo dvißeniØ ili drugih veroØtnostnyh soobraßeniæ. Proqie otliqiØ nosØt redakcionnyæ harakter i vyzvany osobennostØmi auditorii (k kakovoæ priqislØetsØ i dokladqik).

Original~noe izloßenie sm. v rabotah Piz~e [7, 8]. Ewe odno dokazatel~stvo, ne ispol~zu¸wee ne tol~ko brounovskogo dvißeniØ, no i singulØrnyh integralov, prinadleßit Dffvidsonu i Paul~senu [3]; v ih rabotah, odnako, ispol~zu¸tsØ inye (vproqem, vpolne standartnye) fakty, ne nußnye zdes~.

0. Postanovka zadaqi

Napomnim klassiqeskoe neravenstvo fon Neæmana: ‖p(T )‖ 6 sup_{|z|} 61^{|p(z)|,} esli T – sßatie v gil~bertovom prostranstve, a p – analitiqeskiæ polinom (p ∈ P_A). Esli operator V podoben sßati¸, t.e.

V = A^{−1}T A, gde ‖T ‖ 6 1, a A – obratimyæ operator, to podobnoe

neravenstvo, razumeetsØ, vypolnØetsØ s nekotoroæ konstantoæ: ‖p(V )‖ 6 C sup_{|z|} 61^{|p(z)|, p ∈ PA.} (1) Avtor qastiqno podderßan grantom RFFI ˝96-01-00693. 79

80 S. V. KISL˚KOV Operatory, udovletvorØ¸wie fftoæ ocenke, nazyva¸tsØ polinomial~no ograniqennymi. To, qto ne vsØkiæ polinomial~no ograniqennyæ operator podoben sßati¸, bylo dokazano lix~ v Ønvare 1996g (kontrprimer Piz~e).

Vaßno otmetit~, odnako, qto operatory, podobnye sßati¸, harakterizu¸tsØ nekim rodstvennym neravenstvom (teorema Paul~sena). Sformuliruem ego. Qerez C_A my budem oboznaqat~ disk-algebru, qerez B(H) – prostranstvo vseh operatorov v gil~bertovom prostranstve H, qerez M_n – prostranstvo matric razmera n × n, otoßdestvlØemoe s B(C^n ).

Opredelenie. Lineænyæ operator T : CA → B(H) nazyva-

etsØ vpolne ograniqennym, esli dlØ l¸bogo koneqnogo nabora {f_{ij}}_16_{i,j}6_n, f_{ij} ∈ C_A, i l¸byh vektorov x_j i y_i iz H spravedlivo neravenstvo | | ∑ i,j ( T (f_{ij})x_j , y_i )| 6 C^{( ∑}_j ‖xj‖^{2)1/2( ∑}_i ‖yi‖^{2)1/2} sup_{|z|61} ‖{fij(z)}‖M_n (2) (postoØnnaØ ne zavisit ot n, funkciæ f_{ij} i vektorov x_i, y_j ). �kvivalentnym obrazom, moßno potrebovat~, qtoby ( ∑ i ‖ ∑ j T (f_{ij} )x_j‖^2

)_{1/2} 6 C ( ∑ j ‖x_j‖^2 )_{1/2} sup_{|z|} 61^{‖{fij(z)}‖Mn} (3) dlØ l¸boæ matricy {f_{ij}} kak vyxe i l¸byh vektorov x_j ∈ H.

Sm. [9] i ime¸wiesØ tam ssylki po povodu vpolne ograniqennyh otobraßeniæ (kotorye byva¸t zadany ne tol~ko na diskalgebre, no takaØ obwnost~ nam ne ponadobitsØ).

Teorema Paul~sena. Operator T ∈ B(H) podoben sßati¸ togda

i tol~ko togda, kogda otobraßenie p → p(T ) (p ∈ P_A) prodolßaetsØ do vpolne ograniqennogo otobraßeniØ disk-algebry v B(H).

Dokazatel~stvo moßno naæti, naprimer, v knige [9] (vproqem, “legkaØ polovina” fftoæ teoremy (“tol~ko togda”) budet dokazana niße, v p. 5).

My naqnem izloßenie konstrukcii Piz~e s osnovnogo neravenstva, otnosØwegosØ k analizu Fur~e.

OPERATORY, (NE)PODOBNYE SȷATIı 81 1. Osnovnoe neravenstvo Pust~ {e_n} – bazisnye orty prostranstva l^2. DlØ funkcii f, analitiqeskoæ v kruge, qerez S_nf my budem oboznaqat~ n-yæ otrezok ee rØda Teælora: S_nf = ∑ 06k6n^{f̂ (k)z} k. Teorema 1. Pust~ posledovatel~nost~ {an} kompleksnyh qisel

udovletvorØet uslovi¸

sup_n ¿0 ∑ 2^n6k62^n+1

|a_k|^2 < ∞. (4)

Togda ‖ ∑ n¿1^{enn} −1a_nS_{n−1}(f^′)z^{−n+1}‖_{BMO(l}2_) 6 C‖f‖_{BMO} (5)

dlØ vsØkoæ funkcii f, analitiqeskoæ v ediniqnom kruge, graniqnye znaqeniØ kotoroæ leßat v prostranstve BMO.

Zameqanie. Esli poloßit~ bn = n^{−1}an, to uslovie (4) moßno

perepisat~ tak:

sup_n

¿1^n ( ∑ k¿n^{|bk|} 2)_{1/2} < ∞. (6) Dokazatel~stvo teoremy 1. Neravenstvo (5) dostatoqno prove-

rit~ dlØ f ∈ P_A. Oboznaqim qerez K_n n-e Ødro Feæera, a qerez

P− “otricatel~nyæ” proektor Rissa: P−f =^∑_{n<0}^^f(n)z^n. Pust~ δ(f) – vyraßenie, stoØwee pod znakom normy v levoæ qasti neravenstva (5). UqityvaØ Øvnyæ vid kofffficientov Fur~e funkciæ K_n, moßem napisat~ δ(f) = ∑ n¿1^{enan} P−^((z^{−n}f) ∗ Kn^) = P−^{( ∑}_{n¿1} enanKn ∗ (z^{−n}f)^). Poskol~ku operator P_− otobraßaet prostranstvo BMO(l^2) v sebØ, dostatoqno proverit~, qto ‖ ∑ n¿1^{enanKn ∗ (z} −nf)‖_{BMO(l}2_) 6 C‖f‖_{BMO}, f ∈ P_A.

82 S. V. KISL˚KOV Zametim, qto vyraßenie pod znakom normy v levoæ qasti poslednego neravenstva imeet smysl dlØ l¸bogo (ne obØzatel~no analitiqeskogo) trigonometriqeskogo polinoma f i zavisit lix~ ot ego analitiqeskoæ sostavlØ¸weæ P_+f (P_+ = id − P_−). Tak kak operator P_+ otobraßaet L^∞ na BMOA = BMO ∩ H^2, my vidim, qto dostatoqno dokazat~ neravenstvo ‖ ∑ n¿1^{enanKn ∗ (z} −nf)‖_{BMO(l}2_) 6 C‖f‖_L1, f ∈ L^∞, ili, inymi slovami, proverit~, qto operator A : f → ∑ n¿1^{enanKn ∗ (z} −nf) deæstvuet iz L^∞ v BMO(l^2).

My budem traktovat~ operator A kak singulØrnyæ integral tipa Kal~derona–Zigmunda s Ødrom K(ζ, z) = ∑ n¿1^{enanKn(ζz̄)z̄} n

(K – l^2-znaqnaØ funkciØ). Spravedliva (esli ugodno, ffvristiqeskaØ) formula (Af)(ζ) = ∫ T K(ζ, z)f(z) dm(z), gde m – normirovannaØ mera Lebega na okrußnosti T.

Horoxo izvestno (sm., naprimer, [4]), qto dlØ togo, qtoby operator A deæstvoval iz L^∞ v BMO(l^2), dostatoqno, qtoby (a) on deæstvoval iz L^2 v L^2(l^2) i (v) Ødro K udovletvorØlo uslovi¸ Hërmandera po peremennoæ ζ: esli I – duga i ζ_1, ζ_2 ∈ I, to ∫ T\10I ‖K(ζ_1, z) − K(ζ_2, z)‖_ρ2 dm(z) 6 C (7)

(10I – duga s tem ße centrom, qto i I, no rastØnutaØ v 10 raz; C ne zavisit ot I, ζ_1, ζ_2).

OPERATORY, (NE)PODOBNYE SȷATIı 83 L^2-nepreryvnost~ operatora A poluqaetsØ prostym vyqisle-

niem. PolagaØ b_n = a_n/n, nahodim, menØØ porØdok summirovaniØ:

‖Af‖^2_L2_{(l}2_) = ∑ n¿1^b 2 n ( ∑ 16k6n^k 2|f̂(k)|^2 + ∑ n+16k6n^{(2n − k)} 2|f̂ (k)|^2 ) 6^∑_{k¿1} |^^f(k)|^{2(}k^{2 ∑}_{n¿k} b^2_n^) +^∑_{k¿1} |^^f(k)|^{2 ∑}_{k/26n6k−1}(2n − k)^2b^2_n

6 C^∑_{k¿1} |^^f(k)|^{2(}k^{2 ∑}_{n¿k} b^2_n + k^{2 ∑}_{n¿k/2} b^2_n^) 6 C‖f‖^2

v silu (6).

Proverim uslovie Hërmandera. V suwnosti, trebuemoe neravenstvo izvestno. VyqisleniØ, podobnye privedennym niße, vstreqa¸tsØ qasto (sm., naprimer, standartnoe dokazatel~stvo teoremy Mihlina–Hërmandera o mul~tiplikatorah ili razliqnye varianty teorii Litlvuda–Pffli).

PerehodØ ot T k otrezku (−π, π), my vidim, qto neravenstvo (7) svoditsØ k takoæ ocenke: esli y ∈ (0, π), to

I^{def}= π∫ 8y ( ∑ n¿1^{|an|} 2|K_n(x − y) − K_n(x)|^2 )_{1/2} dx 6 const .

Imeem: K_n(t) =^1_{n+1}^{sin2 12 (n+1)t}_{sin2 12 t} , d dt K_n(t) =

[sin^1_2 (n + 1)t][cos^1_2 (n + 1)t]

sin^{2 1}_2 t − 1 n + 1 cos^1_2 t sin^{2 1}_2 (n + 1)t

sin^{3 1}_2 t . Ots¸da poluqa¸tsØ ocenki |K_n(t)| 6 C (n + 1)t^2

, 0 < t 6 π; (8) | | d dt K_n(t) | | 6^{C(n + 1)}_t , 0 < t 6 π. (9)

(V pervom sluqae my ocenili | sin^1_2 (n + 1)t| sverhu ediniceæ, a vo vtorom — veliqinoæ C(n + 1)|t|).

84 S. V. KISL˚KOV

Pust~ x ¿ 8y, 2^{−k} 6 y 6 2^{−k+1}, 2^{−j} 6 x < 2^{−j+1} (togda j 6 k −2). V silu (4) nahodim: ∑ n¿1^a 2 n|K_n(x − y) − K_n(x)|^2 = ∑ s¿0 ∑ 2^s6n<2^s+1 a^2_n|K_n(x − y) − K_n(x)|^2 6 C^∑_{s¿0} sup_{2s6n<2s+1} |Kn(x − y) − Kn(x)|^2. Ispol~zuØ (8) pri n ¿ c2^{j+k}2 i (9) pri n 6 C2^{j+k}2 , my moßem prodolßit~ ocenku tak: . . . 6 C ( ∑ s6^{j+k}_2

2^{2s}2^{2j}y^2 + ∑ s>^j+^k2

2^{−2s}2^{4j} ) 6 C^(2^{3j+k}y^2 + 2^{3j−k)} ∼ C2^{3j−k},

poskol~ku y ∼ 2^{−k}. Teper~ vidno, qto

I 6 C^∑_{j6k−2} 2^{−j}2^32^{j− 1}2^k ∼ const ,

kak i trebovalos~. •

2. Operatory GankelØ. Operatory Pellera

Pust~ φ : T→ B(H) – funkciØ (predpoloßim, naprimer, qto pri vseh x iz H funkciØ φ(·)x kvadratiqno integriruema). Opredelim na H-znaqnyh analitiqeskih polinomah operator GankelØ

Γ_φ:

Γ_φ(p) = P_−(φp);

opredelenie korrektno, ibo esli p(z) = ∑ 06k6l^{xkz} k (x_k ∈ H), to φ(z)p(z) = ∑ 06k6l^z kφ(z)x_k ∈ L^2(H, dm). Razloßim prostranstvo L^2(H) v ortogonal~nu¸ summu

L^2(H) = H^2_−(H) ⊕ H^2(H) (H^2_−(H)^{def}= P_−L^2(H)). Nam vstretØtsØ

lix~ sluqai, kogda Γ_φ prodolßaetsØ do nepreryvnogo operatora iz H^2(H) v H^2_−(H). �ta situaciØ opisyvaetsØ vektornoæ teoremoæ Nehari, kotoraØ, odnako, nam ne ponadobitsØ.

FunkciØ φ nazyvaetsØ simvolom operatora Γ_φ. Simvol opredelØetsØ neodnoznaqno: esli φ̂(n) = φ̂_1(n) pri n < 0, to Γ_φ = Γ_{φ1}

OPERATORY, (NE)PODOBNYE SȷATIı 85 (zdes~ kofffficienty Fur~e φ̂(n) = ∫ φz̄^n ØvlØ¸tsØ operatorami

v H).

Pust~ S – operator umnoßeniØ na z v H^2(H), a σ – operator v H^2_−(H), opredelØemyæ ravenstvom σf = P_−(zf). Legko proverØetsØ fundamental~noe sootnoxenie dlØ gankelevyh operatorov:

σΓ_φ = Γ_φS.

Teper~ rassmotrim v prØmoæ summe H^2_−(H) ⊕ H^2(H) = L^2(H) operator Pellera (sm. [6]; nezavisimo takie operatory rassmatrivali FoØx i Villiams, sm. [2]): T = T_φ ( σ Γ_φ 0 S ) . Privedem bolee detal~nu¸ formulirovku rezul~tata Piz~e.

Teorema Piz~e. Suwestvu¸t polinomial~no ograniqennye ope-

ratory vida T_φ, ne podobnye sßati¸.

V primere Piz~e prostranstvo H beskoneqnomerno, i ffto suwestvenno — sm. [1].

Seæqas my ukaßem nekoe uslovie, dostatoqnoe dlØ polinomial~noæ ograniqennosti operatorov vida T_φ. Pozße my uvidim, qto sredi operatorov, udovletvorØ¸wih fftomu uslovi¸, est~ nepodobnye sßati¸.

Oboznaqim qerez M_g operator umnoßeniØ na (skalØrnu¸) analitiqesku¸ funkci¸ g (on deæstvuet v H^2(H)). Neposredstvennym sqetom s ispol~zovaniem fundamental~nogo sootnoxeniØ dlØ gankelevyh operatorov proverØetsØ, qto

T^n_φ = ( σ^n nΓ_φS^{n−1} 0 S^n ) , n ¿ 1, otkuda

p(T_φ) = ( p(σ) Γ_φM_p0 0 p(S) ) , p ∈ P_A. Takim obrazom, operator T_φ polinomial~no ograniqen togda i tol~ko togda, kogda

‖Γ_φM_p0 ‖ 6 C sup_{|z|} 61^{|p(z)|, p ∈ PA.}

86 S. V. KISL˚KOV

Teorema 2. Pust~ {Xn} – posledovatel~nost~ operatorov v

B(H), udovletvorØ¸waØ uslovi¸ ‖ ∑ α_jX_j ‖_{B(H)} 6 C ( ∑ |α_j|^2 )_{1/2} , α_j ∈ C . (10)

Pust~, dalee, qislovaØ posledovatel~nost~ {a_k} udovletvorØet uslovi¸ (4), a funkciØ φ : T→ B(H) zadana formuloæ φ(z) = ∑ j¿1^j

−1a_j X_jz̄^j. (11)

Togda ‖Γ_φM_p0‖ 6 C‖p‖_∞, p ∈ P_A, t.e. operator T_φ polinomial~no ograniqen.

Dokazatel~stvo. Pust~ g – H-znaqnyæ analitiqeskiæ polinom,

i pust~ p ∈ P_A. Togda

Γ_φM_p0g = P_−(φp^′g) = P_− ( ∑ j¿1^j

−1a_jz̄^j p^′(z)X_j (g(z)) ) = P−^{[ ∑}_{j¿1} j^{−1}ajP−^(z̄^j p^′(z)^)Xj (g(z))^].^{(12)}

V silu teoremy 1 (sm. neravenstvo (5)), ‖ ∑ j¿1^{ej j} −1a_jP_−(z̄^j p^′(z))‖_{BMO(l}2_) 6 c‖p‖_{BMO} 6 c‖p‖_∞

(kak i v (5), {e_j } – orty prostranstva l^2).

Pribegnem k dvoæstvennosti meßdu H^1 i BMO(kotoraØ, razumeetsØ, sohranØetsØ i v l^2-znaqnoæ situacii). Sleva v poslednem neravenstve pod znakom normy stoit funkciØ iz BMO_−(l^2) =

BMO(l^2) ∩ H^2_−(l^2). V silu upomØnutoæ dvoæstvennosti prostran-

stvo BMO_−(l^2) otoßdestvlØetsØ s faktorprostranstvom

L^∞(l^2)/H^∞(l^2). Sledovatel~no, naædutsØ takie analitiqeskie

funkcii h_j , j ¿ 1, qto sup_{|z|} 61 ( ∑ j¿1^{|j} −1a_j P_− ( z̄^j p^′(z) ) + h_j (z)|^2 )_{1/2} 6 C‖p‖∞. (13) Pust~ G_j(z) = j^{−1}a_j P_− ( z̄^j p^′(z) ) + h_j (z) – funkcii, stoØwie pod

znakom modulØ v (13). Poskol~ku funkcii h_j analitiqny, my

OPERATORY, (NE)PODOBNYE SȷATIı 87 moßem perepisat~ (12) v vide

Γ_φ(M_p0 g) = P_− [ ∑ j¿1^{Gj(z)Xj (g(z))} ] . S drugoæ storony, v silu (10)i (13), pri fiksirovannom z imeem ‖ ∑ j¿1^{Gj(z)Xj (g(z))‖H} 6 ‖^∑_{j¿1} Gj(z)Xj ‖B(H)‖g(z)‖H 6 C‖p‖∞‖g(z)‖H , otkuda vytekaet utverßdenie teoremy 2. •

3. Plan dal~neæxego izloßeniØ

Sredi operatorov T_φ, figuriru¸wih v teoreme 2, my hotim naæti operatory, ne podobnye sßati¸. Kak vybrat~ posledovatel~nost~ {X_n}? Vvidu [1] dovol~no Øsno, qto operatory X_n ne dolßny kommutirovat~. Piz~e predloßil rassmotret~ posledovatel~nost~ {X_n}, udovletvorØ¸wu¸ kanoniqeskim antikommutacionnym sootnoxeniØm

X_nX_k + X_kX_n = 0, X_nX^∗_k + X^∗_k X_n = δ_{nk}I, 1 6 n, k < ∞. (14) Horoxo izvestno, qto takaØ posledovatel~nost~ suwestvuet (i daße edinstvenna v nekotorom smysle); my privedem dokazatel~- stvo v p. 6. Proverim, qto iz (14) vytekaet (10).

Lemma 1. Esli vypolneny usloviØ (14), to ‖^∑ αiXi‖ =^{(∑} |αi|^{2)1/2}

dlØ l¸byh kompleksnyh skalØrov α_i.

Dokazatel~stvo. Pust~ V =^∑ αiXi. Togda V^2 = 0 i V^∗V +V V^∗ = ( ∑ |α_i|^2 ) I. Dalee, ‖V^∗V V^∗V ‖ = ‖V ‖^4, no V^∗V^∗V V = 0, pofftomu

‖V ‖^4 = ‖V^∗(V V^∗)V + V^∗(V^∗V )V ‖ = ‖V^∗ [( ∑ |α_i|^2I )] V ‖ = ( ∑ |α_i|^2 ) ‖V ‖^2. •

88 S. V. KISL˚KOV

Teorema 3. Esli operatory Xn udovletvorØ¸t sootnoxeniØm

(14), funkciØ φ opredelena formuloæ (11), a rØd ∑ j¿1^{|aj|} 2 rashoditsØ, to operator T_φ ne podoben sßati¸.

Ots¸da vytekaet teorema Piz~e, poskol~ku uslovie (4) ne vleqet shodimosti rØda ∑ j¿1^{|aj|} 2. V dokazatel~stve teoremy 3 bol~xu¸ rol~ budet igrat~ ponØtie polnoæ ograniqennosti (sm. p. 0). Vo-pervyh, my dokaßem “polovinu” teoremy Paul~sena.

Predloßenie 1. Esli operator V ∈ B(H) podoben sßati¸, to

otobraßenie p → p(V ), p ∈ C_A, vpolne ograniqeno.

Esli ffto predloßenie uße izvestno, voz~mem operator T_φ iz teoremy 3 i l¸bye vektory x, y ∈ H. Legko proverØetsØ formula ( p(T_φ) ( 0 1I · x ) , ( z̄y 0 )) = ( Γ_φ(p^′ · x), z̄y )

= ∑ j¿1^j −1a_j ( X_j (x), y ) ∫ T P−^(z̄^j p^′(z)^)z dm = ( ∑ j¿1^{ajp̂(j)Xj (x), y} ) , p ∈ P_A. Znaqit, esli operator T_φ podoben sßati¸, i, stalo byt~, otobraßenie p → p(T_φ) vpolne ograniqeno, to vpolne ograniqeno i otobraßenie u, zadavaemoe ravenstvom u(p) = ∑ j¿1^{ajp̂(j)Xj , p ∈ CA.} (15)

Vse rexaetsØ sledu¸wim utverßdeniem.

Predloßenie 2. Esli^∑ |aj|^2 = ∞, to otobraßenie (15) ne ØvlØ-

etsØ vpolne ograniqennym.

DlØ dokazatel~stva predloßeniæ 1 i 2 i postroeniØ operatorov, udovletvorØ¸wih uslovi¸ (14), nußna minimal~naØ informaciØ o C^∗-algebrah.

OPERATORY, (NE)PODOBNYE SȷATIı 89 4. Otstuplenie: C^∗-algebry

Napomnim, qto C^∗-algebra opredelØetsØ libo kak banahova algebra s invol¸cieæ x → x^∗, v kotoroæ vypolneno toßdestvo

‖xx^∗‖ = ‖x‖^2, libo kak zamknutaØ samosoprØßennaØ podalgebra

v B(H) (ffti opredeleniØ ffkvivalentny), i qto algebraiqeskiæ (∗)-izomorfizm meßdu dvumØ C^∗-algebrami ØvlØetsØ izometrieæ. Nam ponadobitsØ ewe ponØtie tenzornogo proizvedeniØ C^∗- algebr.

Esli H_1 i H_2 – gil~bertovy prostranstva, to qerez H_1 ⊗ H_2 oboznaqaetsØ mnoßestvo C^a_2 (H_1, H_2) vseh antilineænyh (Aλx =

λ̄Ax) operatorov Gil~berta–Xmidta iz H_1 v H_2; skalØrnoe

proizvedenie v C^a_2 (H_1, H_2) opredelØetsØ formuloæ (A, B) =

trace(AB^∗). (DlØ antilineænogo operatora B soprØßennyæ B^∗

opredelØetsØ formuloæ (Bx, y) = (B^∗y, x); pri fftom operator B^∗ antilineen, odnako otobraßenie B → B^∗ lineæno i t.d.).

Esli x ∈ H_1, y ∈ H_2, to qerez x ⊗ y oboznaqaetsØ operator

(x, ·)y ∈ C^a_2 (H_1, H_2) = H_1 ⊗ H_2.

Pust~ A_1 i A_2 – dve C^∗-algebry. Realizuem ih kak zamknutye samosoprØßennye podalgebry v B(H_1) i B(H_2). Esli u ∈ A_1, v ∈

A_2, to opredelim operator u ⊗ v na H_1 ⊗ H_2 ravenstvom (u ⊗ v)(x ⊗ y) = ux ⊗ vy, x ∈ H_1, y ∈ H_2, ili, ffkvivalentno,

(u ⊗ v)T = vT u^∗, T ∈ C^a_2 (H_1, H_2)

(iz poslednego ravenstva vytekaet korrektnost~ pervonaqal~nogo opredeleniØ). Legko proverit~, qto u^∗ ⊗ v^∗ = (u ⊗ v)^∗. Qerez

A_1 ⊗ A_2 my oboznaqim C^∗-podalgebru v B(H_1 ⊗ H_2), poroßdennu¸

vsemi operatorami vida u ⊗ v, u ∈ A_1, v ∈ A_2.

Legko videt~, qto izomorfnyæ tip postroennoæ C^∗-algebry v deæstvitel~nosti ne zavisit ot konkretnoæ realizacii algebr

A_1 i A_2 algebrami operatorov. Posmotrim, poqemu ffto tak, esli A_1 = B(C^n ) = M_n – algebra vseh matric porØdka n (inye sluqai

nam ne ponadobØtsØ, odnako obwee utverßdenie leßit lix~ v odnom xage ot fftogo). Pust~ F i G – dve konkretnye realizacii algebry A_2. Kak lineænye prostranstva, M_n ⊗ F i M_n ⊗ G predstavlØ¸t soboæ prØmye summy odinakovogo qisla kopiæ algebr F i G, a pokomponentnoe otobraßenie M_n ⊗ F → M_n ⊗ G budet,

90 S. V. KISL˚KOV oqevidno, algebraiqeskim (∗)-izomorfizmom. Znaqit, ono budet i izometrieæ.

5. Pereformulirovka usloviØ polnoæ ograniqennosti Lemma 2. Otobraßenie T : CA → B(H) ØvlØetsØ vpolne ograni-

qennym togda i tol~ko togda, kogda dlØ l¸byh k i n l¸bogo nabora B_0, . . . , B_k skalØrnyh matric razmera n × n vypolnØetsØ neravenstvo ‖ ∑ 06s6k^{Bs ⊗ T (z} s)‖_{Mn⊗B(H)} 6 C sup_{|z|} 61^‖ ∑ 06s6k^{Bsz} s‖_{Mn} . (16) Dokazatel~stvo. Zapixem uslovie polnoæ ograniqennosti v

forme (3): ( ∑ i ‖ ∑ j T (f_{ij} )x_j‖^2

)_{1/2} 6 C ( ∑ j ‖x_j‖^2 )_{1/2} sup_z ‖{f_{ij}(z)}‖_{Mn} , gde F = {f_{ij}}_16_{i,j}6_n – matrica analitiqeskih polinomov. SvØßem ee s matricami B_s iz usloviØ lemmy formuloæ

F (z) = ∑ 06s6k^{Bsz} s. Pust~ {e_j } – bazisnye orty prostranstva C^n , i pust~ u : C → H – antilineænyæ operator (Gil~berta–Xmidta), perevodØwiæ e_j v x_j , 1 6 j 6 n. Zapisav B_s = {b^{(s)}_{ij} }_16_{i,j}6_n, naædem ∑ j T (f_{ij} )x_j = ∑ s ∑ j b^{(s)}_{ij} T (z^s)x_j = ∑ s T (z^s) [ u ( ∑ j b^{(s)}_{ij} e_j )] = ∑ s T (z^s) [ uB^∗_s e_i ]

(matrica B_s obyqnym obrazom otoßdestvlØetsØ s operatorom v

C^n ). Pofftomu neravenstvo (3), vosproizvedennoe vyxe, ffkviva-

lentno neravenstvu ‖ ∑ s T (z^s)uB^∗_s ‖_Ca_{2 (}Cn_{,H)} 6 const ‖u‖_Ca_{2 (}Cn_{,H)} sup_{|z|} 61^{‖{fij(z)}‖Mn .} Var~iruØ vektory x_j, operator u moßno sdelat~ proizvol~nym. Pofftomu poslednee neravenstvo perepisyvaetsØ v forme (16). •

OPERATORY, (NE)PODOBNYE SȷATIı 91

Dokazatel~stvo predloßeniØ 1. Moßno sqitat~, qto V – sßa-

tie. Postroim unitarnu¸ dilataci¸ (sm., naprimer, [5]) dlØ V , t.e. unitarnyæ operator U v nekotorom gil~bertovom prostranstve H ⊃ H, takoæ qto f(V ) = P f(U ) | |_H , f ∈ P_A (P : H → H – ortogonal~nyæ proektor). Snova zapixem opredeleniØ polnoæ ograniqennosti otobraßeniØ f → f(V ) v forme (3): ( ∑ i ‖P ( ∑ j f_{ij} (U )x_j ) ‖^2 )_{1/2} 6 C^{( ∑}_j ‖x‖^{2)1/2} sup_{z∈D} ‖{fij(z)}‖M_n , x_j ∈ H, f_{ij} ∈ P_A. Ots¸da vidno, qto dostatoqno proverit~ polnu¸ ograniqennost~ otobraßeniØ f → f(U ) (C_a → B(H)). Na fftot raz zapixem nußnoe neravenstvo v vide (16): ‖ ∑ 06s6k^{Bs ⊗ U} k‖_{Mn⊗B(H)} 6 C sup_{|z|} 61^‖ ∑ 06s6k^{Bsz} s‖_{Mn} , gde B_s – skalØrnye matricy razmera n × n, n = 1, 2, . . .,

k = 0, 1, . . .. Norma sleva v deæstvitel~nosti opredelØetsØ C^∗-algebroæ, poroßdennoæ operatorom U . �ta algebra oto-

ßdestvlØetsØ s C(spec U ) (a sam operator U pri takom otoßdestvlenii perehodit v funkci¸ z). Znaqit, norma sleva est~ ‖ ∑ 06s6k^{Bs ⊗ z} s‖_{Mn⊗C(spec U)} = sup_{z∈spec U} ‖ ∑ s B_sz̄^s‖_{Mn} , qto, razumeetsØ, ne prevoshodit pravoæ qasti. •

6. Kanoniqeskie antikommutacionnye sootnoxeniØ Lemma 3. V prostranstve C^{2n} suwestvu¸t n operatorov X1, . . . ,

X_n (matric 2^n × 2^n), udovletvorØ¸wih sootnoxeniØm (14).

Dokazatel~stvo. IndukciØ po n. Pri n = 1 nado udovletvorit~

lix~ dvum sootnoxeniØm: X^2_1 = 0, X_1X^∗_1 + X^∗_1 X_1 = I. GoditsØ (naprimer) matrica X_1 =

(_{0 1} 0 0 ) .

92 S. V. KISL˚KOV

Predpoloßim, qto postroeny matricy X_1, . . . , X_n razmera

2^n × 2^n, udovletvorØ¸wie sootnoxeniØm (14) i ime¸wie struk-

turu

(_{0 α} β 0 ) , gde α, β – matricy razmera 2^{n−1} × 2^{n−1}. My hotim dobit~sØ togo ße v razmernosti 2^{n+1}. Preßde vsego, rassmotrim sledu¸wie n matric razmera 2^{n+1} × 2^{n+1}: ~X_j = ( 0 X_j X_j 0 ) , 1 6 j 6 n. Oni ime¸t nußnu¸ strukturu, i legko proverit~, qto sootnoxeniØ (14) dlØ nih sohranØ¸tsØ. Dobavim k nim matricu

~X_{n+1} =

(_{0 A} B 0 ) , gde A = ( I 0 0 0 ) , B = ( 0 0 0 −I )

(vse bloki v A i B ime¸t razmer 2^{n−1} × 2^{n−1}). Proverim ostavxiesØ sootnoxeniØ. Preßde vsego,

~X^2_{n+1} = ( AB 0 0 BA ) = 0,

~X^∗_{n+1} ~X_{n+1} + ~X_{n+1} ~X^∗_{n+1} = ( B^∗B 0 0 A^∗A ) + ( AA^∗ 0 0 BB^∗ ) = I. Dalee, pri j 6 n imeem

~X_j ~X_{n+1} = ( X_j B 0

0 X_j A ) , ~X_{n+1} ~X_j = ( AX_j 0 0 BX_j ) . Iz togo, qto matrica X_j sama imeet vid

(_{0 α} β 0 ) (bloki razmera

2^{n−1} × 2^{n−1}), legko usmotret~, qto X_j B = −AX_j , X_j A = −BX_j ,

tak qto ~X_j ~X_{n+1} + ~X_{n+1} ~X_j = 0, j 6 n. Analogiqno proverØ¸tsØ i ravenstva ~X^∗_j ~X_{n+1} + ~X_{n+1} ~X^∗_j = 0, j 6 n. •

L¸bopytno otmetit~, qto vse postroennye matricy vewestvenny.

Lemma 4. Pust~ (X1, . . . , Xn) i (X^′_1, . . . , X^′_n) – dva nabora opera-

torov, udovletvorØ¸wih sootnoxeniØm (14). Pust~ A_n i A^′ – C^∗- algebry, poroßdennye fftimi naborami. Togda suwestvuet algebraiqeskiæ (∗)-izomorfizm (stalo byt~, i izometriØ) algebry A_n na A^′_n, perevodØwiæ X_j v X^′_j , 1 6 j 6 n.

OPERATORY, (NE)PODOBNYE SȷATIı 93

Dokazatel~stvo. Pust~ K0 = {I}. Opredelim po indukcii

K_j = K_{j−1} ∪ K_{j−1}X_j ∪ X^∗_j K_{j−1} ∪ X^∗_j K_{j−1}X_j , j ¿ 1.

Vse ffti mnoßestva koneqny, i legko videt~, qto A_n est~ lineænaØ oboloqka mnoßestva K_n.

Utverßdenie. Mnoßestvo Kn lineæno nezavisimo.

Esli ffto dokazano, to rassmotrim tablicu umnoßeniØ v bazise K_n: razloßim proizvedenie l¸byh dvuh bazisnyh fflementov snova po fftomu bazisu. Analogiqno postupim s operacieæ soprØßeniØ. Netrudno ponØt~, qto kofffficienty v fftih tablicah moßno vyqislit~, osnovyvaØs~ iskl¸qitel~no na sootnoxeni- Øh (14), a ne na konkretnoæ prirode operatorov {X_j }; inymi slovami, analogiqnye postroeniØ s operatorami X^′_j privedut k tablicam s temi ße kofffficientami. �to dokazyvaet lemmu 4.

Dokazatel~stvo utverßdeniØ.

Sublemma. Esli j1, . . . , js – poparno razliqnye indeksy, to

X_{j1} X_{j2} . . . X_{js} ≠ 0.

Deæstvitel~no, oboznaqim Z = X_{j2} . . . X_{js} . Esli X_{j1} Z = 0, to

X^∗_{j1} X_{j1} Z = 0, X_{j1} X^∗_{j1} Z = ±X_{j1} ZX^∗_j = 0, otkuda Z = (X_{j1} X^∗_{j1} + X^∗_{j1} X_{j1} )Z = 0, i t.d.

Udobno proverØt~ po indukcii sledu¸wee svoæstvo, bolee sil~noe, qem nußnoe nam utverßdenie: esli 0 6 l < j_1 < . . . < j_s, to mnoßestvo X^∗_{js} . . . X^∗_{j1} K_lX_{j1} . . . X_{js} lineæno nezavisimo.

Baza (l = 0) vytekaet iz sublemmy.

Predpoloßim, qto my proverili ukazannoe svoæstvo pri nekotorom l. Pust~ l + 1 < j_1 < . . . < j_s. Oboznaqim Y = X_{j1} . . . X_{js} . Pust~ vektory x_0, x_1, x_2, x_3 – lineænye kombinacii vektorov nabora K_l; predpoloßim, qto

Y^∗x_0Y + Y^∗x_1X_{l+1}Y + Y^∗X^∗_{l+1}x_2Y + Y^∗X^∗_{l+1}x_3X_{l+1}Y^∗ = 0.

Nado dokazat~, qto x_0 = x_1 = x_2 = x_3 = 0.

Tak kak Y X_{l+1} = ±X_{l+1}Y i X^∗_{l+1}Y^∗ = ±Y^∗X^∗_{l+1} , to, umnoßiv sprava na X_{l+1} i sleva na X^∗_{l+1}, poluqaem

Y^∗X^∗_{l+1}x_0X_{l+1} Y = 0,

94 S. V. KISL˚KOV otkuda x_0 = 0 po indukcionnomu predpoloßeni¸. UqtØ ffto v ishodnom ravenstve i umnoßiv sleva na X^∗_{l+1}, poluqim

Y^∗X^∗_{l+1}x_1X_{l+1} Y = 0,

otkuda x_1 = 0, i t.d.

Teper~, qtoby postroit~ beskoneqnu¸ posledovatel~nost~ operatorov, udovletvorØ¸wih usloviØm (14), dostatoqno rassmotret~ estestvennye izometriqeskie vloßeniØ

A_1 ⊂ A_2 ⊂ A_3 ⊂ . . . .

Induktivnyæ predel (popolnenie ob¨edineniØ) fftoæ posledovatel~nosti budet C^∗-algebroæ, kotoru¸ moßno realizovat~ kak algebru operatorov, i t.d. •

7. Dokazatel~stvo predloßeniØ 2

�to — poslednee, qto nam ostalos~. Pust~ operatory X_j udovletvorØ¸t sootnoxeniØm (14), ∑ |a_j|^2 = ∞; predpoloßim, qto

otobraßenie (15) vpolne ograniqeno. Po lemme 2, dlØ l¸byh skalØrnyh matric B_0, . . . , B_k razmera (skaßem) 2^k × 2^k vypolnØetsØ neravenstvo ‖ ∑ 06s6k^{Bs ⊗ u(z} s)‖_{M2k ⊗B(H)} 6 c sup_{|z|} 61^‖ ∑ 06s6k^{Bsz} s‖_{M2k} . Poskol~ku u(z^s) = a_sX_s, norma sleva opredelØetsØ C^∗-algebroæ, poroßdennoæ operatorami X_1, . . . , X_k. My realizuem ffti operatory matricami razmera 2^k × 2^k, kak v p. 6; poloßim ewe

B_s = ā_sX̄_s (nad X_s kompleksnoe soprØßenie moßno bylo by ne

pisat~ vvidu vewestvennosti postroennyh matric). Itak, poluqaem, ispol~zuØ ewe lemmu 1: ‖ ∑ 06s6k ( ā_sX̄_s ) ⊗ ( a_sX_s ) ‖_{M2k ⊗M2k} 6 C sup_{|z|} 61^‖ ∑ 06s6k^{ās} X̄_sz^s‖_{M2k} 6 C^{( ∑}_{06s6k} |as|^{2)1/2}. UqityvaØ, qto l¸boæ antilineænyæ operator iz C^n v C^n zadaetsØ nekotoroæ matriceæ u po formule x → ux̄, vidim, qto

OPERATORY, (NE)PODOBNYE SȷATIı 95 veliqina, stoØwaØ sleva, est~ sup { ‖ ∑ 06s6k^{|as|} 2X_suX^∗_s ‖_{C2} : u ∈ M_2k , ‖u‖_{C2} 6 1 }

= sup { |trace ∑ 06s6k^{|as|} 2X_suX^∗_s v| : u, v ∈ M_2k , ‖u‖_{C2}, ‖v‖_{C2} 6 1 } . Poloßim u = v = 2^{−k/2}I, togda trace(X_suX^∗_s v) = 2^{−k}trace X_sX^∗_s =

2^{−k−1}trace(X_sX^∗_s + X^∗_s X_s) = 2^{−1}, tak qto, okonqatel~no, poluqaem ∑ 06s6k^{|as|} 2 6 C^{( ∑}_{06s6k} |as|^{2)1/2}, otkuda ∑ s |a_s|^2 < ∞. • Literatura

1. A. B. Aleksandrov, V. V. Peller, Hankel operators and similarity to a contraction.

— Intern. Math. Research Notices, No. 9 (1996), 263–275.

2. J. F. Carlson, D. N. Clark, C. Foias, J. P. Williams, Projective Hilbert

A(D)-modules. — New York J. Math. 1 (1994), 26–38.

3. K. R. Davidson, V. Paulsen, Polynomially bounded operators. — J. Reine U.

Angew. Math., to appear.

4. J. Garcia-Cuerva, J. L. Rubio de Francia, Weighted norm inequalities and related topics. North. Holland, Amsterdam, 1985.

5. N. Nikol’skii, Treatise on the shift operator. Springer-Verlag, Berlin, 1986. 6. V. V. Peller, Estimates of functions of power bounded operators on Hilbert space.

— J. Oper. Theory 7 (1982), 341–372.

7. G. Pisier, Un opérateur polynomialement borné sur un Hilbert qui n’est pas semblable á une contraction. — C. R. Acad. Sci. Paris 323 (1996), 547–550.

8. G. Pisier, A polynomially bounded operator on Hilbert space which is not similar to a contraction. — J. Amer. Math. Soc., to appear.

9. G. Pisier, Similarity problems and completely bounded maps. — Lecture Notes Math. 1618 (1995).

Kislyakov S. V. Operators (not) similar to a contraction: Pisier’s counterexample via singular integrals.

The main difference of this exposition of Pisier’s counterexample from the original one is that in the proof of the key inequality probabilistic considerations (like Brownian motion) are replaced by some standard facts from the theory of Calderon–Zygmund operators.

Postupilo 1 oktØbrØ 1996 g.

S.-Peterburgskoe otdelenie Matematiqeskogo instituta im. V. A. Steklova RAN