V. V. Kapustin HARAKTERISTIQESKIE FUNKCII I IH FAKTORIZACII

V fftoæ zametke my daem novoe opredelenie harakteristiqeskoæ funkcii Θ sßatiØ v gil~bertovom prostranstve. Θ rassmatrivaetsØ kak funkciØ, znaqeniØ kotoroæ – operatory, deæstvu¸wie v tom ße samom prostranstve, snabßennom vesami. My ustanavlivaem nekotorye formuly, svØzyva¸wie naxe opredelenie s klassiqeskim opredeleniem i opredeleniem, ispol~zuemym v “beskoordinatnom” variante teorii funkcional~noæ modeli. Ispol~zuØ naxe novoe opredelenie, my daem novu¸ interpretaci¸ faktorizacii harakteristiqeskoæ funkcii, sootvetstvu¸weæ invariantnomu podprostranstvu.

Harakteristiqeskie funkcii sßatiæ 1. Naqnem s klassiqeskogo opredeleniØ harakteristiqeskoæ

funkcii sßatiØ. Pust~ T – sßatie v gil~bertovom prostranstve H. Predpoloßim, qto T – vpolne neunitarno, t.e. ne suwestvuet nenulevogo podprostranstva, privodØwego T , na kotorom T deæstvuet kak unitarnyæ operator. Opredelim D = (I − T^∗T )^{1/2},

D_∗ = (I − T T^∗)^{1/2}, D = clos range D, D_∗ = clos range D_∗. HarakteristiqeskaØ funkciØ θ – ffto funkciØ, znaqeniØ kotoroæ – operatory iz D v D_∗, θ(λ)d = ( −T + λD_∗(I − λT^∗)^{−1}D ) d, d ∈ D. (1) V [1] sobrana osnovnaØ informaciØ o harakteristiqeskih funkciØh. Horoxo izvestno, qto funkciØ θ – sßima¸waØ, t.e. ‖θ(λ)‖ 6 1 dlØ vseh λ, |λ| < 1. My pixem θ ∈ H^∞(D → D_∗).

Esli Ω – analitiqeskaØ operatornoznaqnaØ funkciØ, to my govorim, qto vse funkcii vida τ_∗Ωτ^∗, gde τ , τ_∗ – unitarnye operatory, sovpada¸t s Ω. Esli ‖Ω‖_∞ 6 1, to Ω moßet byt~ predstavlena kak Ω = Ω_u⊕Ω_p, gde Ω_u – unitarnaØ konstanta, a Ω_p – qistaØ funkciØ, t.e. ‖Ω_p(0)e‖ < ‖e‖ dlØ vseh e ≠ 0. Vse sßima¸wie

Rabota qastiqno podderßana RFFI, grant 95-01-00482. 71

72 V. V. KAPUSTIN operatornoznaqnye funkcii, qistye qasti kotoryh sovpada¸t s θ, takße budut nazyvat~sØ harakteristiqeskimi funkciØmi T .

2. Pust~ W ¿ 0 – neotricatel~nyæ operator v H. Opredelim

novoe skalØrnoe proizvedenie v H: < ·, · >_W = (W ·, ·). (2) Qerez H_W budem oboznaqat~ zamykanie faktor-prostranstva

H/ ker W otnositel~no normy, sootvetstvu¸weæ skalØrnomu pro-

izvedeni¸ < ·, · >_W .

Teper~ opredelim funkci¸ Θ, Θ(λ) : H_{I−T} �_T → H_{I−T T} � ;

Θ(λ) = (I − λT^∗)^{−1}(λ − T ). (3)

Lemma 1. FunkciØ Θ sovpadaet s harakteristiqeskoæ funkcieæ

θ sßatiØ T .

Dokazatel~stvo. Vvedem operatory τ : HI−T �T → D, τ h = Dh,

i τ_∗ : H_{I−T T} � → D_∗, τ_∗h = D_∗h. Oqevidno, τ , τ_∗ – unitarnye operatory. Utverßdenie lemmy sleduet iz horoxo izvestnogo sootnoxeniØ θ(λ)τ = τ_∗Θ(λ), kotoroe legko moßet byt~ provere- no. 3. Po opredeleni¸, blußda¸wee prostranstvo izometriqeskogo

operatora est~ ortogonal~noe dopolnenie ego obraza.

L¸boe sßatie imeet izometriqesku¸ dilataci¸. IzometriØ

U_+ , deæstvu¸waØ v prostranstve, soderßawem H, est~ izome-

triqeskaØ dilataciØ sßatiØ T , esli ortononal~noe dopolnenie G prostranstva H invariantno otnositel~no U_+ . Blußda¸wie podprostranstva operatorov U_+ i U_+ |_G budut oboznaqat~sØ sootvetstvenno E_∗ i E.

Nam nußny nekotorye formuly, zaimstvovannye iz “beskoordinatnogo” varianta teorii funkcional~noæ modeli [2]. Vvedem izometriqeskie vloßeniØ π i π_∗ prostranstv vektornoznaqnyh funkciæ H^2(E) i H^2(E_∗) v H ⊕ G: π ∑ k¿0^z ke_k = ∑ k¿0^U k + e_k, e_k ∈ E, π_∗ ∑ k¿0^z ke_{∗k} = ∑ k¿0^U k + e_{∗k}, e_{∗k} ∈ E_∗.

HARAKTERISTIQESKIE FUNKCII 73 Togda U_+ π = πz, U_+ π_∗ = π_∗z. DlØ operatora S = π^∗π imeem

zS = Sz. �to oznaqaet , qto S – operator umnoßeniØ na opera-

tornoznaqnu¸ funkci¸ iz H^∞(E → E_∗), kotoraØ budet oboznaqat~sØ toæ ße samoæ bukvoæ S. DlØ |λ| < 1 estestvennym obrazom opredelØ¸tsØ operatory S(λ).

Lemma 2. S – harakteristiqeskaØ funkciØ T .

Dokazatel~stvo. Opredelim izometriqeskie operatory α i α∗:

α : H_{I−T} �_T → E, αh = P_EU_+ h = (U_+ −T )h; α_∗ : H_{I−T T} � → E_∗, α_∗h = P_{E�} h = (I − U_+ T^∗)h (zdes~ P_E, P_{E�} oboznaqa¸t ortogonal~nye

proekcii na E, E_∗ sootvetstvenno). Imeet mesto

Sublemma 3. S(λ)α = α∗Θ(λ).

Drugimi slovami, v sublemme utverßdaetsØ, qto sledu¸waØ diagramma kommutativna. H_{I−T} �_T^α−−−−→ E Θ(λ) S(λ) H_{I−T T} �^{α�}−−−−→ E_∗ Dokazatel~stvo sublemmy 3. DlØ h ∈ H imeem:

α_∗Θ(λ)h − αh = (I − U_+ T^∗)(I − λT^∗)^{−1}(λ − T )h − (U_+ − T )h = (I − U_+ T^∗)(I − λT^∗)^{−1}(λ − T )h − (λ − T )h + (λ − U_+)h = (λT^∗ − U_+ T^∗)(I − λT^∗)^{−1}(λ − T )h + (λ − U_+)h = (λ − U_+ )(I − λT^∗)^{−1}(I − T^∗T )h = (λ − U_+ )f,

gde f = (I − λT^∗)^{−1}(I − T^∗T )h. Tak kak f ∈ H ⊕ G, poluqaem

[π^∗(λ − U_+ )f](λ) = [(λ − z)(π^∗f)](λ) = 0. Sledovatel~no, S(λ)αh = [π^∗αh](λ) = [π^∗(αh + (λ − U_+ )f)](λ) = [π^∗α_∗Θ(λ)h](λ) = α_∗Θ(λ)h.

Dokazatel~stvo sublemmy zakonqeno.

Esli U_+ – minimal~naØ dilataciØ, to operatory α i α_∗ unitarny. �to znaqit, qto funkcii Θ i S sovpada¸t. Esli U_+ – ne minimal~naØ dilataciØ, to, analogiqnym obrazom, qistaØ qast~ S sovpadaet s Θ. Ortogonal~noe dopolnenie podprostranstva

74 V. V. KAPUSTIN minimal~noæ izometriqeskoæ dilatacii H ⊕ G – invariantnoe podprostranstvo operatora U_+ . Blußda¸wee podprostranstvo sußeniØ U_+ na ffto podprostranstvo soderßitsØ v E i E_∗ i ortogonal~no obrazam α i α_∗. Sledovatel~no, S(λ) deæstvuet na fftom podprostranstve kak toßdestvennyæ operator. Takim obrazom, (qistaØ qast~) S – harakteristiqeskaØ funkciØ T , i lemma dokazana.

Invariantnye podprostranstva

1. Teper~ predpoloßim, qto H1 – invariantnoe podprostran-

stvo T , i T imeet matricu ( T_1 X O T_2 ) otnositel~no razloßeniØ

H = H_1 ⊕ H_2. SleduØ [3], my oboznaqim blußda¸wee podpro-

stranstvo sußeniØ U_+ na H_1 ⊕ G bukvoæ F ; pus~ η – izometriqeskoe vloßenie H^2(F ) v H ⊕ G, η ∑ k¿0^z kf_k = ∑ k¿0^U k + f_k, f_k ∈ F.

Vvedem funkcii S_1 i S_2 takim ße obrazom, kak my opredelili vyxe funkci¸ S: S_1 = η^∗π, S_2 = π^∗η. Takie ße soobraßeniØ, kak my ispol~zovali v predyduwem paragrafe, privodØt k tomu, qto S_1 i S_2 – harakteristiqeskie funkcii operatorov T_1 i T_2 sootvetstvenno. V horoxo izvestnoæ teoreme o faktorizacii harakteristiqeskoæ funkcii (sm. napr. [1], §VII.1) utverßdaetsØ, qto S = S_2S_1.

2. Pust~ funkcii Θ1, Θ2 ime¸t dlØ operatorov T1, T2 takoæ ße

smysl, kak funkciØ Θ dlØ T . Imeem:

Θ(λ) = (I −λT^∗)^{−1}(λ−T ) = ( I −λT^∗_1 O −λX^∗ I −λT^∗_2 )_{−1} ( λ−T_1 −X O λ−T_2 ) = ( (I −λT^∗_1 )^{−1} O (I −λT^∗_2 )^{−1}λX^∗(I −λT^∗_1 )^{−1} (I −λT^∗_2 )^{−1} ) ( λ−T_1 −X O λ−T_2 ) =

HARAKTERISTIQESKIE FUNKCII 75 ( Θ_1(λ) −(I −λT^∗_1 )^{−1}X (I −λT^∗_2 )^{−1}λX^∗Θ_1(λ) Θ_2(λ)−(I −λT^∗_2 )^{−1}λX^∗(I −λT^∗_1 )^{−1}X ) = ( I O (I −λT^∗_2 )^{−1}λX^∗ Θ_2(λ) ) ( Θ_1(λ) −(I −λT^∗_1 )^{−1}X O I ) = ~Θ_2(λ) ~Θ_1 (λ). (4)

Cel~ fftogo razdela — pokazat~, qto v diagrammu Sublemmy 3 moßet byt~ vstavlena promeßutoqnaØ komponenta. Vvedem promeßutoqnyæ ves: W = ( I − T_1T^∗_1 X X^∗ I − T^∗_2 T_2 ) (5) i vloßeniØ β : H_W → F , βh = P_F (U_+ + I)h, h ∈ H. Rassmotim sledu¸wu¸ diagrammu. H_{I−T} �_T^α−−−−→ E e_{Θ1 (λ)} S1 (λ) H_W^β−−−−→ F e_{Θ2 (λ)} S2 (λ) H_{I−T T} �^{α�}−−−−→ E_∗ Teorema 4. (i) �ta diagramma kommutativna;

(ii) Operatory α, β, α_∗ – izometriqeskie. Esli U_+ – minimal~- naØ izometriqeskaØ dilataciØ, to oni unitarny; v fftom sluqae faktorizacii S = S_2S_1 i Θ = ~Θ_2 ~Θ_1 unitarno ffkvivalentny.

Dokazatel~stvo. Predpoloßim, qto izometriqeskaØ dilataciØ

minimal~na (v obwem sluqae prostranstvo izometriqeskoæ dilatacii raspadaetsØ v prØmu¸ summu prostranstva minimal~- noæ izometriqeskoæ dilatacii i ego ortogonal~nogo dopolneniØ; na vtoroæ komponente induciru¸tsØ ediniqnye operatory kak prØmye slagaemye v razloßeniØh operatorov S_1(λ), S_2(λ)). Operatory α i α_∗ unitarny; dokazatel~stvo takoe ße, kak i v Lemme 2.

76 V. V. KAPUSTIN

Teper~ predstavim nabrosok dokazatel~stva togo, qto diagramma kommutativna. Osnovnye idei — te ße samye, qto i v dokazatel~stve Sublemmy 3. Po opredeleni¸, β = P_F (U_+ + I)h. Legko pokazat~, qto esli h_1 ∈ H_1, to βh_1 = (I − U_+ T^∗_1 )h_1, i esli

h_2 ∈ H_2, to βh_2 = (U_+ − T_2)h_2. Neposredstvennym vyqisleniem

poluqaetsØ, qto dlØ h = h_1 ⊕ h_2 ∈ H = H_1 ⊕ H_2 imeem: β ~Θ_1 (λ)h =

(U_+ −T )h+(λ−U_+)f, gde f = (I −λT^∗_1 )^{−1}((I −T^∗_1 T_1)h_1 −T^∗_1 Xh_2) ∈ H_1.

Sledovatel~no, S_1(λ)αh = [η^∗(U_+ − T )h](λ) = [η^∗β ~Θ_1 (λ)h](λ) =

βΘ_1 (λ)h. Dokazatel~stvo sootnoxeniØ S_2(λ)β = α_∗ ~Θ_2(λ) moßet

byt~ poluqeno po analogiqnoæ sheme s ispol~zovaniem sootnoxeniØ α_∗ ~Θ_2(λ)h = βh + (λ − U_+)f, gde f = (I − λT^∗_2 )^{−1}(X^∗h_1 + (I −

T^∗_2 T_2)h_2) ∈ H_2.

Dokaßem, qto β – unitarnyæ operator. To, qto β – izometriØ, dokazyvaetsØ neposredstvenno. Drugoe dokazatel~stvo moßet byt~ poluqeno rassmotreniem unitarnoæ dilatacii T . Togda vopros svoditsØ k oqevidnomu sluqa¸ unitarnyh operatorov. OstaetsØ dokazat~, qto β imeet plotnyæ obraz. Voz~mem vektor f ∈ F , ortogonal~nyæ obrazu β. �to znaqit, qto dlØ l¸- bogo h = h_1 ⊕h_2 ∈ H = H_1 ⊕H_2 my imeem ((U_+ +I)h, f) = 0. Tak kak

(h_2, f) = (U_+ h_1, f) = 0, ffto perepisyvaetsØ kak (h_1 + U_+ h_2, f) = 0.

�to znaqit, qto f ortogonalen H_1 i U_+ H_2, poskol~ku h_1 i h_2 – proizvol~nye. Tak kak f ∈ H_1 ⊕ G i f ortogonalen H_1, poluqaem, qto f ∈ G. �to moßet sluqit~sØ tol~ko esli f ∈ E. To, qto vektor f ortogonalen U_+ H_2, oznaqaet, qto f ortogonalen U_+ H, i sledovatel~no, U^∗_+ f ortogonalen H. Znaqit f ∈ E_∗. No esli dilataciØ minimal~na, to pereseqenie E i E_∗ sostoit iz nulevogo vektora, otkuda f = 0, i tem samym β – unitarnyæ operator.

Takim obrazom, dokazatel~stvo Teoremy 4 zakonqeno.

ZameqaniØ. 1. Legko neposredstvenno proverit~, qto qistye qa-

sti ~Θ_1 i ~Θ_2 sovpada¸t s Θ_1 i Θ_2 sootvetstvenno.

2. AnalogiqnaØ konstrukciØ moßet byt~ postroena dlØ soprØßennyh operatorov. SvØz~ s ishodnoæ konstrukcieæ stanovitsØ Øsnoæ, esli my rassmotrim unitarnu¸ dilataci¸ U operatora T . Togda U otobraßaet blußda¸wee podprostranstvo, voznika¸wee v soprØßennom sluqae, v blußda¸wee prostranstvo v konstrukcii, opisannoæ vyxe.

3. Takße, formuly faktorizacii Θ i analogiqnye formuly, postroennye dlØ operatora T^∗, vzaimosvØzany. KaßuwaØsØ

HARAKTERISTIQESKIE FUNKCII 77 asimmetriØ v fftih formulah isqezaet, esli my vspomnim, qto imeem delo s vesovymi prostranstvami.

Nesßima¸wie operatory

My pokazali, qto harakteristiqeskaØ funkciØ Θ, vvedennaØ v fftoæ zametke, sovpadaet s obyqnoæ. Takim obrazom, my poluqili novu¸ interpretaci¸ harakteristiqeskoæ funkcii, kotoraØ pozvolØet napisat~ formuly, svØzannye s invariantnym podprostranstvom sßatiØ.

�to opredelenie moßet byt~ estestvenno rasxireno na nesßima¸wiæ sluqaæ. Privedem zdes~ osnovnye opredeleniØ dlØ nesßatiæ. Klassiqeskoe opredelenie harakteristiqeskoæ funkcii est~ sledu¸wee obobwenie formuly (1). Pust~ D = |I − T^∗T |^{1/2},

J = sign(I − T^∗T ), D_∗ = |I − T T^∗|^{1/2}, J_∗ = sign(I − T T^∗), D = clos range D, D_∗ = clos range D_∗. Esli 1/λ̄ ne prinadleßit spektru

T (v qastnosti, esli λ dostatoqno malo), to θ(λ) – operator iz D v D_∗, θ(λ)d = ( −T J + λD_∗(I − λT^∗)^{−1}D ) d, d ∈ D. Teper~ postroim analog funkcii Θ. Prostranstva H_{I−T} �_T ,

H_{I−T T} � opredelØ¸tsØ tak ße, kak vyxe, no teper~ oni ne gil~-

bertovy, a prostranstva Kreæna (v qem razliqie meßdu Θ i θ). Imenno, esli W – samosoprØßennyæ operator (neobØzatel~no neotricatel~nyæ), to, kak v (2), opredelim novoe skalØrnoe proizvedenie < ·, · >_W = (W ·, ·), kotoroe moßet byt~ neopredelennym (t.e. < x, x >_W moßet byt~ otricatel~nym). FunkciØ Θ opredelena toæ ße samoæ formuloæ (3): Θ(λ) = (I − λT^∗)^{−1}(λ − T ). Funkcii Θ i θ svØzany izvestnym sootnoxeniem D_∗Θ(λ) = θ(λ)DJ.

Promeßutoqnyæ ves i faktorizaciØ Θ = ~Θ_2 ~Θ_1, sootvetstvu¸- wie invariantnomu podprostranstvu, opredelØ¸tsØ formulami (4), (5). NadeemsØ, qto ffta interpretaciØ teoremy o faktorizacii harakteristiqeskoæ funkcii pomoßet ponØt~, qto proishodit v vyroßdennyh sluqaØh, naprimer, esli sußenie vpolne neunitarnogo operatora na invariantnoe podprostranstvo est~ unitarnyæ operator. Poslednee nevozmoßno, esli rassmatrivaemyæ operator – sßatie.

Literatura

1. B. S. Nad~, Q. Foæax, Garmoniqeskiæ analiz operatorov v gil~bertovom

78 V. V. KAPUSTIN

prostranstve. Mir, Moskva, 1970.

2. N. K. Nikolskiĭ, V. I. Vasyunin, A unified approach to function models, and the transcription problem. The Gohberg anniversary collection, vol. 2 (Calgary, 1988). Operator theory: Advances and Applications, vol. 41, Birkhäuser, Basel – Boston, 1989, pp. 405–434.

3. V. I. Vas¸nin, Dve klassiqeskie teoremy o modeli v beskoordinatnom izloßenii. — Zap. Nauqn. Semin. LOMI 178 (1989), 5–22. Kapustin V. V. Characteristic functions and their factorizations. A new definition of the characteristic function is introduced for contractions on Hilbert spaces. The relationship with the other definitions is established. A factorization formula corresponding to an invariant subspace is obtained.

Postupilo 1 noØbrØ 1996g.

S.-Peterburgskoe otdelenie Matematiqeskogo instituta im. V. A. Steklova RAN