A. O. Gohman INVARIANTY KLASSA CK KONEQNYH GRUPP KOKSTERA I IH PREDSTAVLENIE V TERMINAH ANIZOTROPNYH PROSTRANSTV

V stat~e izuqa¸tsØ funkcii f klassa C^k(R^n), invariantnye otnositel~no koneqnyh grupp W , poroßdennyh otraßeniØmi. VsØkaØ funkciØ f predstavima v vide funkcii F ot bazisnyh W -invariantnyh polinomov. Pri fftom nabl¸daetsØ ponißenie gladkosti F po sravneni¸ s f. DlØ opisaniØ gladkosti F v stat~e predlaga¸tsØ special~nye anizotropnye prostranstva, qto v sluqae klassiqeskih grupp Kokstera pozvolØet dat~ bolee toqnye ocenki padeniØ gladkosti, qem ffto vozmoßno v terminah tradicionnyh klassov C^k.

1. Vvedenie. Postanovka zadaqi

Pust~ W – deæstvu¸waØ v R^n koneqnaØ gruppa, poroßdennaØ otraßeniØmi. Izvestno, qto algebra W -invariantnyh polinomov koneqno poroßdena, priqem v kaqestve bazisa moßno ukazat~ nabor polinomov p(x) = (p_1(x), . . . , p_n(x)), gde p_i(x) odnorodny i algebraiqeski nezavisimy. Qisla k_i = deg p_i(x) oblada¸t rØdom zameqatel~nyh svoæstv. Vo-pervyh, k_1 · . . . · k_n = card W . Vo-vtoryh, k_1 + . . . + k_n = n + card R(W ), gde R(W ) – mnoßestvo vseh otraßeniæ, vhodØwih v gruppu W . PrinØto nazyvat~

h_W = max_16_i6_n k_i qislom Kokstera gruppy W . Pust~ λ_τ (x) – sootvet-

stvu¸waØ otraßeni¸ τ ∈ R(W ) lineænaØ forma, Ødrom kotoroæ ØvlØetsØ otraßa¸waØ giperploskost~ (zerkalo) H_τ , togda Økobian otobraßeniØ p : R^n → R^n, poroßdennogo bazisom p(x), raven

J_p(x) = c ∏ τ∈R(W ) λ_τ (x), gde c = const ≠ 0.

VsØkaØ gruppa W moßet byt~ predstavlena v vide prØmogo proizvedeniØ nerazloßimyh somnoßiteleæ opredelennogo vida. K qislu fftih somnoßiteleæ mogut prinadleßat~ gruppy iz seriæ Kokstera A_ℓ, B_ℓ(= C_ℓ), D_ℓ, diffdral~naØ gruppa D_m, a takße iskl¸qitel~nye gruppy E_6, E_7, E_8, F_4, H_3, H_4 (bolee podrobno 46

INVARIANTY KLASSA C^k 47

sm. [1–3]).

FunkciØ f(x) klassa C^k(R^n)^W (t.e. invariantnaØ otnositel~no gruppy W ) moßet byt~ predstavlena v vide

f(x) = F (p(x)), (1.1)

gde imeet mesto padenie (ponißenie) gladkosti funkcii F (p) po sravneni¸ s gladkost~¸ funkcii f(x). SvØz~ gladkosti F (p) i

f(x) v sluqae razliqnyh grupp Kokstera issledovalas~ v rØde

rabot. Istoriqeski pervaØ takaØ zadaqa byla rexena v 1943 godu H. Uitni [4] pri n = 1 dlØ qetnoæ funkcii f(x): pri p(x) = x^2 nel~zØ garantirovat~ gladkost~ F (p) vyxe C^{[k/2]}(R). ˚vlenie padeniØ gladkosti bylo issledovano ȷ. Barbansonom dlØ W = S_n [5] i v obwem sluqae [6]. �toæ ße probleme posvØweny raboty [7–9]. Vo vseh ukazannyh istoqnikah gladkost~ F (p) opisyvaetsØ v terminah klassov C^{[k/μ]}, gde μ – veliqina padeniØ gladkosti na oblasti ili v konkretnoæ toqke. Tak, esli gruppa W poroßdena otraßeniØmi otnositel~no giperploskosteæ H_1, . . . , H_m, a

W_i – imi ße za iskl¸qeniem otraßeniØ otnositel~no H_i, to dlØ

funkcii F (p) v rabote [6] garantiruetsØ gladkost~ C^{[k/μ]}(R^n), gde μ = 1 + card R(W ) − min_16_i6_m card R(W_i). Odnako, kak nam kaßet-

sØ, takie klassy ne vpolne otveqa¸t postavlennym trebovani- Øm. Delo v tom, qto veliqina μ_j poteri gladkosti proizvodnoæ ∂F ∂p_j (p(x)) po sravneni¸ s ishodnoæ funkciæ F (p(x)) = f(x), vo-

obwe govorØ, razliqna pri raznyh j, pofftomu ponißenie gladkosti bolee toqno harakterizuetsØ ne qislom μ = max_16_j6_n μ_j, a

vektorom μ = (μ_1, . . . , μ_n). Takim obrazom, nepreryvnymi budut proizvodnye D^αF (p) pri (μ, α) 6 k. (Zdes~ i dalee imeetsØ v vidu, qto α = (α_1, . . . , α_n) – mul~ti-indeks, |α| = α_1 + . . . + α_n,

x^α = x^{α1}_1 · . . . · x^{αn}_n , (α, β) = α_1β_1 + . . . + α_nβ_n.) V svØzi s fftim vve-

dem klassy gladkosti C^k_μ, gde μ = (μ_1, . . . , μ_n) ∈ R^n_+, k ∈ N. Budem govorit~, qto funkciØ F (p) prinadleßit klassu C^k_μ v toqke ili na oblasti, esli proizvodnye D^αF (p) pri (μ, α) 6 k nepreryvny v okrestnosti toqki ili na oblasti sootvetstvenno. Tak, naprimer, klass C^k_{(1,... ,1)} sovpadaet s obyqnym klassom C^k. V dannoæ stat~e μ_j celye, odnako v nekotoryh sluqaØh oni mogut byt~ i drobnymi. TakaØ situaciØ voznikaet, naprimer, pri rassmotrenii obratnoæ zadaqi, kogda po gladkosti F (p) vosstanavlivaetsØ gladkost~ f(x) i pri nekotoryh usloviØh proishodit ne poniße-

48 A. O. GOHMAN

nie, a povyxenie gladkosti (dlØ sluqaØ W = S_n sm. [10]).

DlØ nekotoryh grupp Kokstera ocenki gladkosti F (p) v terminah klassov C^k_μ byli poluqeny v rabotah [11, 12].

V nastoØweæ stat~e my popytaemsØ dat~ bolee polnu¸ kartinu, rassmotrev funkcii, invariantnye otnositel~no grupp A_n,

B_n, D_n i diffdral~noæ gruppy D_m. Qto kasaetsØ iskl¸qitel~nyh

grupp, to my ograniqimsØ zameqaniem o tom, qto anizotropnost~ gladkosti F (p) dlØ nih imeet mesto, no podrobno razbirat~ fftot vopros ne budem. Dalee, v terminah klassov C^k_μ budet rassmotrena teorema deleniØ dlØ sluqaØ funkciæ koneqnoæ gladkosti. V zakl¸qenie poluqennye rezul~taty budut rassmotreny v sravnenii s temi ocenkami padeniØ gladkosti, kotorye imelis~ ranee.

Rassmotrim mnoßestvo p(R^n). Ego vnutrennØØ qast~ Int p(R^n) sostoit iz p-obrazov toqek x ∈ R^n takih, qto J_p(x) ≠ 0. Granica ∂p(R^n) sostoit iz p-obrazov toqek x, dlØ kotoryh J_p(x) = 0. Drugimi slovami, granicu ∂p(R^n) sostavlØ¸t obrazy otraßa- ¸wih giperploskosteæ H_τ , τ ∈ R(W ). Rassmotrim mnoßestvo

M = Int p(R^n) ∪ L, gde L ⊂ ∂p(R^n). Budem ponimat~ gladkost~

na M v smysle raboty [7]: budem nazyvat~ F (p) prinadleßaweæ klassu C^k(M ), esli F (p) prinadleßit klassu C^k(Int p(R^n)) i vse proizvodnye D^αF (p) pri |α| 6 k mogut byt~ po nepreryvnosti doopredeleny na vse mnoßestvo M . Dalee, C^k-gladkost~ funkcii

F (p) v toqke p_0 ∈ ∂p(R^n) nami ponimaetsØ v tom smysle, qto so-

otvetstvu¸wie proizvodnye D^αF (p) suwestvu¸t i nepreryvny na Ω(p_0)∩Int p(R^n), gde Ω(p_0) – okrestnost~ toqki p_0 v p(R^n), i mogut byt~ po nepreryvnosti doopredeleny v Ω(p_0). Zametim, qto gladkost~ v naxem smysle vpolne soglasuetsØ s obyqnoæ gladkost~¸, t.k. dlØ klassiqeskih grupp Kokstera W funkcii F (p) mogut byt~ prodolßeny qerez granicu oblasti p(R^n) s sohraneniem klassa gladkosti [13]. Estestvennym obrazom ffti opredeleniØ rasprostranØ¸tsØ i na klassy C^k_μ.

Budem oboznaqat~ qerez C^{k,α}, k ∈ N, 0 < α 6 1, klassy Gel~- dera.

Pust~ m < n, R^n = R^m×R^{n−m}, x = (^x, x̂), gde ^x = (x_1, . . . , x_m),

x̂ = (x_{m+1}, . . . , x_n). Esli v kaqestve gruppy W rassmatrivaet-

sØ simmetriqeskaØ gruppa S_n, libo gruppy Kokstera B_n ili

D_n, to narØdu s predstavleniem (1.1) imeet mesto predstavlenie f(x) = ^F (p(^x), x̂), gde p(^x) = (p_1(^x), . . . , p_m(^x)) – bazis, otveqa¸-

INVARIANTY KLASSA C^k 49

wiæ gruppe S_m, B_m ili D_m sootvetstvenno, deæstvu¸weæ v R^m. Vvedem sledu¸wee oboznaqenie. Pod proizvodnoæ^{∂f (x)}_{∂ps(bx)} my bu-

dem ponimat~ proizvodnu¸^{∂ bF}_{∂ps} (p(^x), x̂), s = 1, . . . , m.

Nakonec, vvedem sledu¸wie special~nye oboznaqeniØ. Pust~

x = (x_1, . . . , x_n) ∈ R^n. Oboznaqaem qerez ¶(x) maksimal~noe qi-

slo sovpada¸wih v toqke x koordinat x_i (naibol~xu¸ kratnost~

x_i), qerez ¶_0(x) oboznaqim qislo koordinat x_i, ravnyh nul¸,

a qerez ¶_1(x) – naibol~xu¸ kratnost~ x_i ≠ 0. Naprimer, esli

x = (0, 1, 2, 3, 0, 1, 0) ∈ R^7, to ¶(x) = ¶_0(x) = 3, ¶_1(x) = 2.

2. Sluqaæ W = An

Deæstvie gruppy A_n sovpadaet s deæstviem simmetriqeskoæ gruppy S_{n+1} na giperploskosti x_1 + . . . + x_{n+1} = 0 v R^{n+1}, pofftomu dlØ udobstva i bez ograniqeniØ obwnosti rassmotrim sluqaæ

W = S_n. V fftom sluqae mnoßestvo R(S_n) sostoit iz otraßeniæ

otnositel~no giperploskosteæ x_i − x_j = 0, 1 6 i < j 6 n, a bazis

p(x) est~ nabor σ(x) = (σ_1(x), . . . , σ_n(x)) fflementarnyh simmetri-

qeskih funkciæ.

Sluqaæ W = S_n byl rassmotren v rabote [5], pri fftom bylo ustanovleno, qto funkcii f(x) klassa C^k(R^n)^{Sn} v sootnoxenii (1.1) sootvetstvuet funkciØ F (σ) klassa C^{[k/n]}(R^n). Odnako, kartina padeniØ gladkosti moßet byt~ opisana bolee detal~- no. VyØsnØetsØ [7], qto v l¸boæ toqke σ = σ(y) ∈ σ(R^n) funkciØ

F (σ) imeet gladkost~ C^{[k/}–^{(y)]} , t.e. ukazannoe n-kratnoe padenie

gladkosti F (σ) otnositel~no f(x) moßet imet~ mesto lix~ na odnomernom mnogoobrazii.

Privedennye nami ocenki padeniØ gladkosti toqny v terminah klassov C^k. Bolee togo, v rabote [10] bylo dokazano, qto esli simmetriqeskaØ funkciØ imeet vid f(x) = φ(x_1)+. . .+φ(x_n), to funkciØ φ(t) prinadleßit klassu C^{kn}(R) togda i tol~ko togda, kogda sootvetstvu¸waØ funkciØ F (σ) prinadleßit klassu

C^k(R^n). To ße spravedlivo i dlØ rostkov f i F v nule. Dalee,

kak sleduet iz [7] i [10] (sm. niße formulu (2.5)), esli v toqke y ∈ R^n funkciØ f(x) ne dostigaet urovnØ gladkosti C^k–^{(y)}, to v toqke σ(y) sootvetstvu¸waØ eæ funkciØ F (σ), voobwe govorØ, ne imeet gladkosti C^k. V dal~neæxem fftot fakt my budem ispol~zovat~.

My privedem nekotorye rezul~taty iz rabot [7] i [8], na ko-

50 A. O. GOHMAN

torye v dal~neæxem budem opirat~sØ. Pust~ funkciØ f(x) prinadleßit klassu C^k(R^n)^{Sn} , k ¿ n. Budem sqitat~, qto σ_0 = 1,

σ_1(x_i) = x_i. Pri j = 1, . . . , n ∂f ∂x_j (x) = n∑ m=1 ∂F ∂σ_m (σ(x))σ_{m−1}(x_1, . . . , x_{j−1}, x_{j+1}, . . . , x_n). V [7] byla vvedena sistema funkciæ

Φ^{(p)}_j (x) = ∂f(x) ∂σ_p(x_1, . . . , x_{p−1}, x_j) , p 6 j. (2.1)

Pri fftom Φ^{(p)}r (x) = Φ^{(p)}_j (π_{jr}x), gde π_{jr} ∈ S_n – transpoziciØ, menØ- ¸waØ v x mestami koordinaty x_j i x_r, i

Φ^{(p)}_j (x) =

Φ^{(p−1)} p−1 (x) − Φ^{(p−1)}_j (x) x_j − x_{p−1} =

= 1∫ 0 [( ∂ ∂x_j − ∂ ∂x_{p−1} ) Φ^{(p−1)} p−1 ] ( τ (π_{j p−1}x) + (1 − τ )x ) dτ, (2.2) priqem

Φ^{(p)}_j (x) = n∑ m=p ∂F ∂σ_m (σ(x))σ_{m−p}(x_p, . . . , x_{j−1}, x_{j+1}, . . . , x_n), j = 1, . . . , n. (2.3) Krome togo, kak sleduet iz [7], pri j = 1, . . . , n ∂F ∂σ_j (σ(x)) = n∑ m=j (−1)^{m−j} ∂f(x) ∂σ_m(x_1, . . . , x_m) θ_{m−j} (x_m, . . . , x_n), (2.4) gde θ_s(x) = ∑ |α|=s x^α – polnyæ simmetriqeskiæ polinom stepeni s

(sm. [14]). Oboznaqim K = {x ∈ R^n : x_1 ¿ . . . ¿ x_n}. Otobraßenie

x(σ) : σ(R^n) → K, obratnoe σ(x), nepreryvno v silu nepreryvnoæ

zavisimosti korneæ polinoma ot ego kofffficientov. Drugimi slovami, x(σ) ØvlØetsØ gomeomorfizmom.

Pust~ u_0 – okrestnost~ naqala koordinat v R^n, a U_0 =

Int σ(u_0) ∪ {0}.

INVARIANTY KLASSA C^k 51

Lemma 2.1. Pust~ funkciØ f(x) prinadleßit klassu Gel~dera

C^{kn−1,1}(u_0)^{Sn} , k ∈ N, no ne prinadleßit klassu C^{kn}(u_0). Togda sootvetstvu¸waØ funkciØ F (σ) prinadleßit klassu C^{kn−1} (n−1,... ,n−1,n)(U0), hotØ, voobwe govorØ, F (σ) /∈ C

k(U_0).

Dokazatel~stvo. Pri k = 1 iz formul (2.2) i (2.4) sleduet,

qto daße pri razryvnoæ v nule proizvodnoæ^{∂F}_{∂σn} (σ(x)), v silu togo, qto proizvodnaØ D^αf(x) pri |α| = n − 1 udovletvorØet v nule uslovi¸ Lipxica, funkciØ Φ^{(n)}n (x) =^{∂F}_{∂σn} (σ(x)) ograniqena pri σ(x) ∈ Int σ(u_0). V silu (2.4) pri j < n proizvodnye^{∂F}_{∂σj} (σ) nepreryvny na U_0.

Pri k > 1 v silu analogiqnyh rassußdeniæ nepreryvnymi na

U_0 budut proizvodnye D^αF (σ) pri |α| = k, krome, vozmoßno, teh,

v kotoryh poslednee differencirovanie soverxaetsØ po peremennoæ σ_n. Odnako, v silu togo, qto vnutri σ(u_0) funkciØ F (σ) obladaet toæ ße gladkost~¸, qto i f(x) na u_0 (t.k. na sootvetstvuwem mnoßestve J_σ(x) = ∏ i<j (x_i −x_j ) ≠ 0 ), proizvodnye D^αF (σ)

tam nepreryvny pri |α| = k, i pofftomu porØdok differencirovaniØ ne igraet roli. Sledovatel~no, na U_0 nepreryvnymi budut proizvodnye D^αF (σ) pri |α| = k, α_n ≠ k. To, qto funkciØ F (σ), voobwe govorØ, ne prinadleßit klassu C^k(U_0), sleduet iz [10], o qem xla req~ v naqale nastoØwego razdela. Lemma dokazana. •

V drugih toqkah σ = σ(x) iz oblasteæ σ(R^n), v kotoryh

¶(x) = n, takogo ffffekta anizotropnosti gladkosti F (σ) ne na-

bl¸daetsØ.

Lemma 2.2. Pust~ v okrestnosti toqki y = (a, . . . , a) ∈ R^n, a ≠ 0,

S_n-invariantnaØ funkciØ f(x) imeet gladkost~ C^{n−1}, no ne imeet gladkosti C^n. Esli proizvodnaØ^{∂F}_{∂σn} (σ) razryvna v toqke σ(y), to razryvnymi v σ(y) budut takße i proizvodnye^{∂F}_{∂σj} (σ), j < n.

Zakl¸qenie lemmy sleduet neposredstvenno iz formuly (2.4) pri j = n − 1, n − 2, . . . , 2, 1. Vvedem sledu¸wee oboznaqenie. Pust~ M_m = {σ = σ(x) ∈

σ(R^n) : ¶(x) 6 m}. Legko videt~, qto Int σ(R^n) = M_1 ⊂ M_2 ⊂ . . . ⊂ M_n = σ(R^n) i dim(M_{m+1} \ M_m) = n − m. Kak uße bylo upomØnuto,

esli funkciØ f(x) prinadleßit klassu C^k(R^n)^{Sn} , to sootvetstvu- ¸waØ eæ v sootnoxenii (1.1) funkciØ F (σ) prinadleßit klassu

52 A. O. GOHMAN

C^{[k/m]}(M_m), m = 1, . . . , n. Dokazatel~stvo v [7] opiraetsØ na sle-

du¸wee predstavlenie, pozvolØ¸wee v okrestnosti y ∈ R^n svesti differencirovanie po peremennoæ σ_j k differencirovani¸ po simmetriqeskim polinomam ot sovpada¸wih v y koordinat. A imenno, pri x, blizkih k y, ∂F ∂σ_j (σ(x)) = ∑ s A_s(x) B_s(x) ∂f(x) ∂σ_{ms} (x^{(s)}) , j = 1, . . . , n, (2.5) gde A_s, B_s – polinomy (B_s(y) ≠ 0), a x^{(s)} pri vsØkom s – gruppa koordinat x_i, oblada¸waØ tem svoæstvom, qto koordinaty y s temi ße nomerami sovpada¸t drug s drugom. Pri mnogokratnom differencirovanii v silu (2.5) i (2.2) gladkost~ vsØkiæ raz ponißaetsØ v okrestnosti y na ¶(y) edinic. DlØ bolee podrobnogo izuqeniØ operatora (2.5) vvedem sledu¸wee oboznaqenie. Pust~

φ = (φ_1, . . . , φ_n) i x_i ≠ x_j pri i ≠ j, r = 0, 1, 2, . . .; oboznaqim

Γ^{(r)}_{I,J} (φ(x)) = ∑ i∈I x^r_i ∏ q∈I q≠i (x_i − x_q)^{−1} ∏ p∈J (x_i − x_p)^{−1}φ_i(x),

gde I i J – nepereseka¸wiesØ podmnoßestva {1, 2, . . . , n} mownosteæ card I i card J sootvetstvenno.

Oboznaqim qerez L_m tu qast~ granicy ∂σ(R^n), dlØ σ-proob-razov x toqek kotoroæ m = ¶_0(x) > ¶_1(x). Dalee, pust~ Σ_m = M_{m−1} ∪ L_m, m = 2, . . . , n. Teorema 2.1. Pust~ funkciØ f(x) prinadleßit klassu Gel~de-

ra C^{km−1,1}(R^n)^{Sn} pri nekotoryh k, m ∈ N, 1 < m 6 n, no ne prinadleßit klassu C^{km}(R^n). Togda v sootnoxenii (1.1) funkciØ F (σ) prinadleßit C^{km−1}_{(m−1,... ,m−1,m)} (Σ_m), hotØ, voobwe govorØ, F (σ) /∈ C^k(Σ_m).

Dokazatel~stvo. DifferenciruØ (1.1) kak sloßnu¸ funkci¸ i

rexaØ poluqennu¸ sistemu metodom Kramera, nesloßno videt~, qto pri j = 1, . . . , n ∂F ∂σ_j (σ(x)) = (−1)^{j+1}Γ^{(n−j)}_{{1,... ,n},}? (grad f(x)). (2.6)

Esli v kaqestve I brat~ sovokupnosti indeksov koordinat, kotorye sovpada¸t v nekotoroæ toqke y ∈ R^n, a J_I = {1, . . . , n} \ I, to

INVARIANTY KLASSA C^k 53

v okrestnosti y spravedlivo predstavlenie ∂F ∂σ_j (σ(x)) = (−1)^{j+1} ∑ I Γ^{(n−j)} I,J_I (grad f(x)). (2.7)

V [15] bylo dokazano, qto pri I = {1, . . . , m}, I^′ = {2, . . . , m},

J = {m + 1, . . . , n}, J^′_ℓ = {ℓ, . . . , n} imeet mesto formula

Γ^{(r)}_{I,JI} (φ) = x^r_1Γ^{(0)}_{I,}?(φ) ∏ p∈J (x_1 − x_p) − n∑ ℓ=m+1 Γ^{(r)}_{I0,J} 0_ℓ (φ) ∏ m+16s6ℓ^{(x1 − xs)} +

+ ∑ α+β=r−1 α,β¿0 x^α_1 Γ^{(β)}_I0_,?(φ) ∏ p∈J (x_1 − x_p)

. (2.8)

Takim obrazom, formuly (2.7) i (2.8) pozvolØ¸t poluqit~ toqnu¸ formulu (2.5). Pri fftom iz (2.6)–(2.8) vidno, qto pri vsØkom I differencirovanie po simmetriqeskomu polnomu σ_{card I} ot koordinat x_i, i ∈ I, soverxaetsØ v (2.5) odin raz, drugie proizvodnye berutsØ po polinomam men~xeæ stepeni i men~xego qisla koordinat. Pust~ ^I i ^x sootvetstvu¸t nulevym koordinatam y ∈ σ^{−1}(Σ_m), togda iz (2.7) i (2.8) vidno, qto v formule (2.5) racional~nyæ mnoßitel~ pri ∂f(x) ∂σ_{card} b_I (^x)

= (−1)^{1+card} b^I Γ^{(0)}b_{I,}? (grad f(x))

obrawaetsØ v nul~ v toqke y krome togo sluqaØ, kogda j = n v formulah (2.5)–(2.7). Primeniv dalee rassußdeniØ lemmy 2.1, my poluqim iskomyæ rezul~tat. FunkciØ F (σ), voobwe govorØ, ne prinadleßit klassu C^k(Σ_m) v silu kontrprimera Dß. Bolla [10], formul (2.5), (2.8) i togo, qto v toqkah Σ_m spravedlivo neravenstvo ¶_0(x) > ¶_1(x). Teorema dokazana. •

V silu lemmy 2.2 vne Σ_m podobnoe uluqxenie gladkosti ne imeet mesta. Rezul~tat takße ne imeet mesta pri f(x) ∈

C^{km−1,α}(R^n)^{Sn} , α < 1, qto vidno uße pri n = 2, tak qto v fftom

smysle rezul~tat optimalen.

54 A. O. GOHMAN

3. Sluqaæ W = D_n Gruppa D_n soderßit otraßeniØ otnositel~no giperploskosteæ x_i − x_j = 0, x_i + x_j = 0, i, j = 1, . . . , n. Sootvetstvu¸wiæ gruppe D_n polinomial~nyæ bazis imeet vid p(x) =

(σ_1(ξ(x)), . . . , σ_{n−1}(ξ(x)), σ_n(x)), gde ξ(x) = (x^2_1, . . . , x^2_n). Pust~ f(x) ∈ C^k(R^n)^{Dn} , togda vo vsØkoæ toqke p = p(y) iz mnoßestva p(R^n) funkciØ F (p) imeet gladkost~ C^{[k/μDn (p)]}. V rabote [9] byla

poluqena formula μ_{Dn} (p) = max(¶(ξ(y)), 2¶_0(y) − 1); v nastoØweæ stat~e my pokaßem, qto veliqinu μ_{Dn} (p) moßno umen~xit~. DlØ dokazatel~stva v [9] byla ispol~zovana lemma, kotoraØ moßet byt~ poluqena na baze lemmy 7 iz raboty [6]. Poskol~ku ona budet polezna i v nastoØweæ stat~e, my privedem ee formulirovku.

Lemma 3.1 (Barbanson [6]). Pust~ λj (x) – lineænye formy,

λ_j (y) = 0, j = 1, . . . , m; E(x) =^m ∏ j=1 λ_j (x); Λ_i(x) – proizvede-

nie s_i form iz qisla λ_j(x), s_i ¿ s ¿ 0, i = 1, . . . , h, Λ(x) = (Λ_1(x), . . . , Λ_h(x)); f_i(x) sut~ C^r-gladkie v okrestnosti toqki y funkcii i f(x) = (f_1(x), . . . , f_h(x)). Esli (f(x), Λ(x)) vblizi y v kaßdoæ toqke prinadleßit idealu, poroßdennomu funkcieæ E(x) v algebre nepreryvnyh funkciæ, to funkciØ ψ(x) = (f(x), Λ(x))/E(x) v okrestnosti toqki y imeet gladkost~ C^{r−m+s}.

DifferenciruØ (1.1) kak sloßnu¸ funkci¸ i vyraßaØ^{∂F}_{∂pj} (p) qerez^{∂f (x)}_{∂xi} metodom Kramera, s pomow~¸ lemmy 3.1 poluqaem ocenki iz raboty [9]. V nastoØweæ ße rabote my ustanovim sledu¸wiæ rezul~tat.

Teorema 3.1. Pust~ funkciØ f(x) prinadleßit klassu C^k(R^n)^{Dn} ,

togda v toqke p = p(y) funkciØ F (p) v sootnoxenii (1.1) imeet gladkost~ C^{[k/μDn (p)]} , gde μ_{Dn} (p) = max(¶(ξ(y)), 2¶_0(y) − 2).

Dokazatel~stvo. Imeem pri i = 1, . . . , n ∂f(x) ∂x_i = n−1∑ k=1 2x_ip_{k−1}(x_1, . . . , x_{i−1}, x_{i+1}, . . . , x_n) ∂F ∂p_k (p(x))+

+ n∏ k=1 k≠i ∂F ∂p_n (p(x)). (3.1)

INVARIANTY KLASSA C^k 55

Vvedem dva vspomogatel~nyh operatora. Pust~ pri 1 6 i < j 6 n

A_{ij} (f(x)) = ( ∂f(x) ∂x_i − ∂f(x) ∂x_j ) (x_i − x_j )^{−1},

B_{ij} (f(x)) = ( ∂f(x) ∂x_i + ∂f(x) ∂x_j ) (x_i + x_j)^{−1}.

Pri k ¿ 2 A_{ij}(f(x)) = ( ∂f(x) ∂x_i − ∂f(x) ∂x_j ) (x_i − x_j )^{−1} =

= ( ∂f(x) ∂x_i − ∂f(π_{ij} x) ∂x_i ) (x_i − x_j)^{−1} =

= 1∫ 0 ( ∂^2f ∂x^2_i − ∂^2f ∂x_i∂x_j ) (τ x + (1 − τ )(π_{ij}x))dτ,

B_{ij} (f(x)) = ( ∂f(x) ∂x_i + ∂f(x) ∂x_j ) (x_i + x_j )^{−1} =

= ( ∂f(x) ∂x_i − ∂f(ρ_{ij} x) ∂x_i ) (x_i + x_j)^{−1} =

= 1∫ 0 ( ∂^2f ∂x^2_i + ∂^2f ∂x_i∂x_j ) (τ x + (1 − τ )(ρ_{ij} x))dτ, gde π_{ij} – otraßenie otnositel~no giperploskosti x_i − x_j = 0, a ρ_{ij} – otraßenie otnositel~no giperploskosti x_i + x_j = 0. DlØ udobstva rassmotrim snaqala sluqaæ i = 1, togda pri j = 2, . . . , n v silu (3.1) imeem

A_{1j}(f(x)) = 2 n−1∑ k=1 ( p_{k−1}(x_2, . . . , x_{j−1}, x_{j+1}, . . . , x_n)−

−x_1x_jp_{k−2}(x_2, . . . , x_{j−1}, x_{j+1}, . . . , x_n) ) ∂F ∂p_k (p(x))− n∏ k=2 k≠j ∂F ∂p_n (p(x)), (3.2)

56 A. O. GOHMAN

B_{1j}(f(x)) = 2 n−1∑ k=1 ( p_{k−1}(x_2, . . . , x_{j−1}, x_{j+1}, . . . , x_n)+

+x_1x_jp_{k−2}(x_2, . . . , x_{j−1}, x_{j+1}, . . . , x_n) ) ∂F ∂p_k (p(x))+ n∏ k=2 k≠j ∂F ∂p_n (p(x)). (3.3) Netrudno videt~ (rexaØ zadaqu pri n = 2), qto ∂f(x) ∂p_1(x_i, x_j) = 1 4 (A_{ij} + B_{ij} )(f(x)), pofftomu pri j = 2, . . . , n ∂f(x) ∂p_1(x_1, x_j) = n−1∑ k=1 p_{k−1}(x_2, . . . , x_{j−1}, x_{j+1}, . . . , x_n) ∂F ∂p_k (p(x)). (3.4)

AlgebraiqeskaØ struktura sistemy (3.4) analogiqna strukture sistemy (2.3), edinstvennym otliqiem ØvlØetsØ zamena σ(x) na

σ(ξ(x)). V silu fftogo, ispol~zuØ (2.6), poluqaem pri j < n ∂F ∂p_j (p(x)) = n∑ k=2 (−1)^{k+1}x^{2(n−1−j)} k ·

· ∏ 26p<q6n p,q≠k (x^2_p − x^2_q ) ∂f(x) ∂p_1(x_1, x_k) / ∏ 26p<q6n^{(x} 2 p − x^2_q) =

= n∑ k=2 (−1)^{k+1}x^{2(n−1−j)} k ∏ 26p<q6n p,q≠k (x^2_p−x^2_q ) (( ∂f(x) ∂x_1 − ∂f(x) ∂x_k ) (x_1−x_k)^{−1}+

+ ( ∂f(x) ∂x_1 + ∂f(x) ∂x_k ) (x_1 + x_k)^{−1} )/ ∏ 26p<q6n^{(x} 2 p − x^2_q ) =

= n∑ k=2 (−1)^{j+k}x^{2(n−1−j)} k ∏ 26p<q6n p,q≠k (x^2_p − x^2_q ) n∏ m=2 m≠k (x^2_1 − x^2_m)·

· (( ∂f(x) ∂x_1 − ∂f(x) ∂x_k ) (x_1 + x_k) + ( ∂f(x) ∂x_1 + ∂f(x) ∂x_k ) ·

INVARIANTY KLASSA C^k 57

·(x_1 − x_k) ) / ∏ 16p<q6n^{(x} 2 p − x^2_q). (3.5)

Znamenatel~ poslednego vyraßeniØ D_n-antiinvarianten, sledovatel~no takim ße budet i qislitel~, kotoryæ prinadleßit idealu, poroßdennomu Økobianom J_p(x) = ∏ 16p<q6n^{(x} 2 p − x^2_q). V

silu lemmy 3.1 pri j < n proizvodnaØ^{∂F}_{∂pj} (p(x)) imeet gladkost~ C^{k−max(}–^{(ξ(y)),2}–^{0(y)−2)} v okrestnosti toqki y takoæ, qto y_1 vhodit v qislo koordinat, na kotoryh dostigaetsØ max(¶(ξ(y)),

2¶_0(y) − 2). UqityvaØ, qto oqerednost~ koordinat v vykladkah

(3.2)–(3.4) moßet byt~ proizvol~no izmenena, formulu, analogiqnu¸ (3.5), moßno vyvesti dlØ l¸boæ toqki y ∈ R^n. Takim obrazom, ustanovleno, qto pri differencirovanii po σ_j , j < n, gladkost~ ponißaetsØ v μ_{Dn} (p(y)) raz v l¸boæ toqke p(y).

Rassmotrim teper~ proizvodnu¸^{∂F}_{∂pn} (p). ObratimsØ k sisteme (3.2). Tak kak gruppa S_n est~ podgruppa D_n, primenim k (3.2) podhod, osnovannyæ na formule (2.2), t.e. rassmotrim poluqennu¸ iz (3.2) sistemu iz n − 2 uravneniæ, v levoæ qasti kotoryh stoØt vyraßeniØ ( A_{12} − A_{1j} ) (f(x))(x_j − x_2)^{−1} = −Φ^{(2)}_j (x), j = 3, . . . , n;

na sledu¸wem xage v sootvetstvii s (2.2) ponizim razmernost~ sistemy ewe na edinicu i t.d. Iz formuly (2.1) sleduet, qto

Φ^{(n)}_n (x) =^{∂f (x)}_{∂σn(x)} , gde poslednee ponimaetsØ v smysle differen-

cirovaniØ f(x) po σ(x) – bazisu, sootvetstvu¸wemu W = S_n. Pofftomu, na poslednem xage poluqaem ∂F ∂p_n (p(x)) = n−1∑ m=[(n+1)/2] P_m(x) ∂F ∂p_m (p(x)) + P_n(x) ∂f(x) ∂σ_n(x) , gde P_m(x), m = 1, . . . , n – polinomy i, sledovatel~no, padenie gladkosti pri differencirovanii F po p_n ne bol~xe, qem po ostal~nym bazisnym polinomam. Teorema dokazana. •

Anizotropnost~ gladkosti funkcii F (p) nabl¸daetsØ i v sluqae gruppy W = D_n pri n ¿ 3. (Pri n = 2 legko videt~, qto funkcii^{∂F}_{∂p1} (p(x)) i^{∂F}_{∂p2} (p(x)) oblada¸t odinakovoæ gladkost~¸.) Predvaritel~no sdelaem sledu¸wee zameqanie. V dokazatel~stve privedennoæ niße teoremy 3.2 ispol~zu¸tsØ funkcii

58 A. O. GOHMAN

Γ^{(r)}_{I,J} (φ). Oni byli vvedeny v razdele 2, priqem I, J opredelØlis~

kak nepereseka¸wiesØ podmnoßestva {1, 2, . . . , n}. V teoreme 3.2 vmesto {1, 2, . . . , n} budet figurirovat~ mnoßestvo {2, 3 . . . , n}, a v formule (7.4) – mnoßestvo {0, 1, . . . , n}.

Opredelim mnoßestvo

Ω_m = { p = p(x) ∈ p(R^n) : m = ¶_0(x) > ¶_1(ξ(x)) } ∪ Int p(R^n), m = 2, . . . , n. Teorema 3.2. Pust~ funkciØ f(x) prinadleßit klassu Gel~dera

C^{2km−2k−1,1}(R^n)^{Dn} pri nekotoryh k, m ∈ N, 1 < m 6 n, n ¿ 3, no ne prinadleßit klassu C^{2km−2k}(R^n). Togda v sootnoxenii (1.1) funkciØ F (p) prinadleßit klassu C^{2km−2k−1}_{(2m−4,... ,2m−4,2m−2,2m−2)}(Ω_m), hotØ, voobwe govorØ, F (p) /∈ C^k(Ω_m).

Dokazatel~stvo. Vospol~zuemsØ analogieæ meßdu sistemoæ

(2.3) pri W = S_n i sistemoæ (3.4) pri W = D_n. Poloßim v (3.5) φ_k(x) = ∂f(x) / ∂p_1(x_1, x_k), k = 2, . . . , n, φ(x) = (φ_2(x), . . . , φ_n(x)),

togda (3.5) prevrawaetsØ v racional~nu¸ funkci¸ ot φ(x) i

ξ(x) = (x^2_1, . . . , x^2_n). Ots¸da sleduet, qto proizvodnaØ^{∂F}_{∂pj} (p), bu-

duqi algebraiqeski vyraßennoæ v peremennoæ ξ, imeet vid ∂F ∂p_j = (−1)^{j+1}Γ^{(n−1−j)} {2,... ,n},?(φ), j < n. Pofftomu, v silu (2.7) i (2.8), v okrestnosti toqki y ∈ p^{−1}(Ω_m) proizvodnaØ^{∂F}_{∂pj} (p(x)), j < n, moßet byt~ vyraßena qerez proizvodnye f(x) po polinomam p ot koordinat, sovpada¸wih po modul¸ v toqke y. Pust~ ^x – gruppa koordinat, ravnyh nul¸ v y, ih indeksy obrazu¸t mnoßestvo ^I. Tak kak vse rassußdeniØ teoremy 2.1 osta¸tsØ v sile, v ukazannom predstavlenii^{∂F}_{∂pj} (p(x)) qerez proizvodnye po polinomam men~xeæ razmernosti (analogiqnom formule (2.3)), proizvodnaØ po polinomu starxeæ stepe- ni ∂f(x) / ∂p_{card} b_{I−1}(^x) beretsØ odin raz. Pri fftom racional~nyæ

mnoßitel~ pri neæ obrawaetsØ v nul~ v toqke y za iskl¸qeniem sluqaØ j = n − 1. UqityvaØ predstavlenie (3.5), poluqaem, qto na mnoßestve Ω_m differencirovanie po polinomam p_j , j < n − 1, privodit k padeni¸ ishodnoæ gladkosti na 2m − 4 edinicy, a differencirovanie po p_{n−1} – na 2m − 2 edinicy. Qto kasaetsØ proizvodnoæ^{∂F}_{∂pn} (p(x)), to ocenka ee gladkosti sleduet iz teoremy 3.1. Dokazatel~stvo togo, qto, voobwe govorØ, F (p) /∈ C^k(Ω_m),

INVARIANTY KLASSA C^k 59

provoditsØ po analogii s teoremoæ 2.1 s uqetom rezul~tatov [10]. Teorema dokazana. •

4. Sluqaæ W = Bn

Gruppa W = B_n vkl¸qaet v sebØ otraßeniØ otnositel~no giperploskosteæ x_i − x_j = 0, x_i + x_j = 0, x_i = 0, i, j = 1, . . . , n. V sluqae W = B_n bazis p(x) = σ(ξ(x)) i, differenciruØ (1.1) i rexaØ metodom Kramera poluqennu¸ sistemu, poluqaem pri j < n ∂F ∂p_j (p(x)) = n∑ i=1 (−1)^{i+j} x^{2n−2j−1} i ·

· ∏ p<q p,q≠i (x^2_p − x^2_q) ∂f(x) ∂x_i / 2 ∏ p<q (x^2_p − x^2_q), (4.1)

∂F ∂p_n (p(x)) = n∑ i=1 (−1)^{i+n} n∏ j=1 j≠i x_j ·

· ∏ p<q p,q≠i (x^2_p − x^2_q) ∂f(x) ∂x_i / 2 n∏ i=1 x_i ∏ p<q (x^2_p − x^2_q). (4.2)

Iz formul (4.1), (4.2) i lemmy 3.1 sleduet (sm. [11]), qto esli

f(x) ∈ C^k(R^n)^{Bn} , to v toqke p = p(y) funkciØ F (p) imeet gladkost~ C^k_{μ(p)}, gde μ(p) = ( λ(p), . . . , λ(p), μ_{Bn} (p) ) , λ(p) = max (_¶ (ξ(y)), 2¶_0(y) − 1 ) , μ_{Bn} (p) = max (_¶ (ξ(y)), 2¶_0(y) ) . Ocenka μ_{Bn} (p), harakterizu¸waØ padenie gladkosti v toqke p v terminah C^k, toqna v kaßdoæ toqke p ∈ p(R^n), v qem moßno ubedit~sØ s pomow~¸ rezul~tatov [7, 10]. Odnako, veliqina λ(p) moßet byt~ umen~xena.

Vvedem sledu¸wie mnoßestva:

Υ_m = {p = p(x) ∈ p(R^n) : max(¶(ξ(x)), 2¶_0(x)) 6 m} ,

60 A. O. GOHMAN m = 1, 2, . . . , n, 2 [ n 2 ] + 2, 2 [ n 2 ] + 4, . . . , 2n, Υ^{(1)}_m = { p = p(x) : ¶(ξ(x))+1 = 2¶_0(x) = m } ∪Υ_{m−1}, m = 2, 4, . . . , 2n, Υ^{(2)}_m = { p = p(x) : ¶(ξ(x))+1 < 2¶_0(x) = m } ∪Υ_{m−2}, m = 2, 4, . . . , 2n. Teorema 4.1. Pust~ funkciØ f(x) prinadleßit klassu C^k(R^n)^{Bn} ,

togda v sootnoxenii (1.1) funkciØ F (p) v toqke p = p(y) imeet gladkost~ C^k_{μ(p)}, gde μ(p) = (ν(p), . . . , ν(p), μ_{Bn} (p)), priqem

ν(p) = max(¶(ξ(y)), 2¶_0(y) − 2),

μ_{Bn} (p) = max(¶(ξ(y)), 2¶_0(y)).

Drugimi slovami F (p) ∈ C^{[k/m]}(Υ_m), m = 1, 2, 3, . . . , n, 2 [ n 2 ] + 2, 2 [ n 2 ] + 4, . . . , 2n, F (p) ∈ C^k_{(m−1,... ,m−1,m)}(Υ^{(1)}_m ), m = 2, 4, . . . , 2n, F (p) ∈ C^k_{(m−2,... ,m−2,m)}(Υ^{(2)}_m ), m = 2, 4, . . . , 2n. Dokazatel~stvo. Gruppa W = Bn soderßit v sebe gruppu W =

D_n v kaqestve podgruppy, pofftomu f(x) ∈ C^k(R^n)^{Dn} i f(x) = F (p(x)) = G(q(x)), gde q(x) – bazis, sootvetstvu¸wiæ W = D_n.

PonØtno, qto p_i(x) = q_i(x) pri i = 1, . . . , n − 1 i p_n(x) = q^2_n(x), t.e. G ( q(x) ) = G ( q_1(x), . . . , q_n(x) ) = = F ( q_1(x), . . . , q_{n−1}(x), q^2_n(x) ) = F (p(x)). Takim obrazom, poluqaem ∂G ∂q_i (q(x)) = ∂F ∂p_i (p(x)), i = 1, . . . , n − 1, pofftomu, v silu teoremy 3.1 μ(p) = (μ_{Dn} (p), . . . , μ_{Dn} (p), μ_{Bn} (p)) = (ν(p), . . . , ν(p), μ_{Bn} (p)). Teorema dokazana. •

INVARIANTY KLASSA C^k 61

5. Sluqaæ W = D_m Pust~ W est~ diffdral~naØ gruppa D_m, poroßdennaØ v R^2 dvumØ otraßeniØmi i soderßawaØ 2m fflementov. Naprimer, gruppa

D3 izomorfna simmetriqeskoæ gruppe S3, a gruppa D6 izomorf-

na gruppe G_2. Bazis v sluqae W = D_m sostoit iz polinomov

p_1(x) = x^2_1 + x^2, p_2(x) = (x_1 + ix_2)^m + (x_1 − ix_2)^m,

pri fftom Økobian otobraßeniØ p : R^2 → R^2 raven [1]

J_p(x_1, x_2) = 2mi ( (x_1 + ix_2)^m − (x_1 − ix_2)^m ) = = 2mi m∏ k=1 ( (x_1 + ix_2) − e^{2πkim} (x_1 − ix_2) ) . (5.1)

Esli m ¿ 3, to i v sluqae W = D_m imeet mesto anizotropnost~ gladkosti funkcii F (p).

Teorema 5.1. Pust~ Dm-invariantnaØ na R^2 funkciØ f(x) imeet

v okrestnosti naqala koordinat gladkost~ C^k, togda sootvetstvu¸waØ eæ v sootnoxenii (1.1) funkciØ F (p) v naqale koordinat imeet gladkost~ C^k_{(2,m)}.

Dokazatel~stvo. Imeem ∂p_2 ∂x_1 = m ( (x_1 + ix_2)^{m−1} + (x_1 − ix_2)^{m−1} ) = − 1 2m ∂J_p(x) ∂x_2 , ∂p_2 ∂x_2 = mi ( (x_1 + ix_2)^{m−1} − (x_1 − ix_2)^{m−1} ) = 1 2m ∂J_p(x) ∂x_1 , otkuda, differenciruØ (1.1) i rexaØ poluqennu¸ sistemu metodom Kramera, poluqaem ∂F ∂p_1 (p(x)) = 1 J_p(x) det (_{∂f (x)} ∂x1 ∂p2(x) ∂x1 ∂f (x) ∂x2 ∂p2(x) ∂x2 ) =

= 1 2mJ_p(x) · det (_{∂f (x)} ∂x1 −^{∂Jp (x)}_{∂x2} ∂f (x) ∂x2 ∂J_p(x) ∂x1 ) . (5.2)

V silu formuly (5.1) imeem

J_p(x_1, x_2) = −m2^{m+1} m∏ k=1 ( x_1 sin πk m − x_2 cos πk m ) ,

62 A. O. GOHMAN

poskol~ku ( (x_1 + ix_2) − e^{αi}(x_1 − ix_2) )( (x_1 + ix_2) − e^{(2π−α)i}(x_1 − ix_2) ) = = 2x^2_1 − 2x^2 − 2(x^2_1 + x^2) cos α = 2x^2_1(1 − cos α) − 2x^2(1 + cos α) =

= 4x^2_1 sin^2 α 2 − 4x^2 cos α 2 = 4 ( x_1 sin α 2 − x_2 cos α 2 ) · · ( x_1 sin ( 2π − α 2 ) − x_2 cos ( 2π − α 2 )) . Ots¸da sleduet, qto ∂J_p(x) ∂x_1 = −m2^{m+1} m∑ s=1 sin πs m m∏ k=1 k≠s ( x_1 sin πk m − x_2 cos πk m )

∂J_p(x) ∂x_2 = m2^{m+1} m∑ s=1 cos πs m m∏ k=1 k≠s ( x_1 sin πk m − x_2 cos πk m ) . V silu predstavleniØ (5.2) i lemmy 3.1 poluqaem, qto proizvodnaØ^{∂F}_{∂p1} (p(x)) v okrestnosti naqala koordinat prinadleßit klassu C^{k−2}. Dalee, imeem ∂F ∂p_2 (p(x)) = 1 J_p(x) det ( 2x_1^{∂f (x)}_{∂x1} 2x_2^{∂f (x)}_{∂x2} ) =

= 2 J_p(x) ( x_1 ∂f(x) ∂x_2 − x_2 ∂f(x) ∂x_1 ) =

= 2 J_p(x) ( ∂f (x)_{∂x} 2 sin^π_m ( x_1 sin π m − x_2 cos π m ) + + ( ∂f(x) ∂x_2 ctg π m − ∂f(x) ∂x_1 ) x_2 ) . Ots¸da v silu lemmy 3.1 sleduet, qto v okrestnosti naqala koordinat proizvodnaØ^{∂F}_{∂p2} (p(x)) imeet gladkost~ C^{k−m}. Sledovatel~no, poskol~ku oblasti p(R^2) i, naprimer, {x : 0 6

x_2 6 x_1tg^π_m } svØzany gomeomorfizmom, osuwestvlØemym otobra-

ßeniem p [6], padenie gladkosti v nule funkcii F (p) otnositel~no f(x) opisyvaetsØ vektorom μD_m (0, 0) = (2, m). Teorema dokazana. •

INVARIANTY KLASSA C^k 63

6. Nekotorye primery Privedem primery, ill¸striru¸wie process padeniØ gladkosti v sluqae rassmotrennyh nami grupp Kokstera W .

Sluqaæ W = S_n. Rassmotrim pri n = 2 funkci¸

f_S (x) = (x^2_1 + x^2)^{23} .

�ta funkciØ prinadleßit klassu C^1(R^2)^{S2} , no ne prinadleßit

C^2(R^2). Sootvetstvu¸waØ eæ funkciØ

F_S (p) = (p^2_1 − 2p_2)^{23}

nepreryvna na R^2, no ne imeet gladkosti C^1, t.k. proizvodnaØ^{∂FS}_{∂p2} razryvna v nule. Odnako^{∂F}_{∂p1} nepreryvna na R^2, t.e.

F_S ∈ C^1_{(1,2)}(R^2). My priveli prostoæ primer, v kotorom net neob-

hodimosti nakladyvat~ usloviØ Lipxica na proizvodnye f_S (x). Odnako v obwem sluqae ffto neizbeßno. V samom dele ∂F_S ∂p_1 (p(x)) = ∂f_S (x) ∂x_1 − x_2 ∂F_S ∂p_2 (p(x)) = = ∂f_S (x) ∂x_1 − x_2 ( ∂f_S (x) ∂x_1 − ∂f_S (x) ∂x_2 ) (x_2 − x_1)^{−1} = = ∂f_S (x) ∂x_1 − x_2 (( ∂f_S (x_1, x_2) ∂x_1 − ∂f_S (x_1, x_1) ∂x_1 ) (x_2 − x_1)^{−1}− − ( ∂f_S (x_2, x_1) ∂x_1 − ∂f_S (x_1, x_1) ∂x_1 ) (x_2 − x_1)^{−1} ) . Moßno postroit~ funkci¸ f_S (x), u kotoroæ qastnye proizvodnye^{∂2fS (x)}_{∂x21} ili^{∂2fS (x)}_{∂x1∂x2} terpØt vdol~ x_1 = x_2 takie razryvy vtorogo roda, qto^{∂FS(x)}_{∂p1} budet v nule razryvna, tak ße kak i^{∂FS(x)}_{∂p2} . Odnako, my ne budem otØgowat~ rabotu gromozdkim primerom. �to ße zameqanie otnositsØ i k sluqa¸ W = D_n.

Dal~neæxie primery budut postroeny na osnove funkcii ıdoviqa (sm. [6, 16]). Pust~ ω_0 est~ otkrytyæ xar radiusa^1_2 s centrom v naqale koordinat.

Sluqaæ W = B_n. Rassmotrim pri n = 2 funkci¸

f_B (x) = { x^4_1x^4_2(− ln(x^2_1 + x^2))^{12} , x ∈ ω_0, x ≠ (0, 0), 0, x = (0, 0).

64 A. O. GOHMAN

FunkciØ f_B(x) B_2-invariantna i v okrestnosti nulØ prinadleßit klassu C^7, no ne prinadleßit klassu C^8. Sootvetstvu¸waØ funkciØ

F_B (p) = { p^2(− ln p_1)^{12} , p ∈ p(ω_0), p ≠ (0, 0),

0, p = (0, 0)

v naqale koordinat prinadleßit klassu C^1, no ne klassu C^2, odnako ee proizvodnye D^{(1,1)}F_B(p) i D^{(3,0)}F_B(p) nepreryvny vblizi nulØ v p(R^2), qto i sootvetstvuet ocenkam μ_{B2} (0, 0) = 4,

μ_{B2} (0, 0) = (2, 4), t.e. F_B(p) vblizi nulØ prinadleßit klassu C^7_{(2,4)}.

Sluqaæ W = D_n. Rassmotrim pri n = 3 D_3-invariantnu¸ funkci¸

f_D (x) = { x^3_1x^3_2x^3 ( − ln(x^2_1x^2 + x^2_1x^2_3 + x^2x^2_3)

) 1_2 , x ∈ ω_0, x ≠ (0, 0, 0), 0, x = (0, 0, 0).

�ta funkciØ v okrestnosti naqala koordinat imeet gladkost~

C^8, no ne prinadleßit klassu C^9. Sootvetstvu¸waØ eæ funkciØ

F_D(p) = { p^3(− ln p_2)^{12} , p ∈ p(ω_0), p ≠ (0, 0, 0),

0, p = (0, 0, 0)

prinadleßit v okrestnosti nulØ v p(R^3) klassu C^2, no ne C^3, qto i otveqaet znaqeniØm μ_{D3} (0, 0, 0) = 4, μ_{D3} (0, 0, 0) = (2, 4, 3) i ill¸striruet teoremy 3.1 i 3.2. (Faktiqeski v nule F_D(p) imeet gladkost~ C^8_{(0,4,3)}.)

ObratimsØ k sluqa¸ W = D_m. Rassmotrim funkci¸

f_D(x) = { (x^3_1 − 3x_1x^2)^2 ( − ln(x^2_1 + x^2)

) 1_2 , x ∈ ω_0, x ≠ (0, 0), 0, x = (0, 0),

prinadleßawu¸ klassu C^5(ω_0)^{D3} , no ne prinadleßawu¸ klassu

C^6(ω_0). Sootvetstvu¸waØ eæ funkciØ

F_D(p) = 1 4 p^2(− ln p_1)^{12} , p ∈ p(ω_0), p ≠ (0, 0),

0, p = (0, 0)

INVARIANTY KLASSA C^k 65

prinadleßit klassu C^1, no ne klassu C^2, vblizi nulØ na p(R^2), t.k. D^{(0,2)}F_D(p) razryvna v naqale koordinat. Odnako, D^{(1,1)}F_D(p) i D^{(2,0)}F_D(p) nepreryvny v okrestnosti nulØ v p(R^2), qto i sootvetstvuet μ_{D3} (0, 0) = (2, 3). Takim obrazom, F_D(p) imeet gladkost~

C^5_{(2,3)} v naqale koordinat.

7. Teorema deleniØ

RazvivaØ znamenitye rezul~taty B. Mal~granßa i Dß. Mffzera, G. Lassal~ [17, 18] dokazal teoremu deleniØ dlØ funkciæ koneqnoæ gladkosti. Pri fftom, takße kak i v sluqae teorem o differenciruemyh invariantah, bylo obnarußeno Øvlenie poteri gladkosti. Privedem formulirovku teoremy LassalØ.

Pust~ funkciØ f(t, y) prinadleßit klassu C^k(R×Y ), gde Y – oblast~ iz R^p, d = (d_1, . . . , d_n) ∈ R^n, P (t, d) = t^n + d_1t^{n−1} + . . . + d_n, togda imeet mesto sootnoxenie (toßdestvo deleniØ) f(t, y) = P (t, d)q(t, d, y) + n∑ i=1 h_i(d, y)t^{n−i}, (7.1) gde q(t, d, y) ∈ C^{[k/n]−1}(R×R^n×Y ), h_i(d, y) ∈ C^{[(k+1)/n]−1}(R^n×Y ), i = 1, . . . , n. Pri fftom operator f → (q, h_1, . . . , h_n) lineen i nepreryven v sootvetstvu¸weæ topologii. Sleduet zametit~, qto rexenie zadaqi deleniØ ne edinstvenno, no vse (q, h_1, . . . , h_n), naædennye po funkcii f, sovpada¸t pri d ∈ σ(R^n), t.e. kogda korni

(ζ_1(d), . . . , ζ_n(d)) = ζ(d) polinoma P (t, d) vewestvenny. Vne fftogo

mnoßestva rexenie zadaqi deleniØ moßet byt~ postroeno s pomow~¸ teorem prodolßeniØ (kak, naprimer, v rabote [19]). Pri

d ∈ σ(R^n) v [20] i [7] byli poluqeny bolee detal~nye ocenki

gladkosti qastnogo q i kofffficientov ostatka (h_1, . . . , h_n) v toßdestve deleniØ, a imenno, bylo dokazano, qto q(t, d, y) ∈ C^{[k/m]−1}(R×M_m×Y ), m = 1, . . . , n, (7.2) h_i(d, y) ∈ C^{[(k+1)/m]−1}(M_m ×Y ), i = 1, . . . , n, (7.3) Napomnim, qto M_m = {σ = σ(x) : ¶(x) 6 m}. Rassmotrim oblast~

R×M_n. Ee vnutrennØØ qast~ R×M_1 razbivaetsØ na podoblasti I_ℓ,

66 A. O. GOHMAN

ℓ = 1, . . . , n + 1, gladkimi pri d ∈ M_1 = Int σ(R^n) poverhnostØmi (ζ_i(d), d), soprikasa¸wimisØ lix~ pri d ∈ ∂σ(R^n). Poloßim

ζ = (ζ_0, ζ_1, . . . , ζ_n) i f (ζ, y) = ( f(ζ_0 , y), . . . , f(ζ_n, y) ) , togda, soglasno [8] i formule (2.6) imeem, sqitaØ

d(ζ) = (d_1(ζ), . . . , d_n(ζ)) = ( − σ_1(ζ), σ_2(ζ), . . . , (−1)^nσ_n(ζ) ) , q(t, d(ζ), y) = Γ^{(0)}_{(0,1,... ,n),}? ( f (ζ, y) )| ζ0 =t =

= (−1)^n ∂ (_n ∑ i=0 ζ_i∫ 0 f(τ, y)dτ )

∂σ_{n+1}(ζ) | | | ζ0=t . (7.4)

Iz formuly (7.4) i formul (2.1), (2.2) sleduet, qto na mnoßestvah I_ℓ × Y , ℓ = 1, . . . , n + 1, vektor-funkciØ (q, h_1, . . . , h_n) ne terØet ni edinicy gladkosti po sravneni¸ s f. Dalee, iz (7.4) sleduet, qto raznica v gladkosti qastnogo q i kofffficientov polinoma-ostatka (h_1, . . . , h_n) moßet imet~ mesto ne na vsem mnoßestve R× M_m × Y , kak ffto sleduet iz formul (7.2) i (7.3), a lix~ v teh toqkah, gde parametr t sovpadaet s odnim iz korneæ maksimal~noæ kratnosti polinoma P s kofffficientami d = (d_1, . . . , d_n), t.e. s koordinatoæ naibol~xeæ kratnosti vektora (ζ_1(d), . . . , ζ_n(d)). V ostal~nyh toqkah ocenku gladkosti qastnogo q moßno povysit~. Oboznaqim qerez Π to podmnoßestvo R×M_n, na kotorom t sovpadaet s odnoæ iz koordinat maksimal~noæ kratnosti vektora (ζ_1(d), . . . , ζ_n(d)). Naprimer, pri

n = 2 mnoßestvo Π est~ krivaØ (τ, −2τ, τ^2), τ ∈ R, v R^3. Pust~ Π_m = (R×M_m) \ Π, na takih mnoßestvah gladkost~ qastnogo q i

gladkost~ kofffficientov (h_1, . . . , h_n) polinoma-ostatka sovpadaet, t.e. q(t, d, y) ∈ C^{[(k+1)/m]}(Π_m ×Y ), m = 1, . . . , n.

V rassmatrivaemoæ zadaqe padeni¸ gladkosti soputstvuet anizotropnost~ gladkosti rexeniØ (q, h_1, . . . , h_n), qto moßet byt~ vyraßeno v terminah klassov C^k_μ.

Teorema 7.1. Pust~ pri nekotorom m, 1 < m 6 n, funkciØ f(t, y)

prinadleßit klassu Gel~dera C^{km+m−1,1} (R×Y ), no ne prinadleßit klassu C^{km+m} (R×Y ). Togda v sootnoxenii deleniØ (7.1) q(t, d, y) ∈ C^{km−1}_{(1,m−1,... ,m−1,m,}1,...,1 p^) (R×M_m×Y ),

INVARIANTY KLASSA C^k 67

hotØ, voobwe govorØ, q(t, d, y) /∈ C^k(R×M_m×Y ).

Esli ße f(t, y) ∈ C^{km+m−2,1}(R×Y ), no f(t, y) /∈ C^{km+m−1}(R×Y ), to h_i(d, y) ∈ C^{km−1}_{(m−1,... ,m−1,m,}1,...,1 p^) (M_m ×Y ), i = 1, . . . , n,

q(t, d, y) ∈ C^{km−1}_{(m−1,... ,m−1,m,}1,...,1 p^) (Π_m ×Y ),

hotØ, voobwe govorØ, h_i(d, y) /∈ C^k(M_m ×Y ), q(t, d, y) /∈ C^k(Π_m ×Y ). Dokazatel~stvo teoremy sleduet iz formuly (7.4), ocenok (7.2), (7.3) i teoremy 2.1.

PredstavlØetsØ ves~ma veroØtnym, qto v terminah anizotropnyh klassov C^k_μ moßno detal~no opisat~ ponißenie gladkosti i v sluqae podgotovitel~noæ teoremy dlØ funkciæ koneqnoæ gladkosti [21, 22]. Kak teorema deleniØ, tak i podgotovitel~naØ teorema, blizko rodstvenny zadaqe o gladkih invariantah i tesno s ne¸ svØzany. Vse upomØnutye teoremy dlØ raznyh klassov funkciæ nahodØt xirokoe primenenie v analize i teorii osobennosteæ.

8. Zakl¸qenie. Nekotorye vyvody

Kak vidno iz poluqennyh rezul~tatov, v toæ ili inoæ mere anizotropnost~ gladkosti funkcii F (p) nabl¸daetsØ v predstavlenii (1.1) dlØ vseh klassiqeskih grupp Kokstera W . Obsudim strukturu vektora μ_W (p) = (μ^{(1)}_W (p), . . . , μ^{(n)}_W (p)), harakterizu¸- wego uroven~ padeniØ gladkosti funkcii F (p) po sravneni¸ s

f(x) v toqke p. Maksimal~naØ koordinata μ_W (p) = max_16_j6_n μ^{(j)}_W (p)

fftogo vektora opisyvaet uroven~ padeniØ gladkosti v toqke p v terminah klassov C^k, t.e. pri f(x) ∈ C^k(R^n)^W garantiruetsØ gladkost~ C^{[k/μW (p)]} funkcii F (p) v toqke p. Tak, esli

p = p(y) ∈ p(R^n), to μ_{Sn} (p) = ¶(y), μ_{Bn} (p) = max (_¶ (ξ(y)), 2¶_0(y) ) ,

68 A. O. GOHMAN

μ_{Dn} (p) = max (_¶ (ξ(y)), 2¶_0(y) − 2 ) ,

μ_{Dm} (p) =

1 p ∈ Int p(R^2)

2 p ∈ ∂p(R^2), p ≠ (0, 0)

m p = (0, 0).

Vo vseh rassmotrennyh sluqaØh μ_W (p) = h_{Wy} , gde h_{Wy} – qislo Kokstera stabilizatora W_y toqki y. Sootvetstvenno global~naØ ocenka μ_W padeniØ gladkosti v terminah klassov C^k opredelØetsØ kak qislo Kokstera h_W samoæ gruppy W . Sravnim μ_W s privedennoæ v naqale raboty ocenkoæ Barbansona, kotoru¸ v dal~neæxem budem oboznaqat~ β_W . Napomnim, qto

β_W = 1 + card R(W ) − min_16_i6_m card R(W_i),

gde W_i – podgruppa gruppy W , poroßdennaØ temi ße otraßeni- Ømi, qto i W , krome i-go po porØdku. (Zametim, qto i v formule Barbansona neØvno prisutstvuet qislo Kokstera h_W , poskol~ku dlØ seriæ A_n, B_n, D_n, dlØ D_m i dlØ nerazloßimyh iskl¸qitel~- nyh grupp, pereqislennyh nami vo vvedenii, imeet mesto sootnoxenie card R(W ) =^1_2 n h_W (sm. [1–3]).) NesmotrØ na universal~nost~, ocenka β_W uße pri malyh n netoqna. Tak, pri n = 4 imeem: μ_{S4} = 4 < β_{S4} = 5, μ_{B4} = 8 < β_{B4} = 12, μ_{D4} = 6 < β_{D4} = 10.

Dalee, pust~ (k_1(y), . . . , k_n(y)) – stepeni bazisnyh polinomov gruppy W_y. Vo vseh sluqaØh, kogda nami byla zafiksirovana anizotropnost~ gladkosti funkcii F (p), vektor μ_W (p) podqinØlsØ sootnoxeniØm h_{Wy} ¿ μ^{(j)}_W (p(y)) ¿ k_j(y), j = 1, . . . , n. Veliqiny ße h_{Wy} − μ^{(j)}_W (p(y)), j = 1, . . . , n, opredelØ¸wie stepen~ anizotropnosti v toqke p = p(y), zavisØt ot struktury toqki y ∈ R^n. Avtor blagodaren S. G. Kreænu i A. G. Baskakovu za poleznye obsußdeniØ.

DannaØ rabota qastiqno podderßana grantom RFFI No. 95–

01-00032a.

Literatura

1. H. S. M. Coxeter, The product of the generators of a finite group generated by reflections. — Duke Math. J. 18 (1951), 765–782.

INVARIANTY KLASSA C^k 69

2. G. S. M. Kokster, U. O. Dß. Mozer, Poroßda¸wie fflementy i opredelØ¸wie sootnoxeniØ diskretnyh grupp. Nauka, M., 1980.

3. N. Burbaki, Gruppy i algebry Li. Gl. IV–VI. Mir, M., 1972.

4. H. Whitney, Differentiable even functions. — Duke Math. J. 10 (1943), 159–160. 5. G. Barbançon, Théorème de Newton pour les fonctions de classe Cr . — Ann.

scient. Éc. Norm. Sup. 4-e serie 5 (1972), 435–458.

6. G. Barbançon, Invariants de classe Cr des groupes finis engendres par des reflexions et théorème de Chevalley en classe Cr . — Duke Math. J. 53, No. 3 (1986), 563–584.

7. A. O. Gohman, Gladkie simmetriqeskie funkcii. — Ukr. mat. ßurn. 41, No. 6 (1989), 743–750.

8. A. O. Gohman, Predstavlenie differenciruemyh simmetriqeskih funkciæ v razliqnyh bazisah. — DAN SSSR 318, No. 5 (1991), 1049–1052.

9. A. O. Gohman, O gladkih funkciØh, invariantnyh otnositel~no grupp, poroßdennyh otraßeniØmi. — Mat. zametki 53, No. 4 (1993), 146–147.

10. J. M. Ball, Differentiability properties of symmetric and isotropic functions. — Duke Math. J. 51, No. 3 (1984), 699–728.

11. A. O. Gohman, O ponißenii gladkosti v teoreme o differenciruemyh invariantah grupp Kokstera. — Funkc. analiz i ego pril. 28, No. 4 (1994), 82–84.

12. A. O. Gohman, Predstavlenie gladkih invariantov grupp Kokstera v terminah anizotropnyh prostranstv. Tezisy konferencii “Sovremennye metody nelineænogo analiza,” Voroneß, 1995, 28–29.

13. V. I. Arnol~d, Giperboliqeskie polinomy i otobraßeniØ Vandermonda.

— Funkc. analiz i ego pril. 20, No. 2 (1986), 52–53.

14. I. Makdonal~d, Simmetriqeskie funkcii i mnogoqleny Holla. Mir, M., 1985.

15. A. O. Gohman, O teoreme N~¸tona dlØ gladkih funkciæ. Dep. v VINI- TI, No. 8102–84, 1984.

16. G. Barbançon, M. Raïs, Sur le théorème de Hilbert différentiable pour les groupes lineaires finis (d’apres E. Noether). — Ann. scient. Éc. Norm. Sup. 4-e serie 16 (1983), 355–373.

17. G. Lassalle, Le théorème de préparation différentiable en classe p. — Ann. Inst.

Fourier, Grenoble 23, No. 2 (1973), 97–108.

18. G. Lassalle, Une démonstration du théorème de division pour les fonctions différentiables. — Topology 12 (1973), 41–62.

19. E. Bierstone, Differentiable functions. — Bol. Soc. Brazil. Mat. 11, No. 2 (1980), 139–189.

20. A. O. Gohman, O teoreme deleniØ dlØ differenciruemyh funkciæ. — Uspehi mat. nauk 41, No. 2 (1986), 191–192.

21. V. I. Bahtin, Podgotovitel~naØ teorema Veæerxtrassa–Mal~granßa v koneqnogladkom sluqae. — Funkc. analiz i ego pril. 24, No. 2 (1990), 3–16.

22. V. I. Bakhtin, Weierstrass preparation theorem for finitely smooth modules. — Theory Singular and its Appl., Providence, R. I. (1990), 287–294.

70 A. O. GOHMAN

Gokhman A. O. Invariants of class C^k of finite Coxeter groups and their representation in terms of anisotropic spaces.

The article is devoted to the study of representation of C^k(R^n)-smooth functions f invariant with respect to finite Coxeter groups W in the form f = F ∘p, where p is a base in the algebra of W -invariant polynomials. We examine the drop of smoothness of F as compared with f and conclude that this drop has anisotropic nature and that, more precisely, at each point p_0 it is described by a vector μ(p_0) ∈ R^n. We examine the cases W = A_n, B_n, D_n, D_m; in each case the greatest component μ_j of μ is equal to the Coxeter number of the stabilizer W_{y0} of the point y_0, where p_0 = p(y_0).

Postupilo 24 dekabrØ 1996 g. Voroneßskiæ gosudarstvennyæ universitet