O. L. Vinogradov TOQNOE NERAVENSTVO DL˚ OTKLONENI˚ SUMM ROGOZINSKOGO I VTOROGO MODUL˚ NEPRERYVNOSTI V PROSTRANSTVE NEPRERYVNYH PERIODIQESKIH FUNKCI` §1. Vvedenie 1. OboznaqeniØ. V dal~neæxem C – prostranstvo 2π-periodi-

qeskih nepreryvnyh vewestvennoznaqnyh funkciæ f s normoæ

‖f‖ = sup_{t∈}R|f(t)|; H_n – mnoßestvo trigonometriqeskih mnogoqle-

nov porØdka ne vyxe n; f_x(t) = f(x + t) – sdvig funkcii f na qislo x; f_c(t) =^{f(t)+f(−t)}_2 – qetnaØ qast~ funkcii f; P – polunorma, zadannaØ na podprostranstve M prostranstva C i udovletvorØ- ¸waØ usloviØm: a) dlØ l¸byh f ∈ M i x ∈ R funkciØ f_x ∈ M i

P (f_x) = P (f) i b) suwestvuet takaØ postoØnnaØ M , qto dlØ vseh

f ∈ M budet P (f) 6 M ‖f‖; δ^2_t (f, x) = f(x + t) − 2f(x) + f(x − t) –

central~naØ raznost~ vtorogo porØdka funkcii f s xagom t v toqke x; ω_2(f, h)_P = sup_{|t|} 6h^{P (δ} 2 t (f)) – vtoroæ modul~ nepreryv-

nosti funkcii f ∈ M s xagom h otnositel~no polunormy P ;

E_n(f) = inf_{T ∈Hn} ‖f − T ‖ – nailuqxee priblißenie porØdka n funk-

cii f ∈ C; otsutstvie indeksa P oznaqaet, qto (M, P ) = (C, ‖ · ‖); krome togo, budem upotreblØt~ simvoly ‖f‖ i ω_2(f, h) i dlØ razryvnyh funkciæ f v tom ße smysle. Dalee,^m ∑ k=l ′a_k =^{al}_2 +^m ∑ k=l+1 a_k; m∑ k=l ′′a_k =^{al}_2 +^{m−1} ∑ k=l+1 a_k +^{am}_2 ;^m ∑ k=l φ(x) =^m ∑ k=l φ(^k_n ); esli φ ne oprede-

lena, no imeet predel, skaßem v nule, to pod φ(0) ponimaetsØ

lim_{x→0} φ(x);

R_n(t) = 1 π n∑ k=0 ′ cos kπ 2(n + 1) cos kt = 1 2π sin^π_{2(n+1)} cos (n + 1)t cos t − cos^π_{2(n+1)} 26

TOQNOE NERAVENSTVO 27

– Ødro Rogozinskogo porØdka n; R_n(f, x) =^π ∫ π f_xR_n – summa Rogo-

zinskogo porØdka n funkcii f;

S_h(t) =

{_1 h ( 1 −^{|t|}_h ) , esli |t| 6 h 0, esli h 6 |t| 6 π

– Ødro funkcii Steklova vtorogo porØdka s xagom h; qisla Bernulli B_n opredelØ¸tsØ ravenstvom^t_{et−1} =^∞ ∑ n=0 B_n^{tn}_{n!} ;

B_n(x) =^n ∑ k=0 C^k_nB_kx^{n−k} – mnogoqleny Bernulli; Si x = x∫ 0 sin t t dt – integral~nyæ sinus; [x] – celaØ qast~ qisla x; G =^1_2^{π/2} ∫ 0 x sin x dx =

0, 915965594 . . . – postoØnnaØ Katalana.

2. Obzor rezul~tatov. Veliqinu

D(U, h)_P = sup_{f∈}M P (U (f) − f) ω_2(f, h)_P (^0 sqitaetsØ ravnym nul¸), gde U : M → M, h > 0, prinØto nazyvat~ toqnoæ postoØnnoæ v neravenstve P (U (f) − f) 6 Kω_2(f, h)_P . Esli U_n : M → H_n, γ > 0, to neravenstva vida

P (U_n(f) − f) 6 Kω_2 ( f, γπ n + 1 ) P (1) nazyva¸t neravenstvami tipa Dßeksona (dlØ vtorogo modulØ nepreryvnosti). V fftom sluqae moßet stavit~sØ vopros o nahoßdenii konstanty v neravenstve (1), toqnoæ dlØ vseh n odnovremenno, t.e. veliqiny sup_{n∈}Z_+ D(U_n,^{γπ}_{n+1} )_P . Ranee avtorom [1,2]

byli poluqeny konstanty D(U_n, h) dlØ nekotoryh poloßitel~- nyh operatorov U_n. Qto kasaetsØ nahoßdeniØ konstant, toqnyh dlØ vseh n odnovremenno, to izvesten lix~ edinstvennyæ takoæ rezul~tat. V 1974 godu V. V. ȷuk [3] poluqil neravenstvo ‖f − V_n(f)‖ 6 1 · ω_2 ( f, π 2(n + 1) ) (2)

28 O. L. VINOGRADOV

(V_n – nekotoryæ lineænyæ operator iz C v H_n). Pozße V. V. Xalaev [4] obnarußil, qto konstanta 1 ØvlØetsØ toqnoæ dlØ vseh n odnovremenno ne tol~ko v neravenstve (2), no i v neravenstve

E_n(f) 6 1 · ω_2 ( f, π 2(n + 1) ) , (3)

a imenno:

sup_{n∈}Z_+ sup_{f∈C} E_n(f) ω_2(f,^π_{2(n+1)} )

= sup_{n∈}Z_+ sup_{f∈C} ‖f − V_n(f)‖ ω_2(f,^π_{2(n+1)} )

= 1.

Takim obrazom, toqnaØ konstanta 1 v neravenstve (3) realizuetsØ posledovatel~nost~¸ lineænyh operatorov {V_n}.

V toæ ße rabote [3] tem ße sposobom (putem dobavleniØ i vyqitaniØ vtoroæ funkcii Steklova) V. V. ȷuk poluqil neravenstvo ‖R_n(f) − f‖ 6 5 8 ω_2 ( f, π n + 1 ) (4) i vposledstvii perenes ocenki na sluqaæ proizvol~nogo prostranstva (M, P ). (UpomØnutye rezul~taty soderßatsØ takße v monografii [5].) Poloßim D_n = D(R_n,^π_{n+1} ). Oqevidno, qto

D_0 = 1/2. V nastoØweæ rabote pokazano, qto konstanta 5/8 ne

ØvlØetsØ toqnoæ v neravenstve (4). DlØ veliqin D_n pri n ¿ 2 ustanovleny ocenki vida C^′_n 6 D_n 6 C_n, takie qto lim_{n→∞} C^′_n =

lim_{n→∞} C_n = sup_n

¿2^{Cn = D} i vyqisleno D. Privedeno (bez dokazatel~- stva) naædennoe znaqenie D_1. Konstanta D ØvlØetsØ toqnoæ dlØ vseh n odnovremenno v neravenstve (4). Ocenki dlØ D(R_n,^π_{n+1} )_P sverhu verny dlØ l¸bogo prostranstva (M, P ) s opisannymi svoæstvami.

§2. Vspomogatel~nye rezul~taty V fftom paragrafe privodØtsØ vse sootnoxeniØ, neobhodimye v dal~neæxem dlØ dokazatel~stva neravenstv.

1. Pust~ n ¿ 3; vezde v dal~neæxem polagaem h = π/n. Nam

ponadobitsØ qetnaØ 2π-periodiqeskaØ funkciØ q_n, opredelennaØ na [0, π] ravenstvom

q_n(t) = n^2 π (( t 2π )_2 − t 2π + 1 6 ) + 1 48π − 1 π n−1∑ k=1 cos^{kπ}_{2n} 4 sin^{2 kπ}_{2n} cos kt.

TOQNOE NERAVENSTVO 29

Pereqislim nekotorye izvestnye svoæstva funkcii q_n.

1.1. FunkciØ qn predstavlØet soboæ raznost~ meßdu periodi-

qeski prodolßennym s otrezka [0, 2π] na R vtorym mnogoqlenom Bernulli B_2(^t_{2π} ) i interpoliru¸wim ego v uzlah (k + 1/2)h (k =

0, n − 1) qetnym trigonometriqeskim mnogoqlenom porØdka n − 1,

tak qto sign q_n(t) = sign cos nt. Na otrezke [0, h/2] funkciØ q_n ubyvaet; na [h/2, 3h/2] – imeet edinstvennu¸ toqku minimuma i ne imeet toqek maksimuma, a na [3h/2, 5h/2] – edinstvennu¸ toqku maksimuma i ne imeet toqek minimuma. Poslednee legko dokazyvaetsØ s pomow~¸ teoremy RollØ; podrobnosti sm. v [5], s. 78– 80. 1.2. δ^2_h(qn) = Rn−1 − Sh 1.3.^{π∫}_π |qn| =^1_8

Dokazatel~stva fftih svoæstv moßno naæti, naprimer, v [5], s. 144–149, 80–85, gde funkciØ q_n ispol~zovalas~ pri ocenke otkloneniØ operatora Ahiezera–Kreæna–Favara s nomerom 2.

2. Oboznaqim gn(u) =^{4π}_n qn(^u_n ). Ustanovim nekotorye svoæstva

funkcii g_n.

2.1. sign gn(u) = sign cos u; na otrezke [0, π/2] funkciØ gn uby-

vaet; na [π/2, 3π/2] – imeet edinstvennu¸ toqku minimuma i ne imeet toqek maksimuma, a na [3π/2, 5π/2] – edinstvennu¸ toqku maksimuma i ne imeet toqek minimuma.

2.2. δ^2_π (gn, u) =^{4π}_n Rn−1(^u_n ) −^{4π}_n Sh(^u_n )

�ti svoæstva ØvlØ¸tsØ prostoæ pereformulirovkoæ svoæstv 1.1 i 1.2. Sledu¸wie ravenstva poluqa¸tsØ neposredstvennymi vyqisleniØmi.

2.3. Pri u ∈ [0, πn]

g_n(u) = 1 n n∑ k=0 ′′ 1 − cos^{πx}_2 cos ux

sin^{2 πx}_2 − 2u π . 2.3.1. Pri u ∈ [0, π/2]

g_n(u) = 1 2n n∑ k=0 ′′ 1 − cos (^π_2 + u)x

sin^{2 πx}_2 + 1 2n n∑ k=0 ′′ 1 − cos (^π_2 − u)x

sin^{2 πx}_2 − 2u π .

30 O. L. VINOGRADOV

2.3.2. Pri ε ∈ [0, π/2] g_n(π ∓ ε) = = 1 n n∑ k=0 ′′ 1 − cos (^π_2 ∓ ε)x

sin^{2 πx}_2 ∓ 1 n n∑ k=0 ′′ sin εx sin^{πx}_2 + 2 n n∑ k=0 ′′ cos (^π_2 ∓ ε)x−2± 2ε π . 2.3.3. Pri τ ∈ [0, π/2]

g_n(2π − τ ) = 1 n n∑ k=0 ′′ 1 − cos (^π_2 − τ )x sin^{2 πx}_2 − 3 n n∑ k=0 ′′ sin τ x sin^{πx}_2 +

+ 6 n n∑ k=0 ′′ cos (^π_2 − τ )x + 2 n n∑ k=0 ′′ cos (^{3π}_2 − τ )x − 4 + 2τ π . 3.1. SootnoxeniØ p.2.3 pozvolØ¸t napisat~ dlØ gn priblißen-

nye formuly s akkuratnoæ ocenkoæ ostatka. Oboznaqim φ_1(x) = sin εx sin^{πx}2 (ε ∈ [0, π/2]), φ2(x) =

1−cos (^π2 −ε)x sin2^{πx}2 (ε ∈ [−π/2, π/2]). S pomo-

w~¸ razloßeniØ v rØd Teælora nesloßno ustanovit~, qto pri

x ∈ [0, 1] vse proizvodnye funkciæ φ_1 i φ_2 neotricatel~ny. Vos-

pol~zuemsØ formuloæ �ælera–Maklorena (sm.[6], s.215, 218): 1 n n∑ k=0 ′′ φ(x) = 1∫ 0 φ + φ^′(1) − φ^′(0) 12n^2 − r(φ), priqem, esli φ ∈ C^{(6)}[0, 1] i φ^{(4)}, φ^{(6)} ¿ 0, to dlØ ostatoqnogo qlena r(φ) verna ocenka 0 6 r(φ) 6^{φ′′′(1) − φ′′′(0)} 720n^4 . DlØ funkciæ φ_1 i φ_2 imeem: 1 n n∑ k=0 ′′ φ_1(x) = I(ε) + ε cos ε 12n^2 − ρ_1(ε),

gde I(ε) =^1 ∫ 0 sin εx sin^{πx}2 dx; 0 6 ρ1(ε) 6 ε cos ε( 3π 2 4 −ε 2) 720n4 ; 1 n n∑ k=0 ′′ φ_2(x) = 2 π cos ε − ( 1 − 2ε π ) I(ε) + 1 12n^2 ( π 2 − ε ) cos ε − ρ_2(ε),

TOQNOE NERAVENSTVO 31

gde 0 6 ρ_2(ε) 6^{12 ( π2 −ε) cos ε(3π2−2( π2 −ε)2)}

720n4 .

3.2. Privedem rØd sootnoxeniæ dlØ funkcii I(ε) (ε ∈ [0, π/2]).

I(0) = 0; I( π 2 ) = 1; I( π 4 ) = 1 π ln √ 2 + 1 √ 2 − 1 ; I( π 8 ) = 1 π ( √ 2 ln 1 + √ 2 sin^π_8 1 − √ 2 sin^π_8

− ln

1 + sin^π_8 1 − sin^π_8 ) . FunkciØ I neotricatel~na, vozrastaet i vypukla vverh. Po neravenstvu Qebyxœva I(ε) = 1∫ 0 sin εx x x sin^{πx}_2 dx 6 1∫ 0 sin εx x dx 1∫ 0 x sin^{πx}_2 dx = 8 π^2 G Si ε. 3.3. Kak izvestno, 1 n n∑ k=0 ′′ cos zx = sin z 2n ctg z 2n . Vospol~zuemsØ teælorovskim razloßeniem kotangensa: 1 2n ctg z 2n = 1 z − z 12n^2 − z^3 720n^4 − 1 2n ρ ( z 2n ) , gde ρ(s) =^1_s − ctg s −^s_3 −^{s3}_{45} ¿ 0 i vozrastaet pri s ∈ [0, π) (ffto sleduet iz neotricatel~nosti teælorovskih kofffficientov funkcii 1/s − ctg s). Znaqit, pri ε ∈ [0, π/2], n ¿ 3 1 n n∑ k=0 ′′ cos ( π 2 − ε)x = = cos ε π/2 − ε − 1 12n^2 ( π 2 − ε) cos ε − 1 720n^4 ( π 2 − ε)^3 cos ε − ρ_3(ε),

gde 0 6 ρ_3(ε) =^{cos ε}_{2n} ρ (_{π/2−ε} 2n ) ; 1 n n∑ k=0 ′′ cos ( 3π 2 − ε)x = = − cos ε 3π/2 − ε + 1 12n^2 ( 3π 2 − ε) cos ε + 1 720n^4 ( 3π 2 − ε)^3 cos ε + ρ_4(ε),

32 O. L. VINOGRADOV

gde 0 6 ρ_4(ε) =^{cos ε}_{2n} ρ (_{3π/2−ε} 2n ) ; 2π n R_{n−1} ( π − u n ) = 1 n n∑ k=0 ′′ cos (^π_2 − u)x + 1 n n∑ k=0 ′′ cos (^{3π}_2 − u)x = = cos u π/2 − u − cos u 3π/2 − u + π cos u 12n^2

+ ρ_5(u),

gde u ∈ [0, π/2], ρ_5(u) =^{cos u}_{720n4} ( (^{3π}_2 − u)^3 − (^π_2 − u)^3 ) +ρ_4(u) − ρ_3(u) ¿ 0, ρ_5(u) = O(1/n^4).

3.4. Podstavim poluqennye rezul~taty v formuly p.2.3. 3.4.1. Pri u ∈ [0, π/2]

g_n(u) = 2 π cos u + 2u π I(u) − 2u π + 1 12n^2 π 2 cos u − 1 2 (ρ_2(u) + ρ_2(−u)).

3.4.2. Pri ε ∈ [0, π/2] g_n(π ∓ ε) = 2 π cos ε ∓ 2(1 ∓ ε π )I(ε) +

2 cos ε π/2 ∓ ε − 2 ± 2ε π − − 1 12n^2 π 2 cos ε − 2 720n^4 ( π 2 ∓ ε)^3 cos ε − ρ_2(±ε) ± ρ_1(ε) − 2ρ_3(±ε).

3.4.3. Pri τ ∈ [0, π/2]

g_n(2π − τ ) = 2 π cos τ − 2(2 − τ π )I(τ ) + 6 cos τ π/2 − τ − 2 cos τ 3π/2 − τ − −4 + 2τ π + 1 12n^2 π 2 cos τ + 1 720n^4 ( −6( π 2 − τ )^3 + 2( 3π 2 − τ )^3 ) cos τ −

−ρ_2(τ ) + 3ρ_1(τ ) − 6ρ_3(τ ) + 2ρ_4(τ ).

§3. Formula dlØ otkloneniØ summ Rogozinskogo Cel~ fftogo paragrafa sostoit v tom, qtoby podhodØwim obrazom predstavit~ raznost~ R_n(f) − f v vide summy integralov, soderßawih vtorye raznosti funkcii f s xagom, ne prevoshodØwim h, i ustanovit~ nekotorye svoæstva takogo predstavleniØ.

1. Pol~zuØs~ formuloæ p.1.2 §2, zapixem toßdestvo:

A_1 = 2 π∫ 2h δ^2_h(f_c)q_n = 2 π∫ 3h f_cδ^2_h(q_n) + 2 3h∫ 2h f_c(t)(δ^2_h (q_n, t)−

TOQNOE NERAVENSTVO 33 −q_n(t − h)) dt + 2 2h∫ h f_c(t)(δ^2_h (q_n, t) + 2q_n(t) − q_n(t − h)) dt =

= 2 π∫ 3h f_cR_{n−1} + 2 3h∫ 2h f_c(t)(R_{n−1}(t) − q_n(t − h)) dt+

+2 2h∫ h f_c(t)(R_{n−1}(t) + 2q_n(t) − q_n(t − h)) dt.

Znaqit, π∫ π fR_{n−1} = A_1 + 2 3h∫ 0 f_cQ_1, (5)

gde funkciØ Q_1 opredelØetsØ formulami:

Q_1(t) =

R_{n−1}(t), esli t ∈ [0, h] −2q_n(t) + q_n(t − h), esli t ∈ (h, 2h) q_n(t − h), esli t ∈ (2h, 3h).

Otmetim, qto Q_1(t) ¿ 0 pri t ∈ [0, 3h/2) i pri t ∈ (5h/2, 3h) i

Q_1(t) 6 0 pri t ∈ (3h/2, 5h/2).

2. ZaæmemsØ vtorym slagaemym v (5). Sledu¸wie tri raven-

34 O. L. VINOGRADOV

stva legko proverØ¸tsØ zamenoæ peremennoæ v integrale.

A_2 = 4 3 35h/16 ∫ 2h δ^2_{5h/3−h/8−t/3}(f_c, t)Q_1( 2t 3 + 5h 3 − h 8 ) dt =

=2 3h∫ 23h/8 f_cQ_1 − 8 3 35h/16 ∫ 2h f_c(t)Q_1( 2t 3 + 5h 3 − h 8 ) dt+

+ 11h/8∫

9h/8 f_c(t)Q_1( t 2 + 5h 2 − 3h 16 ) dt;

A_3 =2 2h∫ 15h/8 δ^2_{7h/8}(f_c, t)Q_1(t + 7h 8 ) dt =

=2 23h/8∫

11h/4 f_cQ_1 − 4 2h∫ 15h/8 f_c(t)Q_1(t + 7h 8 ) dt + 2 9h/8∫

h f_c(t)Q_1(t + 7h 4 ) dt;

A_4 =2 2h∫ 7h/4 δ^2_{3h/4}(f_c, t)Q_1(t + 3h 4 ) dt =

=2 11h/4∫

5h/2 f_cQ_1 − 4 2h∫ 7h/4 f_c(t)Q_1(t + 3h 4 ) dt + 2 5h/4∫

h f_c(t)Q_1(t + 3h 2 ) dt.

Takim obrazom,

2 3h∫ 0 f_cQ_1 = A_2 + A_3 + A_4 + 2 5h/2∫

0 f_cQ_2,

TOQNOE NERAVENSTVO 35 gde Q_2(t) =

Q_1(t), esli t ∈ [0, h] ∪ (11h/8, 7h/4) ∪ (35h/16, 5h/2)

Q_1(t) − Q_1(t + 7h 4 ) − Q_1(t + 3h 2 ), esli t ∈ (h, 9h/8) Q_1(t) − 1 2 Q_1( t 2 + 5h 2 − 3h 16 ) − Q_1(t + 3h 2 ), esli t ∈ (9h/8, 5h/4) Q_1(t) − 1 2 Q_1( t 2 + 5h 2 − 3h 16 ), esli t ∈ (5h/4, 11h/8)

Q_1(t) + 2Q_1(t + 3h 4 ), esli t ∈ (7h/4, 15h/8)

Q_1(t) + 2Q_1(t + 3h 4 ) + 2Q_1(t + 7h 8 ), esli t ∈ (15h/8, 2h)

Q_1(t) + 4 3 Q_1( 2t 3 + 5h 3 − h 8 ), esli t ∈ (2h, 35h/16).

FunkciØ Q_2 nepoloßitel~na na promeßutke (3h/2, 5h/2). Na promeßutkah (3h/2, 7h/4) i (35h/16, 5h/2) Q_2 sovpadaet s Q_1 i, sledovatel~no, nepoloßitel~na. DlØ ustanovleniØ znaka Q_2 na ostavxihsØ promeßutkah i dokazatel~stva formuliruemyh dalee neravenstv ispol~zuetsØ sledu¸wiæ metod. IssleduemaØ veliqina vyraßaetsØ qerez funkcii g_n, R_{n−1} i S_h, k kotorym zatem primenØ¸tsØ priblißennye formuly §2. Dalee podobnye qleny (s 1, 1/n^2, 1/n^4 i ostatki) gruppiru¸tsØ, kaßdoe slagaemoe ocenivaetsØ otdel~no, i poluqennye ocenki skladyva¸tsØ. Ustanovlenie podobnyh neravenstv predstavlØet soboæ tehniqeski samu¸ trudnu¸ i gromozdku¸ qast~ dokazatel~stva. V svØzi s poslednim obstoØtel~stvom oni privodØtsØ bez dokazatel~stva.

3. Poskol~ku

A_5 = 2 3h/2∫

h δ^2_h(f_c, t)Q_2(t + h) dt =

= 2 5h/2∫

2h f_cQ_2 − 4 3h/2∫

h f_c(t)Q_2(t + h) dt + 2 h/2∫ 0 f_c(t)Q_2(t + 2h) dt,

36 O. L. VINOGRADOV to 2 5h/2∫

0 f_cQ_2 = A_5 + 2 2h∫ 0 f_cQ_3, gde Q_3(t) =

Q_2(t) − Q_2(t + 2h), esli t ∈ [0, h/2) Q_2(t), esli t ∈ (h/2, h) ∪ (3h/2, 2h) Q_2(t) + 2Q_2(t + h), esli t ∈ (h, 3h/2).

˚dro Q_3 obladaet sledu¸wimi svoæstvami.

3.1. Q3(t) ¿ 0 pri t ∈ (0, 3h/2); Q3(t) 6 0 pri t ∈ (3h/2, 2h). 3.2.^{5h/4∫}_h Q3 + 2^{2h∫}_{3h/2} Q3 ¿ 0.

4. Poloßim pri t ∈ [h, 5h/4], s ∈ [3h/2 − t, 2h − t] K(s, t) = − Q_3(s + t)Q_3(t) 5h/4∫ h Q_3 .

Oqevidno, qto K(s, t) ¿ 0. DelaØ zamenu peremennoæ v integrale i menØØ porØdok integrirovaniØ, poluqim:

A_6 = −2 5h/4∫

h

2h−t∫

3h/2−t δ^2_s (f_c, t)K(s, t) ds dt =

= 2 5h/4∫

h

( − 2t−3h/2 ∫ 2t−2h f_c(s)K(t − s, t) ds+

+2 2h−t∫

3h/2−t f_c(t)K(s, t) ds − 2h∫ 3h/2 f_c(s)K(s − t, t) ds ) dt =

= −2 h/2∫ 0 f_c(s) h+s/2∫

h K(t − s, t) dt ds−

TOQNOE NERAVENSTVO 37 −2 h∫ h/2 f_c(s) 5h/4∫

3h/4+s/2 K(t − s, t) dt ds+

+4 5h/4∫

h f_c(t) 2h−t∫

3h/2−t K(s, t) ds dt + 2 2h∫ 3h/2 f_cQ_3.

Takim obrazom, 2 2h∫ 0 f_cQ_3 = A_6 + 2 3h/2∫

0 f_cQ_4, gde

Q_4(t) = Q_3(t) +

h+t/2∫ h K(s − t, s) ds, esli t ∈ (0, h/2) 5h/4∫ 3h/4+t/2 K(s − t, s) ds, esli t ∈ (h/2, h) −2 2h−t∫ 3h/2−t K(s, t) ds, esli t ∈ (h, 5h/4) 0, esli t ∈ (5h/4, 3h/2).

Proverim, qto Q_4(t) ¿ 0. Pri t ∉ (h, 5h/4) ffto oqevidno v silu neotricatel~nosti Q_3 i K. Pri t ∈ (h, 5h/4) imeem:

Q_4(t) = Q_3(t) + 2 2h−t∫

3h/2−t Q_3(s + t)

Q_3(t) 5h/4∫ h Q_3 ds =

= Q_3(t) 1 + 2 2h∫ 3h/2 Q_3 5h/4∫ h Q_3 ¿ 0 v silu svoæstva 3.2 funkcii Q_3.

38 O. L. VINOGRADOV

5. Sloßiv ravenstva

A_7 = 6 h/2∫ h/3 δ^2_t(f_c, t)Q_4(3t) dt = 2 3h/2∫

h f_cQ_4 − 6 h/2∫ h/3 f_c(t)Q_4(3t) dt;

A_8 = 3 h/2∫ h/3 δ^2_t (f, 0)Q_4(3t) dt = 6 h/2∫ h/3 f_c(t)Q_4(3t) dt − 2 3h/2∫

h Q_4 f(0);

A_9 = h∫ 0 δ^2_t (f, 0)Q_4(t) dt = 2 h∫ 0 f_cQ_4 − 2 h∫ 0 Q_4 f(0),

poluqim, qto 2 3h/2∫

0 f_cQ_4 − f(0) = A_7 + A_8 + A_9.

Pri fftom ispol~zuetsØ tot fakt, qto 2^{3h/2} ∫ 0 Q_4 = 1, v qem moßno

ubedit~sØ, primeniv ravenstvo π∫ π fR_{n−1} = 6∑ k=1 A_k + 2 3h/2∫

0 f_cQ_4

k funkcii f ≡ 1.

Itak, nami dokazana

Lemma. DlØ vseh n ¿ 3, f ∈ C spravedlivo ravenstvo

R_{n−1}(f, 0) − f(0) = 2 π∫ 2h δ^2_h(f_c)q_n+

+ 4 3 35h/16 ∫ 2h δ^2_{5h/3−h/8−t/3}(f_c, t)Q_1(^{2t}_3 +^{5h}_3 −^h_8 ) dt+

+2 2h∫ 15h/8 δ^2_{7h/8}(f_c, t)Q_1(t +^{7h}_8 ) dt + 2 2h∫ 7h/4 δ^2_{3h/4}(f_c, t)Q_1(t +^{3h}_4 ) dt+

TOQNOE NERAVENSTVO 39 +2 3h/2∫

h δ^2_h(f_c, t)Q_2(t + h) dt − 2 5h/4∫

h

2h−t∫

3h/2−t δ^2_s (f_c, t)K(s, t) ds dt+

+6 h/2∫ h/3 δ^2_t(f_c, t)Q_4(3t) dt + 3 h/2∫ h/3 δ^2_t (f, 0)Q_4(3t) dt + h∫ 0 δ^2_t (f, 0)Q_4(t) dt.

Pri fftom funkcii, stoØwie pod znakom integrala rØdom so vtorymi raznostØmi v pravoæ qasti ravenstva, ime¸t na promeßutkah integrirovaniØ sledu¸wie znaki: sign q_n(t) = sign cos nt, Q_2(t + h) 6 0, a vse ostal~nye neotricatel~ny.

§4. Ocenki dlØ konstant D(Rn−1,^π_n )P 1. Ocenka sverhu. Zametim, qto pravaØ qast~ lemmy soder-

ßit pod znakom integrala vtorye raznosti funkcii f s xagom, ne prevoshodØwim h. Voz~mem f ∈ M i primenim lemmu k funkcii f_x, uqityvaØ ravenstvo R_{n−1}(f_x, 0) − f_x(0) = R_{n−1}(f, x) −

f(x). DlØ dal~neæxeæ ocenki nam ponadobitsØ sledu¸wiæ fakt

(sm.[5], s. 59): esli φ ∈ M, F summiruema na [a, b], ψ(x) =^b ∫ a φ_xF , to ψ ∈ M i dlØ l¸boæ polunormy P iz p.1 §1 budet

P (ψ) 6 b∫ a |F | P (φ). Pol~zuØs~ im, neravenstvom treugol~nika dlØ polunormy P i opredeleniem modulØ nepreryvnosti, poluqaem neravenstvo

P (R_{n−1}(f) − f) 6 C_{n−1}ω_2(f, h)_P , (6) gde C_{n−1} = 2 π∫ 2h |q_n| + 4 3 35h/16 ∫ 2h Q_1( 2t 3 + 5h 3 − h 8 ) dt+

+2 2h∫ 15h/8 Q_1(t + 7h 8 ) dt + 2 2h∫ 7h/4 Q_1(t + 3h 4 ) dt−

40 O. L. VINOGRADOV −2 3h/2∫

h Q_2(t + h) dt + 2 5h/4∫

h

2h−t∫

3h/2−t K(s, t) ds dt+

+9 h/2∫ h/3 Q_4(3t) dt + h∫ 0 Q_4

(my uqli znaki funkciæ Q_i i K). Uprostim vyraßenie dlØ C_{n−1}, posledovatel~no vyraßaØ Q_4 i K qerez Q_3, Q_3 qerez Q_2, Q_2 qerez Q_1 i, nakonec, Q_1 qerez R_{n−1} i q_n (nekotorye promeßutoqnye preobrazovaniØ, nosØwie fflementarnyæ harakter, opuweny).

C_{n−1} = 2 π∫ 2h |q_n| + 2 3h∫ 5h/2 Q_1 − 2 5h/2∫

2h Q_2 + 2 h∫ 0 Q_3 + 3 2h∫ h Q_3 =

= 2 π∫ 2h |q_n| + 2 3h∫ 5h/2 Q_1 + h∫ 0 Q_2 + 3 5h/2∫

h Q_2 =

= 2 π∫ 2h |q_n| + h∫ 0 Q_1 + 3 5h/2∫

h Q_1 + 5 3h∫ 5h/2 Q_1 =

= 2 π∫ 2h |q_n| + h∫ 0 R_{n−1} + 3 h∫ 0 q_n − 3 3h/2∫

h q_n − 2h∫ 3h/2 q_n Dalee vospol~zuemsØ znakom q_n, svoæstvom 1.2§2 i ravenstvami h∫ 0 S_h = 1 2 , 2 h∫ h/2 S_h = 2 h h∫ h/2 ( 1 − t h ) dt = 1 4 , 2 π∫ 0 |q_n| = 1 8 . Poluqim:

C_{n−1} = 2 π∫ 0 |q_n| − 2 h/2∫ 0 q_n + 2 3h/2∫

h/2 q_n − 2 2h∫ 3h/2 q_n + h∫ 0 S_h+

TOQNOE NERAVENSTVO 41 + h∫ 0 (q_n(t − h) − 2q_n(t) + q_n(t + h)) dt + 3 h∫ 0 q_n − 3 3h/2∫

h q_n − 2h∫ 3h/2 q_n =

= 5 8 + 4 h∫ h/2 q_n − 2 2h∫ 3h/2 q_n; (7)

C_{n−1} = 5 8 + 4 h∫ h/2 q_n − 2 2h∫ 3h/2 q_n − 2 h∫ h/2 R_{n−1} + 2 h∫ h/2 S_h+

+2 h∫ h/2 (q_n(t − h) − 2q_n(t) + q_n(t + h)) dt = 7 8 − 2 h∫ h/2 R_{n−1} + 2 h/2∫ 0 q_n. Neravenstvo (6) moßno zapisat~ i v takom vide: D ( R_{n−1}, π n ) P 6 Cn−1. (8) Issleduem povedenie posledovatel~nosti {C_n}, a imenno: dokaßem, qto

sup_n ¿2^{Cn = limn→∞ Cn = D} i naædem D. DelaØ zamenu peremennoæ v integrale, poluqaem:

C_{n−1} = 7 8 − 1 π π/2∫ 0 2π n R_{n−1} ( π − u n ) du + 1 2π π/2∫ 0 g_n. Vospol~zuemsØ formulami p.3 §2:

C_{n−1} = D + a 12n^2 + b, gde D = lim_{n→∞} C_n;

D = 7 8 − 1 π π/2∫ 0 ( cos u π/2 − u − cos u 3π/2 − u ) du+

42 O. L. VINOGRADOV + 1 2π π/2∫ 0 ( 2 π cos u + 2u π I(u) − 2u π ) du =

= 3 4 − 1 π ( Si π 2 − Si π + Si 3π 2 ) + 1 π^2 + 1 2π π/2∫ 0 ( 1 x^2 − ctg x x ) dx;

a = − π/2∫ 0 cos u du + 1 4 π/2∫ 0 cos u du = − 3 4 ;

b = − 1 π π/2∫ 0 ρ_5 − 1 4π π/2∫ −π/2 ρ_2.

Iz otricatel~nosti a i b sleduet, qto sup_n ¿2^{Cn = D}

. Podsqet pokazyvaet, qto D = 0, 581 . . .

2. Ocenka snizu dlØ konstant Dn. V fftom punkte my usta-

novim toqnost~ poluqennyh ocenok dlØ vseh n odnovremenno v sluqae ravnomernoæ normy. Poloßim ν = [ n 2 + 1 4 ] = n 2 − 1, esli n qetno n − 1 2 , esli n neqetno.

Opredelim qetnu¸ 2π-periodiqesku¸ funkci¸ f^∗_{n−1} na otrezke

[0, π] ravenstvami:

f^∗_{n−1}(0) = 0; f^∗_{n−1}(t) = 1/2 pri t ∈ (0, h];

f^∗_{n−1}(t) = 3/2 pri t ∈ (h, 5h/2];

f^∗_{n−1}(t) = k + 3/2 pri t ∈ ((2k + 1/2)h, (2k + 5/2)h],

k = 1, ν − 1;

a pri t ∈ ((2ν + 1/2)h, π] f^∗_{n−1}(t) = { ν + 3/2, esli n qetno ν + 1, esli n neqetno.

Legko videt~, qto ω_2(f^∗_{n−1}, h)=1. Oboznaqim C^′_{n−1} = R_{n−1}(f^∗_{n−1}, 0). DlØ l¸bogo ε > 0 funkci¸ f^∗_{n−1} moßno priblizit~ nepreryvnymi (kusoqno-lineænymi) funkciØmi f_ε tak, qtoby vypolnØlis~

TOQNOE NERAVENSTVO 43

sootnoxeniØ ω_2(f_ε, h)=1, f_ε(0)=0 i R_{n−1}(f_ε, 0) ¿ C^′_{n−1} − ε. Poffto- mu D_{n−1} ¿ C^′_{n−1}. (9)

Ocenim raznost~ C_{n−1} − C^′_{n−1}. Imeem:

C^′_{n−1} = π∫ π f^∗_{n−1}R_{n−1} =

= h∫ −h f^∗_{n−1}S_h + π∫ π f^∗_{n−1}(R_{n−1} − S_h) = 1 2 + π∫ π δ^2_h(f^∗_{n−1})q_n.

Teper~ podstavim znaqeniØ δ^2_h(f^∗_{n−1}) i sravnim poluqennu¸ formulu s formuloæ (7) dlØ C_{n−1}. Esli n qetno, to

C^′_{n−1} = 1 2 + 2 π∫ 0 |q_n| − 2 π∫ π−h/2 |q_n| − 4 h∫ h/2 |q_n|−

−2 2h∫ 3h/2 |q_n| = C_{n−1} − 2 π∫ π−h/2 q_n, a esli n neqetno, to

C^′_{n−1} = 1 2 + 2 π∫ 0 |q_n| − π−h/2∫

π−3h/2 |q_n| − 4 h∫ h/2 |q_n|−

−2 2h∫ 3h/2 |q_n| = C_{n−1} − π−h/2∫

π−3h/2 |q_n|. FunkciØ^1_{n2} q^{′′}_n s toqnost~¸ do postoØnnogo mnoßitelØ sovpadaet s Ødrom Ahiezera–Kreæna–Favara porØdka n − 1 s nomerom 2. Znaqit, dlØ l¸bogo δ > 0 max_{t∈[δ,π]} |q^{′′}_n(t)| = O(n). Pol~zuØs~ ravenstvami q^′_n(π) = q_n(π−h/2) = 0, vyvodim, qto C_{n−1}−C^′_{n−1} = O(1/n^2) i, znaqit,

sup_n ¿2^{Dn = limn→∞ Dn = D.} (10)

Tem ße sposobom dokazyvaetsØ

44 O. L. VINOGRADOV

Teorema 1. Pust~ C1 =^5_8 −^1_π^{( 1}√_2 −^1_2^) = 0, 559 . . . Togda D ( R_1, π 2 ) P 6 C1, D1 = C1. Iz sootnoxeniæ (8), (9), (10) i naædennyh znaqeniæ D_0 i D_1 sleduet

Teorema 2. Pust~ n − 2 ∈ N, h =^π_n , Cn−1 =^7_8 − 2 h∫ h/2 R_{n−1} +2 h/2∫ 0 q_n,

C^′_{n−1} =

C_{n−1} − 2^π ∫ π−h/2 q_n, esli n qetno,

C_{n−1} − π−h/2∫ π−3h/2 q_n, esli n neqetno,

D = 3 4 − 1 π ( Si π 2 − Si π + Si 3π 2 ) + 1 π^2 + 1 2π π/2∫ 0 ( 1 x^2 − ctg x x ) dx. Togda spravedlivy sootnoxeniØ:

1. D(R_{n−1}, h)_P 6 C_{n−1}; sup_{n∈}Z_+ D(R_{n−1}, h)_P 6 D. 2. C^′_{n−1} 6 D_{n−1} 6 C_{n−1}; sup_{n∈}Z_+ D_n = lim_{n→∞} D_n = D.

Zameqanie. Poputno poluqeno, qto Dn = Cn + O(1/n^2).

V zakl¸qenie otmetim, qto osta¸tsØ otkrytymi voprosy o tom, ØvlØetsØ li konstanta D toqnoæ pri vseh n odnovremenno v neravenstve

E_n(f) 6 D ω_2 ( f, π n + 1 ) i ØvlØetsØ li posledovatel~nost~ operatorov Rogozinskogo ffkstremal~noæ (v tom ße smysle, qto i posledovatel~nost~ {V_n} iz neravenstva (2)).

Literatura

1. O. L. Vinogradov, Nekotorye toqnye neravenstva so vtorym modulem nepreryvnosti. — MeßdunarodnaØ konferenciØ “Funkcional~nye prostranstva, teoriØ priblißeniæ, nelineænyæ analiz”, posvØwennaØ

TOQNOE NERAVENSTVO 45

90-leti¸ akademika S. M. Nikol~skogo, tezisy dokladov, M (1995), 79–80.

2. O. L. Vinogradov, Nekotorye toqnye neravenstva dlØ vtorogo modulØ nepreryvnosti periodiqeskih funkciæ i funkciæ, prodolßennyh s otrezka. — Zap. nauq. semin. POMI 232 (1996), str 33–49.

3. V. V. ȷuk, O nekotoryh toqnyh neravenstvah meßdu nailuqximi priblißeniØmi i modulØmi nepreryvnosti. — Vest. LGU, ser. mat., meh., astr., No. 1 (1974), 21–26.

4. V. V. Xalaev, K voprosu o priblißenii nepreryvnyh periodiqeskih funkciæ trigonometriqeskimi polinomami. — V kn.: IssledovaniØ po sovremennym problemam summirovaniØ i priblißeniØ funkciæ i ih priloßeniØm. Vyp. 8, Dnepropetrovsk, 1977, s. 39–43.

5. V. V. ȷuk, ApproksimaciØ periodiqeskih funkciæ. Izd. LGU, L., 1982. 6. V. I. Krylov, Priblißennoe vyqislenie integralov. Gos. izd. fiz.-mat.

lit., M., 1959.

Vinogradov O. L. The sharp constant in the estimate of the Rogozinski sums deviation in terms of the second modulus of continuity in the space of continuous periodic functions.

The sharp constant (uniformly in n) is found in a Jackson-type inequality involving the Rogozinski sums of order n and the second modulus of continuity with the step π/(n + 1).

Postupilo 28 noØbrØ 1996 g. S.-Peterburgskiæ gosudarstvennyæ universitet