A. B. Aleksandrov

OB ODNO` TEOREME EDINSTVENNOSTI DL˚ FUNKCI` S REDKIM SPEKTROM

1. Vvedenie. V rabote privedeny novye primery proØvleniØ

principa neopredelennosti v smysle [1]. Dokazatel~stva soverxenno fflementarny i osnovany na prosteæxem variante principa neopredelennosti: l¸boæ nenulevoæ polinom stepeni ne vyxe n imeet ne bolee n korneæ. V konce raboty obsußda¸tsØ nekotorye zadaqi, svØzannye s principom neopredelennosti dlØ koneqnoæ cikliqeskoæ gruppy.

Pust~ Toboznaqaet ediniqnu¸ okrußnost~ kompleksnoæ ploskosti C ; m – normirovannaØ mera Lebega na T. S kaßdym mnoßestvom Λ ⊂ Zi neotricatel~nym qislom p my svØzyvaem prostranstvo L^p_Λ, opredelØemoe kak zamykanie v prostranstve L^p =

L^p(T, m) lineænoæ oboloqki semeæstva {z^n}_{n∈Λ}. Osobenno nas bu-

det interesovat~ sluqaæ p = 0. V fftom sluqae L^0 = L^0(T, m) – ffto prostranstvo vseh izmerimyh kompleksnyh funkciæ na okrußno-

sti T; pri fftom, kak obyqno, ravnye poqti vs¸du funkcii oto-

ßdestvlØ¸tsØ. Napomnim, qto metrika v prostranstve L^0 vvoditsØ sledu¸wim obrazom: ρ(f, g) = ∫ T^{|f−g|1+|f−g| dm. Shodimost~ v} fftoæ metrike oznaqaet shodimost~ po mere. Otmetim ewe, qto esli p ∈ [1, ∞), to f ∈ L^p_Λ v tom i tol~ko v tom sluqae, kogda

^f (n)^{def}= ∫Tf(ζ)ζ^{−n}dm(ζ) = 0 pri vseh n ∈ Z\ Λ.

Pust~ X – lineænoe (neobØzatel~no zamknutoe) podprostranstvo prostranstva L^0. Budem govorit~, qto prostranstvo X obladaet svoæstvom edinstvennosti, esli tol~ko nulevaØ funkciØ f ∈ X moßet obrawat~sØ v nul~ na mnoßestve poloßitel~noæ mery. Otmetim, qto esli prostranstvo L^0_Λ obladaet svoæstvom edinstvennosti, to i vse prostranstva L^p_Λ s p > 0 takße oblada- ¸t svoæstvom edinstvennosti, poskol~ku L^p_Λ ⊂ L^0_Λ pri vseh p > 0.

� Rabota qastiqno podderßana Rossiæskim fondom fundamental~nyh issledovaniæ (grant 96–01–00693). 7

8 A. B. ALEKSANDROV

Primer mnoßestva Λ = Z_+ pokazyvaet, qto obratnoe neverno. V samom dele, legko videt~, qto L^0Z_+ = L^0. Takim obrazom, prostranstvo L^0Z_+ ne obladaet svoæstvom edinstvennosti. V to ße vremØ, pri l¸bom p ∈ (0, ∞) prostranstvo L^pZ_+ sovpadaet s klassom Hardi H^p, dlØ kotorogo svoæstvo edinstvennosti horoxo izvestno.

OsnovnaØ cel~ nastoØweæ raboty – dokazat~ sledu¸wee utverßdenie.

Teorema 1. Pust~ Λ ⊂ Z. Predpoloßim, qto dlØ l¸bogo polo-

ßitel~nogo qisla ε naædutsØ qisla a, b ∈ Zi N ∈ N takie, qto

a 6 b,^{b−a+1}_N < ε i Λ ⊂^⋃_{j∈}Z[a + N j, b + N j]. Togda prostranstvo L^0_Λ

(a znaqit, i vse prostranstva L^p_Λ s p > 0) obladaet svoæstvom edinstvennosti.

Privedem dva primera mnoßestv Λ, udovletvorØ¸wih usloviØm teoremy.

Primer 1. Pust~ {mk}k¿0 – strogo vozrasta¸waØ posledova-

tel~nost~ natural~nyh qisel. Predpoloßim, qto m_{k+1} delitsØ na m_k pri vseh k ¿ 0 i lim sup_{k→∞}^{mk+1}_{mk} = ∞. Oboznaqim qerez Λ

mnoßestvo vseh qisel n ∈ Z, predstavimyh v vide n = ∑ k¿0^{εkmk} , gde ε_k ∈ Z, |ε_k| 6 1, priqem vse qisla ε_k krome koneqnogo qisla ravny 0. Togda Λ udovletvorØet usloviØm Teoremy 1.

Dokazatel~stvo. Dostatoqno zametit~, qto pri vseh k ∈ N

imeet mesto vkl¸qenie Λ ⊂ ⋃ j∈Z^{[−2mk−1 + jmk, 2mk−1 + jmk] i} inf_k¿_1^{4mk}�^{1+1}_{mk} = 0. •

Zametim, qto proizvedenie Rissa ∏ k¿0^{(1+Re z}

m2_k+1 ) zadaet sin-

gulØrnu¸ meru μ, spektr kotoroæ soderßitsØ v Λ, t. e. ^μ(n) = 0, esli n /∈ Λ. Takim obrazom, Primer 1 pokazyvaet, qto spektr singulØrnoæ poloßitel~noæ mery moßet udovletvorØt~ uslovi- Øm Teoremy 1.

Sledu¸wiæ primer pokazyvaet, qto usloviØm Teoremy 1 moßet udovletvorØt~ mnoßestvo Λ, soderßawee kak ugodno dlinnye koneqnye arifmetiqeskie progressii.

OB ODNO` TEOREME EDINSTVENNOSTI 9

Primer 2. Mnoßestva Λ = {j2^{k2} : 0 6 j 6 k} udovletvorØet

usloviØm Teoremy 1.

Dokazatel~stvo. Dostatoqno zametit~, qto pri vseh k ¿ 1 imeet

mesto vkl¸qenie Λ ⊂ ⋃ j∈N^{[j2k2 , (k − 1)2(k−1)2 + j2k2]. •}

Na samom dele v usloviØh Teoremy 1 prostranstvo L^0_Λ obladaet svoæstvom edinstvennosti v sledu¸wem bolee sil~nom smysle: esli posledovatel~nost~ {f_n}_n¿_1 funkciæ prostranstva L^0_Λ stremitsØ k nul¸ na mnoßestve poloßitel~noæ mery, to ona stremitsØ k nul¸ poqti vs¸du. �to vytekaet iz sledu¸weæ teoremy.

Teorema 2. Pust~ {fn}n¿1 – posledovatel~nost~ izmerimyh funk-

ciæ na ediniqnoæ okrußnosti T. Predpoloßim, qto vypolneny usloviØ Teoremy 1 i f_n ∈ L^0_Λ pri vseh n ¿ 1. Poloßim E_0 = {ζ ∈ T : lim_{n→∞} f_n(ζ) = 0}. Togda libo m(E_0) = 0, libo

m(E_0) = 1.

Sledstvie 1. Pust~ E – izmerimoe podmnoßestvo ediniqnoæ

okrußnosti T, priqem m(E) > 0. Predpoloßim, qto mnoßestvo Λ udovletvorØet usloviØm Teoremy 1. Togda v prostranstve L^0_Λ shodimost~ po mere na E ravnosil~na shodimosti po mere na T. Drugimi slovami, metrika ρ(f, g) = ∫ E |f−g| 1+|f−g| dm na prostranstve

L^0_Λ zadaet tu ße topologi¸, qto i metrika ρ(f, g) = ∫ T^{|f−g|1+|f−g| dm.} Dokazatel~stvo. Dostatoqno dokazat~, qto esli fn → 0 po mere

na E, to f_n → 0 po mere na T. �to legko vytekaet iz Teoremy 2, poskol~ku shodimost~ po mere moßet byt~ opredelena v terminah shodimosti poqti vs¸du: f_n → 0 po mere v tom i tol~ko v tom sluqae, kogda iz l¸boæ podposledovatel~nosti {f_{nk} } moßno vydelit~ podposledovatel~nost~ {f_{nkj} }, stremØwu¸sØ k nul¸ poqti vs¸du. •

Sledstvie 2. Pust~ vypolneny usloviØ Teoremy 2 i Sled-

stviØ 1. Predpoloßim, qto posledovatel~nost~ f_n shoditsØ po mere na mnoßestve E k nekotoroæ funkcii g ∈ L^0(E, m). Togda suwestvuet funkciØ f ∈ L^0_Λ takaØ, qto f|_E = g i f_n → f po mere

na T.

10 A. B. ALEKSANDROV

Dokazatel~stvo. Posledovatel~nost~ {fn} shoditsØ v sebe v

prostranstve L^0(E, m). Sledovatel~no, v silu SledstviØ 1 ona shoditsØ v sebe i v prostranstve L^0(T, m). Ostalos~ vospol~zovat~sØ polnotoæ prostranstva L^0. •

Imeet mesto takße sledu¸wiæ variant Teoremy 2.

Teorema 3. Predpoloßim, qto vypolneny usloviØ Teoremy 2.

Poloßim E_∞ = {ζ ∈ T: sup_n

¿1^{|fn(ζ)| < ∞}. Togda libo m(E∞) = 0,}

libo m(E_∞) = 1.

2. Dokazatel~stva Teorem 1, 2 i 3. Nam ponadobØtsØ dve pro-

stye lemmy.

Lemma 1. Pust~ M – mnoßestvo celyh qisel, soderßawee rovno

po odnomu fflementu iz kaßdogo klassa vyqetov po modul¸ n, gde

n ∈ N. Togda l¸bu¸ funkci¸ f ∈ L^0 moßno edinstvennym obrazom

predstavit~ v vide f(z) = ∑ j∈M z^j f_j(z^n), (1)

gde f_j ∈ L^0.

Dokazatel~stvo. Dostatoqno zametit~, qto ravenstvo (1) rav-

nosil~no sledu¸weæ sisteme ravenstv:

f_j (z^n) = 1 n ∑ ζ^n =1 z^{−j} ζ^{−j} f(zζ) (j ∈ M ). • Sledstvie. Pust~ M0 – mnoßestvo celyh qisel, soderßawee ne

bolee odnogo fflementa iz kaßdogo klassa vyqetov po modul¸ n, gde n ∈ N. Togda l¸bu¸ funkci¸ f ∈ L^0_{M0+n}Zmoßno edinstvennym obrazom predstavit~ v vide f(z) = ∑ j∈M0 z^j f_j (z^n), gde f_j ∈ L^0.

Dokazatel~stvo. Voz~mem mnoßestvo M ⊃ M0, udovletvorØ¸-

wee usloviØm Lemmy 1. V silu Lemmy 1 funkci¸ f moßno predstavit~ v vide (1). Ostalos~ dokazat~, qto f_j = 0, esli j ∈ M \M_0. DlØ fftogo dostatoqno proverit~, qto ∑ ζ^n=1

z^{−j}ζ^{−j} f(zζ) = 0 (j ∈ M \ M_0) (2)

OB ODNO` TEOREME EDINSTVENNOSTI 11

pri vseh f ∈ L^0_{M0+n}Z. Ravenstva (2) oqevidny dlØ f = z^k pri

k ∈ M_0 + nZ. Ostalos~ zametit~, qto lineænaØ oboloqka fftih

funkciæ plotna v prostranstve L^0_{M0+n}Z. •

Lemma 2. Pust~ f – summiruemaØ funkciØ na ediniqnoæ okruß-

nosti T. Togda dlØ l¸bogo natural~nogo n imeet mesto ravenstvo ∫ T^{fdm = 1n} ∫ T^{( ∑}ζ^n =ξ^{f(ζ))dm(ξ).}

My opuskaem fflementarnoe dokazatel~stvo fftoæ lemmy.

Dokazatel~stvo Teoremy 1. Pust~ f ∈ L^0_Λ. Poloßim E = {ζ ∈

T: f(ζ) = 0}. Nam nußno dokazat~, qto m(E) = 0 ili m(E) = 1.

Qtoby ubedit~sØ v fftom, my dokaßem, qto vse kofffficienty Fur~e krome nulevogo funkcii 1I_E ravny 0. Zafiksiruem nenulevoe celoe qislo n i poloßitel~noe qislo ε. Vyberem qisla a, b ∈ Zi N ∈ N tak, qtoby a 6 b, (b − a + 1)/N < ε, N > |n| i Λ ⊂ ⋃ j∈Z^{[a + N j, b + N j]. V silu sledstviØ Lemmy 1 funkci¸}

f moßno predstavit~ v vide f(z) =^b ∑ j=a z^j f_j (z^N ), gde f_j ∈ L^0 pri

j ∈ [a, b] ∩ Z. Ispol~zu¸ Lemmu 2, poluqim

^1I_E (n)^{def}= ∫ T^{1IE (z)z−ndm(z) = 1N} ∫ T^{( ∑}ζ^N =ξ^{1IE (ζ)ζ−n)dm(ξ). (3)}

Dokaßem, qto modul~ summy, stoØweæ pod znakom integrala, ne prevoshodit b − a. DlØ fftogo zametim, qto esli f_j (ξ) = 0 pri vseh j ∈ [a, b] ∩ Z, to ∑ ζ^N =ξ 1I_E (ζ)ζ^{−n} = ∑ ζ^N =ξ ζ^{−n} = 0, poskol~ku

0 < |n| < N . Esli ße f_j (ξ) ≠ 0 pri nekotorom j ∈ [a, b] ∩ Z, to

polinom Q(z) =^{b−a} ∑ j=0 z^j f_j(ξ) moßet imet~ samoe bol~xee b − a kor-

neæ. Sledovatel~no, | ∑ ζ^N =ξ 1I_E (ζ)ζ^{−n}| 6 ∑ ζ^N =ξ |1I_E (ζ)| 6 b − a. Takim

obrazom, ravenstvo (3) vleqet: | ^1I_E (n)| 6 (b − a)/N < ε. Teper~ Øsno, qto ^1I_E (n) = 0 pri vseh n ∈ Z\ {0}. •

Teoremy 2 i 3 moßno dokazat~ soverxenno analogiqno, esli prinØt~ vo vnimanie sledu¸wu¸ oqevidnu¸ lemmu.

12 A. B. ALEKSANDROV

Lemma 3. Pust~ {Qk}k¿1 – posledovatel~nost~ polinomov ste-

peni ne vyxe m. Poloßim Z_0 = {z ∈ C : lim_{k→∞} Q_k(z) = 0},

Z_∞ = {z ∈ C : sup_{k→∞} |Q_k(z)| < ∞}. Togda esli Z_0 ≠ C (sootvet-

stvenno Z_∞ ≠ C ), to mnoßestvo Z_0 (sootvetstvenno Z_∞) soderßit samoe bol~xoe m fflementov.

3. Nerexennye zadaqi. Mnoßestvo Λ ⊂ ZnazyvaetsØ mnoße-

stvom periodiqeskoæ plotnosti 0, esli dlØ l¸bogo poloßitel~- nogo qisla ε naædutsØ koneqnoe mnoßestvo M ⊂ Zi natural~noe qislo n takie, qto Λ ⊂ M + nZi |M |/n < ε, gde |M | oboznaqaet koliqestvo fflementov v mnoßestve M . ˚sno, qto esli mnoßestvo Λ udovletvorØet usloviØm Teoremy 1, to ono imeet periodiqesku¸ plotnost~ 0. Obratnoe neverno. Naprimer, mnoßestvo Λ iz primera 1 s m_k = 4^k imeet nulevu¸ periodiqesku¸ plotnost~ (sm.[2]), no ne udovletvorØet usloviØm Teoremy 1. V [2] moßno naæti takße celyæ rØd drugih primerov mnoßestv, ime¸wih nulevu¸ periodiqesku¸ plotnost~.

1. OstaetsØ li Teorema 1 v sile dlØ mnoßestv Λ periodiqeskoæ

plotnosti 0?

Popytka rasprostranit~ privedennoe zdes~ dokazatel~stvo na sluqaæ mnoßestva Λ periodiqeskoæ plotnosti 0 upiraetsØ v odin vopros, ime¸wiæ otnoxenie k principu neopredelennosti v smysle [1] dlØ koneqnoæ cikliqeskoæ gruppy. Pust~

{a_k}_06_{k<n} – koneqnaØ posledovatel~nost~ kompleksnyh qisel. Ee moßno rassmatrivat~ kak funkci¸ na gruppe Z/nZ. Preobrazovanie Fur~e ^a fftoæ funkcii nam udobno rassmatrivat~ na mul~tiplikativnoæ gruppe T_n vseh korneæ n-oæ stepeni iz edi-

nicy, ^a(z)^{def}=^{n−1} ∑ j=0 a_jz^j (z ∈ T_n). Oboznaqim qerez #(a) koliqe-

stvo nenulevyh qlenov posledovatel~nosti {a_k}_06_{k<n}. Poloßim

λ(m, n)^{def}= max{| ∑ ba(z)=0 z| : #(a) 6 m} Zadaqa. Vyqislit~ ili ocenit~ λ(m, n).

V qastnosti nas interesuet sledu¸wiæ vopros.

2. Verno li, qto_{lim} m/n→0 λ(m, n)/n = 0? (4)

OB ODNO` TEOREME EDINSTVENNOSTI 13

Poloßitel~nyæ otvet na fftot vopros pozvolil by poluqit~ ravenstvo ^1I_E (1) = 0 dlØ l¸bogo mnoßestva Λ periodiqeskoæ plotnosti 0, gde E i Λ oboznaqa¸t to ße, qto v dokazatel~stve Teoremy 1.

Pust~ σ(a) oboznaqaet koliqestvo korneæ preobrazovaniØ Fur~e ^a : T_n → C posledovatel~nosti {a_k}_06_{k<n}. ˚sno, qto λ(m, n) 6

λ_+(m, n)^{def}= max{σ(a) : #(a) 6 m, a ≠ 0}.

Esli qislo n qetno, to primer posledovatel~nosti {a_k}_06_{k<n} s a_0 = a_{n/2} = 1 i a_k = 0 pri ostal~nyh k pokazyvaet, qto

λ_+(2, n) = n/2. Takim obrazom, dlØ funkcii λ_+ ravenstvo (4)

ne imeet mesta. S drugoæ storony, esli potrebovat~, qtoby n probegalo tol~ko prostye qisla, to ravenstva (4) imeet mesto daße dlØ funkcii λ_+. Delo v tom, qto dlØ prostyh n imeet mesto ravenstvo: λ_+(m, n) = m − 1, esli 1 6 m 6 n. �to ravenstvo sleduet iz togo, qto dlØ l¸bogo prostogo n i l¸bogo ζ ∈ T_n\{1} matrica {ζ^{ls}}_06_{l,s<n} ne imeet nulevyh minorov. Poslednee utverßdenie bylo dokazano N. G. Qebotarevym, sm.[3].

V zakl¸qenie ostanovimsØ na voprose o koliqestvennom utoqnenii Teoremy 1.

3. Pust~ vypolneny usloviØ Teoremy 1. Suwestvuet li neogra-

niqennaØ ubyva¸waØ funkciØ φ : (0, +∞) → (0, +∞) takaØ, qto ∫ T^{φ(|f|)dm < +∞ dlØ l¸boæ nenulevoæ funkcii f ∈ L0Λ (ili hotØ}

by f ∈ L^1_Λ)?

Esli takaØ funkciØ suwestvuet, to sledu¸wee zameqanie pokazyvaet, qto, voobwe govorØ, funkcional f → ∫ T^{φ(|f|)dm dolßen} obladat~ dovol~no plohim povedeniem.

Zameqanie. Pust~ Λ oboznaqaet to ße, qto v Primere 1. Togda

dlØ l¸boæ neograniqennoæ ubyva¸weæ funkcii φ : (0, +∞) →

(0, +∞) imeet mesto sledu¸wee ravenstvo:

sup{ ∫ T^{φ(f)dm : f ∈ L1Λ, ‖f‖L1 = 1, f ¿ 0} = +∞.} Qtoby ubedit~sØ v fftom, dostatoqno zametit~, qto

sup{ ∫ T^{φ(μr )dm : 0 < r < 1} = +∞, gde μ – veroØtnostnaØ singu-}

lØrnaØ mera (sm. zameqanie posle Primera 1), a μ_r – usrednenie Puassona mery μ.

14 A. B. ALEKSANDROV

Literatura

1. V. Havin, B. Jöricke, The uncertainty principle in harmonic analysis. Springer-Verlag (1994).

2. A. B. Aleksandrov, Lakunarnye rØdy i psevdoprodolßeniØ. Arifmetiqeskiæ podhod. — Algebra i analiz 9, vyp. 1 (1997), 3–31.

3. A. Ostrowski, Über Singularitäten gewisser mit Lücken behafteten Potenzreihen.

— Jber. dtsch. Math. Ver. 35 (1926), 269–280.

Aleksandrov A. B. On a uniqueness theorem for functions with a sparse spectrum.

We present an example of a set Λ ∈ Zsatisfying the following two conditions:

1) there exists a nonzero positive singular measure on the unit circle

Twith spectrum in Λ,

2) if the spectrum of f ∈ L^1(T) is contained in Λ and f vanishes on a set of positive measure, then f = 0.

Postupilo 27 ØnvarØ 1997 g.

S.-Peterburgskoe otdelenie Matematiqeskogo instituta im. V. A. Steklova RAN