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Аннотация. В работе вычисляется однопетлевая сингулярность для бозонной сигма-модели с
использованием метода фонового поля, регуляризации обрезанием посредством усреднения и допол-
нительного разложения метрики. Обсуждаются ренормируемость и построение регуляризованного
производящего функционала.
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1 Введение

Мультипликативная ренормируемость [1,2] является важным свойством при построении квантово-
полевых моделей [3, 4]. Она зависит не только от вида классического действия, но и от промежу-
точной регуляризации, которая вводится для преобразования «расходимостей» в сингулярности.
В данной заметке приводится пример, демонстрирующий, как теория, ренормируемая в рамках
размерной регуляризации [5, 6], приобретает новые сингулярности в случае регуляризации обреза-
нием, которые невозможно в общем случае устранить процедурой домножения. Это приводит к
необходимости расширять классическое действие, добавляя новые контрчлены.

Рассмотрим 2D бозонную сигма-модель [7–9]

Scl[ϕ] =
1

2γ2

∫
R2

d2x gab(ϕ)
(
∂µϕ

a
)(
∂µϕ

b
)
, (1)

где γ является константой связи, µ ∈ {1, 2}, a ∈ {1, . . . , n ∈ N}, а по повторяющимся индексам
подразумевается суммирование. Поле ϕ принимает значение в n-мерном таргет-пространстве M,
которое наделено метрикой посредством вещественной симметричной матрицы g(ϕ) размером n ×
n, см. [10]. Обратим внимание, что зависимость от компонент ϕa(x) локальная. Дополнительно
потребуем выполнения свойств:

gab(0) = δab, det(g(ϕ)) = 1 для всех ϕ ∈ M.

Здесь ограничением является только второе условие. Далее, используя метод фонового поля [11–14],
представим ϕ в виде суммы b, которое решает классическое (или квантовое) уравнение движения, и
флуктуации γφ, которую можно переразложить по геодезическим, см. раздел 4 в [15]. Для удобства
далее будем предполагать, что фоновое поле принадлежит пространству Шварца, см. [16]. Тогда
коэффициент при степени γ0 в действии (1) является половиной квадратичной формы с оператором
Лапласа

A = gA0 + pµ∂µ + q, (2)

где g ≡ g(b), A0 = −∂µ∂µ, и коэффициенты pµ и q строятся по метрике и зависят только от фонового
поля b. Известно, что регуляризованная первая квантовая поправка W1 задается формулой

W1[b] =
1

2
ln det(A/A0)

∣∣
reg.

,

а ее сингулярная составляющая в случае использования размерной регуляризации равна

1

16πε

∫
R2

d2x tr
(
4 g−1q + g−1pµg

−1pµ
)
≡ f(b)

ε
. (3)

Здесь ε является регуляризующим параметром. При этом после подстановки явных выражений
справедливо равенство

f(b) = − 1

4πε

∫
R2

d2xRicac
(
∂µb

a
)(
∂µb

c
)
,

где Ric является тензором Риччи, вычисленным по метрике g. Этот результат является классиче-
ским, см. для справки раздел 5 в [15].

При использовании регуляризации обрезанием посредством усреднения в координатном пред-
ставлении [17–20] или в рамках ренормализационной группы Вильсона, см. для справки [21, 22],
ситуация существенно меняется. Дело в том, что в скалярных моделях введение регуляризации
происходит при помощи усреднения всех флуктуаций в классическом действии, кроме тех, которые
входят с A0, см. для [23,24]. Однако в случае сигма-модели такой оператор дополняется множителем
g, см. (2), который зависит от b, поэтому классическая процедура введения является плохой, так как
усредняющий оператор затрагивает фоновые поля и тем самым нарушает важные функциональ-
ные связи, см. [25]. В частности, квантовое действие в этом случае перестает быть производящим
функционалом сильно связных функций Грина, см. [26].
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В качестве решения проблемы в [25] было предложено разложить g в виде g = 1+θ и оставить без
усреднения только первую часть. В этом случае функциональные связи формально восстанавлива-
ются, однако платой за такой трюк становится появление оператора Лапласа θA0 в пертурбативных
разложениях и, как следствие, бесконечный набор слагаемых, который следует дополнительно пе-
ресуммировать.

В данной работе показано, что в рамках первой поправки пересуммированные слагаемые при-
водят к появлению степенной сингулярности Λ2 с нелинейным относительно метрики g коэффи-
циентом. При этом логарифмическая часть с L = ln(Λ/σ), являющаяся аналогом 1/ε для случая
размерной регуляризации, остается прежней, что полностью согласуется с инвариантностью перво-
го коэффициента β-функции. Здесь σ > 0 является вспомогательным фиксированным параметром
для обезразмеривания.

Важность данного исследования заключается не только в осуществлении первого шага в рамках
исследования новой версии регуляризации обрезанием, предложенной в [25], но и в пополнении мно-
жества примеров, в которых удается довести процесс суммирования сингулярностей до некоторого
завершенного вида. Для справки отметим, что обычно речь идет о логарифмических сингуляр-
ностях, в том числе и инфракрасных: см. для примера [27–30] или, переходя к более абстракт-
ным соображениям, вычисления в [31–37]. Другой пример суммирования степенных особенностей в
сигма-моделях приведен в [38].

2 Результаты

Известно, что ультрафиолетовая сингулярность для (1) полностью определяется пертурбативным
разложением, которое можно выписать в виде

+∞∑
k=1

(−1)k−1

2k

∫
R2

d2x tr
(
Vk(x, x)

)∣∣∣
reg.

, (4)

где V(x, y) является интегральным оператором с ядром(
θ(x)A0(x) + pµ(x)∂xµ + q(x)

)
R0(x− y),

а его степень определяется рекуррентно

Vk(x, y) =

∫
R2

d2zV(x, z)Vk−1(z, y).

Здесь R0(x) = − ln(|x|σ)/(2π). Далее, в рамках первой квантовой поправки введение регуляризации
эквивалентно деформации R0 → RΛ

0 . Напомним необходимые свойства, см. [19],

RΛ
0 (·) ∈ C2(R2), RΛ

0 (x/Λ) = R1
0(x) + L/(2π), (5)

RΛ
0 (x) = R0(x) для |x| > 1/Λ, (6)∫

R2

d2xA0(x)R
Λ
0 (x)e

i(k,x) = ρ2(|k|/Λ). (7)

При этом 1 > ρ(s) ⩾ 0 для всех s > 0 и ρ(0) = 1.

Теорема 1. С учетом всего вышеизложенного, сингулярная часть для (1) состоит из двух ча-
стей, степенной и логарифмической, и равна

Λ2

4π

∫
R+

ds

∫
R2

d2x tr
(
ln

(
1 + ρ2(s)θ(x)

))
+ Lf(b).

Доказательство. Для поиска сингулярностей удобно воспользоваться анализом размерностей. Пусть
размерность импульса [Λ] = 1, тогда

[A] = [q] = 2, [pµ] = 1, [g] = [b] = 0, [xµ] = −1.
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Учитывая, что W1[b] безразмерно, сингулярный вклад могут дать только комбинации, которые
символично можно разбить на три части

θiqθj , θipµθ
jpνθ

m, θi, (8)

где i, j,m ⩾ 0. Отметим, что θipµθ
j отсутствует из-за сферической симметрии плотностей и ограни-

ченности носителя функции A0(x)R
Λ
0 (x) шаром радиуса 1/Λ, см. (6). Рассмотрим первый вариант.

Если выбрать i = j = 0, то такая комбинация содержится в первом слагаемом (4). Учитывая второе
свойство из (5), получаем сингулярную часть

L

4π

∫
R2

d2x tr
(
q(x)

)
.

Пусть теперь i+ j > 0. В этом случае все потенциалы необходимо разложить в ряд Тейлора около
одной точки. При этом ненулевой вклад дадут только главные члены разложения. Используя (7)
для |k| = 0, получаем

(−1)i+jL

4(i+ j + 1)π

∫
R2

d2x tr
(
q(x)θi+j(x)

)
.

Далее, суммируя по всем возможным комбинациям, учитывая идентичные части (i+ j +1 штук) и
используя разложение

g−1 = (1 + θ)−1 = 1 +

+∞∑
k=1

(−1)kθk, (9)

получаем первое слагаемое из (3). Повторяя аналогичные вычисления для второй комбинации из (8),
получаем второе слагаемое из (3). Таким образом, первые две части (8) приводят к стандартной
логарифмической сингулярности Lf(b). Изучим третий вариант. Сразу отметим, что в ответе не
появятся производные метрики из-за свойства носителя функции A0(x)R

Λ
0 (x), отмеченного выше.

Таким образом, k-ое слагаемое (4) дает степенную сингулярную часть вида

(−1)k−1Λ2

4kπ

∫
R2

d2x tr
(
θk(x)

) ∫
R+

ds ρ2k(s),

где было использовано Фурье-преобразование для (7) и определение δ-функционала, см. [16]. Сум-
мируя по всем комбинациям и используя ряд Тейлора для логарифма, получаем заявленный в
теореме ответ.

3 Заключение

В данной работе был представлен новый пример подсчета однопетлевой сингулярности для двумер-
ной бозонной сигма-модели в случае регуляризации обрезанием посредством усреднения. При этом
на процедуру введения регуляризации были наложены дополнительные существенные ограничения,
которые, с одной стороны, позволяют сохранить функциональные связи для квантового действия
и сильно связных функций Грина, в смысле перехода от одного множества диаграмм к другому, а
с другой – приводят к дополнительным пересуммированиям сингулярностей.

В качестве замечания в результат теоремы можно подставить регуляризующую функцию для
«sharp»-обрезания, которое изначально возникло в рамках функциональной ренормализационной
группы, см. [39–41]. В этом случае ρ(s) ∈ {0, 1} для почти всех s ∈ R2. Тогда плотность интегрирова-
ния для степенной сингулярности в теореме 1 равна нулю, так как либо ρ(s) = 0, и тогда получаем
ln(1) = 0, либо ρ(s) = 1, и тогда получаем tr ln(g) = ln det(g) = ln(1) = 0. Таким образом, степенная
часть отсутствует.

В качестве главного открытого вопроса можно предложить вычисление двухпетлевых сингуляр-
ностей или их структуры с учетом дополнительных ограничений. В частности, неясно, достаточно
ли расширения классического действия в рамках однопетлевого подсчета, или же на следующем ша-
ге перенормировки могут появиться новые нелинейные части, которые вновь нельзя будет убрать
мультипликативной процедурой.
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Второй важной проблемой является отказ от дополнительных условий на собственные значения
матрицы θ. Они были нужны для справедливости разложения (9), которое является важным шагом
при пересуммировании. Вероятно, отказ от него приведет к некоторому альтернативному методу
вычисления. К сожалению, на данный момент вопрос остается открытым. Также не вполне ясна
ситуация с det(g(ϕ)) ̸= 1, которая влечет дополнительные не связанные с регуляризацией проблемы
на этапе построения пертурбативного разложения в рамках применения метода фонового поля.
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