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Аннотация. В работе рассматриваются вопросы перенормируемости квантовой четырехмерной
теории Янга–Миллса с регуляризацией обрезанием в координатном представлении. Для формули-
ровки производящего функционала используется метод фонового поля, а регуляризация вводится
посредством квазилокального вероятностного усреднения. Предлагаются два основных варианта
регуляризации: сильная деформация, заключающаяся в усреднении полей флуктуации, и слабая
деформация, представляющая собой ковариантное относительно калибровочных преобразований
фонового поля обобщение первого случая. В работе изучаются сингулярные вклады для первых
двух квантовых поправок, проводится их детальное сравнение со случаем размерной регуляриза-
ции. Анализируется согласованность действия и уравнения движения после введения регуляриза-
ции и выполнения процедуры перенормировки, исследуются новые контрвершины, в частности, их
свойства локальности и зависимость от регуляризующего параметра.

Ключевые слова и фразы: две петли, регуляризация обрезанием, размерная регуляризация,
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1Смотреть работы [79,80] в списке литературы.
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1 Введение

Понятие «расходимость» неразрывно связано с большинством квантово-полевых моделей, изучаю-
щихся при помощи пертурбативных методов [1, 2], то есть с использованием разложения по неко-
торому малому параметру. Оно возникло при попытках построения квантовой электродинамики
порядка 80 лет назад [3, 4] и на данный момент, не теряя своей актуальности, встречается2 во
многих задачах теоретической и математической физики. Для примера можно упомянуть класси-
ческую теорию обобщенных функций [5,6], вопросы функториальной квантовой теории поля [7–10],
теорию представлений групп и алгебр Ли [11,12], специальные функции [13,14], вопросы построения
функционального интеграла [15–18], а также интегрируемые модели [19].

Согласно стандартной теории, см. [20–22], расходимости необходимо регуляризовать, то есть де-
формировать классическое действие модели введением вспомогательного параметра3 Λ таким об-
разом, чтобы расходимости превратились в сингулярные функции относительно Λ. Такие функции
принято называть сингулярностями. Оказывается, что пертурбативные разложения для некоторых
теорий содержат сингулярности, подчиняющиеся набору дополнительных соотношений, которые
позволяют сократить, или вычесть, их домножением параметров и полей теории на специальные
константы, см. для примера [23]. Такие теории называются перенормируемыми, а процесс нахожде-
ния коэффициентов для констант называется процессом мультипликативной перенормировки (ре-
нормировки).

Класс применяемых на практике регуляризаций не очень широк, поскольку ограничен не только
желанием сохранить те или иные внутренние симметрии теории, но и возможностью проводить мно-
гопетлевые4 расчеты. Среди наиболее популярных вариантов можно отметить следующие подходы:
размерная регуляризация [24, 25], регуляризация высшими ковариантными производными [26–29],
неявная [30–32], регуляризации Фейнмана [33, 34] и Паули–Вилларса [35], регуляризация обрезани-
ем [36–41]. Все перечисленные методы обладают как преимуществами, так и некоторыми недостат-
ками. К примеру, размерная регуляризация является основным инструментом при многопетлевых
подсчетах, хотя и строится через деформацию размерности, что приводит к ряду открытых вопро-
сов. В свою очередь, регуляризация высшими производными нашла свое применение в суперсим-
метричных теориях. Тем не менее, операторы более высокого порядка хуже изучены, и для таких
ситуаций не всегда очевидна корректность постановки, не говоря уже о спектральных свойствах.

2Речь идет о сингулярных функционалах и вопросах, связанных с их определением.
3Для определенности будем обозначать параметр регуляризации символом Λ, так как это обозначение является

стандартным при использовании обрезания. Предел снятия регуляризации достигается переходом Λ → +∞.
4Поправочные слагаемые высокого порядка.
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Далее, регуляризация обрезанием хотя и является прозрачной с точки зрения построения и смысла,
она может нарушать важные внутренние симметрии модели, к примеру, калибровочную.

К сожалению, возможность проведения перенормировочной процедуры может зависеть не толь-
ко от выбора конкретной модели, но и от вида регуляризации. В качестве примера можно привести
двумерную модель главного кирального поля, см. [42–44]. Она является перенормируемой в стан-
дартном смысле в случае размерной регуляризации, однако при использовании обрезания сталки-
вается с необходимостью вводить вспомогательные контрвершины. В первую очередь это связано
с тем фактом, что δ-функционал заменяется сглаженной функцией, которая уже не позволяет вы-
четать все подрасходимости при помощи стандартной R-операции, см. аналогичные рассуждения
на эту тему в [45, 46]. Такое положение дел ведет либо к расширению (обобщению) классическо-
го действия, как это, к примеру, было сделано в теории со взаимодействием Юкавы, см. [47–49]
или задачу 10.2 в [4], либо к расширению5 понятия перенормируемости. Другими популярными
примерами перенормируемых теорий в рамках использования размерной регуляризации являют-
ся четырехмерная квантовая модель Янга–Миллса [50, 51], а также различные скалярные модели6

{ϕ63, ϕ44, ϕ36}, см. [52,53].
Данная работа посвящена изучению специальной регуляризации обрезанием в координатном

представлении и ее ковариантного обобщения на примере четырехмерной теории Янга–Миллса, см.
также [54, 55]. Такой подход был заложен в работе [56] и с тех пор значительно развит и улучшен.
Помимо ряда особенностей математического характера, таких как спектральное разложение [57],
связь с оператором усреднения [58–60] и согласованность относительно процесса склейки статисти-
ческих сумм [61], также были изучены новые свойства, связанные с приложением к конкретным
моделям. К примеру, были вычислены четырехпетлевые поправки для ϕ63, см. [62,63], трехпетлевые
для ϕ44 и ϕ35, см. [64,65], двухпетлевые7 для четырехмерной теории Янга–Миллса, см. [67,68], а так-
же изучена трехпетлевая структура сингулярностей для двумерной модели главного кирального
поля, см. [44]. Стоит отметить, что в отличие от сигма-модели, где дополнительные нелокальные
сингулярности привели к необходимости расширять понятие ренормировки, скалярные модели пол-
ностью уложились в стандартную парадигму. Такое положение дел привело к желанию не только
более детально изучить зависимость квантового действия четырехмерной теории Янга–Миллса от
обрезания в координатном представлении, но и обобщить регуляризацию, сделав ее ковариантной
относительно калибровочных преобразований фонового поля.

Здесь стоит сделать важное замечание касательно истории развития более общего класса ре-
гуляризаций (деформаций). Дело в том, что введение усредняющего оператора в главном порядке
можно переформулировать либо при помощи применения некоторой операторной функции F (·),
в аргументе которой находится оператор Лапласа, либо при помощи домножения спектра на спе-
циальную регуляризующую функцию ρ(·). При этом семейство таких функций имеет достаточно
специальный вид, см. [57]. В то же время, класс функций можно существенно расширить. В этом
случае квазилокальность будет утеряна, и теория станет нелокальной. В качестве примеров можно
привести «sharp» обрезание в импульсном представлении, которое возникло при изучении функцио-
нальной ренормализационной группы [69–71], или же различные виды экспоненциальных функций,
см. для примера [72, 73]. Отметим, что подход с применением нелокальных теорий используется
при изучении различных аспектов «квантовой» гравитации [74,75] и стохастической квантовой ме-
ханики [76]. При этом его систематическое изучение было заложено достаточно давно, см. для при-
мера [77, 78]. Тем не менее квазилокальные деформации, являющиеся ключевым объектом данной
работы, в контексте перенормировки ранее не изучались.

Порядка десяти лет назад вышли две работы, см. [79, 80], посвященные сценарию перенорми-
ровки четырехмерной квантовой теории Янга–Миллса. В них рассматривалась «комбинаторика»
логарифмических особенностей8 L = ln(Λ/µ) во всех квантовых поправках и соответствующее ре-

5То есть к ослаблению условий перенормируемости. Например, это может заключаться в разрешении добавлять
определенный класс контрвершин.

6Здесь нижний индекс обозначает размерность пространства, а верхний – максимальную степень поля во взаимо-
действии.

7А также некоторые части из третьей поправки, см. [66].
8Здесь Λ ≫ 1 – размерный параметр регуляризации, а µ > 0 – вспомогательный конечный фиксированный

параметр. Величина L является аналогом 1/ε в случае размерной регуляризации.
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шение уравнения Гелл-Манна–Лоу, см. для справки [81]. Поскольку на тот момент не было подхо-
дящей регуляризации обрезанием, за основу распределения сингулярностей был взят вариант для
случая с размерной регуляризацией, см. [82], секцию 6 в [22], а также некоторые вопросы ресумми-
рования в [83, 84]. Важно отметить, что ранее производились попытки вычисления двухпетлевых
квантовых поправок в случае обрезания, см. [85, 86], а также исследовались вопросы, связанные с
нарушением калибровочной симметрии, см. [37–39, 87], и вариантами ее восстановления [88, 89]. К
сожалению, задача обобщения на случай большого числа петель выглядела непреодолимой, ровно
как и не была ясна их связь с фоновыми полями и квантовым уравнением движения. Также следует
заметить, что подход с решением рекуррентных соотношений, использованный в [80, 82], является
весьма полезным инструментом и встречается в ряде недавних работ [90–92], посвященных изуче-
нию ренормализационной группы.

Данная работа является продолжением двух статей [67,68], которые, в свою очередь, рассматри-
вались авторами как дополнение «сценария» рядом важных примеров по введению регуляризаций
обрезанием и набором явных вычислений. В них проводится анализ двухпетлевого приближения для
квантового действия и однопетлевого приближения для квантового уравнения движения для семей-
ства регуляризаций обрезанием в рамках использования метода фонового поля, см. [93–97]. Также
производится детальное сравнение с известными аналогичными вычислениями для размерной регу-
ляризации [98]. Тем не менее в этих двух работах не были освещены важные вопросы, связанные с
взаимодействием процессов перенормировки действия и уравнения, ковариантностью относительно
калибровочных преобразований фонового поля, структурой сингулярностей и контрвершин, а так-
же выбором анзатца для функции Грина при многопетлевых подсчетах. Именно этим вопросам и
посвящена данная статья. В качестве основных результатов можно перечислить следующие пункты.

▷ Предложен вариант «сильной» деформации теории Янга–Миллса, которая сохраняет функцио-
нальную связь эффективного действия и квантового уравнения движения. В рамках данного под-
хода был решен следующий ряд задач.

1. Изложен процесс ренормировки действия около диагонали9 в рамках подхода Фаддеева10.

2. Вычислены первые два коэффициента β-функции.

3. Вычислены степенные сингулярности в первых двух поправках.

4. Вычислены сингулярности в первой петле для первой вариации квантового действия по «ка-
либровочному условию» на диагонали.

5. Найдены контрвершины в первых двух петлях в рамках расширенного процесса перенорми-
ровки, допускающего появление слагаемых со степенными сингулярностями.

6. Показан процесс расщепления11 классического действия на уровне второй поправки.

▷ Предложен вариант «слабой» деформации теории Янга–Миллса, которая является ковариантной
относительно калибровочных преобразований фонового поля. В рамках данного подхода был решен
следующий ряд задач.

1. Описан процесс ренормировки квантового действия при использовании подхода Фаддеева и
зависимость от вспомогательного поля, входящего в оператор деформации.

2. Вычислены первые два коэффициента β-функции.

3. Показано отсутствие локальных слагаемых со степенными сингулярностями.

4. Найдена единственная контрвершина в рамках расширенного процесса перенормировки.
9Когда поле, отвечающее за фиксацию калибровочного условия, совпадает с фоновым.

10То есть когда фоновое поле, решающее квантовое уравнение движения, совпадает с полем из калибровочного
условия. Для справки см. [99], версию на arXiv для [100] или секцию 4.3 ниже.

11В данном случае означает, что некоторый части классического действия в рамках сильной деформации могут
приобретать дополнительную константу перенормировки.
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5. На уровне первой поправки показано, что сингулярные части не зависят от поля, входящего в
оператор деформации. Также вычислены сингулярности для первой вариации на диагонали.

6. Проведено сравнение с размерной регуляризацией: определены мастер-интегралы и показано,
что в случае обрезания деформируются сами интегралы, а в случае изменения размерности
деформируются коэффициенты, с которыми они входят.

7. Проведено сравнение с «сильной деформацией».

▷ Рассмотрен вариант расширения классического действия добавлением массового параметра. Вы-
числены коэффициенты ренормировки для «слабого» случая в двух петлях и для «сильного» в
первой поправке.

▷ На уровне второй поправки изучен вариант введения квазилокальных вершин, а также их влия-
ние на коэффициенты β-функции.

▷ Предложен специальный подход, заключающийся в использовании «слабой» деформации кванто-
вого действия на диагонали без изучения остальных вариаций. Обсуждается вопрос многопетлевых
подсчетов и построения действия вне диагонали.

Работа организована следующим образом. В секции 2 изложены основные определения, связан-
ные с классическим и квантовым действиями, пертурбативным разложением, определением вершин
и операторов, а также с выбором калибровочного условия. В секции 3 разбирается диаграмм-
ное представление для квантового действия, определяются элементарные блоки, а также варианты
связности диаграмм. В секции 4 обсуждается сильная деформация теории Янга–Миллса. Особое
внимание уделяется не только процессу введения регуляризации, но и связи квантового действия
и квантового уравнения движения. В этом же контексте рассматривается Фаддеевский подход к
выбору фонового поля, а также процесс ренормировки с учетом сохранения связи действия и урав-
нения. В отдельных подсекциях описаны постановка задачи и результаты. Секция 5 имеет анало-
гичную структуру, однако посвящена слабой деформации, которую можно считать ковариантным
обобщением сильного случая. При этом секция 5.6 посвящена обсуждению специального подхо-
да, привлекательного с точки зрения многопетлевых подсчетов. В секциях 6, 7 и 8 приведены
одно- и двухпетлевые вычисления для представленных результатов. Затем в секции 9 обсужда-
ется вопрос расширения классического действия путем добавления массового слагаемого, а также
его ренормировка в зависимости от вида деформации. Далее, в секции 10, обсуждаются плюсы
и минусы появления квазилокальных вершин, а также их связь с полученными коэффициентами
перенормировки. В секции 11 представлены сводка результатов, комментарии, открытые вопросы
и благодарности.

2 Общие определения

В данной работе изучается евклидов вариант теории Янга–Миллса [1] в плоском четырехмерном
пространстве R4. Элементы такого пространства будут обозначаться буквами {x, y, z}, а их от-
дельные компоненты будут выделяться греческими индексами12. Например, xµ или xµ, где µ из
{1, 2, 3, 4}. Ясно, что в данном случае метрический тензор воспроизводится символом Кронекера
δµν , поэтому xµ = xµ, и расположение индексов не всегда будет отслеживаться.

Пусть G обозначает компактную полупростую группу Ли, а символ g – соответствующую ей
алгебру Ли, см. [101] для справки. При этом символами ta, где a ∈ {1, . . . ,dim g}, обозначают-
ся генераторы алгебры g. Без ограничения общности будем предполагать, что они удовлетворяют
соотношениям

[ta, tb] = fabctc, tr(tatb) = −2δab.

12В работе используется соглашение Эйнштейна, которое заключается в автоматическом суммировании по повто-
ряющимся индексам.
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Здесь квадратные скобки обозначают коммутатор, tr(·) – операция взятия следа, а коэффициенты
fabc являются полностью антисимметричными вещественными структурными константами, кото-
рые удовлетворяют13 условию нормировки и тождеству Якоби в виде

fabcfabe = c2δ
ce, facbf bedfdga = −c2

2
f ceg.

Константа c2 является собственным значением оператора Казимира и зависит от выбора группы
G. К примеру, для группы SU(n) величина c2 = n.

Гладким полем Янга–Миллса называется набор {Aµ = Aa
µt

a}4µ=1 элементов алгебры Ли g, коэф-
фициенты Aa

µ которых принадлежат C∞(R4,R). В таком случае классическое действие для евкли-
довой версии теории Янга–Миллса определяется равенством14

Scl[A] =
1

4g2

∫
R4

d4xF a
µν [A]F a

µν [A],

где тензор кривизны (напряженности), который при каждых фиксированных µ и ν формирует
элемент Fµν [A] = F a

µν [A]ta алгебры Ли g, определяется в локальных координатах соотношением

F a
µν [A](x) = ∂xµAa

ν(x)− ∂xνAa
µ(x) + fabcAb

µ(x)Ac
ν(x).

Основным способом перехода к пертурбативному разложению в данной работе является метод15

фонового поля [93–97], который в общих чертах заключается в разложении на фоновое поле Ba
µ и

поле флуктуации aaµ в виде Aa
µ = Ba

µ + gaaµ. Такая подстановка приводит к декомпозиции классиче-
ского действия в сумму конечного числа слагаемых

Scl[B + ga] =
W−1

4g2
+

1

g
Γ1[a] +

1

2

∫
R4

d4x aaµM
ab

1µνa
b
ν (1)

+ gΓ3[a] +
g2

4
Γ4[a]− 1

2

∫
R4

d4x
(
Dae

µ a
e
µ

)(
Dab

ν a
b
ν

)
,

где для удобства были использованы обозначения W−1 ≡ W−1[B] = 4g2Scl[B] и F a
µν ≡ F a

µν [B],
определена ковариантная производная Dab

µ , которая в локальных координатах принимает вид

Dab
µ (x) = ∂xµδab + facbBc

µ(x),

а также введены вспомогательные функционалы

Γ1[a] = −
∫
R4

d4x aaνD
ab
µ F

b
µν , (2)

Γ3[a] =

∫
R4

d4x
(
Dae

µ a
e
ν

)
fabcabµa

c
ν , (3)

Γ4[a] =

∫
R4

d4x fabcabµa
c
νf

aedaeµa
d
ν ,

и операторы
Mab

0 = −Dac
µ D

cb
µ , M

ab
1µν = Mab

0 δµν − 2facbF c
µν . (4)

Можно заметить, что нижний индекс в Γ-функционалах соответствует степени поля флуктуации.
При этом Γ1 и Γ3 также зависят и от фонового поля Bµ.

Согласно общей теории [1], при переходе к квантовому случаю классическое действие Янга–
Миллса должно быть дополнено слагаемым Sgf , фиксирующим калибровку, а также слагаемым

13Фактически, структурные константы могут быть выбраны в качестве новых генераторов алгебры g. Такое пред-
ставление называется присоединенным.

14Здесь подразумевается, что поля убывают на бесконечности достаточно быстро, так что интеграл сходится.
15См. также [102–104] для примера использования метода в случае 0D моделей и многомерных интегралов.
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Фаддеева–Попова Sg, отвечающим ду́ховым полям c = cata и c̄ = c̄ata, см. [105]. Для этого сперва
нужно определиться с видом калибровочного условия. Выберем его следующим образом(

∂xµδac + fadcedµ(x)
)
acµ(x) = Da

µ(x)acµ(x) = 0, (5)

где eµ = eaµt
a является элементом из g с гладкими коэффициентами. Его явный вид на данный

момент не важен и будет фиксирован в следующих секциях. Тогда, пользуясь представлением из
работы [100], добавки к классическому действию принимают вид16

Sgf [a, e] =
1

2

∫
R4

d4x
(
Dae

µ a
e
µ

)(
Dab

ν a
b
ν

)
, (6)

Sg[B, a, c, c̄, e] =

∫
R4

d4x c̄aMab
0 c

b + gΩ3,

где вспомогательный функционал и операторы имеют вид

Ω3[a, c, c̄, e] =

∫
R4

d4x
(
Dab

µ c̄
b
)
faedaeµc

d,

Mab
0 (x) = −Dae

µ (x)Deb
µ (x), (7)

M ab
1µν(x) = M ab

1µν(x) +Dae
µ (x)Deb

ν (x)−Dae
µ (x)Deb

ν (x). (8)

Учитывая все конструкции, представленные выше, квантовое действие W [B, e] для евклидовой
версии теории Янга–Миллса с калибровочным условием17 (5) в символическом виде можно выпи-
сать при помощи функционального интеграла

exp
(
−W [B, e]

)
=

∫
H
DaD′c̄D′c exp

(
− Stot[B, e]

)
, (9)

где
Stot[B, e] ≡ Stot[B, e; a, c, c̄, g] = Scl[B + ga] + Sgf [a, e] + Sg[B, a, c, c̄, e]. (10)

Для удобства в дальнейшем переменные интегрирования будут как правило опускаться. В формуле
(9) символ H условно обозначает «область» интегрирования, функции в которой имеют заданное
поведение при больших значениях аргумента. Известно, см. [1, 67, 100], что такой объект можно
определить в виде пертурбативного разложения по константе связи путем выполнения гауссовых
интегрирований полиномов. Для этих целей и дальнейших формулировок необходимы обратные
операторы, то есть функции Грина, для упомянутых операторов Лапласа. Поэтому в заключение
данной секции введем эти функции

Mac
0 (x)Gcb

0 (x, y) = δabδ(x− y), Mac
0 (x)Gcb

0 (x, y) = δabδ(x− y), (11)

M ab
1µσ(x)G cb

1σν(x, y) = δabδµνδ(x− y), M ab
1µσ(x)G cb

1σν(x, y) = δabδµνδ(x− y). (12)

Ясно, что функции Грина однозначно фиксируются выбором подходящих граничных условий, ко-
торые необходимо находить из физических соображений. Далее будем подразумевать, что задача
корректно поставлена. Заметим также, что при eµ = Bµ получаем M0 = M0 и M1 = M1, а также
G0 = G0 и G1 = G1.

16Важно отметить, что в общем случае функционал Sgf должен содержать параметр ξ. Здесь фиксирован вариант
ξ = 1, чтобы работать исключительно со стандартным (−∂µ∂µ + . . .) оператором Лапласа.

17Ясно, что теория не должна зависеть от калибровочного условия. В частности, от выбора eµ. Тем не менее,
наличие этого поля будет отмечаться в квантовом действии, так как после введения регуляризации инвариантность
может нарушаться. Факт нарушения данной инвариантности фиксируется появлением дополнительных сингулярно-
стей. Способы ее восстановления, в свою очередь, в данной работе не обсуждаются.
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3 Квантовое действие

Формула (9) носит чисто символический характер, поскольку имеющиеся на данный момент методы
функционального интегрирования, см. для примера [17, 18], не покрывают стандартные квантово-
полевые модели. Тем не менее аккуратная математическая формулировка все же возможна, для
этого представленную формулу необходимо понимать как формальный ряд по константе связи
g2. Его легко получить разложением экспонент в ряд и последующим вычислением многомерных
гауссовых интегралов, см. [1].

Как показывает практика, возникающие в ответах комбинации функций Грина удобно записы-
вать (зашифровывать) в компактном виде при помощи диаграммной техники. Для этого сперва
определим базовые элементы: вершины и соединительные линии. В данном случае используется
подход к обозначению, предложенный в [106] и использованный в [67,68].

1. Необходимо ввести четыре типа вершин: одинарную, две тройные и одну четверную. Опреде-
лим их согласно следующему сопоставлению

Γ1 ∼ , Γ3 ∼ , Ω3 ∼ , Γ4 ∼ .

Заметим, что картинки имеют внутреннюю структуру для удобства дешифрования. К при-
меру, в случае сравнения вершины Γ3 с формулой (3) можно заметить, что круглой точкой
обозначается ковариантная производная, серая линия обозначает свертку индексов, а порядок
внешних линий воспроизводит порядок индексов a→ b→ c для структурной константы fabc.
Аналогично можно расшифровать Γ4. В случае же вершины Ω3 дополнительно используются
стрелки для обозначения ду́ховых полей.

2. Соединительные линии связаны с возникающими в теории функциями Грина. В данном случае
имеется две: функция Gbc

0 (x, y) для оператора Mab
0 (x) и функция G bc

1σν(x, y) для оператора
M ab

1µσ(x). Их регуляризованным версиям будут сопоставляться линии

G0

∣∣
reg.
∼ , G1

∣∣
reg.
∼ . (13)

При этом важно учитывать, что концы линий содержат аргументы и индексы соответствую-
щих функций Грина. К примеру, правый конец сплошной линии соответствует набору {y, ν, c}.
На рисунке для удобства они опущены.

Обратим внимание, что на данном шаге фактически было введено ограничение на вид регуляри-
зации, которая в конечном счете сводится к деформации соответствующих функций Грина. Это-
го вполне достаточно, так как рассматриваемый в работе подход попадает в указанные рамки.
Для удобства будем подразумевать, что Λ является параметром регуляризации, которую можно
«снять»18 предельным переходом Λ→ +∞.

Далее определим оператор, который сопоставляет набору вершин сумму диаграмм с некото-
рым числом внешних линий. Такой подход позволяет компактно записывать ответы для гауссовых
интегралов, которые, как известно, сводятся в итоге к применению теоремы Вика о спариваниях,
см. [34]. Пусть j, i, k ∈ N ∪ {0} и Γ является набором конечного числа вершин, определенных вы-
ше, с суммарным количеством сплошных линий, равным i, и суммарным количеством штриховых
линий, равным k. Символом Hc(sc)

j будем обозначать оператор, который делает с набором Γ череду
преобразований. Если j > i, или же хотя бы одно число из набора {i− j, k} нечетно, то в качестве
ответа дает нуль. В противном случае оператор выполняет следующие три процедуры:

1. cоединяет все штриховые линии (k штук) всеми возможными способами, при этом в каждой
диаграмме каждая штриховая петля домножается на (−1)n, где n – количество Ω-вершин в
конкретной петле;

18То есть вновь перейти к расходящимся величинам.
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2. соединяет каждую произвольно выбранную комбинацию из i − j внешних линий всеми воз-
можными способами;

3. сохраняет только связную (сильно связную19) часть. Это отражено верхним индексом c(sc).

С учетом всего вышеизложенного, регуляризованным квантовым действием теории Янга–Миллса
будем называть формальный ряд по константе связи вида

W c
reg[B, e] =

1

4g2
W−1 +

(
ln det(G0|reg.)−

1

2
ln det(G1|reg.) + κc0

)
(14)

−Hc
0

[
exp

(
− 1

g
Γ1 − gΓ3 −

g2

4
Γ4 − gΩ3

)]
+

+∞∑
k=1

g2kκck. (15)

Здесь величины κci в каждом порядке по константе связи вычитают сингулярные слагаемые, не
зависящие от фонового поля. Такой сдвиг делается из удобства, так как регуляризация может не
покрывать слишком «сильные»20 расходимости, которые проще «убрать руками». При этом заме-
тим, что описание физических явлений не зависит от сдвига действия на константу. Далее, верхний
индекс вW c

reg и κci связан с индексом в операторе Hc
0. К примеру, обозначениеW sc

reg, которое появится
в следующей секции, означает наличие оператора Hsc

0 вместо Hc
0.

Обсудим специальные калибровочные преобразования. Пусть h(x) ∈ C∞(R4, G) является глад-
кой функцией. В присоединенном представлении элементы такой матрицы будем обозначать hab(x).
Также далее будем подразумевать, что поля Ba

µ и eaµ при калибровочных преобразованиях изменя-
ются следующим образом

facbBc
µ(x)→ facbBh,c

µ (x) = h−1,ad(x)fdceBc
µ(x)heb(x) + h−1,ae(x)∂xµheb(x), (16)

facbecµ(x)→ facbeh,cµ (x) = h−1,ad(x)fdceecµ(x)heb(x) + h−1,ae(x)∂xµheb(x), (17)

а поле флуктуации из (1) согласно правилу

facbacµ(x)→ facbah,cµ (x) = h−1,ad(x)fdceacµ(x)heb(x). (18)

Дополнительно будем предполагать, что область интегрирования H из (9) инвариантна относи-
тельно таких преобразований. Формально, при отсутствии регуляризации, такая инвариантность
имеется, о чем свидетельствует определение через пертурбативный ряд. Тогда можно утверждать,
что на формальном уровне при отсутствии регуляризации квантовое действие инвариантно отно-
сительно преобразований (16) и (17), что можно записать в виде

W c[B, e] = W c[Bh, eh]. (19)

Как покажут вычисления ниже, регуляризация может нарушать подобную инвариантность. Этот
факт влияет на процесс перенормировки и коэффициенты соответствующих констант.

4 Сильная деформация

4.1 Мотивировка
Сперва расшифруем название секции. Слово «деформация» обозначает процесс изменения некото-
рых параметров классического действия, который в итоге приводит к регуляризации21 квантового
действия. Слово «сильная» отражает степень нарушения внутренних симметрий. В данном случае
оно символизирует потерю инвариантности относительно калибровочных преобразований фонового

19Также называют одночастично неприводимой (или 1PI) частью.
20Дело в том, что сингулярность домножается на интеграл от плотности, зависящей от фонового поля. Если поля

нет, то возникает интеграл от константы по R4. Этот факт является следствием наличия инфракрасных расходимо-
стей, которые в данной работе не обсуждаются.

21Речь идет об ультрафиолетовых расходимостях, зависящих от фонового поля.
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поля Ba
µ и поля eaµ, см. формулу (19). Тем не менее это сделано не просто так и является платой за

сохранение некоторых полезных функциональных равенств.
Прежде всего нужно разобраться, как именно выглядит стандартное регуляризованное22 кван-

товое23 уравнение движения
Qa

µ|reg.[Bq, e](x) = 0, (20)

левую часть которого формально можно выписать как сумму всех сильно связных диаграмм с одной
внешней линией, то есть24∫

R4

d4x aaµQ
a
µ|reg. = −g−1Hsc

1

[
exp

(
− 1

g
Γ1 − gΓ3 −

g2

4
Γ4 − gΩ3

)]
. (21)

В (20) и далее символ Ba
q,µ обозначает решение регуляризованного квантового уравнения движения.

Оно является специальным случаем выбора фонового поля Ba
µ. Если регуляризованное квантовое

уравнение движения выполнено, то в квантовом действии (15) сохраняются лишь сильно связные
вклады, то есть происходит замена индекса c → sc в операторе H. Таким образом, можно утвер-
ждать, что

если Qa
µ|reg.[Bq, e](x) = 0, то W c

reg[Bq, e] = W sc
reg[Bq, e].

Это равенство хорошо известно. Действительно, оно следует из того факта, что в общем случае
разность действий представима в виде

W c
reg[ · , e]−W sc

reg[ · , e] =

+∞∑
k=2

∫
R4×k

d4x1 . . . d
4xk w

a1...ak
µ1...µk

(x1, . . . , xk)× (22)

×Qa1
µ1
|reg.[ · , e](x1)× . . .×Qak

µk
|reg.[ · , e](xk),

каждое слагаемое которого пропорционально функционалу Qa
µ|reg.[ · , e](x), причем суммирование

начинается именно с двойки. Более подробно это изложено, к примеру, в [107]. Далее заметим, что
на формальном уровне до введения регуляризации существует соотношение25 между квантовым
действием и плотностью из квантового уравнения движения

δ

δBa
µ(x)

W sc[B, e] = Qa
µ[B, e](x). (23)

Нарушение такой связи при введении регуляризации приводит к тому, что дальнейший процесс
перенормировки перестает быть согласованным, в том смысле, что ренормировка действия не бу-
дет гарантировать ренормировку уравнения, и наоборот. Соответственно, возникнет необходимость
каким-то образом корректировать процесс на каждом шаге (в каждом порядке по константе связи).
К сожалению, возможность такой корректировки не ясна. Таким образом, важно потребовать, что-
бы функциональная связь (23) была сохранена в процессе регуляризации. Обращаясь к формуле
(14), математически равенство можно выписать так∫

R4

d4x aaµ
δ

δBa
µ(x)

W sc
reg[B, e] = −g−1Hsc

1

[
exp

(
− 1

g
Γ1 − gΓ3 −

g2

4
Γ4 − gΩ3

)]
. (24)

Оказывается, что такое соотношение можно сохранить. Для этого необходимо заметить, что диа-
граммы имеют блочную структуру (состоят из вершин и линий), поэтому сохранение аналогичных
связей для каждого отдельного элемента гарантирует наличие соотношения (24).

22Вариант со снятой регуляризацией далее обозначается отсутствием |reg.. Такой ряд содержит расходимости.
23В низшем порядке по константе связи квантовое уравнение движения воспроизводит классическое уравнение.

Остальные добавки называются квантовыми поправками.
24Фактор −g−1 здесь выбран для удобства записи соотношения с квантовым действием, см. (23) или (24).
25Более правильно его воспринимать в виде разности левой и правой частей, когда неинтегрируемые плотности

сокращаются.
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4.2 Регуляризация
До формулировки конкретных правил деформации выпишем сперва соотношения для нерегуляри-
зованных функций Грина и вершин, которые необходимы для доказательства формулы (23). Первое
соотношение имеет вид ∫

R4

d4xϕaµ
δΓ3[a]

δBa
µ(x)

=
1

4

∫
R4

d4xϕaµ
δΓ4[a]

δaaµ(x)
(25)

и допускает следующую интерпретацию. Вариация вершины Γ3 по фоновому полю эквивалентна
выделению одной внешней линии в вершине Γ4. Это означает, что, варьируя Γ3 в квантовом дей-
ствии, можно получить весь набор диаграмм из плотности квантового уравнения, который связан
с маркировкой одной внешней линии в вершине Γ4 в ходе применения оператора H1. Остальные со-
отношения можно выписать аналогичным образом, разделив на три группы. Действительно, пусть
определен оператор функционального дифференцирования

D[ψ, ϕ] =

∫
R4

d4xϕaµ
δ

δψa
µ(x)

,

тогда первый набор соотношений включает формулу (25) и еще три дополнительных равенства,
которые получаются прямым дифференцированием функционалов:

D[B,ϕ]W−1 = 4D[a, ϕ]Γ1[a],

D[B,ϕ]Γ4[a] = 0, D[B,ϕ]Ω3[a, c, c̄, e] = 0.

Следующий набор состоит из двух равенств. Первое из которых связано с дифференцированием
функции Грина для ду́ховых полей

D[B,ϕ]Gab
0 (x, y) = −

∫
R4

d4z Dcd
µ (z)Gad

0 (x, z)f cegϕeµ(z)Ggb
0 (z, y).

Оно соотносится с вершиной Ω3 и допускает следующую интерпретацию: внутренняя штриховая
линия со стрелкой разрезается и в место разреза подсоединяется вершина Ω3 с учетом правил диа-
граммной техники и дополнительным знаком минус. Отметим, что существует лишь один вариант
подсоединения. Второе же равенство связано с дифференцированием сплошной линии. Оно состоит
из шести частей

D[B,ϕ]G ab
1σρ(x, y) = +

∫
R4

d4zG ad
1σµ(x, z)fdegϕeν(z)Dgc

ν (z)G cb
1µρ(z, y)

−
∫
R4

d4z Dcd
ν (z)G ad

1σµ(x, z)f cegϕeν(z)G gb
1µρ(z, y)

+

∫
R4

d4zG ad
1σµ(x, z)fdegϕeµ(z)Dgc

ν (z)G cb
1νρ(z, y)

−
∫
R4

d4z Dcd
µ (z)G ad

1σµ(x, z)f cegϕeν(z)G gb
1νρ(z, y)

−
∫
R4

d4zG ad
1σµ(x, z)fdegϕeν(z)Dgc

µ (z)G cb
1νρ(z, y)× 2

+

∫
R4

d4z Dcd
ν (z)G ad

1σµ(x, z)f cegϕeµ(z)G gb
1νρ(z, y)× 2

и интерпретируется как операция разрезания сплошной линии с дальнейшим подсоединением вер-
шины Γ3 всеми возможными способами и дополнительным умножением на −1. Последний третий
набор соотношений следует из дифференцирования детерминантов. Для этого необходимо отме-
тить, что детерминант оператора в рамках данной работы понимается в смысле пертурбативного
разложения по степеням потенциалов для функционального интеграла. Их явные формулы пред-
ставлены ниже в (62) и (70). Получаем два равенства

D[B,ϕ] ln det(G0) = −
∫
R4

d4z Dcd
µ (z)Gad

0 (x, z)
∣∣
x=z

f ceaϕeµ(z) = Hc
1(Ω3)

∣∣
a=ϕ

(26)
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и

D[B,ϕ] ln det(G1) = + 2

∫
R4

d4z f begϕeν(z)Dgc
ν (z)G cb

1µµ(z, y)
∣∣
y=z

+ 2

∫
R4

d4z f begϕeµ(z)Dgc
ν (z)G cb

1νµ(z, y)
∣∣
y=z

− 4

∫
R4

d4z f begϕeν(z)Dgc
µ (z)G cb

1νµ(z, y)
∣∣
y=z

= −2Hc
1(Γ3)

∣∣
a=ϕ

.

Оба соотношения на диаграммном языке эквивалентны разрезанию однопетлевой поправки и подсо-
единению тройной вершины всеми возможными способами. Дополнительно отметим, что последние
равенства следует рассматривать как разность левой и правой сторон, чтобы сингулярная составля-
ющая в первых порядках сокращалась. Всех вышеупомянутых соотношений достаточно для того,
чтобы показать справедливость формулы (23).

Итак, основное требование к возможной регуляризации заключается в том, чтобы соотношение
(23) выполнялось также и для регуляризованного случая. Этого можно достичь, если все функци-
ональные соотношения, представленные в данной секции, верны и для регуляризованных объектов
в том числе. Оказывается, что подходящий вариант существует. Для удобства сформулируем пра-
вила двумя эквивалентными способами.

Первый способ. Выберем в качестве ядра усреднения кусочно непрерывную26 функцию ω(·)
на полуоси R+ таким образом, чтобы выполнялись соотношения supp(ω) ⊂ [0, 1/2] и ω ⩾ 0. Тогда
введением регуляризации будет называться деформация функции Грина для свободного оператора
Лапласа следующего вида

R0(x) =
1

4π2|x|2
→ RΛ

0 (x) =
1

4π2

∫
R4

d4y

∫
R4

d4z
ω(|y|)ω(|z|)

|x+ y/Λ + z/Λ|2
. (27)

Такой оператор также называется квазилокальным вероятностным усреднением, а вспомогательный
параметр Λ≫ 1 – регуляризующим. Дополнительно будем подразумевать, что свойства гладкости
ядра гарантируют принадлежность RΛ

0 (·) ∈ C2(R4). Ранее было показано, см. [57], что при такой
деформации свободная функция Грина допускает следующее представление

RΛ
0 (x) =

Λ2f
(
|x|2Λ2

)
4π2

+
1

4π2

{
Λ2, для |x| ⩽ 1/Λ;

|x|−2, для |x| > 1/Λ,
(28)

где носитель функции f(·) ∈ C(R+) содержится в [0, 1].
Далее, возвращаясь к явному виду квантового действия, заметим, что в процессе такой регуля-

ризации вершины не деформируются, в то время как соответствующие пертурбативные разложения
для регуляризованных функций Грина получаются заменой R0(·) → RΛ

0 (·) и выписываются явно
следующим образом

G ab
1σρ(x, y) = δabδσρR

Λ
0 (x− y) +

+∞∑
k=1

∫
R4×k

d4z1 . . .d
4zk R

Λ
0 (x− z1) (29)

×
(
−M ac1

1σµ1
(z1)− δac1δσµ1∂zν

1
∂zν

1

)
RΛ

0 (z1 − z2)× . . .

×
(
−M ckb

1µkρ
(zk)− δckbδµkρ∂zν

k
∂zν

k

)
RΛ

0 (zk − y),

Gab
0 (x, y) = δabRΛ

0 (x− y) +

+∞∑
k=1

∫
R4×k

d4z1 . . .d
4zk R

Λ
0 (x− z1) (30)

×
(
−Mac1

0 (z1)− δac1∂zν
1
∂zν

1

)
RΛ

0 (z1 − z2)× . . .
×
(
−Mckb

0 (zk)− δckb∂zν
k
∂zν

k

)
RΛ

0 (zk − y).

26Более широкий класс ядер представлен в работах [58,60].

14



Из построения видно, что деформация не затрагивает поля, поэтому все изложенные в начале сек-
ции функциональные соотношения сохраняют справедливость при переходе к регуляризованным
(деформированным) объектам.

Второй способ. Как известно, регуляризация квантового действия в пертурбативном изложе-
нии должна вводиться путем деформации именно классического действия, см. для примера рас-
суждения из секции 3.3 в [61]. Поэтому переформулируем описанный выше подход к регуляризации
альтернативным способом. Можно показать, что деформация (27) соответствует выполнению трех
процедур с классическим действием, см. также (10),

Scl[B + ga] + Sgf [a, e] + Sg[B, a, c, c̄, e].

1. Усреднить все поля флуктуации abµ(x) согласно формуле

abµ(x)→ aΛ,b
µ (x) =

∫
R4

d4y ω(|y|)abµ(x+ y/Λ). (31)

2. Аналогичным образом усреднить все ду́ховые поля: ca → cΛ,a и c̄a → c̄Λ,a.

3. Вычесть квадратичные формы со свободным оператором Лапласа для усредненных полей
и добавить вместо них формы без усреднения. Другими словами, прибавить к имеющемуся
классическому действию с усредненными полями слагаемое

+
1

2

∫
R4

d4x
(
aaµA0a

a
µ − aΛ,a

µ A0a
Λ,a
µ

)
+

∫
R4

d4x
(
c̄aA0c

a − c̄Λ,aA0c
Λ,a
)
,

где A0(x) = −∂xµ∂xµ
.

Таким образом, регуляризация заключается в усреднении всех ду́ховых полей и полей флуктуации,
кроме тех, которые находятся в квадратичных формах со свободным оператором Лапласа A0. Такой
подход эквивалентен деформации функций Грина из первого способа. Этот факт следует из приме-
нения теоремы Вика о спариваниях. Приведем доказательство на примере полей флуктуации, для
ду́ховых полей оно выполняется аналогично. Известно, при отсутствии регуляризации пары полей
заменяются на соответствующие функции Грина, то есть

aaµ(x)abν(y) −→ δabδµνR0(x− y).

В свою очередь, после деформации полей появляются два оператора усреднения, которые после
применения теоремы Вика действуют на функцию Грина. Таким образом, получаем

aΛ,a
µ (x)aΛ,b

ν (y) −→ δabδµνR
Λ
0 (x− y),

из чего и следует эквивалентность двух способов.

4.3 Выбор калибровки
Возвращаясь к секции 3, заметим, что каждое слагаемое пертурбативного разложения для кванто-
вого действия W c

reg[B, e] из (14) является функционалом, зависящим27 как от фонового поля Ba
µ, так

и от калибровочного условия, которое в предложенной формулировке диктуется исключительно вы-
бором поля eaµ. Проведем несколько мысленных экспериментов для регуляризованного случая. Для
этого воспользуемся тем фактом, что фоновое поле можно выбрать Ba

µ → Ba
q,µ так, чтобы оно ре-

шало регуляризованное квантовое уравнение движения Qa
µ|reg.[Bq, e](x) = 0, см. (21). В этом случае

фоновое поле Bq будет в то же время и функционалом, зависящим28 от поля eaµ. Исходя из этого,

27Действительно, слагаемое Sgf из (6) не содержит фоновое поле, а потому Ba
µ нельзя убрать простым сдвигом

переменной, как это обычно делается в скалярных моделях, см. для примера [64].
28Регуляризация может нарушать инвариантность, поэтому наличие зависимости вполне ожидаемо.
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имеем Bq = Bq[e]. Появляется вопрос: «А можно ли подобрать поле eaµ = êaµ из калибровочного
условия таким образом, чтобы выполнялось равенство Bq[ê] = ê ?»

Аккуратного с математической точки зрения ответа на данный вопрос дать нельзя, так как
практически ничего неизвестно о методах поиска решения квантового уравнения движения, о его
единственности либо же о свойствах гладкости. Тем не менее существует гипотетически возможная
процедура для построения такого решения. Она была предложена Фаддеевым и в сжатой версии
может быть найдена29 в [99,100]. Опишем ее поэтапно.

1. Рассмотрим функционал плотности Qa
µ|reg.[B, e](x). Он зависит от полей B и e.

2. Подставим e = B и решим уравнение Qa
µ|reg.[B,B](x) = 0.

3. Получим некоторое решение Bf .

4. Начнем заново процедуру рассмотрения квантового действия W c
reg[B, e] для e = Bf .

5. По построению Bf является решением квантового уравнения движения, то есть

δW sc
reg[B,Bf ]

δBa
µ(x)

∣∣∣∣∣
B=Bf

= 0.

Таким образом, сильно связное квантовое действие зависит от Bf и равно W sc
reg[Bf , Bf ]. Однако

возникают новые вопросы, связанные, в частности, с возможностью проведения процедуры пере-
нормировки. Действительно, ранее квантовое действие и уравнение были связаны соотношением
(24), что давало возможность работать лишь с одним объектом, второй перенормировался автома-
тически. В новой версии ситуация изменилась, так как

δW sc
reg[B,B]

δBa
µ(x)

=
δW sc

reg[B, e]

δBa
µ(x)

∣∣∣∣∣
e=B

+
δW sc

reg[B, e]

δeaµ(x)

∣∣∣∣∣
e=B

(32)

= Qa
µ|reg.[B,B](x) +

δW sc
reg[B, e]

δeaµ(x)

∣∣∣∣∣
e=B

̸= Qa
µ|reg.[B,B](x).

Причем имеет место именно неравенство. Прямые подсчеты в первых двух петлях показывают, что
второе слагаемое имеет собственные расходимости, притом они не зависят от выбора регуляриза-
ции. Этот факт символизирует то, что перенормировка квантового действия на диагонали, то есть
когда e = B, уже не гарантирует перенормировку квантового уравнения движения. Более того, из
перенормированного W sc

reg[B,B] нельзя найти перенормированный функционал Qa
µ|reg.[B,B](x), а

значит, и не получится вычислить перенормированный аналог для решения Bf .
Возникшая проблема связана с тем, что информация при работе на диагонали намного скуднее.

Действительно, проводя прямую аналогию с классическим анализом, заметим, что невозможно
восстановить производные функции, зная лишь ее значение в выбранной точке. Таким образом, для
дешифровки квантового уравнения движения необходимо не только перенормировать W sc

reg[B,B],
но и дополнительно сохранить некоторую информацию о вариации по второму аргументу. При этом
работа с сильно связными диаграммами с более высоким количеством внешних линий приводит к
необходимости работать со следующими вариациями по второму аргументу.

В данной работе приводится разбор первых двух квантовых поправок для квантового действия
и первой поправки для его первой вариации. В связи с такой постановкой задачи предлагается
работать с объектом вида

W sc
reg[B,B + ε],

где второй аргумент eaµ является малым возмущением около значения Ba
µ. Таким образом, будет

обсуждаться не только перенормировка в двух петлях для действия W sc
reg[B,B] на диагонали, но и

29См. последнюю версию на arXiv для [100].
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ее связь с первой вариацией
δW sc

reg[B,B + ε]

δεaµ(x)

∣∣∣∣∣
ε=0

. (33)

Отметим, что выбор eaµ = Ba
µ + εaµ также обусловлен желанием работать с функциями Грина, по-

строенными по ковариантным операторам. Действительно, в главном порядке по εaµ появляются
операторы (4), а не (7) и (8), что значительно упрощает вычисления.

Замечание. Далее для удобства будем использовать обозначения

W sc
reg[B] ≡W sc

reg[B,B] и Qa
µ|reg.[B](x) ≡ Qa

µ|reg.[B,B](x).

4.4 Ренормировка действия
Согласно общей теории, перенормировка сильно связного квантового регуляризованного действия
(14) заключается в переопределении (сдвиге) константы связи g → gΛ, масштабировании полей,
а также в возможном домножении на константы перенормировки отдельных частей классическо-
го действия. Таким образом, добавление дополнительных слагаемых нового вида к классическому
действию (1) с точки зрения общепринятого подхода, неразрывно связанного с использованием
размерной регуляризации, свидетельствует о неперенормируемости теории. Примером такой тео-
рии является частный случай двумерной нелинейной сигма-модели (модели главного кирального
поля) с регуляризацией обрезанием, см. [44]. В рамках данной работы30 под переноримуемостью
будет подразумеваться классическая постановка, дополненная возможностью вводить слагаемые
со степенными сингулярностями, которые по построению отсутствуют в размерной регуляризации.
Окончательно, расширяя классическую постановку, будем считать, что в ходе процедуры перенор-
мировки классическое действие может измениться31 следующим образом

Stot[B, e] −→ Stot[B, e]
∣∣
g→gΛ

+ Ŵ [B, e]. (34)

При этом добавка может быть представлена в виде трех частей

Ŵ [B, e; a, c, c̄, gΛ] =

( +∞∑
k=1

g2k−2
Λ

4
Ŵk[B, e]

)
+ gΛΓ̂1[B, e, a, gΛ] +

( +∞∑
k=2

gkΛΓ̂k[B, e; a, c, c̄ ]

)
, (35)

где правая часть удовлетворяет набору следующих предположений.

1. Первое слагаемое не зависит от переменных интегрирования aaµ, ca и c̄a. При этом важным32

является то, что Ŵk[B,B] не пропорционально W−1[B] для всех значений индекса.

2. Вторая часть пропорциональна первой степени флуктуации. При этом Γ̂1 раскладывается в
ряд по gΛ, начиная с нулевой степени.

3. В третьей части каждый коэффициент является конечным набором вершин с двумя, тремя или
четырьмя внешними линиями. При этом, исключая слагаемое со степенной сингулярностью
Λ2 и пропорциональное aaµaaµ, все вершины являются частями классического действия Stot.

Подытоживая сказанное, можно утверждать, что процесс перенормировки заключается в преобра-
зовании вида

W sc
reg[B, e] −→W sc

ren[B, e]. (36)

30В секции 9 обсуждается возможность работы с классическим процессом перенормировки путем введения массо-
вого слагаемого.

31В случае размерной регуляризации преобразуется не только константа связи g, но и параметр ζ из слагаемого
(6), отвечающего за калибровку. В нашей постановке ζ = 1. Тем не менее соответствующие вклады с логарифмиче-
скими сингулярностями возникают и вынесены во второе слагаемое формулы (34). Ниже показано, что такие вклады
согласуются с имеющимися результатами.

32От этого условия можно отказаться. Тогда перенормировку константы g → gΛ → gren можно будет переписать в
виде суммы вспомогательных вершин.
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В свою очередь, в общем виде анзатц выглядит следующим образом

W sc
ren[B, e] =

1

4g2Λ

(
W−1[B] +

+∞∑
k=1

g2kΛ Ŵk[B, e]

)
(37)

+

(
ln det(G0|reg.)−

1

2
ln det(G1|reg.) + κ′0

)
−Hsc

0

[
exp

(
− gΛΓ3 −

g2Λ
4

Γ4 − gΛΩ3 −
+∞∑
k=2

gkΛΓ̂k

)]
+

+∞∑
k=1

g2kκ′k.

Поясним обозначения. Штрихи для констант κ′i обозначают их переопределение, так как в ходе
ренормировки не зависящие от фонового поля плотности могут изменяться. Новая константа связи
gΛ является функцией параметра регуляризации Λ и перераскладывается через конечную и не
зависящую от Λ ренормированную константу gren следующим образом

1

g2Λ
=

1

g2ren
+

+∞∑
k=0

ak(Λ)g2kren,

где коэффициенты ak(Λ) являются полиномами от ln(Λ/σ) степени не выше k для k > 0 и не выше
1 для k = 0. Важным является то условие, что добавки (35) должны вводиться согласованным
образом, то есть не нарушая связи квантового действия и квантового уравнения движения. Факт
выполнения такого условия необходимо проверять на каждом шаге.

После выполнения процесса ренормировки (36), учитывая тот факт, что связь действия и урав-
нения была сохранена, необходимо выписать ренормированное квантовое уравнение движения и
затем найти ренормированное квантовое фоновое поле Bq,ren. В конце концов, обычное действие
выпишется в виде

W sc
ren[B, e] −→W sc

ren[Bq,ren, e] = W c
ren[Bq,ren, e].

4.5 Ренормировка около диагонали
В секции 4.3 было отмечено, что в подходе Фаддеева при изучении действия (14) часть информа-
ции теряется, так как невозможно однозначно восстановить глобальные свойства функции по ее
значению в точке. Поэтому для сохранения связи действия и уравнения необходимо параллельно
изучать и первую вариацию (33) по полю, отвечающему за калибровочное условие.

Рассмотрим задачу перенормировки около диагонали и выберем eaµ = Ba
µ +εaµ как малое измене-

ние фонового поля Ba
µ с фиксированными заданными граничными условиями. Тогда функционалы,

зависящие от eaµ, можно представить в виде конечных рядов по малой флуктуации εaµ следующим
образом:

Вершина: Ω3 = Ω3

∣∣
e=B

+

∫
R4

d4x εabµ c̄
bfaedaeµc

d;

Операторы: Mab
0 (x) = Mab

0 (x)− εaeµ (x)Deb
µ (x),

M ab
1µν(x) = M ab

1µν(x)− εaeµ (x)Deb
ν (x)−Dae

µ (x)εebν (x)− εaeµ (x)εebν (x);

Функционалы ренормировки: Ŵk [B, e] = Ŵ 0
k [B] + Ŵ 1

k [B, ε] + . . . ,

Γ̂k[B, e] = Γ̂0
k[B] + Γ̂1

k[B, ε] + . . . ,
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где Γ̂i
k и Ŵ i

k пропорциональны i-ой степени ε. Введем дополнительно три вспомогательные вершины

V1[B, ε] =

∫
R4

d4x c̄aεaeµ D
eb
µ c

b, (38)

V2[B, ε] =

∫
R4

d4x
(
aeµε

ea
µ

)(
Dab

ν a
b
ν

)
, (39)

V3[ε] =

∫
R4

d4x εabµ c̄
bfaedaeµc

d.

Замечание. Далее символом Ω3 будем обозначать вершину при eaµ = Ba
µ, а соединительным лини-

ям (13) будут сопоставляться регуляризованные с учетом секции 4.2 функции Грина G0 и G1.

Обратим внимание, что сильно связное перенормированное действие (37) можно представить в виде
ряда по степеням малого поля εaµ следующим образом

W sc
ren[B,B + ε] = W sc

ren[B,B] + Ẇ sc
ren[B, ε] +O(ε2),

где второй коэффициент с точкой обозначает производную действия около диагонали по второму
аргументу и, таким образом, является линейным33 по возмущению

Ẇ sc
ren[B, ε] =

(
∂sW

sc
ren[B,B + sε]

)∣∣∣
s=0

=

∫
R4

d4x εaµ(x)Ja
µ(x). (40)

При этом сами функционалы, с учетом анзатца (37), допускают явные представления

W sc
ren[B,B] =

1

4g2Λ

(
W−1 +

+∞∑
k=1

g2kΛ Ŵ 0
k

)
+

(
ln det(G0|reg.)−

1

2
ln det(G1|reg.) + κ′0

)
(41)

−Hsc
0

[
exp

(
− gΛΓ3 −

g2Λ
4

Γ4 − gΛΩ3 −
+∞∑
k=2

gkΛΓ̂0
k

)]
+

+∞∑
k=1

g2kκ′k,

Ẇ sc
ren[B, ε ] =

1

4

+∞∑
k=1

g2k−2
Λ Ŵ 1

k −Hsc
0

[(
V1 + V2 − V3 −

+∞∑
k=2

gkΛΓ̂1
k

)
× (42)

× exp

(
− gΛΓ3 −

g2Λ
4

Γ4 − gΛΩ3 −
+∞∑
k=2

gkΛΓ̂0
k

)]
.

Таким образом, из построения видно, что два действия не равносильны между собой, поэтому необ-
ходимо производить перенормировку для обоих. При этом стоит отметить, что перенормировку
первого ряда (41) можно выполнить независимо. В этом случае изучение «k-й петли», при условии
наличия результатов для предыдущих поправок, приводит к ответам для следующих ренормиро-
вочных величин:

1-я поправка для W sc
ren −→ a0, Ŵ

0
1 ;

2-я поправка для W sc
ren −→ a1, Ŵ

0
2 , Γ̂0

2;

k-я поправка для W sc
ren −→ ak−1, Ŵ

0
k , Γ̂0

2k−2, Γ̂0
2k−3, если k > 2. (43)

В свою очередь, перенормировка второго ряда зависит от вспомогательных вершин и коэффициен-
тов, найденных при работе с первым. Процедура вновь получается рекуррентной:

1-ые поправки для W sc
ren и Ẇ sc

ren −→ Ŵ 1
1 ;

2-ые поправки для W sc
ren и Ẇ sc

ren −→ Ŵ 1
2 , Γ̂1

2;

k-ые поправки для W sc
ren и Ẇ sc

ren −→ Ŵ 1
k , Γ̂1

2k−2, Γ̂1
2k−3, если k > 2. (44)

33Формула (40) фактически определяет вспомогательное поле Ja
µ .
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Напомним, что второй объект (42) является вспомогательным и используется исключительно для
восстановления квантового уравнения движения. Действительно, с учетом (40), справедлива сле-
дующая формула

Qa
µ

∣∣∣
ren.

[B](x) =
δW sc

ren[B,B]

δBa
µ(x)

− δW sc
ren[B,B + ε]

δεaµ(x)

∣∣∣∣∣
ε=0

(45)

=
δW sc

ren[B,B]

δBa
µ(x)

− Ja
µ [B](x).

Тем не менее, получившееся вспомогательное поле Ja
µ является громоздким. Выделим те элементы,

по которым его можно восстановить в случае необходимости. Ясно, что в отличие от (41), формула
(42) дополнительно содержит новые части классического действия Ŵ 1

k и вершины Γ̂1
k. Поэтому,

зная их, можно восстановить второе действие целиком. Определим еще одно вспомогательное поле∫
R4

d4x εaµ(x)jaµ[B](x) =
1

4

+∞∑
k=1

g2k−2Ŵ 1
k [B, ε] +

+∞∑
k=2

gkΓ̂1
k[B, ε]. (46)

При этом в определении отсутствует часть с Γ̂1
1, так как она фактически отсутствует34 в квантовом

уравнении движения на диагонали и во вспомогательном поле Ja
µ . Таким образом, если определить

поле jaµ, тогда, пользуясь (42), получается и Ja
µ .

4.6 Что вычисляем?
Итак, с вычислительной точки зрения основной целью секции 4, посвященной сильной деформа-
ции, является демонстрация процесса по определению коэффициентов и вершин перенормировки
в первых двух петлях для действия на диагонали, а также для первой поправки в случае первой
вариации. Пользуясь схемами (43) и (44), отметим, что необходимо выполнить следующие задачи:

1-я поправка для W sc
ren −→ ответы для a0, Ŵ 0

1 ;

1-я поправка для Ẇ sc
ren −→ ответ для Ŵ 1

1 ;

2-я поправка для W sc
ren −→ ответ для Γ̂0

2 + структура для a1, Ŵ 0
2 .

С помощью разложений (41) и (42), полученных в предыдущей секции, выпишем первые поряд-
ки по ренормированной константе связи для квантового действия на диагонали и для его первой
производной по второму аргументу

W sc
ren[B,B] =

1

4g2ren
W−1[B] +WΛ

0 [B] + g2renW
Λ
1 [B] +O

(
g4ren

)
, (47)

Ẇ sc
ren[B, ε ] = ẆΛ

0 [B, ε] +O
(
g2ren

)
, (48)

где коэффициенты для произвольных Ba
µ и εaµ определяются следующими равенствами

WΛ
0 = ln det(G0|reg.)−

1

2
ln det(G1|reg.) +

1

4

(
a0W−1 + Ŵ 0

1

)
+ κ′0, (49)

WΛ
1 = −1

2
Hsc

0

(
Γ2
3

)
+

1

4
Hsc

0

(
Γ4

)
− 1

2
Hsc

0

(
Ω2

3

)
+ Hsc

0

(
Γ̂0
2

)
+

1

4

(
a1W−1 + Ŵ 0

2

)
+ κ′1, (50)

ẆΛ
0 =

1

4
Ŵ 1

1 −Hsc
0

(
V1 + V2

)
. (51)

34Так как входящие диаграммы должны быть сильно связными.

20



При этом диаграммное представление для основных коэффициентов выглядит следующим стан-
дартным образом

Hsc
0

(
Γ2
3

)
= − + − 2 + , (52)

Hsc
0

(
Ω2

3

)
= − , (53)

Hsc
0

(
Γ4

)
= − + .

Далее воспользуемся предположением, что анзатцы (41) и (42) после подходящего выбора коэф-
фициентов ренормировки не содержат ультрафиолетовых сингулярностей. Выполнимость такого
предположения вполне ожидаема, так как теория Янга–Миллса является перенормируемой в случае
размерной регуляризации, о чем свидетельствует значение индекса расходимости. Предполагается,
что в случае обрезания она перенормируема в обобщенной35 постановке, включающей степенные
расходимости. Тогда можно утверждать, что ультрафиолетовые сингулярности отсутствуют и в
каждом отдельном порядке по константе связи gren. Следовательно, каждый порядок приводит к
рекуррентным уравнениям, которые после введения специального знака для равенства сингулярных
частей можно выписать так

WΛ
0

s.p.
= 0, WΛ

1
s.p.
= 0 и т. д., (54)

ẆΛ
0

s.p.
= 0 и т. д. (55)

Изучение явного вида перенормировочных констант и вершин, входящих в выделенные соотноше-
ния, является основной задачей, связанной с сильной деформацией.

4.7 Результаты
Теорема 1. Пусть выполнены все предположения, сформулированные выше в секции 4. Пусть
также L = ln(Λ/σ), где Λ является параметром регуляризации, а σ > 0 обезразмеривающим
вспомогательным фиксированным параметром. Определим дополнительно функционалы

S2[B] =

∫
R4

d4xBa
µ(x)Ba

µ(x), Sf [a, e] =

∫
R4

d4x
(
Dab

µ (x)abµ(x)
)(

Dac
ν (x)acν(x)

)
,

а также шесть функционалов W i
−1[B], где i ∈ {1, . . . , 6}, которые являются частями классиче-

ского действия и определяются интегралами по R4 от плотностей следующего вида(
∂yµBa

µ(y)
)(
∂yνBa

ν (y)
)
,
(
∂yµBa

µ(y)
)
fabcBb

ν(y)Bc
ν(y), fadeBd

µ(y)Be
µ(y)fabcBb

ν(y)Bc
ν(y),(

∂yµBa
ν (y)

)(
∂yµBa

ν (y)
)
,
(
∂yµBa

ν (y)
)
fabcBb

µ(y)Bc
ν(y), fadeBd

µ(y)Be
ν(y)fabcBb

µ(y)Bc
ν(y).

Далее определим несколько36 вспомогательных чисел37, зависящих от регуляризованного свобод-
ного фундаментального решения R1

0(x), см. (28),

ρ0
4π2

= R1
0(0),

ρ3
4π2

=

∫
B1

d4xR1
0(x)A0(x)R1

0(x),
2ρ4
π2

=

∫
B1

d4xR1
0(x)|x|2A0(x)R1

0(x),

ρ2
8π2

=

∫
B1

d4xA0(x)R1
0(x)

∫
R4

d4y
(
R1

0(x− y)R1
0(y)−R1

0(y)R1
0(y)

)
,

35См. обсуждения в секции 4.4.
36Здесь B1 является замкнутым шаром единичного радиуса с центром в нуле.
37Они являются функционалами, зависящими от регуляризующей функции f(·) и были введены при подсчете

асимптотических разложений по Λ в секции 7.8.
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ρ6
4π2

=

∫
B1

d4xA0(x)R1
0(x)

∫
R4

d4y R1
0(x− y)A0(y)R1

0(y),

а также

ρ7
16π4

=

∫
R4

d4x

((
− 2∂xµ

θ̃µ(x)− τ̃(x)−R1
0(x)

)(
R1

0(x)
)2

+ 2R1
0(x)

(
A0(x)R1

0(x)
)(
θ(x)−A0(x)τ(x)

)∣∣∣
Λ=1, σ→+0

+R1
0(x)θ̃µ(x)

(
∂xµ

R1
0(x)−A0(x)θ̃µ(x)

)
− 1

2
θ̃µ(x)θ̃µ(x)A0(x)R1

0(x)

)
,

где

θ̃µ(x) =

∫
R4

d4z R1
0(x− z)∂zµR1

0(z),

τ̃(x) =

∫
R4

d4z

∫
R4

d4y R1
0(x− z)A0(z)R1

0(z − y)A0(y)R1
0(y).

Пусть также числа ã, {ãi, b̃i}i=0,1 и {d̃i}6i=1 обозначают произвольные конечные элементы из R.
Тогда представленные равенства (54) и (55) приводят к следующим коэффициентам и вспомога-
тельным вершинам.

1) WΛ
0

s.p.
= 0 =⇒ a0(Λ) =

11c2L

24π2
+ ã0, Ŵ

0
1 [B] =

c2Λ2(ρ3 − 2ρ0)

2π2
S2[B].

2) ẆΛ
0

s.p.
= 0 =⇒ Ŵ 1

1 [B, ε] = Γ1[ε]

(
c2L

2π2
+ b̃0

)
.

3) WΛ
1

s.p.
= 0 =⇒ Γ̂0

2[B] =
Λ2c2(2ρ3 − 3ρ0)

8π2
S2[a]−

(
5Lc2
48π2

+ b̃1

)
Sf [a,B].

a1(Λ) =
c22L

(4π)4

(
26 + 2417ρ2/3− 27ρ4 + ã

)
+ ã1,

Ŵ 0
2 [B] =

c22Λ2

2π4

(
5L

24

(
ρ0 + ρ6 − 2ρ3

)
− ρ2ρ3 − ρ7

)
S2[B]

− ãc22L

(4π)4
W−1[B] +

(
лин. комбинация

(
L+ d̃i

)
×W i

−1[B]
)
.

Комментарий 1. Первый коэффициент a0 имеет стандартное значение и согласуется с результа-
тами при использовании других38 регуляризаций, см. для примера [108,109]. Второй коэффициент
a2 имеет отличное значение от полученного ранее в размерной регуляризации, см. [110, 111] или в
рамках метода фонового поля [98, 112], и в случае неявной регуляризации, см. [32]. Он зависит от
регуляризующей функции f(·), см. (28), и, более того, может быть сдвинут путем выбора свободных
параметров ã и ã1. При этом параметр ã является следствием неоднозначности фиксации вспомо-
гательного функционала ренормировки Ŵ 0

2 , который появился из-за отсутствия инвариантности
относительно калибровочных преобразований фонового поля и, как следствие, расщепления клас-
сического действия. Строгие дополнительные условия для фиксации параметра на данный момент
не ясны и могут выбираться из удобства. К примеру, если определить

ã = −59/9− 255ρ2/3,

38Логарифмическая сингулярность в первой поправке не зависит от выбора регуляризации и схемы вычитания,
поэтому во всех случаях она имеет одинаковый вид.
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то коэффициент a1 будет совпадать со случаем ковариантной регуляризации из теоремы 2, а функ-
ционал Ŵ 0

2 в этом случае будет символизировать величину отклонения при дополнительной дефор-
мации ковариантного случая.

Комментарий 2. Функционал Ŵ 1
1 [B, ε] из второго пункта имеет стандартное значение и совпадает

с результатами для других регуляризаций. В этом легко убедиться, вычислив вариации, с учетом
(45), для функционалов ренормировки

1

4

(
δ

δBa
µ(x)

− δ

δεaµ(x)

)(
a0W−1[B] + Ŵ 1

1 [B, ε]
)∣∣∣∣

ε=0

= Dab
ν (x)F b

νµ(x)

(
− c2L

3π2
− ã0

)
.

Действительно, полученный результат в точности компенсирует сингулярную часть суммы Hc
1(Ω3)

и Hc
1(Γ3), значение которого ранее было проверено в формуле (80) работы [68] при изучении кван-

тового уравнения движения.

Комментарий 3. Контрвершина Sf [a,B] с логарифмическим коэффициентом L имеет стандартный
вид и полностью согласуется с известными результатами, см. формулу (3.42) в [98]. Интересным
является тот факт, что она вводится из необходимости сократить «нелокальные» сингулярности в
квантовом действии. К примеру, в работе [113] эта вершина определялась иначе, из ренормировки
квантового уравнения движения. Таким образом, на уровне первых двух поправок можно заметить,
что квантовое действие на диагонали является замкнутым с точки зрения определения констант
перенормировки.

Комментарий 4. Контрслагаемое S2[B] и контрвершина S2[a] входят вкупе с сингулярностями
степенного вида Λ2. Такие слагаемые являются стандартными в случае использования обрезания
и символизируют потерю инвариантности относительно калибровочных преобразований фонового
поля. Коэффициенты зависят от регуляризующей функции f(·).

Комментарий 5. Заметим, что в теореме все коэффициенты с логарифмическими сингулярностя-
ми снабжены дополнительными свободными константами, которые могут фиксироваться исходя из
выбора схемы вычитания. При этом слагаемые со степенными сингулярностями не имеют таких
добавок. Такой выбор не является важным и используется авторами исключительно для удобства
вычислений в следующих поправках. При необходимости свободную константу можно добавить.

Доказательство. Следуя формулировке, разделим решение уравнений на три части.

Первая часть. Равенство нулю сингулярной части для первой квантовой ренормированной поправки
(49) сводится к поиску сингулярностей для «ln det» и дальнейшему выбору коэффициента a0 и
вспомогательного функционала Ŵ 0

1 таким образом, чтобы результат был конечным. В секции 6
исследованы детерминанты с помощью явных пертурбативных формул (62) и (70). Результаты
состоят из двух частей:

ln det(G0|reg.) −→ см. формулу (68);
ln det(G1|reg.) −→ см. формулу (72).

Подставляя полученные результаты в (49) и приравнивая сингулярную часть к нулю, получаем
уравнение вида

−c2Λ2(ρ3 − 2ρ0)

8π2
S2[B]− 11c2L

96π2
W−1[B] +

1

4

(
a0W−1[B] + Ŵ 0

1 [B]
)

s.p.
= 0,

где L = ln(Λ/σ). Решая данное линейное уравнение, получаем ответы, указанные в формулировке.

Вторая часть. Равенство нулю сингулярной части для первой вариации по полю, отвечающему за
калибровочное условие, сводится к вариации детерминантов, которые, в свою очередь, сводятся
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к вычислению однопетлевых вкладов Hsc
0

(
V1
)

и Hsc
0

(
V2
)
. Они изучены в секции 6, и результаты

представлены в формулах:

−Hsc
0

(
V1
)

=

∫
R4

d4z egµ(z)

(
δ

δegµ(z)
ln det(G0|reg.)

∣∣∣∣
e=B

)
−→ см. формулу (69);

2Hsc
0

(
V2
)

=

∫
R4

d4z egµ(z)

(
δ

δegµ(z)
ln det(G1|reg.)

∣∣∣∣
e=B

)
−→ см. формулу (74).

Подставляя полученные соотношения в (51) и приравнивая сингулярную часть к нулю, получаем
уравнение вида

1

4
Ŵ 1

1 [B, ε]− c2L

8π2
Γ1[ε]

s.p.
= 0

из которого следует заявленный ответ.

Третья часть. Рассмотрим вторую поправку для действия на диагонали. В этом случае удобно
отдельно изучить линейную комбинацию стандартных диаграмм:

−1

2
Hsc

0

(
Γ2
3

)
+

1

4
Hsc

0

(
Γ4

)
− 1

2
Hsc

0

(
Ω2

3

)
−→ см. формулу (130).

Дополнительно подставим в полученное соотношение результаты (121) и (122) для нелокальных
частей, используя определения для контрвершин

Hsc
0

(
S2[ · ]

)
=

∫
R4

d4xG aa
1ρρ(x, x), Hsc

0

(
Sf [ · , B]

)
= −

∫
R4

d4x
(
Dbc

ρ (x)Dca
σ (x)G ab

1σρ(x, y)
)∣∣∣

y=x
.

Тогда после подстановок и приведения подобных получим уравнение вида

− Λ2c2(2ρ3 − 3ρ0)

8π2
Hsc

0

(
S2[ · ]

)
+

5Lc2
48π2

Hsc
0

(
Sf [ · , B]

)
+ Hsc

0

(
Γ̂0
2

)
− c22W−1L

32(4π2)2

(
13 + 68ρ2/3− 64ρ4

)
+
c22W

+
−1L

32(4π2)2

(
2ρ2 − 1/2

)
+ 2J⊖ +

c2ρ3Λ2J⊙

π2
− 5Lc2

48π2
J⊗ +

1

4

(
a1W−1 + Ŵ 0

2

)
+ κ′1

s.p.
= 0. (56)

Из равенства нулю сингулярной части мгновенно следует ответ для вершины Γ̂0
2[B, a], поэтому

первую строку можно исключить из соотношения. Далее, вторая строка имеет подходящий вид
в виде суммы классического действия и одной его специальной части, см. (131). Поэтому далее
необходимо воспользоваться подсчетами для оставшихся диаграмм:

J⊗ −→ см. формулу (127);
J⊙ −→ см. формулу (128);
J⊖ −→ см. формулу (129).

Суммируя и подставляя в (56), получаем заявленные ответы для a1(Λ) и Ŵ 0
2 [B]. Теорема доказана.

5 Слабая деформация

5.1 Общие соображения
В секции 4 был представлен вариант сильной деформации, который заключался в вероятностном
усреднении полей флуктуации, см. формулу (31). Одной из проблем, связанной с таким подходом,
являлась потеря инвариантности относительно калибровочных преобразований фонового поля Ba

µ.
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Именно из-за этого факта на уровне уже второй квантовой поправки, см. теорему 1 в секции 4.7,
сингулярный вклад, пропорциональный классическому действию W−1, расщеплялся на несколько
частей W i

−1. Это свидетельствует о значительном усложнении процесса перенормировки, посколь-
ку существенно ограничивает возможности использования «простых»39 разложений для функций
Грина, сводя их фактически к нулю.

В данной секции предлагается альтернативный подход к введению регуляризации, который за-
ключается в деформации полей флуктуации посредством действия на них специальным калибро-
вочно инвариантным оператором, зависящим от Ba

µ. При этом в главном порядке при разложе-
нии по «малым» полям такой оператор воспроизводит вероятностное усреднение из секции 4.1.
Такая деформация будет называться слабой по двум причинам. Во-первых, она не приводит40 к
регуляризации первой петли, то есть «ln det». Для этих целей следует пользоваться, к примеру,
регуляризацией теплового ядра, см. секцию 6.2 в [115] и секцию B в [119], или аналитическим
продолжением ζ-функции [120]. Аналогичная ситуация возникает и в других регуляризациях, см.
в [121]. Во-вторых, такая регуляризация дополнительно деформирует связь квантового действия и
плотности квантового уравнения движения, что приводит к дополнительным трудностям пересчета.

Тем не менее подход со слабой деформацией весьма привлекателен с точки зрения многопетле-
вых подсчетов. Связано это в первую очередь с тем, что элементарные блоки, из которых состоят
диаграммы Фейнмана, являются инвариантными относительно калибровочных преобразований фо-
нового поля Ba

µ. Мгновенным следствием этого факта являются следующие важные свойства.

1. Логарифмические локальные вклады пропорциональны только W−1[B].

2. Степенные локальные вклады отсутствуют.

Такие ограничения существенно упрощают процесс подсчета и позволяют заменить разложение
для функций Грина около диагонали на более простые функции. Такой процесс подробно описан в
секции 8, посвященной изучению «двух петель».

5.2 Регуляризация
Обсудим процесс введения регуляризации. Для этого воспользуемся формулировками двух спосо-
бов для случая сильной деформации из секции 4.2 и скорректируем их. Это возможно, так как по
построению для случая слабых (малых) полей в главном порядке должен воспроизводиться «силь-
ный» случай.

Первый способ. Сформулируем правила деформации функций Грина. Для этого, как и в секции
4.2, выберем в качестве ядра усреднения кусочно непрерывную функцию ω(·) с теми же свойства-
ми41. Далее заметим, что двойное усреднение свободной функции Грина, описываемое переходом
(27) с применением интегрального оператора и сводящееся к усреднению осциллирующей экспонен-
ты, можно переписать в операторном виде следующим образом42∫

R4

d4y

∫
R4

d4z ω(|y|)ω(|z|) eik·(x+y/Λ+z/Λ) = Ω̂2(r/Λ)
∣∣∣
r2=A0(x)

eik·x, (57)

где r = |x|, A0(x) = −∂xµ
∂xµ , который в гиперсферических координатах равен −r−3∂rr

3∂r для
случая сферически симметричных функций, а также вспомогательная функция

Ω̂(r) = 2S3

∫ 1

0

dt t2ω(t)J1(tr)/r. (58)

39Имеется в виду исключение из разложений для функции Грина слагаемых, которые заведомо не приведут к
сингулярным составляющим. См. для примера секцию 8.1.

40Гипотетически деформацию можно подобрать таким образом, чтобы первая петля также была регуляризована.
То есть чтобы рост собственных значений компенсировался убыванием регуляризованной спектральной плотности.
Однако этот факт авторам не удалось изучить достаточно хорошо.

41Обобщение свойств можно найти в [58,60].
42Правую часть (57) необходимо понимать в операторном смысле. То есть ряд Тейлора по степеням оператора.

Заметим, что в разложении возникают только четные степени.
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Обратим внимание, что для последнего перехода была использована формула (20) из [57]. Далее,
возвращаясь к функциям Грина, определим деформации следующим образом

GΛ, ab
0 (x, y) =

(
Ω̂2(r/Λ)

∣∣∣
r2=M0(x)

)ac

Gcb
0 (x, y), (59)

а также

GΛ ab
1σρ (x, y) = δσρG

Λ, ab
0 (x, y) +

+∞∑
k=1

2k
∫
R4×k

d4z1 . . . d
4zkG

Λ, ad1

0 (x, z1)×

×F d1c1
σµ1

(z1)GΛ, c1d2

0 (z1, z2)× . . .× F dkck
µkρ

(zk)GΛ, ckb
0 (zk, y),

Из построения следует, что функции изменяются ковариантным образом относительно калибровоч-
ного преобразования (16), так как строятся по калибровочно инвариантному оператору Mab

0 (x), а их
разложение около диагонали для специального случая полей ранее уже было изучено в работе [57],
см. секцию 4.1.

Второй способ. Укажем дополнительно альтернативный взгляд на введение оператора (59). Он
полностью аналогичен тому, который был описан в секции 4.2, поэтому обратим внимание лишь на
два ключевых изменения.

1. Поля флуктуации и ду́ховые поля изменяются не под действием усредняющего оператора (31),
а при помощи операторной функции (58). К примеру, деформированные флуктуации имеют
вид

aΛ,a
µ (x) =

(
Ω̂(r/Λ)

∣∣∣
r2=M0(x)

)ab

abµ(x). (60)

Поля ca, c̄a изменяются аналогичным образом.

2. Замена из первого пункта применяется ко всем полям, кроме тех, которые стоят в квадратич-
ной форме с оператором M0, то есть в

1

2

∫
R4

d4x aaµ(x)Mab
0 (x)abµ(x) +

∫
R4

d4x c̄a(x)Mab
0 (x)cb(x).

Раскладывая действие в пертурбативный ряд, можно убедиться, что последние правила эквива-
лентны переходу к деформированным функциям Грина (59) и (8).

О детерминанте. Как это уже отмечалось в секции 5.2, предложенный подход с ковариантным
деформирующим оператором не гарантирует регуляризацию первой поправки с «ln det». Для этих
целей следует использовать дополнительную регуляризацию, которая может быть введена либо в
рамках метода теплового ядра, к примеру, при помощи аналитического продолжения или же обре-
зания, либо простым делением и домножением (деформацией меры функционального интеграла).
Поскольку в данной работе изучаются именно сингулярные части, а сингулярность в первой по-
правке не зависит от регуляризации, то для дальнейшего достаточно иметь лишь соотношение

ln det
(
G0/G0|B=0

)∣∣
reg.

s.p.
= − c2L

96π2
W−1[B]. (61)

Как и следовало ожидать, вклад не содержит степенных по Λ частей, так как величина инвариант-
на относительно калибровочных преобразований фонового поля.

Расширение. Далее заметим, что для введения регуляризации не обязательно использовать имен-
но фоновое поле Ba

µ, можно выбрать и другое raµ, которое при калибровочных преобразованиях
изменяется так же, как и фоновое. Разумеется, при подсчетах сингулярных частей для квантового
действия важен именно конкретный выбор raµ = Ba

µ. Однако при попытках подсчета вариации по
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полю из деформирующего оператора возникает необходимость различать поля. Для этих целей, к
примеру, удобно выбрать raµ = Ba

µ + εaµ, тогда

δ

δraµ(x)

∣∣∣∣
r=B

=
δ

δεaµ(x)

∣∣∣∣
ε=0

.

В связи с этим расширим обозначение для регуляризованного квантового действия, добавив третий
аргумент, который отвечает за поле в регуляризующем операторе. Таким образом, сильно связ-
ная часть (14), регуляризованная выше предложенной процедурой с Ba

µ → raµ, далее обозначается
символом

W sc
reg[B, e, r], а также W sc

reg[B] ≡W sc
reg[B,B,B].

5.3 Ситуация около диагонали
Проблематика. В случае слабой деформации вариация квантового действия по фоновому полю
на диагонали, см. (32), усложняется, поскольку деформирующий оператор дополнительно зависит
от вспомогательного поля raµ(x). Таким образом, первая вариация действия на диагонали, которая
в данном случае характеризуется условием raµ = eaµ = Ba

µ, описывается формулой

δW sc
reg[B]

δBa
µ(x)

=
δW sc

reg[B, e, r]

δBa
µ(x)

∣∣∣∣∣
r=e=B

+
δW sc

reg[B, e,B]

δeaµ(x)

∣∣∣∣∣
e=B

+
δW sc

reg[B,B, r]

δraµ(x)

∣∣∣∣∣
r=B

,

в которой только первое слагаемое равно плотности регуляризованного квантового уравнения дви-
жения. Еще раз обратим внимание, что поскольку действие зависит от регуляризующего оператора
Ω̂, то в общем случае выполняется неравенство

δW sc
reg[B, e,B]

δBa
µ(x)

∣∣∣∣∣
e=B

̸=
δW sc

reg[B, e, r]

δBa
µ(x)

∣∣∣∣∣
r=e=B

≡ Qa
µ|reg.[B](x).

Таким образом, для пересчета величин перенормировки от квантового действия к плотности урав-
нения движения необходимо отслеживать не только вариацию по eaµ, сингулярная часть которой в
случае сильной деформации определяет вспомогательный ток jaµ(x), см. (46), но и вариацию по raµ.
В такой постановке задача существенно усложняется, поэтому легче вычислять не обе вариации, а
сингулярности для квантового уравнения напрямую. То есть помимо перенормировки квантового
действия параллельно необходимо также изучать и перенормировку объекта Qa

µ|reg.[B](x).

Ренормировка. С учетом последних замечаний уточним, что именно будет пониматься под пе-
ренормировкой квантового действия и уравнения движения. Во-первых, рассмотрим поля raµ и eaµ,
равные43 между собой и близкие к фоновому полю, то есть

raµ(x) = eaµ(x) = Ba
µ(x) + εaµ.

Тогда ренормировка пары W sc
reg[B] и Qa

µ|reg.[B] заключается в сдвиге константы связи g → gΛ,
которая выражается в виде ряда через ренормированную константу

1

g2Λ
=

1

g2ren
+

+∞∑
k=0

ak(Λ)g2kren,

и прибавлении к классическому действию набора вспомогательных слагаемых, как это было сделано
в случае сильной деформации, см. (35). Однако, учитывая инвариантность относительно калибро-
вочных преобразований фонового поля, слагаемые можно выписать в более простом виде( +∞∑

k=2

gkΓ̂0
k[B, a]

)
+

∫
R4

d4x εaµ(x)jaµ(x) +O(ε2),

43В общем случае равенства нет. Такой выбор удобен для дальнейшего вычисления.
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где вспомогательный ток jaµ(x), с учетом явного вида для одинарной вершины Γ1[a] из (2), опреде-
ляется равенством ∫

R4

d4x εaµ(x)jaµ(x) =
Γ1[ε]

4

+∞∑
k=1

g2k−2wk(Λ) +

+∞∑
k=2

gkΓ̂1
k[B, a].

Обратим внимание, какие величины в этом случае находятся после выполнения перенормировок:

W sc
reg[B] −→ {ak, Γ̂0

k+2}+∞
k=0;

{ak, Γ̂0
k+2}+∞

k=0 + Qa
µ|reg.[B](x) −→ {wk, Γ̂

1
k+1}+∞

k=1,

где на последнем шаге набор ренормировочных данных получается из рассмотрения разности двух
изученных объектов

δW sc
reg[B,B + ε,B + ε]

δεaµ(x)

∣∣∣∣∣
ε=0

=
δW sc

reg[B]

δBa
µ(x)

−Qa
µ|reg.[B](x).

Причем последовательность аналогична той, что была в секции 4.5, см. формулы (43) и (44). Ан-
затц выглядит значительно проще формулы (35), поскольку регуляризация вводится ковариантно.
Именно по этой причине функционалы Ŵ 1

k выписаны явно wkΓ1[ε]. Таким образом, необходимо
искать коэффициент пропорциональности wk, а не функционал и его вид.

5.4 Что вычисляем?
Введем в рассмотрение коэффициенты разложений для перенормированного квантового действия
на диагонали и его первой вариации по второму аргументу, также на диагонали. Формально они
те же, что и в формулах (47) и (48), поэтому для удобства воспользуемся теми же обозначениями.
Для уточнения, в «слабом» случае имеется также и третий аргумент, он выбран raµ = Ba

µ. Сами
коэффициенты имеют тот же вид44, что и в (49), (50) и (51).

Основной задачей данной секции является перенормировка квантового действия на диагонали
с учетом первых двух поправок, а также демонстрация того факта, что вариация по деформиру-
ющему оператору в рамках первой квантовой поправки не содержит сингулярных частей. Таким
образом, планируется вычислить следующие величины:

1-я поправка для W sc
ren −→ ответ для a0;

1-я поправка для Ẇ sc
ren −→ ответ для w1;

2-я поправка для W sc
ren −→ ответы для Γ̂0

2 и a1.

А также дополнительно доказать равенство в смысле формальных рядом по константе связи

δW sc
reg[B]

δBa
µ(x)

−Qa
µ|reg.[B](x)−

δW sc
reg[B, e,B]

δeaµ(x)

∣∣∣∣∣
e=B

s.p.
= O(g2).

5.5 Результаты
Теорема 2. Пусть выполнены все предположения, сформулированные выше в секции 4. Пусть
также L = ln(Λ/σ), где Λ является параметром регуляризации, а σ > 0 обезразмеривающим
вспомогательным фиксированным параметром. Определим дополнительно функционалы

S2[B] =

∫
R4

d4xBa
µ(x)Ba

µ(x), Sf [a, e] =

∫
R4

d4x
(
Dab

µ (x)abµ(x)
)(

Dac
ν (x)acν(x)

)
,

44Обратим внимание, что оператор H соединяет вершины регуляризованными функциями Грина. В сильном и
слабом случаях они разные, см. для сравнения (30) и (59).
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и несколько вспомогательных чисел, зависящих от регуляризованного свободного фундаменталь-
ного решения R1

0(x), см. (28),

ρ0
4π2

= R1
0(0),

ρ3
4π2

=

∫
B1

d4xR1
0(x)A0(x)R1

0(x),
2ρ4
π2

=

∫
B1

d4xR1
0(x)|x|2A0(x)R1

0(x),

ρ2
8π2

=

∫
B1

d4xA0(x)R1
0(x)

∫
R4

d4y
(
R1

0(x− y)R1
0(y)−R1

0(y)R1
0(y)

)
.

Пусть также числа ã и {ãi, b̃i}i=0,1 обозначают произвольные конечные элементы из R. Тогда
представленные равенства (54) и (55) приводят к следующим коэффициентам и вспомогательным
вершинам.

1) WΛ
0

s.p.
= 0 =⇒ a0(Λ) =

11c2L

24π2
+ ã0.

2) ẆΛ
0

s.p.
= 0 =⇒ ω1(Λ) =

c2L

2π2
+ b̃0.

3) WΛ
1

s.p.
= 0 =⇒ Γ̂0

2[B] =
Λ2c2(2ρ3 − 3ρ0)

8π2
S2[a]−

(
5Lc2
48π2

+ b̃1

)
Sf [a,B],

a1(Λ) =
c22L

(4π)4

(
175/9 + 247ρ2/3− 27ρ4

)
+ ã1.

Комментарий 1. Как и в случае результата из теоремы 1, первый коэффициент a1 имеет стан-
дартное значение45. Второй же коэффициент a2 имеет отличное значение. В секции 8.5 произведено
детальное сравнение со случаем размерной регуляризации. Было показано, что ответ для коэффи-
циента строится из конечного набора мастер-интегралов. Они приведены в таблице 2. При этом в
таблице 3 приведены результаты для отдельных диаграмм и их линейных комбинаций. Оказалось,
что в случае размерной регуляризации происходит деформация коэффициентов, с которыми входят
мастер-интегралы, в то время как в случае обрезания деформируются сами интегралы. Дополняет
это замечание и тот факт, что при обрезании сингулярности для интегралов можно разбить на ос-
новную часть, которая переносится на «размерный» случай, и поправочную, которая по построению
зависит от регуляризующей функции.

Комментарий 2. Коэффициент w1 имеет стандартный вид, более подробное сравнение произве-
дено в аналогичном комментарии для теоремы 1.

Комментарий 3. Контрвершина Sf [a,B] имеет также стандартный вид и обсуждается в аналогич-
ном комментарии для теоремы 1.

Комментарий 4. Заметим, что контрслагаемое S2[B] со степенной сингулярностью Λ2 отсутствует,
что является следствием ковариантности регуляризованных объектов. Однако контрвершина S2[a]
осталась и имеет тот же вид, что и в теореме 1. Такое слагаемое не нарушает калибровочную
инвариантность, так как поле aaµ преобразуется по другому закону, см. (18).

Доказательство. Во многом подсчет повторяет процесс проверки утверждений теоремы 1, поэто-
му ограничимся комментариями. Следуя формулировке, разделим пояснение на три части.

Первая часть. Вычисление сингулярной части для «первой петли» производится в два этапа. Спер-
ва необходимо воспользоваться тем фактом, что сингулярный вклад для детерминанта скалярного
оператора Mab

0 в условиях слабой деформации задается равенством (61). Далее, следуя логике под-
счета для «сильного» случая, сингулярную часть для векторного оператора удобно представить в
виде суммы части, зависящей от скалярного оператора, и вклада, состоящего из потенциалов, см.

45См. ссылки в комментариях к теореме 1.
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(71). Учитывая тот факт, что в главном порядке функции Грина для обеих регуляризаций совпада-
ют по построению, см. (30) и (59), то ответ диктуется формулой (72) без степенной добавки с S2[B].
Рассматривая линейную комбинацию из правой части (49), получаем заявленный ответ.

Вторая часть. В данном случае необходимо вычислить сингулярную часть для диаграмм −Hsc
0 (V1) и

−Hsc
0 (V2), см. доказательство теоремы 1 и определение (51). При этом подход с прямым вычислением

вариаций детерминантов, как это было сделано в секции 6, не сработает, так как деформирующий
оператор также зависит от фонового поля. Поэтому на первый взгляд необходим явный подсчет обе-
их диаграмм. Однако заметим, что сингулярная часть для второй диаграммы, после использования
разложения около диагонали в виде (138) и определений (38) и (39), выписывается в виде

Hsc
0 (V2)

s.p.
= −Hsc

0 (V1)− c2θ(0)

∫
R4

d4x εaµ(x)Dab
ν (x)F b

νµ(x),

где было использовано обозначение (77) для специальной функции θ(·). Следовательно, интересу-
ющая комбинация из (51), с учетом (133), переписывается следующим образом

−Hsc
0 (V1)−Hsc

0 (V2)
s.p.
= −c2L

8π2
Γ1[ε] = −1

4
Ŵ 1

1 [B, ε].

Далее, учитывая переобозначение Ŵ 1
1 [B, ε] = w1Γ1[ε], получаем заявленный ответ.

Третья часть. В данном случае процесс доказательства практически идентичен третьему пункту
доказательства теоремы 1. Главное отличие заключается в разложении функций Грина около диа-
гонали, см. секцию 8.1. Это приводит к необходимости преобразовать ряд мелких вычислений, что
изложено в секции 8.2, после чего линейная комбинация основных диаграмм принимает вид (143).
Дополнительная контрдиаграмма приведена в секции 8.5, в то время как окончательные ответы
для локальной части и контрдиаграмм выписаны в таблицах 1 и 3. Теорема доказана.

5.6 А что, если так?
С вычислительной точки зрения соблюдение согласованности перенормировки квантового действия
с перенормировкой плотности из квантового уравнения движения, см. секции 4.5 и 5.3, существен-
но усложняет весь процесс. Действительно, ведь фактически необходимо перенормировать не один
ряд, а два. А если соблюдать согласованность с большим числом вариационных производных дей-
ствия, то задача становится еще труднее. В связи с этим возникает желание упростить алгоритм
перенормировки, ограничившись работой лишь с квантовым действием. Но что в этом случае по-
лучится? Опишем кратко последовательность действий. Будем рассматривать квантовое действие
сразу на диагонали, то есть

W sc
reg[B] ≡W sc

reg[B,B,B] вместо W sc
reg[B, e, r].

Далее заменим стандартные сильно связные46 регуляризованные функции47 Грина

Γa1...ak
µ1...µk

(x1, . . . , xk) =

(
δ

δBak
µk(xk)

· . . . · δ

δBa1
µ1(x1)

W sc
reg[B, e, r]

)∣∣∣∣∣
r=e=B

,

где k ∈ N, деформированными аналогами вида

Γ̂a1...ak
µ1...µk

(x1, . . . , xk) =
δ

δBak
µk(xk)

· . . . · δ

δBa1
µ1(x1)

W sc
reg[B].

46Этот факт проверяется с использованием функциональных соотношений из секции 4.2.
47Здесь стоит обратить внимание, что речь идет о функциях с оторванными внешними линиями (или «импутиро-

ванными ногами»).
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К примеру, в этом случае плотность квантового уравнения движения заменяется полной производ-
ной

Qa
µ|reg.[B](x) =

δW sc
reg[B, e, r]

δBa
µ(x)

∣∣∣∣∣
r=e=B

−→
δW sc

reg[B]

δBa
µ(x)

.

Далее обратим внимание на тот факт, что связное квантовое действие может быть построено в виде
суммы, в которой первым слагаемым является сильно связное действие, а следующие части строятся
по плотности из квантового уравнения и древесным диаграммам, в узлах которых сидят сильно
связные функции Грина, см. для примера (22). Таким образом, W c

reg[B] является функционалом,
зависящим от набора {Γ...

...}. Определим деформированное связное действие Ŵ c
reg[B] как функционал

W c
reg[B], в котором была произведена замена {Γ...

...} → {Γ̂...
...}. В итоге, деформированное связное

действие строится по сильно связному действию на диагонали W sc
reg[B]. При этом решение Ba

d,µ

деформированного квантового уравнения движения

δW sc
reg[B]

δBa
µ(x)

∣∣∣∣∣
B=Bd

= 0,

вообще говоря, не совпадает с решением Ba
f,µ стандартного квантового уравнения. Тем не менее, в

обеих ситуациях справедливы соотношения

W c
reg[Bf ] = W sc

reg[Bf ],

Ŵ c
reg[Bd] = W sc

reg[Bd].

При этом равенства сильно связных частей в обеих ситуациях нет. Здесь следует заметить, что
с точки зрения процедуры нахождения экстремума решение Ba

d,µ является более естественным,
так как минимизирует функционал, а не его часть. Таким образом, забывая о частных вариациях,
вопрос перенормировки сужается на функционал W sc

reg[B], который преобразуется к W sc
ren[B], и по

которому строится Ŵ c
ren[B] с учетом выше описанных правил.

Несмотря на очевидный выигрыш в трудоемкости перенормировки, на данном пути появляются
некоторые открытые вопросы. Во-первых, сильно ли отличаются решения Ba

f,µ и Ba
d,µ? Ведь при

отсутствии регуляризации они должны совпадать. В связи с чем непонятно, является ли их разность
в каком-то смысле малой (по Λ). Во-вторых, вовсе не ясно, имеет ли новое ренормированное связное
действие формулировку с использованием функционального интеграла. Другими словами, можно
ли дополнить (расширить) регуляризованное классическое действие (10) таким образом, чтобы оно
воспроизводило Ŵ c

ren[B]?

6 Одна петля: сильный случай

6.1 Скалярный оператор
Начнем рассмотрение с определителя для оператора G0. Пертурбативная формула для такого объ-
екта выписывается в виде, см. для справки [107] и скалярный случай в секции 4 из [64],

ln det
(
G0/G0|e=B=0

)∣∣
reg.

=

+∞∑
k=1

(−1)k

k

∫
R4×k

d4z1 . . . d
4zk
(
Mac1

0 (z1) + δac1∂zν
1
∂zν

1

)
RΛ

0 (z1 − z2)× . . .

×
(
Mcka

0 (zk) + δckb∂zν
k
∂zν

k

)
RΛ

0 (zk − y)
∣∣
y=z1

. (62)

Основная задача данного раздела заключается в двух вычислениях.

1. Найти сингулярную составляющую для случая G0 = G0.

2. Найти линейный вклад по полю eaµ в сингулярную составляющую для G0.
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Первая часть. Данную вычислительную задачу удобно разбить на несколько частей. Сперва вы-
пишем все возможные комбинации, появляющиеся в разложении (62) при G0 = G0, по степеням
фонового поля. Для этого определим вспомогательную функцию вида

R̂Λ
0 (x) = RΛ

0 (x)η(|x|, σ), (63)

где η( · , σ) является монотонной гладкой срезкой, которая равна единице на [0, 1/σ] и равна нулю
на полубесконечном интервале [1/σ + 1/Λ,+∞). Далее выполним вычисления для каждой степени
фонового поля.

Четвертая степень. Выпишем все возможные коэффициенты для интеграла

1

4

∫
R4

d4z1B
ab
µ (z1)Bbc

ν (z1)Bcd
σ (z1)Bda

ρ (z1). (64)

Сперва заметим, что сингулярную составляющую могут дать только части с функциями R̂Λ
0 (x).

Далее, после замены RΛ
0 (x) → R̂Λ

0 (x), необходимо переразложить гладкие поля около точки z1, а
затем выполнить сдвиг zi → zi+z1 для всех остальных переменных. Тогда интересующие сингуляр-
ные вклады факторизуются на произведение конечного функционала (64), зависящего от фонового
поля, на сингулярный коэффициент, построенный по функциям R̂Λ

0 (x). Прямым подсчетом можно
убедиться, что возможно появление пяти комбинаций в качестве сингулярных коэффициентов

24
∫
R4×3

d4z2d4z3d4z4 R̂
Λ
0 (z2)R̂Λ

0 (z2 − z3)R̂Λ
0 (z3 − z4)∂zµ

4
∂zν

4
∂zσ

4
∂zρ

4
R̂Λ

0 (z4),

−δµν243−1

∫
R4×2

d4z2d4z3 R̂
Λ
0 (z2)R̂Λ

0 (z2 − z3)∂zσ
3
∂zρ

3
R̂Λ

0 (z3),

−δνσ243−1

∫
R4×2

d4z2d4z3 R̂
Λ
0 (z2)R̂Λ

0 (z2 − z3)∂zµ
3
∂zρ

3
R̂Λ

0 (z3),

−δσρ243−1

∫
R4×2

d4z2d4z3 R̂
Λ
0 (z2)R̂Λ

0 (z2 − z3)∂zµ
3
∂zν

3
R̂Λ

0 (z3),

δµνδσρ2

∫
R4

d4z2 R̂
Λ
0 (z2)R̂Λ

0 (z2).

Учитывая тот факт, что функция (63) является гладкой и имеет компактный носитель, перебра-
сывания производных, выполненные выше, вполне аргументированы. Воспользуемся в последних
равенствах формулами сферического48 усреднения в четырехмерном пространстве∫

S3
d3σ(x̂) x̂µx̂ν =

S3

4
δµν ,

∫
S3

d3σ(x̂) x̂µx̂ν x̂σx̂ρ =
S3

4!

(
δµνδσρ + δµσδνρ + δµρδνσ

)
, (65)

где x̂µ = xµ/|x|, а также асимптотическими разложениями49 для следующих интегралов∫
R4×3

d4z2d4z3d4z4 R̂
Λ
0 (z2)R̂Λ

0 (z2 − z3)A0(z3)R̂Λ
0 (z3 − z4)A0(z4)R̂Λ

0 (z4)
s.p.
=

L

8π2
,∫

R4×2

d4z2d4z3 R̂
Λ
0 (z2)R̂Λ

0 (z2 − z3)A0(z3)R̂Λ
0 (z3)

s.p.
=

L

8π2
,∫

R4

d4z2 R̂
Λ
0 (z2)R̂Λ

0 (z2)
s.p.
=

L

8π2
,

где L = ln(Λ/σ). Тогда, после подстановок и суммирования всех вкладов, окончательная комбинация
выписывается в виде

− c2L

96π2

∫
R4

d4z faecBe
µ(z)Bc

ν(z)fadbBd
µ(z)Bb

ν(z).

48Далее символ S3 обозначает сферу единичного радиуса в R4 с центром в нуле.
49Главный порядок может быть найден при помощи следующего набора преобразований: масштабирование пе-

ременных на 1/Λ, дифференцирование по Λ, обратная замена переменных, переход к пределу Λ → +∞, а также
заключительное явное вычисление оставшегося упрощенного интеграла.
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Третья степень. Проделаем аналогичные вычисления для ситуации с третьей степенью фонового
поля. Ясно, что в этом случае будут появляться только логарифмические особенности, при этом
вместо четвертой степени фонового поля появится производная. Основным функционалом является

1

3

∫
R4

d4z1
(
∂zµ

1
Bac

ν (z1)
)
Bcd

σ (z1)Bda
ρ (z1).

При этом в качестве коэффициентов будут выступать следующие интегралы

−22
∫
R4×2

d4z2d4z3 ∂zρ
2
R̂Λ

0 (z2)
(

2(z2 + z1)µ∂zν
2

+ δµν
)
R̂Λ

0 (z2 − z3)∂zσ
3
R̂Λ

0 (z3),

−22
∫
R4×2

d4z2d4z3 ∂zσ
2
R̂Λ

0 (z2)∂zρ
2
R̂Λ

0 (z2 − z3)
(

2(z3 + z1)µ∂zν
3

+ δµν
)
R̂Λ

0 (z3).

Заметим, что в ходе выписывания опускались некоторые слагаемые, содержащие Bcd
µ (z1)Bda

µ (z1),
так как они не приведут к сингулярному вкладу в финальном выражении из-за обнуления следа(

∂zν
1
Bac

ν (z1)
)
Bcd

µ (z1)Bda
µ (z1) = 0.

По тем же соображениям можно убрать части с символом δµν . Дополнительно, все слагаемые,
содержащие множитель z1, также не дадут вклада вследствие наличия сферической симметрии∫

S3
d3σ(x̂) x̂µ = 0,

∫
S3

d3σ(x̂) x̂µx̂ν x̂σ = 0. (66)

Далее, пользуясь соотношениями (65) и замечая, что следующая комбинация приводит к нулю(
∂zµ

1
Bac

ν (z1)
)
Bcd

σ (z1)Bda
ρ (z1)

(
δµνδσρ + δµσδνρ + δµρδνσ

)
= 0,

получаем лишь один ненулевой коэффициент

δµρ23
∫
R4×2

d4z2d4z3 ∂zρ
2
R̂Λ

0 (z2)R̂Λ
0 (z2 − z3)∂zν

3
∂zσ

3
R̂Λ

0 (z3)
s.p.
= −δµρδνσ L

4π2
.

В итоге приходим к заключительному выражению вида

− c2L

24π2

∫
R4

d4z
(
∂zµBa

ν (z)
)
fadbBd

µ(z)Bb
ν(z).

Вторая степень. В данном случае возможны не только логарифмические сингулярности, когда
появляются два фоновых поля и две производных, но также и степенные вклады, содержащие
только два фоновых поля без производных. Рассмотрим первый случай, тогда для комбинации
вида

1

2

∫
R4

d4z1
(
∂zµ

1
Bac

ν (z1)
)(
∂zσ

1
Bac

ρ (z1)
)

(67)

возможны только следующие коэффициенты

1

2

∫
R4

d4z2 ∂zν
2
R̂Λ

0 (z2)
(
∂zρ

2
zµ2 z

σ
2 + zµ2 z

σ
2 ∂zρ

2

)
R̂Λ

0 (z2),

−1

2

∫
R4

d4z2 R̂
Λ
0 (z2)

(
∂zρ

2
zµ2 z

σ
2 + zµ2 z

σ
2 ∂zρ

2

)
∂zν

2
R̂Λ

0 (z2).

После интегрирования по частям приходим к представлению

1

2

∫
R4

d4z2 ∂zν
2
R̂Λ

0 (z2)
(

2δρµzσ2 + 2δρσzµ2 + 4zµ2 z
σ
2 ∂zρ

2

)
R̂Λ

0 (z2),

33



в котором уже можно пользоваться формулами усреднения (65). Введем обозначение C(x) для
оператора xµ∂xµ , тогда, пользуясь асимптотическими выражениями50 для вспомогательных инте-
гралов ∫

R4

d4z
(
C(z)R̂Λ

0 (z)
)
R̂Λ

0 (z)
s.p.
= − L

4π2
,∫

R4

d4z
(
C(z)R̂Λ

0 (z)
)(
C(z)R̂Λ

0 (z2)
)

s.p.
= +

L

2π2
,∫

R4

d4z
(
∂zµR̂Λ

0 (z)
)
|z|2
(
∂zµR̂Λ

0 (z)
)

s.p.
= +

L

2π2
,

получаем сингулярный коэффициент в виде

L

48π2

(
− δρµδνσ − δρσδνµ + 2δµσδνρ

)
.

Таким образом, логарифмический вклад с функционалом (67) записывается следующим образом

− c2L

48π2

∫
R4

d4z
(
∂zµBa

ν (z)
)(
∂zµBa

ν (z)− ∂zνBa
µ(z)

)
.

Возвращаясь к вкладу степенного поведения, получаем ответ в виде

c2Λ2

2

(∫
R4

d4z Ba
ν (z)Ba

ν (z)

)(∫
B1

d4x R̂1
0(x)A0(x)R̂1

0(x)− 2R̂1
0(0)

)
.

Далее воспользуемся вспомогательными обозначениями из секции 7.8

ρ0
4π2

= R1
0(0),

ρ3
4π2

=

∫
B1

d4xR1
0(x)A0(x)R1

0(x).

Тогда, выполняя завершающие подстановки и суммируя все изложенные выше ответы, приходим к
соотношению вида

ln det
(
G0/G0|B=0

)∣∣
reg.

s.p.
=

c2Λ2(ρ3 − 2ρ0)

8π2
S2[B]− c2L

96π2
W−1[B]. (68)

Вторая часть. Вычисление вклада, линейного по полю из калибровочного условия, можно значи-
тельно упростить. Для этого сперва следует выписать вариации по фоновому полю Ba

µ и по полю
eaµ для соответствующего детерминанта в точке eaµ = Ba

µ. Используя формулу (26) и выполняя
аналогичное вычисление, получаем

δ

δBg
µ(z)

ln det(G0|reg.)
∣∣∣∣
e=B

= −Dcd
µ (z)Gad

0 |reg.(x, z)
∣∣
x=z

f cga,

δ

δegµ(z)
ln det(G0|reg.)

∣∣∣∣
e=B

= +Dcd
µ (z)Gda

0 |reg.(z, x)
∣∣
x=z

fagc.

Далее сделаем два важных наблюдения.

1. Во-первых, их сумма равна вариации ln det(G0|reg.) по Bg
µ(z).

2. Во-вторых, функции равны из-за симметричности ядра Gab
0 (x, y) = Gba

0 (y, x).

Таким образом, вычисляя вариацию для (68) и умножая на 1/2, получаем окончательный ответ в
виде∫

R4

d4z egµ(z)

(
δ

δegµ(z)
ln det(G0|reg.)

∣∣∣∣
e=B

)
s.p.
=

c2Λ2(ρ3 − 2ρ0)

8π2

(∫
R4

d4z eaν(z)Ba
ν (z)

)
− c2L

48π2
Γ1[e]. (69)

50Они могут быть получены тем же методом, который использовался при анализе интегралов в случае четвертой
степени фонового поля.
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6.2 Векторный оператор
Перейдем к рассмотрению определителя для регуляризованного оператора G1. Пертурбативная
формула для такого объекта выписывается аналогичным образом в виде

ln det
(
G1/G1|e=B=0

)∣∣
reg.

=

+∞∑
k=1

(−1)k

k

∫
R4×k

d4z1 . . . d
4zk
(
M ac1

1νµ1
(z1) + δac1δνµ1∂zν

1
∂zν

1

)
RΛ

0 (z1 − z2)×

. . .×
(
M cka

1µkν
(zk) + δckbδµkν∂zν

k
∂zν

k

)
RΛ

0 (zk − y)
∣∣
y=z1

. (70)

Основная задача данного раздела заключается также в двух вычислениях.

1. Найти сингулярную составляющую для случая G1 = G1.

2. Найти линейный вклад по полю eaµ в сингулярную составляющую для G1.

Первая часть. Для подсчета удобно воспользоваться полученным ранее ответом (68) для скаляр-
ного оператора. Действительно, учитывая соотношение F a

µµ(z) = 0, получаем следующее разложе-
ние

ln det
(
G1/G1|B=0

)∣∣
reg.

s.p.
= 4 ln det

(
G0/G0|B=0

)∣∣
reg.

(71)

+2

∫
R4×2

d4z1d4z2 F
ac
µν(z1)RΛ

0 (z1 − z2)F ca
νµ(z2)RΛ

0 (z2 − z1).

Выполняя сдвиг переменной во втором слагаемом, оставляя лишь сингулярную часть коэффициента
и используя результат (68), получаем ответ в виде

ln det
(
G1/G1|B=0

)∣∣
reg.

s.p.
=

c2Λ2(ρ3 − 2ρ0)

2π2
S2[B] +

5c2L

24π2
W−1. (72)

Вторая часть. Пользуясь определением оператора (8), выпишем формулу для первой функцио-
нальной производной

δ

δegµ(z)
ln det(G1|reg.)

∣∣∣∣
e=B

= 2fagcDcd
ν (z)G da

1νµ(z, x)
∣∣
x=z

. (73)

Далее замечаем, что удобно воспользоваться разложением функции Грина по степеням тензора на-
пряженности. В этом случае сингулярный вклад в правую часть (73) могут дать только следующие
пять слагаемых

2fagcDcd
µ (z)Gda

0 (z, x)
∣∣
x=z

+ 8fagc∂zν

∫
R4×2

d4z2d4z3 R̂
Λ
0 (z − z2)Bcd

σ (z2)∂zσ
2
R̂Λ

0 (z2 − z3)F da
νµ(z3)R̂Λ

0 (z3 − x)
∣∣
x=z

+ 8fagc∂zν

∫
R4×2

d4z2d4z3 R̂
Λ
0 (z − z2)F cd

νµ(z2)R̂Λ
0 (z2 − z3)Bda

σ (z3)∂zσ
3
R̂Λ

0 (z3 − x)
∣∣
x=z

+ 4fagc∂zν

∫
R4

d4z2 R̂
Λ
0 (z − z2)F ca

νµ(z2)R̂Λ
0 (z2 − x)

∣∣
x=z

+ 4fagcBcd
ν (z)

∫
R4

d4z2 R̂
Λ
0 (z − z2)F da

νµ(z2)R̂Λ
0 (z2 − x)

∣∣
x=z

.

Заметим, что первая часть равна удвоенной вариации (69) по полю eaµ, остальные же слагаемые
вычисляются уже использованными ранее формулами, см. вспомогательные интегралы для вычис-
ления коэффициентов с функционалом (64). Собирая все части вместе, получаем результат

c2Λ2(ρ3 − 2ρ0)

4π2
Ba

µ(z)− 5c2L

24π2
Dga

ν (z)F a
νµ(z),

что приводит к окончательному ответу вида∫
R4

d4z egµ(z)

(
δ

δegµ(z)
ln det(G1|reg.)

∣∣∣∣
e=B

)
s.p.
=

c2Λ2(ρ3 − 2ρ0)

4π2

(∫
R4

d4z eaν(z)Ba
ν (z)

)
+

5c2L

24π2
Γ1[e]. (74)
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7 Две петли: сильный случай

7.1 Разложение функции Грина
Векторная функция. Для дальнейших вычислений удобно пользоваться вспомогательными раз-
ложениями для функции Грина, как для скалярной GΛ

0 , так и для векторной GΛ
1 . Здесь и далее

верхний индекс Λ обозначает наличие регуляризации. При этом обратим внимание, что поле eaµ,
отвечающее за фиксацию калибровочного условия, выбрано равным фоновому полю Ba

µ. Поэтому
GΛ

0 → GΛ
0 и GΛ

1 → GΛ
1 , см. (11) и (12). Итак, разложим функцию GΛab

1µν(x, y) по степеням поля
напряженности с выделением сингулярных составляющих в симметричном виде. Тогда получим

GΛab
1µν(x, y) = δµνG

Λab
0 (x, y) +N ab

µν(x, y) + Lab
µν(x, y) + PS ab

1µν(x, y), (75)

где каждая часть определяется исходя из величины сингулярности и степени тензора напряженно-
сти. Поясним обозначения.

1) Вклад δµνG
Λab
0 соответствует слагаемому, пропорциональному нулевой степени тензора напря-

женности F a
µν , и, таким образом, является функцией Грина для скалярного оператора.

2) Вклад N ab
µν соответствует слагаемому, пропорциональному первой степени тензора напряженно-

сти F a
µν и содержащему первые три сингулярных порядка из функционала

2

∫
R4

d4z GΛac
0 (x, z)F cd

µν(z)GΛdb
0 (z, y).

Его явный вид удобно зафиксировать следующим образом

N ab
µν(x, y) =

(
F ab
µν(x) + F ab

µν(y)
)
θ(x− y) (76)

+
(
Bac

σ (x)F cb
µν(x) + F ac

µν(y)Bcb
σ (y)

)
2∂xστ(x− y) + nabµν(x, y),

где вспомогательные симметричные функции определяются равенствами

θ(x) =

∫
B1/σ

d4z RΛ
0 (x− z)RΛ

0 (z), (77)

τ(x) =

∫
B1/σ

d4z

∫
B1/σ

d4y
(
RΛ

0 (x− z)RΛ
0 (z − y)RΛ

0 (y)−R0(z)R0(z − y)R0(y)
)
. (78)

При этом симметричная функция nabµν(x, y) строится аналогичным образом с использованием F a
µν , а

также либо двух фоновых полей, либо производной от фонового поля. При этом можно потребовать,
чтобы при y → x в главном порядке функция nabµν(x, y) имела бы порядок ln(Λ/σ)/Λ2. Ее явный вид
не важен, поскольку она не приводит к сингулярным вкладам из-за свойства nabµµ(x, y) = 0.

3) Вклад Lab
µν равен главной сингулярной части слагаемого, пропорционального второй степени

напряженности, и равен

Lab
µν(x, y) = 2

(
F ac
µσ(x)F cb

σν(x) + F ac
µσ(y)F cb

σν(y)
)
τ(x− y). (79)

4) Вклад PS ab
1µν содержит все оставшиеся части. Он имеет две конечные производные, а также за-

висит от граничных условий. Учитывая свойства симметричности всех предыдущих частей, можно
утверждать, что он обладает свойством PS ab

1µν(x, y) = PS ba
1νµ(y, x).

Скалярная функция. Аналогичным образом разложим функцию Грина для ду́ховых полей. Од-
нако, здесь будет представлена только та часть51 разложения по сингулярностям, которая необ-
ходима для задач данной работы, см. секцию 1. Сперва отметим, что функцию GΛab

0 (x, y) можно
51Следующие порядки разложения необходимо дополнительно вычислять.
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разделить на две части
GΛab

0 (x, y) = Gab
loc(x, y) + PSab

0 (x, y), (80)

где нелинейная часть PS0 имеет две конечные производные и является аналогом функции PS1, в
то время как первое слагаемое имеет локальный характер, который можно описать так: функция
Gab

loc(x, y) является конечной суммой, каждое слагаемое которой равно произведению специальной
функции, не зависящей от фонового поля и имеющей аргумент x− y, на p(x) + p(y), где p является
полиномом конечной степени от фонового поля и его первых трех производных. Можно показать,
что в первых порядках по степеням сингулярностей функцию Gab

loc(x, y) можно разложить так

Gab
loc(x, y) = δabRΛ

0 (x− y) + 2Bab
µ (y)∂xµθ(x− y) (81)

+ ∂yνBab
µ (y)

(
δµνθ(x− y) + 2κνµ(x− y)

)
+Bac

µ (y)Bcb
ν (y)

(
δµνθ(x− y) + 4∂xµ∂xν τ(x− y)

)
+ . . . ,

где дополнительная вспомогательная функция имеет вид

κνµ(x) =

∫
B1/σ

d4z RΛ
0 (x− z)zν∂zµRΛ

0 (z).

Далее, рассматривая симметричную комбинацию, приходим к соотношению

Gab
loc(x, y) = δabRΛ

0 (x− y) +
(
Bab

µ (x) +Bab
µ (y)

)
∂xµθ(x− y) (82)

+Bac
µ (y)Bcb

ν (y)
(
δµνθ(x− y) + 4∂xµ∂xν τ(x− y)

)
+ . . .

Фактически, в рамках разложения использование симметричности было эквивалентно замене од-
ного типа сингулярности на другой, то есть

δµνθ(x) + 2κνµ(x)←→ xν∂xµθ(x),

что можно проверить интегрированием по частям. Обратим внимание, что слагаемое, пропорцио-
нальное первой степени фонового поля, имеет симметричный вид, в то время как поля для третьего
слагаемого выписаны лишь в одной точке. Это связано с тем фактом, что основной целью данной
работы является изучение сингулярных составляющих, для которых достаточно предложенного
разложения. При попытке поиска явных52 коэффициентов для вершин перенормировки необходи-
мо будет также представить слагаемые для третьей и четвертой степеней фонового поля.

Выполним53 сдвиг переменной x→ x+ y и факторизуем отдельные слагаемые на сингулярную
часть, зависящую от переменной x, и часть, зависящую от фоновых полей в точке y. Для удобства
выпишем в виде таблицы разложение по «величине» сингулярностей функции Gab

loc(x+ y, y).

∼ r−2 ∼ r−1 ∼ log |r|+ ∼ r0

1 RΛ
0 (x) Bµ(y) 2∂xµθ(x) ∂yνBµ(y) xν∂xµθ(x)

Bµ(y)Bν(y) δµνθ(x) + 4∂xµ∂xν τ(x)

(83)

Обратим внимание, что групповые индексы в таблице выше опущены. Аналогичное разложение
необходимо выписать также и для второй производной функции Грина. Для этого сперва заметим,
что ковариантную производную можно переписать в виде

Dσ(x) = ∂xσ +Bσ(y) + (x− y)η∂yηBσ(y) + . . . ,

где групповые индексы для удобства были вновь опущены. После ряда вспомогательных вычисле-
ний получаем следующую сводную таблицу.

52Напомним, что в данной работе описывается отклонение от ковариантного случая. При этом для ряда контрсла-
гаемых предлагается структура сингулярностей без вычисления явных коэффициентов.

53Такие преобразования являются стандартными при анализе диаграмм с одним и двумя операторами интегриро-
вания. Они позволяют явно выразить сингулярность. Более подробно см. для примера [56,64].
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Dca
σ (x)Ddb

ρ (y)Gab
loc(x, y)|x→x+y

∼ r−4 ∼ r−3 ∼ r−2

1 −∂xσ∂xρRΛ
0 (x) Bµ(y) −2∂xσ∂xρ∂xµθ(x) ∂yνBµ(y) −∂xσ∂xρxν∂xµθ(x)

Bσ(y) −∂xρRΛ
0 (x) Bµ(y)Bν(y) −δµν∂xσ∂xρθ(x)

Bρ(y) −∂xσRΛ
0 (x) Bµ(y)Bν(y) −4∂xσ∂xρ∂xµ∂xν τ(x)

∂yρBµ(y) 2∂xσ∂xµθ(x)

Bσ(y)Bµ(y) −∂xρ∂xµθ(x)

Bµ(y)Bρ(y) −∂xσ∂xµθ(x)

∂yηBσ(y) −xη∂xρRΛ
0 (x)

Bσ(y)Bρ(y) −RΛ
0 (x)

(84)

7.2 Сингулярные операторы
Рассмотрим для примера произвольную гладкую матричнозначную функцию двух переменных
fab(x, y). Будем подразумевать, что она симметричная, то есть fab(x, y) = f ba(y, x). Основной за-
дачей данной секции является вычисление сингулярной части разложения по регуляризующему
параметру Λ для величин

Jσρ[f ] =

∫
R4

d4x

∫
R4

d4yRab
σρ(x, y)f ba(y, x), (85)

Ĵσρ[f ] =

∫
R4

d4x

∫
R4

d4y R̂ab
σρ(x, y)f ba(y, x), (86)

где ядра интегро-дифференциальных операторов заданы равенствами

Rab
σρ(x, y) = facd

(
Dch

σ (x)Dgf
ρ (y)Ghf

loc(x, y)
)
Gde

loc(x, y)fegb, (87)

R̂ab
σρ(x, y) = fhcdGcg

loc(x, y)Gde
loc(x, y)fegfDha

σ (x)Dfb
ρ (y).

С учетом определения для вспомогательного числа ρ3 из секции (132), ответы выписываются сле-
дующим образом

Jσρ[f ]
s.p.
= − δσρΛ2c2ρ3

16π2

∫
R4

d4x faa(x, x) (88)

+
Lc2
96π2

∫
R4

d4x
((
M ba

1ρσ(x) + 4Dbc
ρ (x)Dca

σ (x)
)
fab(x, y)

)∣∣∣
y=x

,

Ĵσρ[f ]
s.p.
= +

Lc2
8π2

∫
R4

d4x
((
Dbc

ρ (x)Dca
σ (x)

)
fab(x, y)

)∣∣∣
y=x

. (89)

Докажем вначале первое сформулированное соотношение. Для этого в интеграле (85) сделаем сдвиг
переменной x→ x+y и заменим область интегрирования R4×R4 → B1/σ×R4. Далее переразложим
плотности таким образом, чтобы все части, зависящие от фонового поля, имели переменную y, а
части, содержащие сингулярную плотность, содержали только x. Именно таким образом может быть
получена искомая факторизация для каждого слагаемого. Заметим, что функции Грина уже были
переразложены необходимым образом, см. таблицы в (83) и (84) в секции 7.1. При этом тестовая
функция имеет стандартное разложение в ряд Тейлора вида

f ba(y, x+ y) = f ba(y, y) + xν∂zνf ba(y, z)
∣∣
z=y

+
xνxµ

2
∂zν∂zµf ba(y, z)

∣∣
z=y

+ . . .

Далее метод анализа сводится к перебору всех возможных комбинаций. Приведем некоторые вспо-
могательные комментарии. Для удобства будем пользоваться «степенью сингулярности», приведен-
ной в таблицах (83) и (84).
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1) Функции Грина DDGloc и Gloc имеют суммарно степень сингулярности r−6. Такой вариант име-
ется только один, см. левые столбцы таблиц (83) и (84). В этом случае оператор (87) преобразуется
к виду

Rab
σρ(x+ y, y)→ facd

(
− δcg∂xσ∂xρRΛ

0 (x)
)
δdeRΛ

0 (x)fegb = c2δ
abRΛ

0 (x)∂xσ∂xρRΛ
0 (x).

Затем выпишем интересующие части тестовой функции. Ясно, что степень переменной x должна
быть четной, иначе интеграл обнулится из-за свойств симметрии, см. (66). Учитывая тот факт, что
общая степень сингулярности для плотности должна быть r−4 или сильнее, выбираем только два
слагаемых

f ba(y, x+ y)→ f ba(y, y) +
xνxµ

2
∂zν∂zµf ba(y, z)

∣∣
z=y

.

Далее, после подстановки полученных разложений и использования вспомогательных формул из
первой части секции 7.8, приходим к ответу

−δσρΛ2c2ρ3
16π2

∫
R4

d4x faa(x, x) +
Lc2
96π2

∫
R4

d4x
((
δσρA0(x) + 4∂xρ∂xσ

)
faa(x, y)

)∣∣∣
y=x

.

2) Функции Грина DDGloc и Gloc имеют суммарно степень сингулярности r−5. Согласно таблице,
таких вариантов может быть четыре. В этом случае оператор (87) после приведения подобных
преобразуется к виду

Rab
σρ(x+ y, y)→

c2B
ba
µ (y)

2

[(
− ∂xσ∂xρRΛ

0 (x)
)(

2∂xµθ(x)
)

+
(
− 2∂xσ∂xρ∂xµθ(x)

)
RΛ

0 (x)

]
−c2B

ba
σ (y)

2
RΛ

0 (x)∂xρRΛ
0 (x)−

c2B
ba
ρ (y)

2
RΛ

0 (x)∂xσRΛ
0 (x).

При этом от тестовой функции необходимо взять лишь одно слагаемое первой степени

f ba(y, x+ y)→ xν∂zνf ba(y, z)
∣∣
z=y

.

После подстановки и использования формул из секции 7.8 приходим к ответу вида

Lc2
96π2

∫
R4

d4x
((
− 2δσρB

ba
µ (x)∂xµ + 4Bba

σ (x)∂xρ + 4Bba
ρ (x)∂xσ

)
fab(x, y)

)∣∣∣
y=x

.

3) Функции ГринаDDGloc и Gloc имеют суммарно степень сингулярности r−4. С учетом разложений
из таблиц, в общей сложности получается 13 слагаемых. При этом для тестовой функции необходимо
сохранить лишь главное слагаемое. Опуская рутинные вычисления, которые получаются с учетом
вспомогательных интегралов из секции 7.8, выпишем лишь конечный ответ

Lc2
96π2

∫
R4

d4x
(
− δσρBbc

µ (x)Bca
µ (x) + 2Bbc

ρ (x)Bca
σ (x) + 2Bbc

σ (x)Bca
ρ (x)

)
fab(x, x).

Далее заметим, что можно добавить произвольное количество производных от фоновых полей,
поскольку свертка симметричного fab с антисимметричным ∂Bba приводит к нулю. Суммируя все
ответы и добавляя недостающее количество ∂B, получаем заявленный ответ (88). Соотношение
(89) получается после сохранения главного порядка для всех функций и одного интегрирования по
частям. Обе формулы доказаны.

7.3 Нелокальная часть
Изучим сингулярную нелокальную часть, появляющуюся в двухпетлевом приближении квантового
действия. Основной метод заключается в переборе всех возможных комбинаций с учетом вспо-
могательных разложений для функций Грина (75) и (82). При этом подсекции будут именовать-
ся с учетом участвующих в разложении частей функций Грина. Например, двухпетлевая часть
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Hsc
0 (Γ2

3) состоит из диаграмм с тремя функциями Грина. Тогда, пользуясь разложением (75), вкла-
дом GlocGlocPS1 будем называть все сингулярные слагаемые в диаграммах, полученных из Hsc

0 (Γ2
3)

путем замены двух функций Грина на Gloc и одной функции Грина на PS1 всеми возможными
способами. Аналогичные обозначения можно использовать и для остальных частей. Приведем в
краткой форме комбинации, которые могут привести к нелокальным сингулярностям:

Hsc
0

(
Γ2
3

)
→ GlocGlocPS1, GlocGlocPS0, GlocNPS1,

Hsc
0

(
Ω2

3

)
→ GlocGlocPS1, GlocGlocPS0,

Hsc
0

(
Γ4

)
→ GlocPS1, GlocPS0, NPS1.

Остальные комбинации не содержат сингулярностей от ультрафиолетовых расходимостей. Этот
факт легко проверяется путем подсчета «степеней» около диагонали.

7.3.1 Вклады GlocGlocPSi для Hsc
0 (Γ2

3)

Вычисления данной секции основаны на использовании сингулярных интегралов из секции 7.2.
Начнем с ситуации i = 1, так как i = 0 является частным случаем. Для этого напомним, что по
построению часть PS ab

1µν имеет две конечные производные и потому может быть использована в
качестве тестовой функции. Однако нужно пояснить, каким образом следует производить перебор.
Предположим, что имеется двухпетлевая диаграмма, тогда нужно разрезать одну из трех линий
и затем в место разреза подсоединить функцию PS ab

1µν . При этом оставшиеся две функции Грина
следует заменить на Gab

loc. Таким образом, одна диаграмма превратится в три, а Hsc
0 (Γ2

3), состоящий
из 6 диаграмм, перейдет в 18 составляющих.

Математически это можно переписать следующим образом. Сперва выпишем все сильно связные
вершины, которые можно получить соединением двух вершин Γ3,

Hsc
2

(
Γ2
3

)
= − + 2 − 2

− + 2 − 2

− + 2 − 2 .

Далее заменим GΛab
1µν на δµνG

ab
loc и получившийся в ядре дифференциальный оператор обозначим

r ab
σρ(x, y), то есть

Hsc
2

(
Γ2
3

)∣∣∣
GΛ

1 →Gloc

=

∫
R4

d4x

∫
R4

d4y r ab
σρ(x, y)aaσ(x)abρ(y).

Тогда интересующий нас вклад GlocGlocPS1 является сингулярной частью интеграла∫
R4

d4x

∫
R4

d4y r ab
σρ(x, y)PS ab

1σρ(x, y). (90)

Для удобства выпишем плотность для каждой отдельной части после соответствующей замены.
Всего получим 12 переходов:

→ −4Rab
σρ(x, y) + 2R̂ab

σρ(x, y), → −Rab
ρσ(x, y) +

1

2
R̂ab

ρσ(x, y),

→ 4Rab
σρ(x, y), → δσρRab

µµ(x, y),

→ Rab
σρ(x, y), → R̂ab

ρσ(x, y),

→ −Rab
σρ(x, y) +

1

2
R̂ab

σρ(x, y), → δσρR̂ab
µµ(x, y),
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→ −1

2
R̂ab

σρ(x, y), → −1

2
δσρR̂ab

µµ(x, y),

→ −1

2
R̂ab

σρ(x, y), → −1

2
R̂ab

ρσ(x, y).

Суммируя полученные выражения, приходим к соотношению для интересующего ядра оператора

r ab
σρ(x, y) =− 4Rab

σρ(x, y)−Rab
ρσ(x, y)− δσρRab

µµ(x, y)

+ R̂ab
σρ(x, y) +

5

2
R̂ab

ρσ(x, y)− 2δσρR̂ab
µµ(x, y).

Следовательно, с учетом определений (85) и (86), интеграл (90) переписывается в виде суммы шести
функционалов

−4Jσρ[PS1σρ]− Jσρ[PS1ρσ]− Jσσ[PS1ρρ] + Ĵσρ[PS1σρ] +
5

2
Ĵσρ[PS1ρσ]− 2Ĵσσ[PS1ρρ]. (91)

Дополнительно отметим, что подобные выражения можно выписать для каждой отдельной диа-
граммы. Представления для соответствующих интегралов имеют вид:

−→ −Jσρ[PS1ρσ]− Ĵσρ[PS1σρ] +
1

2
Ĵσρ[PS1ρσ],

− −→ −4Jσρ[PS1σρ]− Jσσ[PS1ρρ]− Ĵσσ[PS1ρρ],

−→ −4Jσρ[PS1σρ] + 2Ĵσρ[PS1σρ]− Ĵσσ[PS1ρρ],

−2 −→ 2Jσρ[PS1σρ] + Ĵσρ[PS1ρσ],

−→ 2Jσρ[PS1σρ] + Ĵσρ[PS1ρσ].

Суммируя последние соотношения, можно проверить согласованность с представлением (91). Вос-
пользуемся полученными значениями (88) и (89) для сингулярных частей, тогда

Hsc
0

(
Γ2
3

)∣∣∣
GlocGlocPS1

s.p.
=

9Λ2c2ρ3
16π2

∫
R4

d4xPS aa
1ρρ(x, x) (92)

+
Lc2
2π2

∫
R4

d4x

([
− 5

48
M ba

1ρσ(x) +
δσρ
2
M ba

0 (x)

+
11

24
Dbc

ρ (x)Dca
σ (x)− 5

8
F ba
ρσ(x)

]
PS ab

1σρ(x, y)

)∣∣∣∣
y=x

.

По построению PS0 обладает теми же свойствами гладкости, что и функция PS1. Следовательно,
можно воспользоваться полученной формулой (92), совершив подстановку функции PS ab

1σρ(x, y) на
δσρPS

ab
0 (x, y). Таким образом, имеем

Hsc
0

(
Γ2
3

)∣∣∣
GlocGlocPS0

s.p.
=

9Λ2c2ρ3
4π2

∫
R4

d4xPSaa
0 (x, x) (93)

+
27Lc2
48π2

∫
R4

d4x
(
M ba

0 (x)PSab
0 (x, y)

)∣∣∣
y=x

.

7.3.2 Вклад GlocNPS1 для Hsc
0 (Γ2

3)

В данном случае процесс подсчета аналогичен предыдущему. Поясним различия и дополним вы-
числения. Обратим внимание, что теперь после этапа разрезания линии в двухпетлевой диаграмме
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из Hsc
0

(
Γ2
3

)
одна из двух оставшихся функций Грина GΛ

1 заменяется на Gloc, а вторая – на N , и
наоборот. Таким образом, в результате получается не 18 диаграмм, а 36.

Далее заметим, что в главном порядке около диагонали, когда x ∼ y, функция N ab
µν(x, y) пропор-

циональна 2F ab
µν(y)θ(x− y), поэтому для появления сингулярного вклада обе производные должны

быть внутри петли. Таким образом, из суммы Hsc
2

(
Γ2
3

)
только следующие слагаемые могут в итоге

дать ненулевой вклад

− + 2 − 2 + − .

Обратим внимание, что производную можно перебрасывать только внутри петли, так как произ-
водная, действующая на хвост, приведет к конечному вкладу. Следовательно, переходим к

−2 + 4 + − .

Теперь, поочередно заменяя

G ab
1µν(x, y)→ δµνδ

abRΛ
0 (x− y), N ab

µν(x, y)→ 2F ab
µν(y)θ(x− y),

замечаем, что первая диаграмма приводит к нулю из-за F ab
µµ(y) = 0. Остальные же части после

сдвига переменной x→ x+ y в сумме дают плотность вида

−2c2F
ba
µρ(y)

(
RΛ

0 (x)∂xσ∂xµθ(x)
)
− 4c2F

ba
ρµ(y)

(
RΛ

0 (x)∂xσ∂xµθ(x)
)

+ c2F
ba
σρ(y)

(
RΛ

0 (x)∂xµ∂xµθ(x)
)
.

Далее, домножая на PS ab
1σρ(y, y) и пользуясь вспомогательными соотношениями из секции 7.8, по-

лучаем ответ в виде

Hsc
0

(
Γ2
3

)∣∣∣
GlocNPS1

s.p.
=

3Lc2
16π2

∫
R4

d4y
(
F ba
ρσ(y)PS ab

1σρ(y, y)
)
. (94)

Для полноты картины отметим, что выражения для каждой отдельной диаграммы выписываются
следующим образом:

3
∣∣∣
GlocNPS1

s.p.
= −3

2

∣∣∣
GlocNPS1

s.p.
= Hsc

0

(
Γ2
3

)∣∣∣
GlocNPS1

,

∣∣∣
GlocNPS1

s.p.
=

∣∣∣
GlocNPS1

s.p.
=

∣∣∣
GlocNPS1

s.p.
= 0.

7.3.3 Вклады для Hsc
0 (Ω2

3)

Рассмотрим все три варианта возникающих нелокальных сингулярностей по очереди. Сперва на-
помним явный вид двухпетлевой диаграммы

Hsc
0

(
Ω2

3

)
= − .

Ее особенность заключается в том, что она содержит только одну функцию Грина GΛ
1 . Остальные

две равны GΛ
0 . Этот факт приводит к некоторым изменениям в вычислительном процессе.

1) Рассмотрим случай с GlocGlocPS1. Так как функция PS1 присутствует только в средней линии, то
именно ее и следует разрезать. Получившаяся диаграмма подобна уже изученной и воспроизводится
следующим образом

−1

4
→ Rab

σρ(x, y)− 1

2
R̂ab

σρ(x, y). (95)
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Следовательно, пользуясь (88) и (89), получаем ответ

Hsc
0

(
Ω2

3

)∣∣∣
GlocGlocPS1

s.p.
= − Λ2c2ρ3

16π2

∫
R4

d4xPS aa
1ρρ(x, x) (96)

+
Lc2
2π2

∫
R4

d4x

([
1

48
M ba

1ρσ(x)− 1

24
Dbc

ρ (x)Dca
σ (x)

]
PS ab

1σρ(x, y)

)∣∣∣∣
y=x

.

2) Рассмотрим случай с GlocGlocPS0. Он разделяется на две части, так как PS0 содержится и в
средней линии, и в скалярных функциях Грина. В первом случае ответ получается заменой в (96)
функции PS1σρ на δσρPS0, то есть

−Λ2c2ρ3
4π2

∫
R4

d4xPSaa
0 (x, x) +

Lc2
16π2

∫
R4

d4x
(
M ba

0 (x)PSab
0 (x, y)

)∣∣∣∣
y=x

.

Во втором случае разрезается боковая линия, а получившаяся диаграмма сводится к уже изученной,
для которой справедлив переход

1

4

∣∣∣∣
σ=ρ

→ R̂ab
µµ(x, y).

Затем, интегрируя с PSab
0 (x, y), получаем результат в виде

−Lc2
8π2

∫
R4

d4x
(
M ba

0 (x)PSab
0 (x, y)

)∣∣∣∣
y=x

.

Учитывая, что боковых линий две, после суммирования результатов получаем

Hsc
0

(
Ω2

3

)∣∣∣
GlocGlocPS0

s.p.
= −Λ2c2ρ3

4π2

∫
R4

d4xPSaa
0 (x, x)− 3Lc2

16π2

∫
R4

d4x
(
M ba

0 (x)PSab
0 (x, y)

)∣∣∣∣
y=x

. (97)

7.3.4 Вклады для Hsc
0 (Γ4)

В данном случае вклад от четверной вершины состоит из трех диаграмм. Напомним их явный вид

− + .

Они состоят из двух функций Грина на диагонали, поэтому сперва удобно разобраться, какие имен-
но сингулярности возникают в функции Gab

loc(x, x). Пользуясь представлением (82), видим, что на
диагонали сингулярным является только главный порядок δabΛ2R1

0(0), так как остальные слагае-
мые, которые ранее приводили к сингулярностям при интегрировании, в случае y = x сокращаются
благодаря свойствам

∂xµθ(x− y)
∣∣
y=x

= 0, δµνθ(0) + 4∂xµ∂xν τ(x− y)
∣∣
y=x

s.p.
= 0. (98)

Следовательно, при вычислении нелокальных составляющих можно пользоваться заменой

Gab
loc(x, x)→ δabΛ2R1

0(0).

1) Рассмотрим случаи с GlocPSi. Сразу обратим внимание, что за счет симметричности δab тре-
тья диаграмма в этом случае даст нулевой вклад. Далее, сворачивая пространственные индексы,
заметим, что

1

4

∣∣∣∣
GlocPS1

=

∣∣∣∣
GlocPS1

= −2c2Λ2R1
0(0)

∫
R4

d4xPS aa
1ρρ(x, x).
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Таким образом, справедливо соотношение

Hsc
0

(
Γ4

)∣∣∣
GlocPS1

s.p.
= 6c2Λ2R1

0(0)

∫
R4

d4xPS aa
1ρρ(x, x). (99)

Далее, заменяя PS1µν на δµνPS0, получаем аналогичное равенство

Hsc
0

(
Γ4

)∣∣∣
GlocPS0

s.p.
= 24c2Λ2R1

0(0)

∫
R4

d4xPSaa
0 (x, x). (100)

2) Рассмотрим случай с NPS1. Его можно сразу упростить, заменив N ab
µν(x, x) на главный порядок

2F ab
µν(x)θ(0), а также выкинув вторую диаграмму, так как след напряженности равен нулю. Далее

вспомним, что θ(0)
s.p.
= L/(8π2), см. секцию 7.8, тогда

→ Lc2
4π2

∫
R4

d4xF ba
ρσ(x)PS ab

1σρ(x, x),

→ Lc2
2π2

∫
R4

d4xF ba
ρσ(x)PS ab

1σρ(x, x).

Таким образом, после суммирования получаем ответ вида

Hsc
0

(
Γ4

)∣∣∣
NPS1

s.p.
=

3Lc2
4π2

∫
R4

d4xF ba
ρσ(x)PS ab

1σρ(x, x). (101)

7.4 Локальная часть
Вновь воспользуемся общей идеей подсчета сингулярных составляющих, предложенной в секции
7.3. Для этого сперва, пользуясь разложениями (75) и (81), выпишем список комбинаций, которые
могут привести к ненулевым сингулярным составляющим:

Hsc
0

(
Γ2
3

)
→ GlocNN , GlocGlocN , GlocGlocL, GlocGlocGloc,

Hsc
0

(
Ω2

3

)
→ GlocGlocN , GlocGlocL, GlocGlocGloc,

Hsc
0

(
Γ4

)
→ NN , GlocL, GlocGloc.

Остальные комбинации не приводят к сингулярностям «ультрафиолетового» характера.

7.4.1 Вклад GlocNN для Hsc
0 (Γ2

3)

Сразу обратим внимание, что главный порядок функции Грина GΛ
0 имеет порядок сингулярно-

сти r−2, что обусловлено поведением около диагонали. Далее, главный порядок функции N имеет
логарифмический вид, поэтому ему сопоставляется ln |r|. Таким образом, максимальный порядок
сингулярности для комбинации GlocNN не превосходит ln2 |r|/r2. Следовательно, для поиска син-
гулярных частей во всех диаграммах из Hsc

0

(
Γ2
3

)
, см. (52), необходимо заменить ковариантные про-

изводные простыми. Далее все сводится к простому перебору возможных комбинаций. Поясним
пример вычислений на первой диаграмме из (52), для остальных выпишем только окончательный
ответ в виде сводной таблицы.

Как и ранее, сперва необходимо выполнить сдвиг переменной x → x + y, перейти к интегриро-
ванию по переменным (x, y) по области B1/σ × R4, а затем заменить плотности на главные части
разложений, то есть

δµνG
ab
loc(x+ y, y)→ δµνδ

abRΛ
0 (x), N ab

µν(x+ y, y)→ 2F ab
µν(y)θ(x).

Обратим внимание, что важен лишь главный порядок разложения для N ab
µν(x+y, y), то есть только

первая строка из (76). Остальные части приведут к вкладам без сингулярностей. Далее заметим,
что для каждой диаграммы возможны три ненулевые комбинации, в зависимости от того, на что
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именно заменяется каждая линия. Пусть первый случай отвечает ситуации, когда нижняя линия
заменяется на Gloc, второй – средняя линия, и, наконец, третий – верхняя линия. В таком случае, с
учетом вспомогательных асимптотических разложений из секции 7.8, можно проверить следующее
соотношение ∣∣∣

GlocNN

s.p.
= −c

2
2

2
W−1

([
− Î2/2

]
+
[
− Î2/2

]
+
[
Î1 − Î2/2

])
,

где каждая часть в квадратных скобках соответствует отдельной ситуации. Интегралы Îi опре-
делены в секции 7.8. Оказывается, что для всех диаграмм ответы можно записать аналогичным
образом, заменяя лишь интеграл в квадратных скобках на подходящую комбинацию aÎ1 + b̂I2. При-
ведем ответы:

−
∣∣∣
GlocNN

s.p.
= −c

2
2

2
W−1

([
0
]

+
[
− 4Î1

]
+
[
0
])
,∣∣∣

GlocNN

s.p.
= −c

2
2

2
W−1

([
0
]

+
[
− 4Î1 + 2Î2

]
+
[
0
])
,

−2
∣∣∣
GlocNN

s.p.
= −c

2
2

2
W−1

([
− Î2

]
+
[
Î2

]
+
[
2Î1 − Î2

])
,∣∣∣

GlocNN

s.p.
= −c

2
2

2
W−1

([
− Î2

]
+
[
Î1

]
+
[
Î1

])
.

Суммируя выражения, получим следующий результат для набора двухпетлевых диаграмм

Hsc
0

(
Γ2
3

)∣∣∣
GlocNN

s.p.
= −c

2
2

2
W−1

(
− 3Î1 −

3

2
Î2

)
s.p.
=

3c22W−1

16(4π2)2

(
2L2 + L(1 + 4ρ1 + 4ρ2)

)
. (102)

7.4.2 Вклад GlocGlocN для Hsc
0 (Γ2

3)

В данном случае в диаграмме остаются две функции Gloc, поэтому общая идея подсчета похожа на
ту, что была в случае 7.3.1. При этом третья линия заменяется на функцию N , и именно этот факт
вносит существенные различия в последующем подсчете, так как N не обладает двумя несингу-
лярными производными. Более того, на диагонали она ведет себя как θ(0) ∼ L. Это означает, что
использование результатов для сингулярных операторов из 7.2 не представляется возможным.

Тем не менее, можно выписать общий вид. Для этого необходимо воспользоваться уже готовыми
представлениями после формулы (91) и заменить в них PS1σρ на Nσρ. Пользуясь свойствами Nσρ =
−Nρσ и Nσσ = 0 и соотношениями для специальных интегралов из секции 7.3.1, промежуточный
результаты для отдельных диаграмм можно представить следующим образом∣∣∣

GlocGlocN

s.p.
= Jσρ[N1σρ]− 3

2
Ĵσρ[N1σρ],

−
∣∣∣
GlocGlocN

s.p.
= −4Jσρ[N1σρ],∣∣∣

GlocGlocN

s.p.
= −4Jσρ[N1σρ] + 2Ĵσρ[N1σρ],

−2
∣∣∣
GlocGlocN

s.p.
= 2Jσρ[N1σρ]− Ĵσρ[N1σρ],∣∣∣

GlocGlocN

s.p.
= 2Jσρ[N1σρ]− Ĵσρ[N1σρ].

В свою очередь, для их суммы (91) можно выписать ответ в виде

Hsc
0

(
Γ2
3

)∣∣∣
GlocGlocN

s.p.
= −3Jσρ[N1σρ]− 3

2
Ĵσρ[N1σρ]. (103)
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Последние интегралы необходимо анализировать заново. Поясним первый случай, а для второго
представим лишь окончательный ответ. Для этого воспользуемся определением интеграла (85) и
ядра (87). Далее подставим разложения для функций Грина Gloc из таблиц (83) и (84), а также раз-
ложение для функции N из (76). Затем удалим все слагаемые, которые не приводят к сингулярным
вкладам по причинам нулевого следа или же из-за свертки симметричного объекта с антисиммет-
ричным. В итоге после сдвига x → x + y и перехода к интегрированию по B1/σ × R4 оставшиеся
части получаем заменами:

Gab
loc(x, y)

∣∣
x→x+y

→ δabRΛ
0 (x),

N ab
σρ(x, y)

∣∣
x→x+y

→ 2F ab
σρ(y)θ(x),

Dca
σ (x)Ddb

ρ (y)Gab
loc(x, y)

∣∣
x→x+y

→ −Bca
σ (y)Bad

ρ (y)RΛ
0 (x)− 4Bca

σ (y)Bad
µ (y)∂xρ∂xµθ(x)

+ 2∂yρBcd
µ (y)∂xσ∂xµθ(x)− ∂yηBcd

µ (y)xη∂xρRΛ
0 (x).

Подставляя полученные варианты замен и пользуясь вспомогательными интегралами из секции 7.8,
получаем равенство

Jσρ[N1σρ]
s.p.
= − c22

2

(
Î1 − Î5

)∫
R4

d4y fabcBa
σ(y)Bb

ρ(y)F c
σρ(y) (104)

− c22
2

(
Î1 − Î6

)∫
R4

d4y
(
∂yσBc

ρ(y)
)
F c
σρ(y).

Далее, повторяя все проделанные вычисления для второго функционала, получаем для него асимп-
тотическое разложение в виде

Ĵσρ[N1σρ]
s.p.
= − c22

2

(
2Î1 − Î2 − 2Î5

)∫
R4

d4y fabcBa
σ(y)Bb

ρ(y)F c
σρ(y) (105)

− c22
2

(
2Î1 − Î2 − 4Î6

)∫
R4

d4y
(
∂yσBc

ρ(y)
)
F c
σρ(y).

В завершение, подставляя полученные результаты в (103) и пользуясь асимптотическими разложе-
ниями для интегралов из секции 7.8, получаем окончательное выражение в виде

Hsc
0

(
Γ2
3

)∣∣∣
GlocGlocN

s.p.
= − 3c22

16(4π2)2

(
L2 + L(2ρ1 − 2ρ2)

)∫
R4

d4y fabcBa
σ(y)Bb

ρ(y)F c
σρ(y) (106)

− 6c22
16(4π2)2

(
L2 + L(−1/4 + 2ρ1 − ρ2)

)∫
R4

d4y
(
∂yσBc

ρ(y)
)
F c
σρ(y).

Заметим, что ответ не является инвариантным относительно калибровочных преобразований фо-
нового поля (16) на уровне нелидирующих «логарифмов». Таким образом, классическое действие
расщепляется на две части, каждая из которых имеет свою поправку. Этот факт является след-
ствием нековариантности деформации, см. секцию 4.2, и приводит к необходимости вычислять кон-
станты перенормировки для отдельных частей классического действия. При этом в случае вкладов,
пропорциональных ∼ L2, инвариантность сохраняется.

7.4.3 Вклад GlocGlocL для Hsc
0 (Γ2

3)

В данном случае необходимо произвести аналогичные вычисления после подстановки L вместо PS1

в представление (91), однако замены интегральных ядер будут уже другими. Анализируя порядки
сингулярности для всех частей, делаем вывод, что ковариантные производные можно заменить на
обычные, в то время как ядра – на главные части. Другими словами, после сдвига переменной для
плотностей справедливы замены

δµνG
ab
loc(x+ y, y)→ δµνδ

abRΛ
0 (x), Lab

µν(x+ y, y)→ 4F ac
µσ(y)F cb

σν(y)θ(x).
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В этом случае, к примеру, функционал Jσρ[Lσρ] после использования определения (87) для ядра
оператора и соответствующего упрощения

Rab
σρ(x+ y, y)→ c2

(
∂xσ∂xρRΛ

0 (x)
)
RΛ

0 (x),

с учетом вспомогательного интеграла из секции (7.8), представляется формулой

Jσρ[Lσρ]
s.p.
= −c22Î3W−1.

Аналогично доказываются соотношения

Jσρ[Lσρ]
s.p.
= Jσρ[Lρσ]

s.p.
=

1

4
Jσσ[Lρρ], (107)

Ĵσρ[Lσρ]
s.p.
= Ĵσρ[Lρσ]

s.p.
=

1

4
Ĵσσ[Lρρ]

s.p.
= −c22Î4W−1. (108)

Следовательно, суммируя полученные выше результаты, приходим к ответам для каждой отдельной
диаграммы ∣∣∣

GlocGlocL

s.p.
= c22W−1

(
2Î3 + Î4

)
× 1

2
,

−
∣∣∣
GlocGlocL

s.p.
= c22W−1

(
2Î3 + Î4

)
× 4,∣∣∣

GlocGlocL

s.p.
= c22W−1

(
2Î3 + Î4

)
× 2,

−2
∣∣∣
GlocGlocL

s.p.
= c22W−1

(
2Î3 + Î4

)
× (−1),∣∣∣

GlocGlocL

s.p.
= c22W−1

(
2Î3 + Î4

)
× (−1),

а также для их суммы в виде

Hsc
0

(
Γ2
3

)∣∣∣
GlocGlocL

s.p.
=

9c22W−1

2

(
2Î3 + Î4

)
s.p.
=

9c22W−1

16(4π2)2

(
L2 + L(1 + 2ρ1 + 24ρ3ρ5 − 8ρ4)

)
. (109)

7.4.4 Вклад GlocGlocGloc для Hsc
0 (Γ2

3)

Последний вклад локального типа, появляющийся в диаграммах из Hsc
0

(
Γ2
3

)
, в действительности

может быть сведен к единственному интегралу

J⊖[B] =

∫
B1/σ

d4x

∫
R4

d4y
(
f ceg

(
Dca

σ (x)Ddb
σ (y)Gab

loc(x, y)
)
Geh

loc(x, y)Ggf
loc(x, y)ffhd − κ̂

)∣∣∣
x→x+y

, (110)

где константа κ̂ вычитает из первого слагаемого часть, не зависящую от фонового поля. Чтобы это
показать, необходимо в каждой из пяти диаграмм в (52) заменить функцию Грина GΛ

1µν на локаль-
ную составляющую δµνGloc, проинтегрировать по частям, чтобы обе производные действовали на
одну и ту же локальную функцию, затем выполнить сдвиг переменной x → x + y, чтобы каждое
слагаемое факторизовалось на сингулярную часть и некоторый функционал от фонового поля, и в
конце заменить область интегрирования R4×2 на B1/σ ×R4. Такой набор манипуляций преобразует
каждую диаграмму следующим образом

→ −J⊖/2, → 4J⊖, → −2J⊖, → −J⊖/2, → J⊖. (111)

Следовательно, подставляя преобразованные части в (52), приходим к соотношению

Hsc
0

(
Γ2
3

)∣∣∣
GlocGlocGloc

s.p.
= −9J⊖

2
. (112)
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7.4.5 Вклады для Hsc
0 (Ω2

3)

В данном случае можно воспользоваться подсчетами для группы диаграмм Hsc
0

(
Γ2
3

)
, адаптировав

необходимым образом некоторые вычисления. Во-первых, локальный вклад типа GlocNN будет
отсутствовать из-за наличия только одной векторной функции Грина. Остальные вклады проком-
ментируем подробнее.

1) Вклад GlocGlocN можно найти при помощи перерезания средней линии в диаграмме (53) и даль-
нейшего перехода к заранее заготовленным интегралам Jσρ[ · ] и Ĵσρ[ · ]. Для этого можно восполь-
зоваться уже полученной комбинацией для интегрального ядра (95) из секции 7.3.3. Только вместо
тестовой функции PS1 необходимо подставить N , тогда искомая сингулярная комбинация содер-
жится в разности

Jσρ[Nσρ]− 1

2
Ĵσρ[Nσρ]. (113)

Далее, пользуясь ответами (104) и (105) и вспомогательными асимптотическими разложениями из
секции 7.8, приходим к ответу

Hsc
0

(
Ω2

3

)∣∣∣
GlocGlocN

s.p.
= − c22

16(4π2)2

(
L2 + L(2ρ1 + 2ρ2)

)∫
R4

d4y fabcBa
σ(y)Bb

ρ(y)F c
σρ(y) (114)

− 2c22
16(4π2)2

(
L2 + L(1/4 + 2ρ1 + ρ2)

)∫
R4

d4y
(
∂yσBc

ρ(y)
)
F c
σρ(y).

2) Вклад GlocGlocL ищется аналогичным образом. Достаточно воспользоваться представлением
(113), заменить функцию Nµν на Lµν , а затем применить уже известные результаты (107) и (108).
В итоге получаем

Hsc
0

(
Ω2

3

)∣∣∣
GlocGlocL

s.p.
= Jσρ[Lσρ]− 1

2
Ĵσρ[Lσρ]

s.p.
= −

c22W−1

2

(
2Î3 − Î4

)
(115)

s.p.
=

c22W−1

16(4π2)2

(
L2 + L(1 + 2ρ1 − 24ρ3ρ5 + 8ρ4)

)
.

3) Вклад GlocGlocGloc можно найти при помощи процедуры, описанной в секции 7.4.4. Ясно, что
диаграмма (53) равна 1/4 от средней диаграммы из (111). Следовательно, имеем

Hsc
0

(
Ω2

3

)∣∣∣
GlocGlocGloc

s.p.
=

J⊖

2
. (116)

7.4.6 Вклады для Hsc
0 (Γ4)

Как и ранее, разобьем подсчет на несколько частей. В начале секции 7.4 были выделены вкла-
ды, которые могут содержать ненулевую сингулярную часть. Остальные части не рассматриваются
из-за очевидных причин: либо сингулярная часть отсутствует в принципе, либо сокращается из-за
свертки симметричного объекта с антисимметричным.

1) Рассмотрим вклад NN . В этом случае функцию N ab
µν(x, x) можно заменить на главную часть

разложения 2F ab
µν(x)θ(0), поскольку остальные части либо обращаются в нуль, либо имеют порядок

L/Λ2. В этом случае, после свертки групповых индексов, приходим к следующим значениям

→ 2c22W−1θ
2(0), − → 0, → 4c22W−1θ

2(0).

Следовательно, в сумме получаем

Hsc
0

(
Γ4

)∣∣∣
NN

s.p.
=

3c22W−1

2(4π2)2

(
L2 + 2Lρ1

)
. (117)
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2) Рассмотрим случай GlocL. Заметим, что благодаря справедливости соотношений (98) локальную
функцию Gab

loc(x, x) можно заменить на главную часть разложения δabRΛ
0 (0). Подставляя функцию

L из (79), получаем соотношения

→ −8c22W−1R
Λ
0 (0)τ(0), − → 32c22W−1R

Λ
0 (0)τ(0), → 0,

из которых, после суммирования и использования разложений из секции 7.8, следует ответ

Hsc
0

(
Γ4

)∣∣∣
GlocL

s.p.
=

9c22W−1

π2
LR1

0(0)ρ5. (118)

3) Последний случай отвечает комбинации GlocGloc. Заметим, что из-за тех же соотношений (98)
одну из функций можно заменить на главную часть разложения, а результат удвоить. Введем
вспомогательный функционал

J⊙[B] =

∫
R4

d4x
(
Gaa

loc(x, x)− κ̇
)
, (119)

где константа κ̇ вычитает часть плотности, не зависящую от фонового поля. Тогда прямым подсче-
том можно убедиться в справедливости переходов

→ −8c2J⊙R
Λ
0 (0), − → 32c2J⊙R

Λ
0 (0), → 0.

Суммируя, получаем ответ в виде

Hsc
0

(
Γ4

)∣∣∣
GlocGloc

s.p.
= 24c2J⊙R

Λ
0 (0). (120)

7.5 Контрдиаграммы
В данной секции изучим разложения на локальную и нелокальную части для возникающих контр-
диаграмм и некоторых дополнительных вспомогательных частей функций Грина.

«Массовая» контрвершина. При исследовании первой поправки возникла необходимость ввести
массовое54 слагаемое в классическое действие теории Янга–Миллса из-за появления степенной син-
гулярности Λ2, пропорциональной второй степени фонового поля. Этот факт привел к появлению
контрвершины S2 с двумя внешними линиями. Так как введенная вершина пропорциональна второй
степени константы связи, то в двухпетлевом приближении появляется контрдиаграмма равная сле-
ду функции Грина. Разобьем его на части, пользуясь разложениями (75) и (80). После подстановки
получаем

Λ2

∫
R4

d4x
(
GΛaa

1µµ(x, x)− 4Gaa
loc(x, x)

)
s.p.
= Λ2

∫
R4

d4x
(
PS aa

1µµ(x, x) + 4PSaa
0 (x, x)

)
+

3c2Lρ5
2π2

W−1, (121)

где было использовано соотношение из секции 7.8 для подсчета Λ2τ(0).

«Калибровочная» контрвершина. При изучении нелокальных частей для двухпетлевых диа-
грамм в секции 7.3.1 появилось слагаемое с плотностью Dbc

ρ (x)Dca
σ (x)PS ab

1σρ(x, y)|y=x, умноженное
на L = ln(Λ/σ). Этот факт означает необходимость введения перенормировочной константы для
слагаемого (6), фиксирующего калибровочное условие. В частности, это приводит к появлению в
двухпетлевом порядке дополнительной контрдиаграммы. Представим для нее разложение

L

∫
R4

d4x
(
Dbc

ρ (x)Dca
σ (x)GΛab

1σρ(x, y) +Mab
0 (x)Gba

loc(x, y)
)∣∣∣

y=x

s.p.
= −c2Lρ2

8π2
W−1 (122)

+ L

∫
R4

d4x
(
Dbc

ρ (x)Dca
σ (x)PS ab

1σρ(x, y) +Mab
0 (x)PSba

0 (x, y)
)∣∣∣

y=x
,

54Более детальный анализ расширения классического действия приведен в секции 9.
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где вновь, с учетом определений из секции 7.8, было использовано вспомогательное равенство

θ(0)−A0(x)τ(x)
∣∣
x=0

= −ρ2/(8π2), (123)

которое верно для всех Λ/σ > 2. Дополнительно введем обозначение для локальной части

J⊗[B] =

∫
R4

d4x
(
Mab

0 (x)Gba
loc(x, y)

∣∣∣
y=x
− κ̃
)
, (124)

где κ̃ вычитает не зависящую от фонового поля плотность.

Разложение для LM1PS1. Можно заметить, что после суммирования всех нелокальных слагае-
мых из секции (7.3) образуется оператор M1, действующий на часть PS1 и домноженный на лога-
рифмическую сингулярность L. Вычислим след от такой величины. Воспользуемся определением
(29) при eaµ = Ba

µ и определением для PS1 из (75). Далее, пользуясь вдобавок антисимметричностью
напряженности, замечаем, что ненулевой и зависящий от фонового поля вклад в интеграл

L

∫
R4

d4x
(
M ab

1µν(x)PS ba
1νµ(x, y)

∣∣
y=x
− κps1

)
,

где κps1 вычитает плотность, не зависящую от фонового поля, можно представить в виде трех
слагаемых

4L

∫
R4

d4x

∫
R4

d4y

∫
R4

d4z
(
A0(x)RΛ

0 (x− y)
)
F ab
µν(y)RΛ

0 (y − z)F ba
νµ(z)RΛ

0 (z − x)

−4L

∫
R4

d4x

∫
R4

d4y F ab
µν(x)RΛ

0 (x− y)F ba
νµ(y)RΛ

0 (y − x) + 4c2LW−1

(
θ(0)−A0(x)τ(x)

∣∣
x=0

)
.

Остальные части приведут к конечным поправочным слагаемым из-за свойств функции Грина (12).
Пользуясь формулой (123), видим, что последняя часть пропорциональна ρ2. Далее, добавлением,
вычитанием и сдвигом переменной можно показать, что первые два слагаемых в главном порядке
также пропорциональны ρ2, но с обратным знаком. При этом поправочные части являются малыми
по отношению к логарифму L. Следовательно, окончательное соотношение имеет вид

L

∫
R4

d4x
(
M ab

1µν(x)PS ba
1νµ(x, y)

∣∣
y=x
− κps1

)
s.p.
= 0. (125)

Разложение для LM0PS0. Данное утверждение аналогично предыдущему и математически мо-
жет быть сформулировано так

L

∫
R4

d4x
(
Mab

0 (x)PSba
0 (x, y)

∣∣
y=x
− κps0

)
s.p.
= 0, (126)

где κps0 вычитает плотность, не зависящую от фонового поля. Основной метод его доказательства
основан на явном применении оператора и дальнейшем асимптотическом разложении.

7.6 Разложение локальных вкладов
По ходу выполнения подсчетов появились три вспомогательных функционала J⊗, J⊙ и J⊖, которые
строятся при помощи локальной составляющей Gloc из разложения (82) около диагонали для функ-
ции Грина. Изучим их более подробно. Для этого будем пользоваться набором частей классического
действия W i

−1, где i ∈ {±, 1, . . . , 6} из теоремы 1 из секции 4.7.

Разложение для J⊗. Определение для J⊗ приведено в формуле (124). Основой здесь является
комбинация Mab

0 (x)Gba
loc(x, y) при x = y. Далее обратим внимание на два факта. Во-первых, со-

ставляющая Gloc в разложении (80) подбиралась таким образом, чтобы Mab
0 (x)PSba

0 (x, y) при x = y
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имела поведение не хуже L−1. Во-вторых, применение оператора Mab
0 (x) к нерегуляризованной ска-

лярной функции Грина зануляет (сокращает) все ненулевые порядки по фоновому полю. Следова-
тельно, конечная часть для Mab

0 (x)Gba
loc(x, y) при x = y должна быть представлена в виде линейной

комбинации S2[B] и W i
−1[B] с коэффициентами, которые являются разностями, зависящими от де-

формированной функции A0(u)R1
0(u − z). Пользуясь (81) для вычисления точного коэффициента

при S2[B], ответ можно представить следующим образом

LJ⊗[B]
s.p.
=

c2LΛ2

4π2
S2[B](ρ0 + ρ6 − 2ρ3) + L

6∑
i=1

ci⊗W
i
−1[B], (127)

где были использованы обозначения из секции (7.8). Обратим внимание, что коэффициенты ci⊗ яв-
ляются конечными и вещественными, они зависят от функции f(·) из (28), и показывают отклонение
от ковариантной деформации из секции 8.

Разложение для J⊙. Определение для J⊙ приведено в формуле (119). Здесь важно обратить
внимание на тот факт, что в нерегуляризованном случае логарифм ln(|x − y|) при степени |x −
y|2 сокращается. Чтобы это понять, достаточно посмотреть на устройство коэффициентов Сили–
деВитта около диагонали, см. для справки разложение функций Грина около диагонали [114, 115]
и метод теплового ядра [116–118]. Таким образом, основной вклад будет пропорционален линейной
комбинации S2[B] и W i

−1[B]. При этом коэффициенты будут представлены разностями, зависящими
от деформированной функции A0(u)R1

0(u−z). Вновь вычисляя явно вклад, пропорциональный S[B],
получаем ответ в виде

Λ2J⊙[B]
s.p.
=

c2ρ2Λ2

8π2
S2[B] + L

6∑
i=1

ci⊙W
i
−1[B]. (128)

Как и в предыдущей ситуации (127), коэффициенты ci⊙ появились вследствие «отклонения» от ко-
вариантного случая.

Разложение для J⊖. Определение для J⊖ приведено в формуле (110). В данном случае необходимо
обратить внимание на тот факт, что функционал J⊖ может содержать либо степенную сингуляр-
ность, пропорциональную S2[B], либо линейную комбинацию классического действия W−1[B] и его
частей W i

−1[B], домноженных на первую степень логарифма L. При этом появление второй степени
логарифма L2 невозможно, поскольку такая сингулярность не зависит от вида регуляризации, а
значит для ее определения можно воспользоваться, к примеру, регуляризацией для ковариантного
«слабого» случая, см. секцию 8.2. Более того, из той же секции следует, что часть, пропорциональ-
ная первой степени логарифма, представима в виде

c22L

(4π)4
W−1[B] + L

6∑
i=1

ci⊖W
i
−1[B],

Она представляет собой ковариантную часть и набор добавок, содержащих коэффициенты ci⊖, кото-
рые нужно рассматривать как отклонение от ковариантного случая при нарушении калибровочной
инвариантности (16). В случае слагаемого с S2[B] достаточно перебрать все возможные варианты,
пользуясь разложением (82). Таким образом, учитывая обозначения из секции 7.7, получаем

J⊖[B]
s.p.
=

c22ρ7Λ2

(4π2)2
S2[B] +

c22L

(4π)4
W−1[B] + L

6∑
i=1

ci⊖W
i
−1[B]. (129)

7.7 Сингулярная часть: сумма вкладов
В качестве основного результата, полученного в секции 7, приведем сингулярную часть для первой
регуляризованной неренормированной квантовой поправки WΛ

1 [B], формула для которой приведена
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в (50). Для этого воспользуемся полученными формулами для сингулярных частей для каждой
отдельной составляющей:

Hsc
0

(
Γ2
3

)
: нелокальная часть −→ см. (92), (93) и (94);

локальная часть −→ см. (102), (106), (109) и (112);

Hsc
0

(
Γ4

)
: нелокальная часть −→ см. (99), (100) и (101);

локальная часть −→ см. (117), (118) и (120);

Hsc
0

(
Ω2

3

)
: нелокальная часть −→ см. (96) и (97);

локальная часть −→ см. (114), (115) и (116).

Дополнительно воспользуемся соотношениями (125) и (126). Тогда, после суммирования всех полу-
ченных результатов с учетом коэффициентов из (50), получаем ответ в виде

−1

2
Hsc

0

(
Γ2
3

)
+

1

4
Hsc

0

(
Γ4

)
− 1

2
Hsc

0

(
Ω2

3

) s.p.
= − Λ2c2(2ρ3 − 3ρ0)

8π2

∫
R4

d4x
(
PS aa

1ρρ(x, x) + 4PSaa
0 (x, x)

)
(130)

− 5Lc2
48π2

∫
R4

d4x
(
Dbc

ρ (x)Dca
σ (x)PS ab

1σρ(x, y)
)∣∣∣

y=x

− c22W−1L

32(4π2)2

(
13 + 16ρ2

)
+
c22W

+
−1L

32(4π2)2

(
2ρ2 − 1/2

)
− c22W−1L

(4π2)2

(
3ρ5(2ρ3 − 3ρ0)− 2ρ4

)
+ 2J⊖ +

3c2ρ0Λ2J⊙

2π2
.

Здесь были использованы вспомогательные обозначения для частей классического действия

W+
−1 = 2

∫
R4

d4y
(
∂yσBc

ρ(y)
)
F c
σρ(y), W−

−1 =

∫
R4

d4y fabcBa
σ(y)Bb

ρ(y)F c
σρ(y). (131)

Заметим, что последние величины подчиняются равенству W−
−1 +W+

−1 = W−1.

7.8 Вспомогательные соотношения
Интегралы для нелокальной части. Все интегралы, перечисленные ниже, при асимптотиче-
ском разложении по переменной Λ в главном порядке пропорциональны L = ln(Λ/σ). В этом мож-
но убедиться прямым дифференцированием, то есть применением оператора Λ∂Λ, и дальнейшим
переходом к пределу Λ→ +∞. Для всех интегралов такие пределы будут существовать и конечны.
Таким образом, в качестве ответа необходимо взять произведение L на предельную величину.∫
B1/σ

d4x
(
− ∂xσ∂xρRΛ

0 (x)
)
∂xµ∂xν τ(x)

s.p.
= −δρνδσµ + δσνδµρ + δσρδνµ

24

L

8π2
,

∫
B1/σ

d4x
(
− ∂xσ∂xρRΛ

0 (x)
)
xν∂xµθ(x)

s.p.
=

2δρνδσµ + 2δσνδµρ − δσρδνµ
12

L

8π2
,

∫
B1/σ

d4x
(
− ∂xσ∂xρRΛ

0 (x)
)
xνxµRΛ

0 (x)
s.p.
= −2δρνδσµ2δσνδµρ − δσρδνµ

6

L

8π2
,

∫
B1/σ

d4x
(
− ∂xσ∂xρ∂xµθ(x)

)
xνRΛ

0 (x)
s.p.
= −δρνδσµ + δσνδµρ + δσρδνµ

12

L

8π2
,

∫
B1/σ

d4x
(
∂xσ∂xρθ(x)

)
∂xµ∂xνθ(x)

s.p.
=

δρνδσµ + δσνδµρ + δσρδνµ
24

L

8π2
,

∫
B1/σ

d4x
(
− ∂xσ∂xρRΛ

0 (x)
)
θ(x)

s.p.
=

δσρ
4

L

8π2
,
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∫
B1/σ

d4x
(
− xσ∂xρRΛ

0 (x)
)
RΛ

0 (x)
s.p.
=

δσρ
2

L

8π2
.

Обратим внимание, что сперва удобно воспользоваться сферической симметрией в форме (65).

Интегралы для локальной части. Для формулировки ответов необходимо определить несколько
вспомогательных функционалов, зависящих от деформированной свободной функции Грина R1

0(x):

ρ1 =

∫
B1

d4xR1
0(x)R1

0(x)× 8π2,

ρ2 =

∫
B1

d4xA0(x)R1
0(x)

∫
R4

d4y
(
R1

0(x− y)R1
0(y)−R1

0(y)R1
0(y)

)
× 8π2,

ρ3 =

∫
B1

d4xR1
0(x)A0(x)R1

0(x)× 4π2, (132)

ρ4 =

∫
B1

d4xR1
0(x)|x|2A0(x)R1

0(x)× π2

2
,

ρ5 =

∫
B1

d4x
(
R1

0(x)−R0(x)
)
,

ρ6 =

∫
B1

d4xA0(x)R1
0(x)

∫
R4

d4y R1
0(x− y)A0(y)R1

0(y)× 4π2,

а также

ρ7 = 16π4 ×
∫
R4

d4x

((
− 2∂xµ θ̃µ(x)− τ̃(x)−R1

0(x)
)(
R1

0(x)
)2

+ 2R1
0(x)

(
A0(x)R1

0(x)
)(
θ(x)−A0(x)τ(x)

)∣∣∣
Λ=1, σ→+0

+R1
0(x)θ̃µ(x)

(
∂xµ

R1
0(x)−A0(x)θ̃µ(x)

)
− 1

2
θ̃µ(x)θ̃µ(x)A0(x)R1

0(x)

)
,

где

θ̃µ(x) =

∫
R4

d4z R1
0(x− z)∂zµR1

0(z),

τ̃(x) =

∫
R4

d4z

∫
R4

d4y R1
0(x− z)A0(z)R1

0(z − y)A0(y)R1
0(y).

Тогда можно выписать следующие асимптотические разложения по параметру Λ для возникающих
в подсчетах интегралов:

θ(0) =
L+ ρ1

8π2
, см. определение в (77), (133)

τ(0) =
3Lρ5
8π2Λ2

+O
(
1/Λ2

)
, см. определение в (78),

Î1 =

∫
B1/σ

d4xRΛ
0 (x)

(
A0(x)θ(x)

)
θ(x)

s.p.
=

L2 + L(1 + 2ρ1 + 2ρ2)

8(4π2)2
,

Î2 =

∫
B1/σ

d4x
(
A0(x)RΛ

0 (x)
)
θ(x)θ(x)

s.p.
=

L2 + L(2ρ1 + 2ρ2)

4(4π2)2
,

Î3 =

∫
B1/σ

d4xRΛ
0 (x)

(
A0(x)RΛ

0 (x)
)
τ(x)

s.p.
=

L(3ρ3ρ5 − ρ4)

2(4π2)2
,
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Î4 =

∫
B1/σ

d4xRΛ
0 (x)RΛ

0 (x)A0(x)τ(x)
s.p.
=

L2 + L(1 + 2ρ1)

8(4π2)2
,

Î5 =

∫
B1/σ

d4x θ(x)RΛ
0 (x)RΛ

0 (x)
s.p.
=

L2 + L(1 + 2ρ1)

8(4π2)2
,

Î6 =

∫
B1/σ

d4x θ(x)RΛ
0 (x)xµ∂xµRΛ

0 (x)× (−1/2)
s.p.
=

L2 + L(1/2 + 2ρ1)

8(4π2)2
,

Î7 =

∫
B1/σ

d4x |x|2
(
RΛ

0 (x)
)3 s.p.

=
L

2(4π2)2
.

Все интегралы Îi анализируются одним и тем же методом – дифференцированием по регуляризу-
ющему параметру Λ. Только в отличие от величин в начале секции, после применения оператора
Λ∂Λ нужно не переходить к пределу, ведь он может не существовать, а находить асимптотическое
разложение по Λ с сохранением логарифмической части (∼ L) и постоянной поправки.

Продемонстрируем пример вычисления асимптотики для Î1. Для этого сперва выпишем явное
выражение∫

B1/σ

d4x1

∫
B1/σ

d4x2

∫
B1/σ

d4x3R
Λ
0 (x1)

(
A0(x1)RΛ

0 (x1 − x2)
)
RΛ

0 (x2)RΛ
0 (x1 − x3)RΛ

0 (x3).

Далее произведем масштабирование переменных xi → xi/Λ, применим оператор Λ∂Λ, а затем вновь
перемасштабируем xi → xiΛ/σ. Поскольку после первого преобразования вся зависимость от Λ
находится в BΛ/σ, то дифференцирование действует только на предел интегрирования по радиусу.
В итоге получаем три вклада:

t1 =

∫
S3

d3σ(x̂1)

∫
B1

d4x2

∫
B1

d4x3R
Λ/σ
0 (x̂1)

(
A0R

Λ/σ
0 (x̂1 − x2)

)
R

Λ/σ
0 (x2)R

Λ/σ
0 (x̂1 − x3)R

Λ/σ
0 (x3),

t2 =

∫
B1

d4x1

∫
S3

d3σ(x̂2)

∫
B1

d4x3R
Λ/σ
0 (x1)

(
A0R

Λ/σ
0 (x1 − x̂2)

)
R

Λ/σ
0 (x̂2)R

Λ/σ
0 (x1 − x3)R

Λ/σ
0 (x3),

t3 =

∫
B1

d4x1

∫
B1

d4x2

∫
S3

d3σ(x̂3)R
Λ/σ
0 (x1)

(
A0R

Λ/σ
0 (x1 − x2)

)
R

Λ/σ
0 (x2)R

Λ/σ
0 (x1 − x̂3)R

Λ/σ
0 (x̂3).

Рассмотрим основные переходы для каждого слагаемого в отдельности.

1) Напомним, что x̂ = x/|x|, поэтомуRΛ/σ
0 (x̂1) = 1/(4π2), так какRΛ/σ

0 (x̂1) = R0(x̂1), если выполнено
Λ/σ > 1. Далее заметим, что носитель функции A0R

Λ/σ
0 (·) расположен в Bσ/Λ, поэтому переменная

x2 находится в шаре радиуса σ/Λ с центром в точке x̂1. При поиске главного порядка этот факт
позволяет заменить RΛ/σ

0 (x2) на 1/(4π2), а затем произвести подстановку∫
B1

d4x2A0R
Λ/σ
0 (x̂1 − x2)→ 1

2
,

где множитель 1/2 появился из-за частичного перекрытия носителя функции и области интегри-
рования. Окончательный ответ получается после предельного перехода и явного вычисления инте-
грала по переменной x3

lim
Λ→+∞

t1 =
1

2(4π2)2

∫
S3

d3σ(x̂1)

∫
B1

d4x3R0(x̂1 − x3)R0(x3) =
1

16(4π2)2
,

где было использовано вспомогательное соотношение∫
B1

d4z R0(x− z)R0(z) =
1

(4π2)2

{
1− 2 ln |x|, |x| ⩽ 1;

1, |x| > 1.
(134)
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2) Вторая часть анализируется аналогичным образом. Вначале заменяется R
Λ/σ
0 (x̂2) → 1/(4π2),

затем R
Λ/σ
0 (x1) → 1/(4π2), а также интеграл с плотностью A0R

Λ/σ
0 (x1 − x̂2) по «половине» шара

приводит к значению 1/2. Оставшийся интеграл полностью воспроизводит тот, что получался в
первом случае, поэтому

lim
Λ→+∞

t2 = lim
Λ→+∞

t1 =
1

16(4π2)2
.

3) Последовательность вычисления для третьей функции иная. Для начала производится очевид-
ная замена RΛ/σ

0 (x̂3) → 1/(4π2). Затем нужно заметить, что одну из функций можно заменить на
недеформированный аналог и явно вычислить соответствующий интеграл по сфере∫

S3
d3σ(x̂3)R

Λ/σ
0 (x1 − x̂3)→

∫
S3

d3σ(x̂3)R0(x1 − x̂3) =
2π2

4π2

{
1, |x1| ⩽ 1;

|x1|−2, |x1| > 1,
→ 1

2
,

где было использовано x1 ∈ B1. После всех замен в оставшемся интеграле

1

8π2

∫
B1

d4x1

∫
B1

d4x2R
Λ/σ
0 (x1)

(
A0R

Λ/σ
0 (x1 − x2)

)
R

Λ/σ
0 (x2)

можно произвести перестановку(
A0R

Λ/σ
0 (x1 − x2)

)
R

Λ/σ
0 (x2)→

(
A0R

Λ/σ
0 (x2)

)
R

Λ/σ
0 (x1 − x2),

а также добавить и вычесть плотность
(
R

Λ/σ
0 (x1)

)2. Тогда приходим к выражению

1

8π2

∫
BΛ/σ

d4x1

∫
BΛ/σ

d4x2

(
R1

0(x1)R1
0(x1 − x2)−R1

0(x1)R1
0(x1)

)
A0R

1
0(x2) +

1

8π2

∫
BΛ/σ

d4x1

(
R1

0(x1)
)2
.

Окончательно, пользуясь предложенными выше обозначениями и переходя в первом интеграле к
пределу, получаем

lim
Λ→+∞

t3 =
2L+ 1 + 2ρ1 + 2ρ2

8(4π2)2
+ o(1).

Суммируя все слагаемые и вычисляя интеграл, приходим к заявленному ответу. Интегралы Î2 и Î4
анализируются абсолютно таким же методом. Перед переходом к комментариям для Î3 отметим, что
результат для θ(0) получается прямым вычислением, в то время как для τ(0) – путем отбрасывания
поправок порядка 1/Λ2. Это удобно сделать представлением всех деформированных функций в виде
RΛ

0 (·) = RΛ
0 (·) ± R0(·). Тогда главная часть разложения, содержащая только недеформированные

функции, сократится, а следующая поправка, пропорциональная L/Λ2, будет содержаться только в
членах, состоящих из двух недеформированных функций и разности. Таких вкладов всего три. Они
и приведут к заявленному ответу после использования соотношения (134). Для справки приведем
значение вычитаемой части∫

B1/σ

d4z

∫
B1/σ

d4y R0(z)R0(z − y)R0(y) =
1

32π2σ2
.

В случае же интеграла Î3 проще добавить и вычесть плотность в нуле, то есть τ(x) = τ(x) ±
τ(0). Тогда слагаемое с τ(0) приведет к части с ρ5, а слагаемое с разностью после использования
вспомогательного соотношения∫

B2

d4z
(
R1

0(x− z)−R1
0(z)

)
= −|x|

2

8
,

которое верно для всех x ∈ B1, приведет к части с ρ4. Обратим внимание, что последнее равенство
проверяется применением оператора A0(x) с учетом равенства нулю при x = 0.
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8 Две петли: слабый случай

8.1 Разложение функции Грина
Основная идея подсчета двухпетлевых вкладов совпадает с той, что была в секции 7. Таким обра-
зом, анализ связан с разложением функции Грина около диагонали. Поскольку в целом оператор
имеет схожий вид, будем акцентировать внимание лишь на существенных отличиях. Прежде всего
отметим, что внешний вид представлений (75) и (80) остается справедливым для нового случая,
поскольку разложение получается пертубативным образом, см. для примера (29) и (30). Тем не
менее определения для каждой части в отдельности изменяются, поскольку функция Грина для
деформированного скалярного оператора имеет новый вид. В данной секции будут использоваться
те же обозначения для составляющих, поскольку это не создает путаницы. Итак, деформированная
функция Грина для ду́ховых полей может быть разделена на две части

GΛab
0 (x, y) = Gab

loc(x, y) + PSab
0 (x, y), (135)

где вторая часть имеет две конечные производные на диагонали и по сути определяется последним
соотношением. При этом Gab

loc(x, y) существенно отличается от (82) и может быть выписана в явном
виде. Для этого вначале рассмотрим упрощенный случай, при котором фоновое поле Ba

µ(x)→ B̂a
µ(x)

зависит линейно от координаты и равно

Ba
µ(x) =

s

2
xνξaνµ, где

(
ξa
)
µν

=
1√

8 dim g


0 1 0 1
−1 0 1 0
0 −1 0 1
−1 0 −1 0

 для всех a ∈ {1, . . . ,dim g}.

Такой пример использовался для построения ковариантной регуляризации в [57,68]. Здесь параметр
s > 0 является малым для удобства формального разложения в ряд. Тогда, обозначая символом
M̂ab

0 (x) скалярный оператор (4) после подстановки Ba
µ(x) → B̂a

µ(x) и используя формулу (84) из
работы [57], можно выписать следующее разложение около диагонали

ρ

(√
M̂0/Λ

)ab

Gbc
0 (x, y) = Φab

B̂
(x, y)

(
δbcRΛ

0

∣∣
f=0

(x− y)

+ s2ξbdσβξ
dc
σβ

[
− |x− y|

2

29π2
− R̂Λ

0 (x− y)

26Λ2

]
+O(s3)

)
. (136)

Здесь было использовано соотношение (28), определение функции ρ(r) = 2J1(r)/r из формулы (50)
в [57], где J1(·) является функцией Бесселя первого рода, определение функции

R̂Λ
0 (x) =

1

4π2

{
0, |x| > 1/Λ;

1
6 −

1
3 |x|

2Λ2 + 1
6 |x|

4Λ4, |x| ⩽ 1/Λ,

из формулы (77) работы [57], а также определение для упорядоченной экспоненты

Φab
B (x, y) = 1 +

+∞∑
k=1

(−1)k
∫ 1

0

dzµ1(s1) . . .

∫ sk−1

0

dzµk(sk)Bac1
µ1

(
z(s1)

)
· . . . ·Bck−1b

µk

(
z(sk)

)
,

где zµ(s) = (1− s)yµ + sxµ является параметризацией геодезической в плоском пространстве (пря-
мой), см. [42, 122]. Заметим, что поправочное слагаемое является o(s2) для малых значений пара-
метра. Адаптируем представление (136) к рассматриваемому случаю.

Во-первых, при построении слабой деформации использовалась функция ω̂(·) = Ω̂2(·), см. фор-
мулу (59), вместо частного случая ρ(·), который в работе [57] относился к однократному усреднению
по единичной сфере. Таким образом, необходимо произвести переход

ρ(r) =
2J1(r)

r
=

1

S3

∫
S3

d4k ei(k,x) −→
∫
B1

d4z ei(z,x)
(∫

B1/2

d4y ω(|z − y|)ω(|y|)
)

= ω̂(r),
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где было использовано обозначение |x| = r. Далее заметим, что функция в круглых скобках зависит
от абсолютного значения |z| = t. Следовательно, переходя в сферические координаты по переменной
z, получаем

ω̂(r) = S3

∫ 1

0

dt t3υω(t)ρ(tr), где υω(t) =

∫
B1/2

d4y ω(|z − y|)ω(|y|).

Таким образом, интересующий случай может быть получен применением интегрального оператора
к обеим сторонам формулы (136) после замены 1/Λ→ t/Λ. В частности, справедливы формулы

S3

∫ 1

0

dt t3υω(t) = 1, S3

∫ 1

0

dt t3υω(t)R
Λ/t
0

∣∣
f=0

(x− y) = RΛ
0 (x− y),

где последняя функция соответствует дважды усредненному фундаментальному решению (27) для
свободного оператора Лапласа. Для определенности далее такое преобразование функции R̂Λ

0 (·)/Λ2

будем обозначать R̂Λ
0,ω(·). Заметим, что supp

(
R̂Λ

0,ω(·)
)
∈ B1/Λ, так как

если R̂Λ
0 (x) = 0, то R̂

Λ/t
0 (x) = 0 для всех t ∈ [0, 1].

Во-вторых, необходимо объяснить применимость частного случая поля, так как итоговая фор-
мула (136) содержит достаточно специальную комбинацию напряженностей. Действительно, поль-
зуясь инвариантностью относительно калибровочных преобразований фонового поля и соображени-
ями, связанными с сохранением размерности, можно заметить, что все сингулярные составляющие
в «слабом» случае должны быть пропорциональны классическому действию. Таким образом, часть,
квадратичную по напряженности, можно выписать в любом удобном виде, в том числе и усреднен-
ном. Следовательно, функцию Gab

loc(x, y) из (135) для произвольного гладкого фонового поля Ba
µ

выберем в виде

Gab
loc(x, y) = Φab

B (x, y)RΛ
0 (x− y)− 1

27

(
F ad
σβ(x)F db

σβ(x) + F ad
σβ(y)F db

σβ(y)
)(

R̂Λ
0,ω(x− y) +

|x− y|2

8π2

)
. (137)

При этом в часть PSab
0 (x, y) могут попадать невязки, которые после усреднения по индексам и

аргументам сводятся к нулям и, таким образом, не влияют на конечные результаты.
Переходя к векторной функции Грина, также воспользуемся обозначениями из (75), то есть

вновь имеем
GΛab

1µν(x, y) = δµνG
ab
0 (x, y) +N ab

µν(x, y) + Lab
µν(x, y) + PS ab

1µν(x, y). (138)

Дадим вспомогательные комментарии. Здесь первая часть GΛab
0 (x, y) совпадает с новой скалярной

деформированной функцией Грина из (135). Вторая часть N ab
µν(x, y) не равна той, которая была в

секции 7.1. При этом она в точности совпадает в главном порядке, а в остальных – отличается. В
то же время их явный вид не важен, так как не приводит к сингулярному вкладу. Третья часть
Lab
µν(x, y), как и ранее, определяется формулой (79). Последняя часть определяется как остаточное

слагаемое и не совпадает с той, что была в (75). Отметим, что все части являются симметричными
относительно одновременной перестановки индексов и аргументов.

8.2 Адаптация вычислений
В данной секции обсудим вопрос, связанный с использованием уже имеющихся подсчетов для «силь-
ного» случая, см. секцию 7. Оказывается, что многие ответы имеют в точности тот же вид. Начнем
разбор с частей, содержащих так называемые нелокальные части функций Грина. В сильном случае
им была посвящена секция 7.3. Заметим, что при подсчетах не использовался явный вид для PS0 и
PS1, только их свойства гладкости. Вдобавок отметим, что логарифмическая сингулярность возни-
кала лишь в первой степени и не зависела от регуляризующей функции f(·). Более того, повторяя
подсчеты, можно заметить, что при работе с асимптотиками допускалось игнорирование некоторых
неважных55 слагаемых, что в итоге приводило к возможности использовать инвариантность отно-
сительно калибровочных преобразований фонового поля. Суммируя все замечания, можно утвер-
ждать, что логарифмические нелокальные части в «слабом» случае имеют такой же вид. Далее

55Малых в определенном смысле. Как правило, по регуляризующему параметру Λ.
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обратим внимание, что функции Грина в главном порядке в «сильном» и «слабом» случаях сов-
падают и пропорциональны (28). Следовательно, степенные сингулярности в обоих подходах тоже
совпадают. Делая сводную таблицу, получаем следующие результаты:

Нелокальные сингулярные части: Hsc
0 (Γ2

3) −→ (92) + (93) + (94);

Hsc
0 (Ω2

3) −→ (96) + (97);
Hsc

0 (Γ4) −→ (99) + (100) + (101).

Перейдем к локальным частям. Здесь уже будут возникать расхождения. Отметим вначале сла-
гаемые, которые останутся без изменений. К таким следует отнести те, при подсчете которых ис-
пользовалась либо часть функции Грина Lab

µν(x, y), либо главный порядок составляющей N ab
µν(x, y),

или же ответ в принципе выписывался в общих56 терминах. Используя предложенные критерии,
приведем ссылки на результаты в виде сводной таблицы:

Локальные части с тем же ответом: Hsc
0 (Γ2

3) −→ (102) + (109) + (112);

Hsc
0 (Ω2

3) −→ (115) + (116);
Hsc

0 (Γ4) −→ (117) + (118) + (119).

Таким образом, подсчет сингулярных вкладов для основных трех диаграмм сводится к адаптации
двух слагаемых:

Локальные части с другим ответом: Hsc
0 (Γ2

3) −→ (106);

Hsc
0 (Ω2

3) −→ (114).

Приведем основные рассуждения и результаты. Сперва заметим, что оба вклада являются линейны-
ми комбинациями Jσρ[N1σρ] и Ĵσρ[N1σρ], см. формулы (103) и (113). Именно они и будут изучаться.
Далее вспомним, что упорядоченная экспонента обладает набором важных свойств, см. для примера
работу [122]. В нашем же случае примечательными являются лишь формулы дифференцирования
в первых порядках

Dca
σ (x)Φab(x, y) =

1

2
Φca(x, y)(x− y)µF ab

µσ(y) + . . . ,

Dba
ρ (y)Φca(x, y) =

1

2
Φca(x, y)(x− y)µF ab

µρ(y) + . . . ,

где многоточия обозначают слагаемые, содержащие полные ковариантные производные напряжен-
ности. Исходя из этих соотношений, можно доказать вспомогательное утверждение. Пусть g(·) яв-
ляется скалярной гладкой функцией, тогда справедливо равенство

Dca
σ (x)Dbd

ρ (y)
(

Φad(x, y)g(x− y)
)

= Φac(x, y)

(
− δcb∂xσ∂xρ +

1

2
F cb
σρ(y)

+
(x− y)µ

2

[
F cb
µρ(y)∂xσ − F cb

µσ(y)∂xρ

]
+

1

4
(x− y)µνF cd

µρ(y)F db
νσ(y) + . . .

)
g(x− y), (139)

где вновь многоточие обозначает комбинации с ковариантными производными и бо́льшим числом
мономов x− y. Данная формула является весьма примечательной, поскольку после замены функ-
ции Φad(x, y)g(x− y) на Gad

loc(x, y) из (137) можно заметить, что двойная производная не приведет к
сингулярному вкладу из-за антисимметричности N1σρ по нижним индексам в Jσρ[N1σρ] и Ĵσρ[N1σρ].
Следовательно, N1σρ может быть заменена на главный порядок, в то время как в (139) можно оста-
вить лишь два слагаемых, пропорциональных напряженности в первой степени. Приводя подобные
слагаемые и используя вспомогательные интегралы из секции 7.8, приходим к следующим ответам

Jσρ[N1σρ]
s.p.
=

c22
2
W−1(̂I6 − Î5), (140)

Ĵσρ[N1σρ]
s.p.
= c22W−1(2Î6 − Î5). (141)

56Подразумеваются функционалы типа J⊙, J⊗ и J⊖.
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Следовательно, формулы для «сильного» случая, с учетом (103) и (113), преобразуются согласно
следующим заменам:

(106) −→ Hsc
0

(
Γ2
3

)∣∣∣
GlocGlocN

s.p.
= −3c22

2
W−1(3Î6 − 2Î5)

s.p.
= − 3c22W−1

16(4π2)2

(
L2 + L(−1/2 + 2ρ1)

)
,

(114) −→ Hsc
0

(
Ω2

3

)∣∣∣
GlocGlocN

s.p.
= −c

2
2

2
W−1Î6

s.p.
= − c22W−1

16(4π2)2

(
L2 + L(1/2 + 2ρ1)

)
.

Дополнительно прокомментируем тот факт, что оба ответа являются калибровочно инвариантными
в отличие от «сильного» случая, в котором поправочные сингулярности зависят от степени фонового
поля. Таким образом, последние формулы завершают обсуждение вкладов для трех сильно связных
двухпетлевых диаграмм.

Следующим этапом необходимо рассмотреть соотношения для контрдиаграмм из секции 7.5. По-
вторяя основные этапы рассуждений, приведенных выше, а также обращая внимание на тот факт,
что в «слабом» случае вся усредненная следовая часть, пропорциональная второй степени напря-
женности, содержится именно в Gad

loc(x, y), см. формулы (136) и (137), получаем справедливость
всех имеющихся соотношений.

Равенства (121), (122), (125)и (126) имеют тот же вид.

Последним пунктом обсуждения является секция 7.6. В данном случае все три функционала
J⊗, J⊙ и J⊖ могут быть вычислены явно с помощью формулы (137) для Gad

loc(x, y). Используя
определения для функционалов (110), (119) и (124), после прямой подстановки получаем

J⊗ = − c2W−1

48(4π2)
+ o(1), J⊙

s.p.
=

c2W−1

26
R̂Λ

0,ω(0) = O(1/Λ2), J⊖
s.p.
=

c22W−1L

16(4π2)2
+O(1), (142)

где поправочные слагаемые приведены относительно регуляризующего параметра Λ. Заметим, что
при выводе последнего соотношения использовалось свойство (139) для упорядоченной экспоненты.
В итоге, суммируя все приведенные выше факты, аналог формулы (130) для слабой деформации
выписывается в следующем виде

−1

2
Hsc

0

(
Γ2
3

)
+

1

4
Hsc

0

(
Γ4

)
− 1

2
Hsc

0

(
Ω2

3

) s.p.
= − Λ2c2(2ρ3 − 3ρ0)

8π2

∫
R4

d4x
(
PS aa

1ρρ(x, x) + 4PSaa
0 (x, x)

)
− 5Lc2

48π2

∫
R4

d4x
(
Dbc

ρ (x)Dca
σ (x)PS ab

1σρ(x, y)
)∣∣∣

y=x

− c22W−1L

32(4π2)2

(
10 + 12ρ2 + 96ρ5(2ρ3 − 3ρ0)− 64ρ4

)
.

Далее, пользуясь соотношениями (121) и (122), получаем финальное соотношение в виде

−1

2
Hsc

0

(
Γ2
3

)
+

1

4
Hsc

0

(
Γ4

)
− 1

2
Hsc

0

(
Ω2

3

) s.p.
= − Λ2c2(2ρ3 − 3ρ0)

8π2
Hsc

0

(
S2[ · ]

)
(143)

− 5Lc2
48π2

Hsc
0

(
Sf [ · , B]

)
− c22W−1L

32(4π2)2

(
175/18 + 56ρ2/3− 64ρ4

)
.

Ясно, что первые два слагаемых сокращаются контрдиаграммами, а третья часть приводит к двух-
петлевому коэффициенту для константы перенормировки.

8.3 Ответы для диаграмм
Основной результат предыдущей секции заключался в выводе формулы для сингулярной составля-
ющей линейной комбинации диаграмм (143) в отдельности. Производя аналогичные шаги, можно
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Диаграмма c22W−1

(4π)4
Λ2c2Hsc

0 (S2)
(4π)2

Lc2V1

48π2
Lc2V2

48π2
Lc2V3

48π2
Lc2V4

48π2

L(−1 + 4ρ2 − 8ρ4) ρ3 −5 −1/2 0 0

− 12L2 + L(10 + 24ρ1 + 8ρ2 − 64ρ4) 8ρ3 −8 4 18 0

8L2 + L(8 + 16ρ1 − 32ρ4) 4ρ3 4 4 12 0

−2 −4L2 + L(−4− 8ρ1 + 16ρ4) −2ρ3 10 1 −6 0

−4L2 + L(−4− 8ρ1 + 16ρ4) −2ρ3 10 1 −6 0

Hsc
0

(
Γ2
3

)
12L2 + L(9 + 24ρ1 + 12ρ2 − 72ρ4) 9ρ3 11 19/2 18 0

Hsc
0

(
Ω2

3

)
L(1 + 8ρ4) −ρ3 −1 1/2 0 −6

− 1
2H

sc
0

(
Γ4

)
−12L2 + L(−24ρ1) −12ρ0 0 0 −18 0

−cумма
2 L(−5− 6ρ2 + 32ρ4) 6ρ0 − 4ρ3 −5 −5 0 3

Таблица 1: В таблице представлены сингулярные составляющие для отдельных диаграмм, а также
для их линейных комбинаций. В шестой строке выписан результат для выражения (52), который
равен сумме первых пяти диаграмм (строк). В последней строке выписана линейная комбинация
для (143).

получить ответы для каждой диаграммы. Для этого достаточно адаптировать вычисления, как это
было сделано в секции 8.3, с учетом вспомогательных вычислений из секций 7.3 и 7.1 для отдельных
диаграмм. Пользуясь введенными выше обозначениями и вспомогательными функционалами вида

V1 =

∫
R4

d4x
(
Dab

ρ (x)Dbc
σ (x)

(
PSca

1σρ(x, y) + δσρPS
ca
0 (x, y)

))∣∣∣
y=x

,

V2 =

∫
R4

d4x
(
Mac

1ρσ(x)
(
PSca

1σρ(x, y) + δσρPS
ca
0 (x, y)

))∣∣∣
y=x

,

V3 =

∫
R4

d4x
(
F ac
ρσ(x)

(
PSca

1σρ(x, x) + δσρPS
ca
0 (x, x)

))
,

V4 =

∫
R4

d4x
(
Mac

0 (x)PSca
0 (x, y)

)∣∣∣
y=x

,

предоставим ответ в виде таблицы 1.

8.4 Сравнение вкладов GlocGlocN
В секции 8.2 был показан вариант преобразования формул для сингулярных частей в случае силь-
ной деформации к формулам для «слабого» подхода. Оказалось, что большинство «сингулярных»
интегралов имеют один и тот же вид и не зависят от выбора деформации. Основное отличие со-
держится в локальных вкладах типа GlocGlocN . Чтобы увидеть это, достаточно сравнить формулы
(104)←→(140) и (105)←→(141).

Обсудим первую пару. Ясно, что в «сильном» случае классическое действие расщепляется на
две части, поэтому производить сравнение более корректно именно для второй части с производной,
поскольку в этом случае присутствует меньшее количество деформирующих усредняющих опера-
торов. Для удобства выберем поле в виде Bab

µ (x) = xνF ab
νµ(x), удовлетворяющим калибровочному

условию Фока–Швингера. Тогда, пользуясь соотношением (139), получаем, что в случае слабой
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деформации основной вклад в функционал Jσρ[N1σρ] дает комбинация

Dac
σ (x)Dbd

ρ (y)
(

Φcd(x, y)RΛ,f
0 (x− y)

)
−→ 1

2
F ab
σρ(y)RΛ,f

0 (x) +
1

4
F ab
σρ(y)xµ∂xµRΛ,f

0 (x),

где дополнительно были использованы сдвиг переменной и сферическое усреднение. В случае же
сильной деформации функция Грина не инвариантна относительно калибровочных преобразова-
ний фонового поля, поэтому часть в больших круглых скобках имеет другой вид. Воспользуемся
разложением около диагонали из секции 7.1, формула (82). Из нее следует, что для перехода57 к
сильной деформации необходимо произвести замену

Φcd(x, y)RΛ,f
0 (x− y) −→ δcdRΛ,f

0 (x− y) + yνF ab
νµ(y)∂xµθ(x− y).

Применяя затем две производные Dac
σ (x)Dbd

ρ (y), делая сдвиг переменной с последующим использо-
ванием сферического усреднения, а также отбрасывая симметричные по индексам σ−ρ комбинации,
получаем следующие остаточные слагаемые

1

4
F ab
σρ(y)

(
A0(x)θ(x) + xµ∂xµRΛ,f

0 (x)/2
)
.

Таким образом, сравнивая полученные комбинации в обоих подходах, видим, что переход между
сильной деформацией и слабой в функционале Jσρ[N1σρ] осуществляется следующей заменой

A0(x)θ(x)←→ 2RΛ,f
0 (x) + xµ∂xµRΛ,f

0 (x)/2.

Именно такой переход и приводит к связи сингулярных интегралов в паре (104)←→(140), так как
после преобразования плотности изменяются и интегралы, см. секцию 7.8,

Î1
s.p.←→ 2Î5 − Î6.

Для полноты изложения отметим, что во второй паре (105)←→(141) происходит замена интегралов
вида

Î2 − 2Î1
s.p.←→ 4Î6 − 4Î5.

Учитывая справедливость перехода из первой пары, вторая замена сводится к Î2
s.p.←→ 2Î6.

8.5 Сравнение с размерной регуляризацией
Рассматривая сингулярности для первой петли, см. для примера [98] и первый пункт теоремы 1, мо-
жет сложиться впечатление, что «элементарные» логарифмические сингулярности, которые ∼ 1/ε
в размерной регуляризации и ∼ L = ln(Λ/σ) в случае обрезания, могут быть сопоставлены между
собой при помощи некоторой линейной зависимости 1/ε←→ aL+ b. Однако это впечатление обман-
чиво, поскольку разбор двухпетлевых поправок показывает, что такая зависимость отсутствует.

В данной работе удалось сделать очень важное наблюдение касательно двухпетлевых сингу-
лярностей. Оказывается, что можно выделить набор мастер-интегралов, в которых слагаемые, не
зависящие от деформирующей функции, имеют прямое соотношение с сингулярностями для размер-
ной регуляризации. При этом разница между двумя подходами возникает из-за того, что в случае
размерной регуляризации происходит деформация коэффициентов, с которыми мастер-интегралы
входят в диаграммы, тогда как в случае обрезания деформируются сами интегралы. Продемон-
стрируем это явно в несколько этапов.

Этап 1. Сперва сопоставим элементарные блоки, участвующие при построении разложения функ-
ций Грина около диагонали. Первой функцией является главная часть асимптотического разложе-
ния R0(x)

Γ(d/2− 1)

4πd/2|x|d−2
= Rε

0(x)←− R0(x) −→ RΛ,f
0 (x) из (28).

57Данный переход справедлив для поиска локальной сингулярной части. В общем случае это неверно.
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При этом d = 4 − ε, где ε – малый параметр размерной регуляризации, переход которого ε → +0
является пределом снятия. В качестве второй функции выберем коэффициент R1(x) около 2F ab

µν

при разложении векторной функции Грина около диагонали, который подчиняется соотношению58

A0(x)R1(x) = R0(x) в некоторой фиксированной окрестности нуля. При отсутствии регуляризации
он равен − ln(|x|2σ2)/(16π2). После деформации получаем59

1

16π2

(
2σ−ε

ε
+

Γ(d/2− 2)

πd/2−2
|x|4−d

)
= Rε

1(x)←− R1(x) −→ θ(x) из (77).

Третьей функцией является коэффициент около 2F ac
µσ(x)F cb

σν(x), который в случае обрезания со-
держится в слагаемом Lab

µν , см. (79). По построению такая функция должна приводить60 к 2R1(x)
после действия оператором A0(x) и обычно обозначается R2(x)− |x|2/(27π2), где

R2(x) =
|x|2
(

ln(|x|2σ2)− 1
)

64π2
.

Сравнивая такую функцию со случаем размерной регуляризации [98,106] и с обрезанием из секции
7.1, получаем

1

32π2

(
− |x|

2σ−ε

ε
+

Γ(d/2− 3)

2πd/2−2
|x|6−d

)
= Rε

2(x)←− R2(x) −→ 2τ(x) +
|x|2

27π2
из (78).

Этап 2. На следующей стадии произведем сопоставление мастер-интегралов. В случае размерной
регуляризации использовались восемь штук I1–I8, см. секцию 2.3 в [68]. В случае регуляризации
обрезанием были использованы семь функционалов Î1–Î7, см. секцию 7.8. Представим результаты
сопоставлений в виде таблицы 2. При этом соотношения являются не целенаправленным подбором
линейных комбинаций, а следствием сопоставлений плотностей из предыдущего шага.

Регуляризация обрезанием Размерная регуляризация

Инт.×(4π)4 Основная часть Поправка Инт.×(4π)4σ2ε Сингулярнось

Î1 2L2 + L(2 + 4ρ1) L(4ρ2) −(I4 + dI3)/(2c22) 2/ε2 + 1/ε

Î2 4L2 + L(8ρ1) L(8ρ2) −dI3/c
2
2 4/ε2

Î3 0 L(24ρ3ρ5 − 8ρ4) −d(I1 + I2)/(4c22) 0

Î4 2L2 + L(2 + 4ρ1) 0 −d(I1 − I7)/(2c22) 2/ε2 + 1/ε

Î5 2L2 + L(2 + 4ρ1) 0 −2(I6 − I5)/c22 2/ε2 + 1/ε

Î6 2L2 + L(1 + 4ρ1) 0 2I5/c
2
2 2/ε2 + 1/(2ε)

Î7 8L 0 8dI7/c
2
2 = 8dI8/c

2
2 4/ε

Таблица 2: Первый столбец содержит мастер-интегралы для регуляризации с обрезанием. В четвер-
том столбце приведены выражения через мастер-интегралы для размерной регуляризации. Здесь
L = ln(Λ/σ), и ρi – вспомогательные функционалы (числа) из секции 7.8.

Из таблицы видно, что в случае регуляризации обрезанием «базовой» сингулярностью является
комбинация L+ ρ1, а не просто L, которая равна 8π2θ(0). Такая величина является более ествест-
венной. Аналогичная ситуация наблюдалась в двумерной сигма-модели, см. [44], и играла важную

58В случае размерной регуляризации оператор также является деформированным, так как изменяется квадратич-
ная форма в том числе.

59Для размерной регуляризации обычно используется обозначение параметра µ вместо σ. Мы нарушили эту дого-
воренность в целях удобства.

60Возможно наличие малых поправок по регуляризующему параметру. Зависит от определения добавки.
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роль61 при изучении трехпетлевых вкладов. Заметим, что в случае необходимости сумма L + ρ1
может быть приведена к L сдвигом по σ. Таким образом, главные «полюса» имеют прямую связь

(L+ ρ1)2 ←→ 1

ε2
,

в то время как все сингулярности первого порядка, не зависящие от выбора регуляризующей функ-
ции f(·), отличаются двойкой. В столбце «поправка» содержатся сингулярности, возникающие из-за
сглаживания дельта-функционала. Часть из них сокращается после суммирования всех диаграмм,
что является следствием инвариантности двухпетлевого вклада относительно сдвига на констан-
ту с множителем L/Λ2, а часть может быть нейтрализована введением квазилокальных вершин,
см. секцию 10. Таким образом, остается лишь функционал ρ2, который и отвечает за деформацию
мастер-интегралов, приводящую к изменению двухпетлевых поправок.

Этап 3. На данной стадии можно обсуждать отдельные диаграммы и их линейные комбинации.
Заметим, что в данной работе вклад Hsc

0

(
Γ2
3

)
, см. формулу (52), состоит из пяти диаграмм. Анало-

гичный же вклад в работах [67,68] был представлен суммой четырех частей

Hsc
0

(
Γ2
3

)
=

4∑
i=1

2Ji,

где, используя формулы (48) и (49) из [67], верны следующие связывающие соотношения

2J1 = −2 , 2J2 = 2 , 2J3 = − − ,

2J4 = 2 + + .

При этом для остальных частей использовались схожие обозначения

Hsc
0

(
Γ2
3

)
= 2J5, Hsc

0

(
Γ4

)
= −4J6.

Вопрос сопоставления мастер-интегралов касается диаграмм с двумя интегрированиями, то есть
J1–J5. Воспользуемся выведенными ранее формулами, см. (61)–(66) в [68], для случая размер-
ной регуляризации и перепишем их, разделив на две части: основную, которая допускает прямое
сопоставление со случаем обрезания согласно таблице 2, и поправочную, которая отвечает за де-
формацию коэффициентов, с которыми мастер-интегралы входят. Имеем следующие формулы

2J1 × (4π)4σ2ε s.p.
=
(

2dI1 + dI2 + I4 − 4I5 + 4I7

)
+ ε
(

2I1 + I2

)
→
(
− 2Î1 + Î2 − 4Î3 − 2Î4 − 2Î6 + Î7/4

)
× c22,

2J2 × (4π)4σ2ε s.p.
=
(
− 4dI1 − 2dI2 − 2I4 + 8I5 − 8I7

)
+ ε
(
− 2I5

)
→
(

4Î1 − 2Î2 + 8Î3 + 4Î4 + 4Î6 − Î7/2
)
× c22,

2J3 × (4π)4σ2ε s.p.
=
(
− 2dI1 − dI2 − dI3 − 4I5 − dI6 − dI7

)
+ ε
(

I5

)
→
(

Î2 + 4Î3 + 2Î4 + 2Î5 − 4Î6 − Î7/4
)
× c22,

2J4 × (4π)4σ2ε s.p.
=
(
− dI1/2− dI2/4− dI3/2 + I4/4− 3I5 − 6I6 − I7

)
+ ε
(
− I1/2− I2/4− I3/2

)
61Предложенный выбор значительно уменьшает количество вычислений.
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→
(
− Î1/2 + 3Î2/4 + Î3 + Î4/2 + Î5 − 5Î6/2− Î7/16

)
× c22,

2J5 × (4π)4σ2ε s.p.
=
(
dI2/4− I5 + I7 + 2I8

)
+ ε
(

I2/4
)

→
(
− Î3 + Î4/2− Î6/2 + Î7/16

)
× c22.

Здесь первая строка соответствует случаю размерной регуляризации, а вторая строка – случаю с
обрезанием. При этом при переходе от «размерного» варианта к обрезанию зануляется вторая часть
первой строки, а затем деформируются коэффициенты в первой части, и наоборот. Подставим в
полученные соотношения значения для мастер-интегралов, явно разделив ответы на основную часть
и поправку. Полученные значения представлены в таблице 3.

Заметим интересное свойство, которым обладают поправочные слагаемые для размерной регу-
ляризации. Если просуммировать все части, не содержащие I5, то получим

ε
(

2I1 + I2

)
+ ε
(
− I1/2− I2/4− I3/2

)
+ ε
(

I2/4
)

s.p.
= 0.

Следовательно, такие невязки подобны слагаемым с ρ1 в случае регуляризации с обрезанием, кото-
рые в конечном счете взаимоуничтожаются. В свою очередь, части с интегралом I5 не сокращаются

ε
(
− 2I5

)
+ ε
(

I5

)
s.p.
= −c

2
2σ

−2ε

(4π)4
1

ε

и являются аналогом вкладов с функционалом ρ2 для случая обрезания, который также остается.

Рег. обрезанием Размерная рег.

Диаграмма Осн. часть Доп. Осн. часть Доп.

2J1 −8L2 + L(−8 + 16ρ1) L(32ρ4) −8/ε2 − 4/ε −1/ε

2J2 16L2 + L(16 + 32ρ1) L(−64ρ4) 16/ε2 + 8/ε −2/ε

2J3 4L2 + L(2 + 8ρ1) L(8ρ2 − 32ρ4) 4/ε2 + 1/ε 1/ε

2J4 −L L(4ρ2 − 8ρ4) −1/(2ε) 3/(4ε)

Hsc
0

(
Γ2
3

)
12L2 + L(9 + 24ρ1) L(12ρ2 − 72ρ4) 12/ε2 + 9/(2ε) −5/(4ε)

Hsc
0

(
Ω2

3

)
L L(8ρ4) 1/(2ε) 1/(4ε)

− 1
2H

sc
0

(
Γ4

)
−12L2 + L(−24ρ1) 0 −12/ε2 0

−cумма
2 −5L L(−6ρ2 + 32ρ4) −5/(2ε) 1/(2ε)

−J7 0 L(5/36− 10ρ2/3) 0 −5/(6ε)

Ответ L(−175/36− 28ρ2/3 + 32ρ4) −17/(6ε)

Таблица 3: В таблице представлены локальные сингулярные составляющие, отвечающие второму
столбцу таблицы 1. При этом второй и третий столбцы необходимо домножить на c22W−1/(4π)4, а
последние два – на c22W−1σ

−2ε/(4π)4.

Этап 4. Кроме того, в таблице 3 приведены значения и разбиение на основную часть и попра-
вочную для контрвершины. Приведем вначале полное сингулярное разложение для каждого вида
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регуляризации

−5Lc2
48π2

Hsc
0

(
Sf [ · , B]

)∣∣∣∣
cutoff

s.p.
= −5

6

c22W−1

(4π)4
× L(4ρ2 − 1/6) +

5Lc2V1

48π2
,

− 5c2
48π2ε

Hsc
0

(
Sf [ · , B]

)∣∣∣∣
d.reg.

s.p.
= −5

6

c22W−1σ
−2ε

(4π)4
× 1

ε
+

5c2V1

48π2ε
.

Последнюю величину, следуя определениям из [68], будем обозначать −J7. При этом в обоих слу-
чаях локальная сингулярность, пропорциональная W−1, будет записываться в поправочную часть.
Сравним соответствующие слагаемые со случаем без регуляризации. Во-первых, часть от Mab

0 Gba
loc,

пропорциональная F ab
νσF

ba
µσ, содержит следующий множитель

eµν1 (x) = −x
µν

4
R0(x) +A0(x)

(
xµνR1(x) +R2(x)δµν − |x|

2δµν

27π2

)
1

12
.

В условиях отсутствия регуляризации он равен нулю eµν1 (x) = 0 для всех значений x. Однако при
введении регуляризации он может деформироваться. Нетрудно проверить, что

eµν1

∣∣∣
d.reg.

(0) = 0, eµν1

∣∣∣
cutoff

(0) =
δµν

48(4π2)
.

Во втором случае попадается комбинация с напряженностью вида F ab
νσF

ba
σµ. Опять же, в нерегуля-

ризованном случае она имеет вид

eµν2 (x) = −R1(x)δµν − 2∂xµ
∂xν

(
R2(x)− |x|

2

27π2

)
=
δµν − 4xµxν/|x|2

25π2
.

В данном случае появляется неопределенность в нуле. Она зависит от предела (направления под-
хода к нулю). Переходя к размерной регуляризации или обрезанию, убеждаемся в справедливости
следующих соотношений

eµν2

∣∣∣
d.reg.

(0) =
δµν

32π2
, eµν2

∣∣∣
cutoff

(0) =
ρ2δ

µν

8π2
.

Таким образом, в случае размерной регуляризации неопределенность раскрывается при помощи
зануления второго слагаемого, в то время как в случае обрезания важны обе части, причем их
суммарное значение имеет противоположный знак, так как ρ2 ⩽ 0. Тем не менее, именно второй
вариант является более естественным, так как в случае обрезания по импульсам достигается макси-
мум ρ2 → 0, который согласуется с тем фактом, что след матрицы eµν2 равен нулю при отсутствии
регуляризации.

9 О ренормировке массы

В секции 1 обсуждался процесс перенормировки и делался акцент на том факте, что ренормиру-
емость может зависеть от вида регуляризации. В этом случае необходимо либо расширять клас-
сическое действие, добавляя новые слагаемые с новыми параметрами, либо расширять правила
ренормировки, допуская добавление новых контрвершин. Сразу следует сказать, что второй вари-
ант является частным случаем первого, так как при занулении новых добавленных параметров в
классическом действии оба результата должны совпадать. В секциях 4 и 5 использовался именно
второй подход, так как он проще в реализации. Основной задачей данной секции является демон-
страция первого подхода в рамках первых двух квантовых поправок для слабой деформации и
обсуждение дополнительных изменений в случае сильной деформации.

Слабая деформация. Регуляризация в данном подходе вводится ковариантным образом (59),
поэтому контрвершины также будут обладать инвариантностью относительно калибровочных пре-
образований фонового поля Ba

µ, см. (16). Этот факт означает, что новые дополнительные части
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классического действия (10) также должны обладать этим свойством. Теперь заметим, что в преде-
лах первых двух квантовых поправок, см. теорему 2, была введена только одна новая контрвершина

S2[a] =

∫
R4

d4x aaµ(x)aaµ(x) (144)

таким образом, что классическое действие (10) сдвигалось на величину

g2
Λ2c2(2ρ3 − 3ρ0)

8π2
S2[a].

Для проверки достаточно принять во внимание формулу (34) и ее частный случай из секции 5.3.
Определения коэффициентов ρ0 и ρ3 приведены в теореме 2. Следовательно, расширенное класси-
ческое действие должно отличаться только массовым62 слагаемым и иметь вид

Stot[B, e] +
µ2

2
S2[a]. (145)

Отметим, что ковариантность здесь присутствует, так как поле aaµ преобразуется по закону (18).
После такого дополнения процедуру перенормировки с добавлением новой контрвершины можно
переформулировать стандартным образом через домножение параметра µ2 на вспомогательную
константу перенормировки Zµ, которая раскладывается в формальный ряд63 по константе связи

Zµ = 1 + zµ,1 + g2renzµ,2 +O(g4ren).

При этом коэффициенты zµ,1 и zµ,2 определяются исходя из первых двух поправок. Они содержат
«степенные» части zΛµ,1 и zΛµ,2, которые следуют из теоремы 2 и равны

zΛµ,1 = 0, zΛµ,2 =
Λ2c2(2ρ3 − 3ρ0)

4µ2π2
,

а также «логарифмические» части zLµ,1 и zLµ,2, которые необходимо дополнительно вычислить. Для
определения первого коэффициента достаточно заметить, что вклад в первую поправку, содер-
жащий µ2, пропорционален Hsc

0

(
S2[ · ]

)
. Принимая во внимание разложение для функции Грина

около диагонали из секции 8.1, равенство F a
νν = 0 и соотношение для J⊙ из (142), приходим к

заключению, что в первой поправке нет логарифмических сингулярностей, пропорциональных µ2.
Таким образом, имеем64 zLµ,1 = 0. Переходя ко второй «петле», заметим, что все диаграммные бло-
ки ковариантны, поэтому из общих соображений можно утверждать, что zLµ,2 не будет содержать
сингулярностей. Он может быть выбран равным любой конечной константе, в частности, zLµ,2 = 0.
Если обращаться к механике вычислений, то для поиска необходимо решить равенство65

−1

2
Hsc

0

(
Γ2
3S2

)
+

1

4
Hsc

0

(
Γ4S2

)
− 1

2
Hsc

0

(
Ω2

3S2

)
+ Hsc

0

(
Γ̂0
2S2

)
− zLµ,2Hsc

0

(
S2

) s.p.
= 0. (146)

Для этого нужно проделать вычисления, связанные с подстановкой разложения для функции Гри-
на из секции 8.1, и воспользоваться леммой 4 из [123]. Тогда можно увидеть, что нелокальные
слагаемые сокращаются, так как в этом случае комбинации полностью повторяют уже изученные
в секции 7, а локальная сингулярная часть пропорциональна следу напряженности и потому равна
нулю. Исходя из всего сказанного, константа перенормировки переписывается в виде

Zµ = 1 + g2ren
Λ2c2(2ρ3 − 3ρ0)

4µ2π2
+O(g4ren).

62Интуитивно правильнее было бы называть массовым слагаемым S2[B + ga]. По этой причине параметр обозна-
чается µ2, а не m2. Авторы полагают, что слагаемое с S2[a] имеет большее отношение к перенормировке меры, а не
массы. В любом случае, это открытый вопрос.

63Обычно используется анзатц с zµ,1 = 0. В данном случае рассматривается более общий случай, так как zµ,1 = 0
не является очевидным. Он следует из вычислений.

64Вообще говоря, можно добавить произвольную константу. Однако в этом случае первый коэффициент в Zµ не
будет равен единице.

65Оно следует из (50) и (54) после добавления «массовой» вершины.
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Можно предположить, что в старших петлях логарифмические части также будут отсутствовать из-
за ковариантности регуляризации. Однако этот факт нужно дополнительно исследовать, поскольку
он может зависеть от перенормируемости66 в целом. Тем не менее на уровне двух поправок можно
утверждать, что в ковариантном случае не было особого смысла в введении массового слагаемого,
так как степенные сингулярности остались теми же, а логарифмических не появилось.

Сильная деформация. В данном случае необходимо опираться на результаты теоремы 1. Видно,
что в рамках двух квантовых поправок новыми контрвершинами67 являются S2[B + ga] и S2[a],
поэтому расширенного действия (145) для слабой деформации уже недостаточно. Необходимо рас-
сматривать следующий расширенный функционал классического действия

Stot[B, e] +
µ2

2
S2[a] +

m2

2g2
S2[B + ga].

Последнее слагаемое68 при этом полностью согласуется со связью действия и уравнения (24). При
этом инвариантность относительно калибровочных преобразований нарушается уже на уровне клас-
сического действия, что обусловлено видом регуляризации. Перейдем к процессу ренормировки.
Здесь уже появятся две константы ренормировки69

Zµ = 1 + zµ,1 + g2renzµ,2 +O(g4ren), Zm =
g2

g2ren

(
1 + g2renzm,1 + g4renzm,2 +O(g6ren)

)
.

Для восстановления вида коэффициентов обратимся к результатам теоремы 1. Из первого пункта
следует, что для компенсации сингулярностей классическое действие нужно сдвинуть на величину

Λ2c2(ρ3 − 2ρ0)

8π2
S2[B] + g2ren

Λ2c2α

8π2
S2[B] + g2ren

Λ2c2(2ρ3 − 3ρ0)

8π2
S2[a] + . . . ,

где многоточие обозначает часть, содержащую перекрестное слагаемое с Ba
µa

a
µ, которое однозначно

восстанавливается с учетом (32). Следовательно, «степенные» части первых двух коэффициентов
принимают вид

zΛm,1 =
Λ2c2(ρ3 − 2ρ0)

4m2π2
, zΛm,2 =

Λ2c2α

4m2π2
,

zΛµ,1 = 0, zΛµ,2 =
Λ2c2(ρ3 − ρ0)

4µ2π2
.

Возвращаясь к логарифмическим сингулярностям, вычислим лишь первые. Они имеют вид zΛm,1 = 0

и zΛm,1 = 0 в схеме с минимальными вычитаниями и являются следствием разложений функций
Грина около диагонали, см. формулу (81) в секции 7.1, и соотношения (123). Действительно, в
этом случае диаграмма Hsc

0

(
S2[ · ]

)
не имеет сингулярностей. Вторые коэффициенты, которые в

общем случае пропорциональны первой степени логарифма L, являются результатом исследования
соотношения (146) и не включены в данную работу. Их следует воспринимать как «отклонение» от
ковариантного случая.

10 О квазилокальных вершинах

В теоремах 1 и 2 был вычислен двухпетлевой коэффициент бета-функции. Оказалось, что, помимо
числового слагаемого, ответ содержит также функционалы ρ2 и ρ4, зависящие от деформирующей
функции f(·), см. (28). Эти функционалы отличаются существенным образом и, по мнению авторов,

66На данный момент нет доказательства, что в более высоких поправках стандартная R-операция Боголюбова–
Парасюка вычитает все необходимые подрасходимости в диаграммах.

67Вид первого функционала обусловлен необходимостью сохранять связь действия и плотности из уравнения. По
этой причине выбран S2[B + ga], а не S2[B].

68Заметим, что здесь используется стандартное обозначение массового параметра.
69В случае Zm анзатц выбран из соображений удобства.
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имеют различную природу происхождения. К примеру, функционал ρ2, см. секцию 7.8, строится в
виде разности сверток функций R1

0(x) и A0(x)RΛ
0 (x) и, таким образом, отражает наличие деформи-

рованного δ-функционала, то есть перехода δ(x) −→ A0(x)R1
0(x). При отсутствии70 регуляризации

такие функционалы также отсутствуют.
В свою очередь, функционал ρ4, см. секцию 7.8, не содержит разности и отличен от нуля, в том

числе и при отсутствии регуляризации. Действительно, в этом случае получаем

π2

2

∫
B1

d4xR0(x)|x|2A0(x)R0(x) =
1

8

∫
B1

d4x δ(x) =
1

8
.

Следовательно, в ситуации без регуляризации, когда все симметрии изначальной модели присут-
ствуют, такой интеграл также не обращается в нуль. При этом его вклад является вполне есте-
ственным и не нарушает «физики» и «комбинаторики». Дополнительный интерес к ρ4 обусловлен
его появлением в двухпетлевых диаграммах, см. таблицу 1. Заметим, что коэффициент, с кото-
рым появляется этот функционал, пропорционален коэффициенту для функционала ρ3, который
полностью вычитается контрдиграмой Hsc

0 (S2). Возникает вопрос: «Можно ли обобщить контрвер-
шину S2[a] путем перехода к квазилокальной плотности таким образом, чтобы она вычитала все
функционалы ρ4 и не затрагивала остальные?» Приведем в качестве положительного ответа явное
построение.

Итак, вершина S2[a] по построению определяется интегралом (144). При этом разложение по
ультрафиолетовым сингулярностям для диаграммы Λ2Hsc

0 (S2), с учетом (121), в случае слабой де-
формации, см. секцию (8.1), выписывается в виде

Λ2

∫
R4

d4x
(
GΛ aa

1µµ (x, x)− 4RΛ
0 (0) dim(g)

)
s.p.
=

3c2Lρ5
2π2

W−1 + Λ2 × PS-часть.

Рассмотрим для примера71 переход от функционала S2[ · ] с локальной плотностью к функционалу
Q[ · ] с квазилокальной плотностью, то есть допускающей наличие интегрального ядра, зависящего
от переменных x и y, которое равно нулю при |x− y| > 1/Λ. Явный переход можно представить так

S2[a] −→ Q[a] =
4π2

ρ3Λ2

∫
R4

d4x

∫
R4

d4y abµ(x)
(
RΛ

0 (x− y)A0(x)RΛ
0 (x− y)

)
abµ(y).

Изучим сингулярную часть Λ2Hsc
0 (Q). Сразу отметим, что вычисление нелокальной составляющей

(PS-часть) сводится к рассмотрению функции на диагонали. Учитывая определение для ρ3 из
секции 7.8, получаем тот же ответ, что и для Λ2Hsc

0 (S2). Далее заметим, что часть (137) не даст
сингулярного вклада, зависящего от фонового поля, так как логарифмические составляющие в
разложении отсутствуют. Следовательно, как и в случае вершины S2, вклад даст только L-часть.
Далее, пользуясь определением Î3 из секции (7.8), можно показать, что

Λ2 c2ρ3
(4π)2

(
Hsc

0 (Q)−Hsc
0 (S2)

)
s.p.
=

c2
(4π)2

(
4c2Î3 −

3c2ρ5ρ3
2π2

W−1L
)

s.p.
= −8c22ρ4L

(4π)4
W−1.

Окончательно, сравнивая полученный результат с таблицей 1, видим, что новая вершина Q[ · ] со-
кращает функционалы ρ4 во всех петлях, оставляя при этом другие части такими же. Такая идея
является весьма привлекательной с точки зрения корректировки сингулярных вкладов. Дело в том,
что на данный момент отсутствует доказательство, что вычитание подрасходимостей работает для
данной регуляризации во всех петлях. Поэтому, в случае появления нарушений такой процедуры,
введение квазилокальных слагаемых может дать дополнительную свободу в подборе подходящих
контрвершин. Другими словами «лишние» сингулярности могут быть нейтрализованы введением
квазилокальности.

70Они также равны нулю при обрезании «sharp cutoff» в импульсном представлении.
71Введение квазилокальных ядер не является однозначным. Их можно построить целое семейство. Похожая си-

туация возникает в двумерной модели главного кирального поля, см. [44]. Дополнительные условия, однозначно
фиксирующие ядро, на данный момент не ясны.
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11 Заключение

11.1 Сводка результатов
Опишем в краткой форме основные результаты. Прежде всего напомним, что работа состоит из
двух основных частей, посвященных сильной деформации, см. секцию 4, а также слабой дефор-
мации, см. секцию 5. При этом в первом случае регуляризация вводится путем квазилокального
вероятностного усреднения полей флуктуации, см. формулу (31), а во втором случае предлагает-
ся ковариантный способ «усреднения», см. формулу (60), который в главном порядке совпадает с
первым. Подробное описание соответствующих результатов приведено в двух теоремах и вспомога-
тельных комментариях после них:

сильная деформация −→ теорема 1 + комментарии;

слабая деформация −→ теорема 2 + комментарии.

Схематично результаты можно представить в виде следующего вспомогательного списка.

Первая «петля». В обоих случаях логарифмическая сингулярная часть для первой квантовой
поправки имеет стандартный вид 11/3 × c2LW−1/(4π)2, где L = ln(Λ/σ), и совпадает со случаем
размерной регуляризации, см. для примера [108, 109]. При этом использование «сильной» регуля-
ризации дополнительно влечет появление степенных сингулярностей ∼ Λ2, которые можно либо
компенсировать введением вспомогательных контрвершин, как это было сделано в теореме 1, либо
путем расширения классического действия, добавив «массовое» слагаемое, и дальнейшей перенор-
мировкой массы, см. секцию 9.

Локальная часть второй «петли». В «слабом» случае локальная сингулярная часть ∼ LW−1,
см. пункт 3 теоремы 2. При этом коэффициент пропорциональности не совпадает со случаем раз-
мерной регуляризации, см. для примера [98], и зависит от регуляризующей функции f(·), см. (28). В
«сильном» случае локальная сингулярность дополняется «массовыми» слагаемыми ∼ Λ2 и ∼ LΛ2,
а также набором частей классического действия W−1, пропорциональных L и отражающих нару-
шение инвариантности относительно калибровочных преобразований фонового поля (16).

Нелокальная часть второй «петли». В обеих ситуациях, см. пункт 3 в теоремах 1 и 2, вклад
имеет один и тот же вид и состоит из двух частей: логарифмической ∼ L, которая приводит к
перенормировке функционала Sf , фиксирующего калибровку, и степенной ∼ Λ2, которая приводит
к дополнительному «массовому» слагаемому. При этом вторая часть не нарушает инвариантности,
так как поля флуктуации преобразуются по закону (18). Также заметим, что логарифмическая
часть согласуется со случаем других регуляризаций.

Первая «петля» для первой вариации. Рассматривалась сингулярная часть вариации кванто-
вого действия (14) по полю, отвечающему за калибровочное условие. Было показано, что в обеих
ситуациях она имеет один и тот же вид, см. пункт 2 в теоремах 1 и 2, и согласуется с другими
регуляризациями. При этом в «слабом» случае также было доказано, что вариация по полю, от-
вечающему за ковариантную деформацию, не добавляет новых сингулярностей в рамках первой
поправки.

Квазилокальные вершины. В секции 10 было показано, что часть локальной сингулярной со-
ставляющей второй поправки может быть убрана путем перехода от «массовой» контрвершины с
локальной плотностью к обобщенному случаю с квазилокальной контрвершиной. При этом на дру-
гие сингулярные вклады такое изменение не влияет.

Сравнение. В секции 8.5 было произведено детальное сравнение сингулярных частей в случае
размерной регуляризации и в случае слабой деформации. Было показано, что сингулярные вклады
можно представить в виде линейной комбинации конечного числа мастер-интегралов. При этом в
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случае размерной регуляризации деформируются коэффициенты, с которыми эти интегралы вхо-
дят, а в случае обрезания деформируются сами интегралы. Для сравнения см. таблицы 2 и 3.

Подход Фаддеева. В рамках подхода работы с квантовым действием, см. секции 4.3–4.5 и 5.3,
заключающимся в использовании фонового поля специального вида, была рассмотрена процедура
перенормировки. Обсуждалась согласованность функционалов до и после регуляризации, а также
варианты корректировки соотношений в процессе перенормировки. В качестве пояснения процесс
был выполнен для первых двух квантовых поправок.

11.2 Комментарии
O второй поправке. Интересной открытой задачей является изучение второй поправки для ва-
риации квантового действия как по фоновому полю (то есть стандартная вторая поправка для
квантового уравнения движения), так и по полю, отвечающему за выбор калибровочного условия.
Причем эти вычисления важны не только для поиска вспомогательного тока (46), но и для поиска
сингулярной части вариации эффективного действия по полю, отвечающему за регуляризацию в
случае слабой деформации. В данной работе было показано, что подобная величина для первой
поправки равна нулю. При этом ожидается, что для следующего поправочного слагаемого она не
только будет ненулевой, но и дополнительно потеряет калибровочную инвариантность относительно
изменений фонового поля. Это связано с тем фактом, что калибровочно инвариантный регуляри-
зующий оператор восстанавливает инвариантность при переходе от сильной деформации к слабой.

O третьей «петле». Задача о подсчете сингулярных вкладов для третьей квантовой поправки в
случае регуляризации обрезанием является открытой. При этом в рамках использования слабой де-
формации, см. секцию 8, она является вполне осуществимой. Обратим внимание, что в этом случае
можно сразу пользоваться разложением вида (137), поскольку все конструкции являются инвари-
антными относительно калибровочных преобразований фонового поля (16). Отметим, что вдобавок
удобно пользоваться разложениями «по напряженностям» для упорядоченных экспонент из [123],
а также рядом уже исследованных диаграмм [66].

O классических решениях. Заметим, что функционал (14) можно рассматривать в случае, ко-
гда фоновое поле Ba

µ = Ba
cl,µ решает классическое уравнение движения. При этом разложение будет

содержать связные диаграммы, а не только сильно связные. К примеру, диаграмма типа «очки»
не присутствует в квантовом действии W sc

reg[ · ]. С точки зрения ренормировочного процесса связь
действия и квантового уравнения в этом случае важна, так как она гарантирует отсутствие допол-
нительных сингулярностей. Заметим, что в случае слабой деформации в первых двух поправках
проверить ренормируемость достаточно легко. Действительно, благодаря ковариантности дефор-
мации в квантовом уравнении движения сингулярность пропорциональна плотности классического
уравнения движения, которая равна нулю за счет выбора фонового поля.

О древесных диаграммах. В секции 5.6 обсуждался специальный подход, который заключался в
изучении сильно связного квантового действия на диагонали без контроля ренормируемости част-
ных вариаций по фоновому полю. В этом случае ренормированное связное действие по определению
строится с использованием ренормированного сильно связного действия и его производных. При
этом важны явные формулы для древесных диаграмм. К сожалению, авторам не удалось найти
подходящих формул. Более того, не ясно, можно ли новое действие представить в виде функцио-
нального интеграла от какого-то «классического» действия.
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