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АННОТАЦИЯ

Изучаются обобщённые решения эволюционных уравнений, ассоциирован-
ных с плотноопределённым кососимметричным оператором в вещественном
гильбертовом пространстве. Установлено существование сжимающей полугруп-
пы, траектории которой являются обобщёнными решениями, и найдены крите-
рии единственности обобщённых решений. Приведены приложения к некото-
рым уравнениям математической физики, включающих уравнения переноса и
линеаризованные уравнения Эйлера в случае соленоидальных (и, в общем слу-
чае, разрывных) коэффициентов. При дополнительных условиях регулярности
коэффициентов доказана кососопряжённость соответствующих пространствен-
ных операторов, откуда следует существование и единственность обобщённых
решений как прямой, так и обратной задачи Коши.
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1 Введение
Пусть H – вещественное гильбертово пространство, A0 – кососимметричный ли-
нейный оператор на H с плотной областью определения X0 = D(A0) ⊂ H. Ко-
сосимметричность оператора A0 означает, что (A0u, v) = −(u,A0v) ∀u, v ∈ X0,
где (·, ·) обозначает скалярное умножение на H. Условие кососимметричности
эквивалентно соотношению −A0 ⊂ (A0)∗, где (A0)∗ – сопряжённый оператор.
Из этого соотношения, с учётом замкнутости сопряжённого оператора, следует
существование замыкания A оператора A0. Оператор A является замкнутым
кососимметричным оператором, при этом A∗ = (A0)∗. Следует отметить, что из
тождества 2((A0u, v)+(u,A0v)) = (A0(u+v), u+v)−(A0(u−v), u−v) следует, что
требование кососимметричности эквивалентно условию (A0u, u) = 0 ∀u ∈ X0.

Оператор A∗ является расширением оператора −A и, в общем случае, не
является кососимметричным. Последнее верно лишь в случае A∗ = −A, то есть,
когда оператор A – кососопряжённый.

Рассмотрим эволюционное уравнение

u′ − A∗u = 0, u = u(t), t ∈ R+, (1.1)

где R+ = [0,+∞), снабжённое начальным условием

u(0) = u0 ∈ H. (1.2)

Определение 1.1. Функция u = u(t) ∈ L∞loc(R+, H) называется обобщённым
решением (о.р.) задачи (1.1), (1.2), если ∀f(t) ∈ C1

0(R+, X0), где пространство
X0 нормировано нормой графика ‖u‖2 = ‖u‖2

H + ‖A0u‖2
H ,∫

R+

(u(t), f ′(t) + A0f(t))dt+ (u0, f(0)) = 0. (1.3)

Замечание 1.1. 1) Из соотношения (1.3) при f(t) = vϕ(t), где ϕ(t) ∈
C1

0((0,+∞)), v ∈ X0, следует, что d
dt

(u(t), v) = (u(t), Av) в D′((0,+∞)), где D′(I)
обозначает пространство распределений на открытом множестве I. Из этого
соотношения легко следует слабая непрерывность u(t) (после возможного ис-
правления на множестве нулевой меры). Нетрудно видеть, что из (1.3) следует
и начальное условие (1.2), понимаемое в смысле слабой сходимости u(t) ⇀ u0

при t→ 0+;
2) Пусть X = D(A) – область определения оператора A, снабжённая нормой

графика ‖u‖2 = ‖u‖2
H + ‖A(u)‖2

H , X является банаховым пространством ввиду
замкнутости оператора A. Из условия, что оператор A является замыканием A0

следует плотность X0 как в H, так и в X, откуда в свою очередь вытекает плот-
ность C1

0(R+, X0) в C1
0(R+, H) ∩ C0(R+, X). Аппроксимируя пробную функцию

f(t) ∈ C1
0(R+, H) ∩ C0(R+, X) последовательностью fr(t) ∈ C1

0(R+, X0), r ∈ N,
так что при r → ∞ справедливы равномерные по t сходимости fr(t) → f(t),
f ′r(t) → f ′(t), A0fr(t) → Af(t) в H, получим из соотношения (1.3) с пробными
функциями f = fr в пределе при r →∞ соотношение∫

R+

(u(t), f ′(t) + Af(t))dt+ (u0, f(0)) = 0
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при всех f(t) ∈ C1
0(R+, H) ∩ C0(R+, X). Поскольку C1

0(R+, H) ∩ C0(R+, X) ⊃
C1

0(R+, X), то в Определении 1.1 можно заменить A0, X0 на A,X. Тем самым,
можно было изначально предполагать, что A0 = A – замкнутый кососиммет-
ричный оператор.

2 Сжимающие полугруппы обобщённых реше-
ний

Рассмотрим C0-полугруппу Tt = etB ограниченных линейных операторов в H,
порождённую инфинитезимальным генератором B. Известно, что B – плотно
определённый замкнутый оператор в H. Его область определения D(B) яв-
ляется банаховым пространством относительно нормы графика. Справедлива
следующая

Теорема 2.1. Функции u(t) = etBu0 являются о.р. прямой задачи (1.1), (1.2)
при всех u0 ∈ H тогда и только тогда, когда B ⊂ A∗.

Доказательство. Предположим сначала, что B ⊂ A∗ и u0 ∈ D(B). Тогда u(t) =
etBu0 ∈ C(R+, D(B)) ∩ C1(R+, H) и u′(t) = TtBu0 = BTtu0 = Bu(t). Поэтому,
при всех f(t) ∈ C1

0(R+, X0) существует непрерывная производная

d

dt
(u(t), f(t)) = (u′(t), f(t)) + (u(t), f ′(t)) = (Bu(t), f(t)) + (u(t), f ′(t)). (2.1)

По условию B ⊂ A∗ и значит.

(Bu(t), f(t)) = (A∗u(t), f(t)) = (u(t), Af(t)) = (u(t), A0f(t)).

Из (2.1) тогда следует равенство

d

dt
(u(t), f(t)) = (u(t), A0f(t) + f ′(t)),

интегрируя которое, получим соотношение∫
R+

(u(t), f ′(t) + A0f(t))dt =

∫
R+

d

dt
(u(t), f(t))dt = −(u0, f(0)).

Итак, тождество (1.3) выполнено и u(t) – о.р. задачи (1.1), (1.2). В случае про-
извольного u0 ∈ H рассмотрим последовательность u0k ∈ D(B), сходящуюся
при k → ∞ к u0 в H. Как уже установлено, функции uk(t) = Ttu0k являются
о.р. задачи (1.1), (1.2) с начальными данными u0k при всех k ∈ N и

‖uk(t)− u(t)‖H ≤ ‖Tt‖‖u0k − u0‖H →
k→∞

0

равномерно на любом временном отрезке [0, T ], где мы учитываем известную
для C0-полугрупп оценку ‖Tt‖ ≤ Ceαt, с постоянными C > 0, α ∈ R. Переходя
к пределу при k →∞ в тождестве (1.3)∫

R+

(uk(t), f
′(t) + A0f(t))dt+ (u0k, f(0)) = 0,
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получим, что для всех пробных функций f(t) ∈ C1
0(R+, X0)∫

R+

(u(t), f ′(t) + A0f(t))dt+ (u0, f(0)) = 0.

Итак, u(t) – о.р. задачи (1.1), (1.2), что и требовалось доказать.
Обратно, предположим что функции u(t) = Ttu0 являются о.р. задачи (1.1),

(1.2) при всех u0 ∈ H. Если u0 ∈ D(B), то u(t) = Ttu0 ∈ C1(R+, H) и u′(0) = Bu0.
Следовательно, при всех v ∈ D(A0) скалярная функция

I(t) = (u(t), v) ∈ C1(R+), I ′(0) = (Bu0, v).

С другой стороны, при всех h(t) ∈ C1
0(R+)∫

R+

I(t)h′(t)dt =

∫
R+

(u(t), vh′(t))dt = −h(0)(u0, v)−
∫
R+

(u(t), A0v)h(t)dt

ввиду равенства (1.3) с f = h(t)v. Из формулы интегрирования по частям тогда
следует, что ∫

R+

I ′(t)h(t)dt =

∫
R+

(u(t), A0v)h(t)dt

и ввиду произвольности h(t) ∈ C1
0(R+) получаем равенство I ′(t) = (u(t), A0v).

В частности, (u0, A0v) = I ′(0+) = (Bu0, v). Поскольку тождество (u0, A0v) =
(Bu0, v) справедливо при всех v ∈ D(A0), то по определению сопряжённого
оператора A∗ = (A0)∗ верно включение u0 ∈ D(A∗) и равенство A∗u0 = Bu0.
Итак, B ⊂ A∗, что и требовалось установить.

По теореме Люмера-Филлипса (см., например, [15, Theorem 1.1.3]) полугруп-
па Tt = etB является сжимающей (то есть ‖Tt‖ ≤ 1 ∀t > 0) тогда и только то-
гда, когда её генератор B является m-диссипативным оператором. Напомним,
что оператор A в банаховом пространстве H называется диссипативным, если
‖u−hAu‖ ≥ ‖u‖ при всех u ∈ D(A) и всех h > 0. Диссипативный оператор назы-
вается m-диссипативным, если операторы E − hA сюръективны при всех h > 0
(достаточно, чтобы это свойство выполнялось при одном h > 0). Известно, что
m-диссипативный оператор является максимальным диссипативным операто-
ром (то есть, этот оператор не имеет собственных диссипативных расширений).
В случае гильбертова пространства H диссипативность оператора A эквива-
лентна условию (Au, u) ≤ 0 ∀u ∈ D(A). В частности, кососимметричные опера-
торы диссипативны.

Следующее свойство означает, что требование B ⊂ A∗ из Теоремы 2.1 для
m-диссипативного оператора эквивалентно условию, что B – расширение опе-
ратора −A.

Лемма 2.1. Пусть B – m-диссипативный оператор на H. Тогда B ⊂ A∗ ⇔
−A ⊂ B.

Доказательство. Пусть B ⊂ A∗. Так как также −A ⊂ A∗, то −Au = Bu = A∗u
на D(A) ∩D(B). Это позволяет определить общее для −A и B расширение B̃,
заданное на D(A) +D(B) равенством

B̃u = −Au1 +Bu2, u = u1 + u2, u1 ∈ D(A), u2 ∈ D(B).
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Ввиду совпадения операторов −A и B на общей области определения D(A) ∩
D(B), определение оператора B̃ корректно и не зависит от представления u =
u1+u2. По построению−A ⊂ B̃,B ⊂ B̃. Покажем, что оператор B̃ диссипативен.
Возьмём произвольное u ∈ D(A) + D(B). Тогда найдутся такие u1 ∈ D(A),
u2 ∈ D(B), что u = u1 + u2 и

(B̃u, u) = (−Au1 +Bu2, u1 + u2) =

−(Au1, u1) + (Bu2, u2) + ((u1, Bu2)− (Au1, u2)) =

(Bu2, u2) + ((u1, A
∗u2)− (Au1, u2)) = (Bu2, u2) ≤ 0 (2.2)

ввиду диссипативности оператора B. Мы также учли, что (Au1, u1) = 0 по
кососимметричности оператора A и что B ⊂ A∗. Из (2.2) следует, что опе-
ратор B̃ диссипативен. Но оператор B является максимальным диссипатив-
ным оператором, ввиду его m-диссипативности. Поэтому B̃ = B и значит
D(A) +D(B) = D(B), то есть D(A) ⊂ D(B). Это доказывает, что −A ⊂ B.

Обратно, предположим, что −A ⊂ B. Пусть u ∈ D(A), v ∈ D(B). Тогда u+
sv ∈ D(B) при всех s ∈ R и в силу диссипативности B верно неравенство f(s)

.
=

(B(u + sv), u + sv) ≤ 0 при всех вещественных s. Функция f(s) квадратична и
расписывается в виде

f(s) = (Bu, u) + s((Bu, v) + (Bv, u)) + s2(Bv, v) =

s((Bu, v) + (Bv, u)) + s2(Bv, v), (2.3)

так как по условию −A ⊂ B верно равенство (Bu, u) = −(Au, u) = 0. Заметим
также, что (Bv, v) ≤ 0. Из представления (2.3) и условия f(s) ≤ 0 ∀s ∈ R
следует, что (Bu, v) + (Bv, u) = 0. Мы установили, что для всех v ∈ D(B)
u ∈ D(A) выполнено тождество

(Au, v) = −(Bu, v) = (Bv, u) = (u,Bv),

из которого следует, что v ∈ D(A∗) и A∗v = Bv при всех v ∈ D(B). Это означает,
что B ⊂ A∗. Лемма доказана.

Заметим, что импликация −A ⊂ B ⇒ B ⊂ A∗ доказана также в [15,
Lemma 1.1.5].

3 Основные результаты
Ввиду Теоремы 2.1 и Леммы 2.1 генераторы сжимающих полугрупп обобщен-
ных решений уравнения (1.1) это в точностиm-диссипативные расширения опе-
ратора −A. Покажем, что такое расширение всегда существует. Опишем снача-
ла кососимметричные расширения. Кососимметричные расширения оператора
A сводятся к симметричным расширениям оператора iA, теория которых хо-
рошо известна и основана на использовании преобразования Кэли. Для косо-
симметричных операторов A преобразование Кэли Q = (E +A)(E −A)−1 даже
более естественно. Оператор Q изометрично отображает подпространство H− =
Im(E−A) на подпространство H+ = Im(E+A) (заметим, что подпространства
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H± замкнуты в силу замкнутости оператора A). Преобразование Кэли обрати-
мо, обратное преобразование определено равенством A = (Q−E)(Q+E)−1 (при
условии плотности D(A) = Im(Q + E) оператор Q + E обратим). Таким обра-
зом, кососимметричные расширения оператора A соответствуют изометричным
расширениям оператораQ, построение которых сводится к нахождению частич-
ных изометрий из (H−)⊥ в (H+)⊥. Напомним, что гильбертовы размерности
этих пространств (иначе – коразмерности подпространств H±) называются ин-
дексами дефекта кососимметричного оператора A. Будем обозначать их, соот-
ветственно, d±. Максимальные кососимметричные операторы характеризуются
условием равенства нулю одного из индексов дефекта. Условие d− = d+ = 0
характеризует кососопряжённые операторы, преобразование Кэли которых ор-
тогонально. Ясно, что кососимметричный оператор A допускает максимальное
кососимметричное расширение Ã. Пусть d± = codim Im(E±Ã) – индексы дефек-
та Ã. В силу максимальности по крайней мере один из этих индексов нулевой.
Если d+ = 0, то Im(E + Ã) = H и значит оператор −Ã – m-диссипативен.
Положим в этом случае B = −Ã. Аналогично, в случае d− = 0 оператор Ã
является m-диссипативным. Известно (см., например, [15, Theorem 1.1.2]), что
сопряжённый оператор (Ã)∗ также является m-диссипативным. Заметим так-
же, что −A ⊂ −Ã ⊂ (Ã)∗ ввиду кососимметричности Ã. Полагая B = (Ã)∗

получаем m-диссипативное продолжение оператора −A и в случае d− = 0. Мы
доказали следующую теорему:

Теорема 3.1. Существует сжимающая полугруппа u(t) = etBu0 о.р. уравне-
ния (1.1) такая, что возможны следующие два случая:

1) генератор B кососимметричен. В этом случае, операторы Tt = etB – изо-
метрические вложения и выполнено энергетическое равенство ‖u(t)‖ = ‖u0‖,
t > 0;

2) оператор B∗ кососимметричен. Тогда сопряжённые операторы (Tt)
∗ яв-

ляются изометрическими вложениями.

Заметим, что в работе Филлипса [15] существование m-диссипативного про-
должения оператора A доказано другим способом, с помощью преобразования
Кэли диссипативных операторов.

Верно следующее свойство единственности полугруппы о.р.

Теорема 3.2. Сжимающая полугруппа о.р. уравнения (1.1) единственна тогда
и только тогда, когда кососимметричный оператор A максимален

Доказательство. Пусть кососимметричный оператор A максимален и d± - eго
индексы дефекта. Если u(t) = etBu0 – сжимающая полугруппа о.р., то её ин-
финитезимальный генератор B m-диссипативен и по Теореме 2.1 и Лемме 2.1
−A ⊂ B ⊂ A∗. Выше было показано, что один из операторов −A, A∗ является
m-диссипативным, −A в случае d+ = 0 и A∗ при d− = 0. Так как B тоже яв-
ляется m-диссипативным оператором, а такие операторы максимальны среди
диссипативных операторов, заключаем, что B = −A при d+ = 0, B = A∗ при
d− = 0 (в случае d+ = d− = 0 верно равенство B = −A = A∗). Итак, оператор
B определён однозначно, значит, единственна и соответствующая полугруппа.

Обратно, если оператор A не максимален, то оба его индекса дефекта не
нулевые. Легко видеть, что тогда существуют разные максимальные кососим-
метричные расширения Ã1, Ã2 оператора A с одинаковыми индексами дефекта

7



d±. Соответствующие m-диссипативные операторы B1 =

{
−Ã1 , d+ = 0,

(Ã1)∗ , d− = 0,

B2 =

{
−Ã2 , d+ = 0,

(Ã2)∗ , d− = 0
различны и порождают различные сжимающие по-

лугруппы о.р.

Теперь мы готовы сформулировать условие единственности о.р. задачи (1.1),
(1.2).

Теорема 3.3. О.р. задачи Коши (1.1), (1.2) единственно тогда и только когда,
когда индекс дефекта d− кососимметричного оператора A равен нулю.

Доказательство. Пусть о.р. задачи (1.1), (1.2) единственно. Покажем, что ин-
декс дефекта d− оператора A нулевой. Предполагая противное d− > 0, получим,
что замкнутое подпространство Im(E − A) отлично от H. Тогда ker(E − A∗) =
(Im(E −A))⊥ 6= {0} и значит найдётся ненулевой вектор u0 ∈ D(A∗), такой что
A∗u0 = u0. Функция u = etu0 будет тогда о.р. задачи (1.1), (1.2), отличным от
полугруппового о.р. Ttu0 (существующего по Теореме 3.1), так как последнее
ограничено. Заметим, что при всех t0 ≥ 0 функции

ũ(t) =

{
etu0, , 0 ≤ t ≤ t0,
et0Tt−t0u0 , t ≥ t0

являются попарно различными ограниченными о.р. задачи (1.1), (1.2) и мы
приходим к противоречию даже с условием единственности ограниченного (!)
о.р.. Итак, d− = 0.

Обратно, предположим, что d− = 0. Пусть u(t) – о.р. задачи (1.1), (1.2) с
нулевыми начальными данными. Ввиду линейности задачи, достаточно дока-
зать, что u(t) ≡ 0. Так как d− = 0, то для оператора −A индекс d+ = 0 и в
соответствии с доказательством Теоремы 3.1 оператор A порождает полугруппу
u = etAu0 о.р. уравнения u′ + A∗u = 0 (тогда u = e−tAu0, t < 0, задаёт полу-
группу о.р. обратной задачи Коши для исходного уравнения). Пусть v0 ∈ D(A)
и v(t) = e(t0−t)Av0, t ≤ t0. Тогда v(t) ∈ C1([0, t0], H) ∩ C([0, t0], D(A)) и v′(t) =
−Av(t). Выберем функцию β(s) ∈ C0(R) так, что supp β(s) ⊂ [−1, 0], β(s) ≥ 0,∫
β(s)ds = 1 и положим при ν ∈ N βν(s) = νβ(νs), θν(t) =

∫ +∞

t

βν(s)ds.

Ясно, что βν(s) ∈ C1
0(R), supp βν(s) ⊂ [−1/ν, 0], βν(s) ≥ 0,

∫
βν(s)ds = 1.

Поэтому, последовательность βν(s) сходится при ν → ∞ к δ-мере Дирака в
D′(R), а последовательность θν(t) ∈ C1(R) состоит из убывающих функций,
θν(t) = 1 при t ≤ −1/ν, θν(t) = 0 при t ≥ 0 и эта последовательность схо-

дится поточечно к функции θ(−t), где θ(s) =

{
0, s ≤ 0,
1, s > 0.

– функция Хе-

висайда. Функция f(t) = θν(t − t0)v(t) ∈ C1
0(R+, H) ∩ C0(R+, D(A)) (мы по-

лагаем f(t) = 0 при t > t0) является законной пробной функцией в соот-
ношении (1.3) для о.р. u(t). Расписывая это соотношение с учетом равенства
f ′(t) = θν(t− t0)v′(t)−βν(t− t0)v(t) = −Af(t)−βν(t− t0)v(t), получим равенство

−
∫

(u(t), v(t))βν(t− t0)dt = 0,
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из которого в пределе при ν → ∞ c учётом непрерывности (u(t), v(t)) (на-
помним, что функция v(t) непрерывна, а u(t) слабо непрерывна по Замеча-
нию 1.1(1)), получим равенство (u(t0), v(t0)) = 0. Так как v(t0) = v0 ∈ D(A)
произвольно, а D(A) плотно в H, заключаем, что u(t0) = 0 ∀t0 > 0. Итак,
u(t) ≡ 0, что и требовалось доказать.

Можно рассматривать и обратную задачу Коши для уравнения (1.1), опре-
делённого при t < T с начальным условием u(T, x) = uT (x). С помощью замены
t → T − t эта задача сводится к прямой задаче Коши (1.1), (1.2) для уравне-
ния u′ + A∗u = 0, соответствующего оператору −A. Так как d−(−A) = d+(A),
справедлив следующий результат:

Следствие 3.1. Единственность о.р. прямой и обратной задач (1.1), (1.2)
эквивалентна кососопряжённости оператора A.

Заметим, что для решений u = ũ(t), построенных в ходе доказательства
Теоремы 3.3, нарушено энергетическое неравенство

∀t > 0 E(t)
.
=

1

2
‖u(t)‖2

2 ≤ E(0) =
1

2
‖u0‖2

2. (3.1)

Ясно, что для полугрупповых о.р. энергия E(t) убывает и свойство (3.1) вы-
полнено. Оказывается, в случае максимального кососимметричного оператора
A в классе о.р., удовлетворяющих энергетическому неравенству (3.1) выполнено
свойство единственности. Точнее, справедливо следующее утверждение

Теорема 3.4. Единственность удовлетворяющего неравенству (3.1) о.р. за-
дачи (1.1), (1.2), с произвольными начальными данными u0 ∈ H, эквивалентна
максимальности кососимметричного оператора A.

Доказательство. Ввиду Теоремы 3.2 условие максимальности оператора A
необходимо для единственности о.р., удовлетворяющего (3.1). Докажем доста-
точность этого условия. Итак, предположим, что кососимметричный оператор
A максимален. Тогда по крайней мере один из его индексов дефекта d± ну-
левой. Если d− = 0, то по Теореме 3.3 единственность верна даже в более
широком классе всех о.р.. Осталось рассмотреть случай d+ = 0. В этом слу-
чае оператор −A m-диссипативен и порождает сжимающую полугруппу о.р.
u = e−tAu0 задачи (1.1), (1.2). Пусть теперь u(t) – о.р. задачи (1.1), (1.2, удовле-
творяющее (3.1), v ∈ D(A), t0 > 0. ν ∈ N. Выберем пробную функцию f(t) =
θν(t− t0)v(t), где v(t) = e−tAv, а последовательность θν =

∫ +∞
t

βν(s)ds определе-
на в ходе доказательства Теоремы 3.3. Тогда f(t) ∈ C1

0(R+, H) ∩ C0(R+, D(A)),
f ′(t) + Af(t) = −βν(t− t0)v(t) и f(0) = v при 1/ν < t0. Из соотношения (1.3) с
учётом Замечания 1.1(2) следует, что при достаточно больших ν ∈ N∫

R+

(u(t), v(t))βν(t− t0)dt = (u0, v),

откуда в пределе при ν →∞ вытекает равенство (u(t0), v(t0)) = (u0, v). Так как
D(A) плотно в H, а v(t0) = e−t0Av непрерывно зависит от v, мы можем перейти
к пределу при v → u0 в полученном равенстве. В результате выводим (с учётом
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произвольности t0 > 0), что (u(t), ũ(t)) = ‖u0‖2, где ũ(t) = e−tAu0. Используя
энергетическое неравенство (3.1), выводим соотношение

‖u0‖2 = (u(t), ũ(t)) ≤ ‖u(t)‖ · ‖ũ(t)‖ ≤ ‖u0‖ · ‖u0‖ = ‖u0‖2,

из которого следуют равенства

‖u(t)‖ = ‖ũ(t)‖ = ‖u0‖, (u(t), ũ(t)) = ‖u(t)‖ · ‖ũ(t)‖.

Очевидно, эти равенства возможны лишь в случае, когда u(t) = ũ(t) = e−tAu0.
Тем самым, о.р. задачи (1.1), (1.2), удовлетворяющее условию (3.1) единственно.

Замечание 3.1. Из Теоремы 3.4 следует, что для максимального кососиммет-
ричного оператора A любое о.р. задачи (1.1), (1.2), (3.1) является полугруппо-
вым. В случае, когда кососимметричный оператор A не максимален, это уже не
так: могут существовать удовлетворяющие энергетическому неравенству о.р.,
не являющиеся полугрупповыми. Подтвердим это следующим простым приме-
ром. Пусть H = L2([0, 1]), Au = u′, u ∈ D(A) = {u = u(x) ∈ W 1

2 ([0, 1]), u(1) =
u(0) = 0}. Ясно, что A – замкнутый кососимметричный оператор с индексами
дефекта d± = 1. Сушествуют два кососопряжённых расширения этого опера-
тора A1u = A2u = u′, заданные, соответственно, на D(A1) = {u = u(x) ∈
W 1

2 ([0, 1]), u(1) = u(0)}, D(A2) = {u = u(x) ∈ W 1
2 ([0, 1]), u(1) = −u(0)}. Нетруд-

но проверить, что соответствующие ортогональные полугруппы (группы) име-
ют вид

e−tA1u(x) = up(x− t), e−tA2u(x) = uap(x− t),

где функции up(x), uap(x) это периодическое и, соответственно, антиперио-
дическое расширение функции u(x) ∈ L2([0, 1]) на всю вещественную ось:
up(x + 1) = up(x), uap(x + 1) = −uap(x) при всех x ∈ R. Пусть u0 = u0(x) ∈ H,
u0 6= 0. Тогда функции u1(t) = e−tA1u0, u2(t) = e−tA2u0 являются полугруппо-
выми о.р. задачи (1.1), (1.2), для которых условие (3.1) выполнено со знаком
равенства: ‖u1(t)‖ = ‖u2(t)‖ = ‖u0‖. Функция

u(t) =
1

2
(u1(t) + u2(t)) = (u0p(x− t) + u0ap(x− t))/2

является о.р. той же задачи и также удовлетворяет энергетическому неравен-
ству (3.1), так как

‖u(t)‖ ≤ 1

2
(‖u1(t)‖+ ‖u2(t)‖) = ‖u0‖.

Очевидно, функция u(t) является 2-периодической и u(2k + 1) = u(1) =
(u0(x) − u0(x))/2 = 0, u(2k) = u(0) = u0 при всех k ∈ N. Предполагая, что
u(t) = Ttu0 – полугрупповое решение, Tt = etB, получим равенство u0 = T2u0 =
T1(T1u0) = T1u(1) = T10 = 0, что противоречит условию u0 6= 0. Итак, u(t) –
удовлетворяющее энергетическому неравенству о.р., не являющееся полугруп-
повым.
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4 Некоторые примеры

4.1 Транспортное уравнение

Пусть a(x) = (a1(x), . . . , an(x)) ∈ L2
loc(Rn,Rn) – соленоидальный вектор в Rn, то

есть,
div a(x) = 0 в D′(Rn). (4.1)

Рассмотрим транспортное уравнение (уравнение неразрывности)

ut + divx(au) = 0, (4.2)

u = u(t, x), (t, x) ∈ Π = [0,+∞)×Rn. Понятие о.р. u(t, x) ∈ L2
loc([0,+∞), L2(Rn))

задачи Коши для уравнения (4.2) с начальным условием

u(0, x) = u0(x) ∈ L2(Rn) (4.3)

определяется в смысле стандартного интегрального тождества (4.4) ниже.

Определение 4.1. Функция u = u(t, x) ∈ L∞loc([0,+∞), L2(Rn)) называется о.р.
задачи (4.2), (4.3), если при всех f = f(t, x) ∈ C1

0(Π)∫
Π

u[ft + a · ∇xf ]dtdx+

∫
Rn

u0(x)f(0, x)dx = 0. (4.4)

В тождестве (4.4) используется обозначение v · w для скалярного умножения
векторов v, w ∈ Rn.

Рассмотрим вещественное гильбертово пространство H = L2(Rn) и опреде-
лим линейный неограниченный оператор наH с областью определенияD(A0) =
C1

0(Rn) ⊂ H, задаваемый равенством A0u = a(x) · ∇u(x). Этот оператор косо-
симметричен. Действительно, при u, v ∈ C1

0(Rn)

(A0u, v)H + (u,A0v)H =

∫
Rn

a(x) · (v(x)∇u(x) + u(x)∇v(x))dx =∫
Rn

a(x) · ∇(u(x)v(x))dx = 0

ввиду условия соленоидальности (4.1). Как видно из Определений 1.1, 4.1, по-
нятие о.р. задачи (4.2), (4.3) согласуется с теорией о.р. абстрактной задачи (1.1),
(1.2).

Покажем, что в случае липшицевых коэффициентов ai(x), i = 1, . . . , n, за-
мыкание A оператора A0 является кососопряжённым оператором. Итак, пред-
положим, что для некоторой константы m > 0

|a(x)− a(y)| ≤ m|x− y| ∀x, y ∈ Rn. (4.5)

Здесь и всюду ниже мы используем обозначение |z| для евклидовой нормы ко-
нечномерного вектора, включая модуль числа. Из условия Липшица (4.5) сле-
дует, что обобщённые производные (ai)xj(x) ∈ L∞(Rn) при всех i, j = 1, . . . , n.
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В этом случае, решения задачи (4.2), (4.3) находятся с помощью метода харак-
теристик. Характеристики уравнения (4.2) это интегральные кривые (t, x(t))
характеристической системы ОДУ

ẋ = a(x). (4.6)

Из липшицевости коэффициентов следует существование и единственность ре-
шений задачи Коши для системы (4.6). Кроме того, из условия Липшица сле-
дует, что вектор a(x) имеет не более чем линейный рост на бесконечности:

|a(x)| ≤ c(1 + |x|), c = const (4.7)

Поэтому, решения x(t) системы (4.6) не могут уйти на бесконечность за конеч-
ное время и значит определены при всех t ∈ R. Обозначим x(t; t0, x0) – един-
ственное решение системы (4.6), удовлетворяющее условию x(t0) = x0 и поло-
жим y(t0, x0) = x(0; t0, x0). Из условия d

dt
u(t, x(t)) = (ut + a · ∇xu)(t, x(t)) = 0

следует равенство u(t, x) = u0(y(t, x)). По теореме Лиувилля диффеоморфиз-
мы x → y(t, x) сохраняют меру Лебега на Rn, откуда следует, что операторы
Tt(u0) = u0(y(t, x)) – ортогональные операторы в H = L2(Rn). Очевидно также,
что выполнено групповое свойство Tt+s = TtTs, t, s ∈ R, и свойство непрерывно-
сти Ttu0 → u0 в H при t→ 0. Таким образом, {Tt}t∈R – ортогональная C0-группа
и по теореме Стоуна (см., например, [8, Глава IX],[9, Теорема 4.7] Tt = etB, где
инфинитезимальный генератор B – кососопряжённый оператор. Ниже будет
установлено, что на самом деле B = −A.

Нам понадобятся некоторые оценки решений стационарного уравнения

φ+ ha · ∇φ = ψ, (4.8)

где h > 0. Пусть M(x) = ‖Da(x)‖ – операторная норма n × n матрицы
Da(x) =

(
∂ai(x)
∂xj

)n
i,j=1

. Из условия (4.5) легко следует, что M(x) ≤ m. Спра-
ведлива следующая

Лемма 4.1. Пусть ψ(x) ∈ C1
0(Rn) и 0 < h < 1/m. Тогда найдётся решение

φ(x) ∈ W 1
∞(Rn) уравнения (4.8), такое что

|φ(x)| ≤ c1(1 + |x|)−α/h, |∇φ(x)| ≤ c2(1 + |x|)−α(1/h−m), (4.9)

c1, c2 и α – положительные постоянные, причём α = 1/c, где c > 0 – констан-
та из условия (4.7).

Доказательство. На характеристике x = x(t) уравнение (4.8) превращается
в ОДУ φ + hφ′ = ψ, где φ = φ(x(t)), ψ = ψ(x(t)). Частным решением этого
уравнения является функция

φ(t) =
1

h

∫ t

−∞
e(s−t)/hψ(x(s))ds.

Выбирая x = x(s; t, y), приходим к представлению

φ(y) =
1

h

∫ t

−∞
e(s−t)/hψ(x(s; t, y))ds =

1

h

∫ t

−∞
e(s−t)/hψ(x(s− t; 0, y))ds.
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Сделав замену переменной s− t→ s, получим равенство

φ(y) =
1

h

∫ 0

−∞
es/hψ(x(s; 0, y))ds. (4.10)

Так как функция ψ(x) ограничена и непрерывна, интеграл в (4.10) сходится
равномерно по y ∈ Rn, откуда следует непрерывность φ(y). Выберем r > 0
так, чтобы носитель suppψ(x) содержался в шаре |x| ≤ r. Пусть |y| > r и
x(s) = x(s; 0, y). Так как x′(s) = a(x(s)), то, с учётом оценки (4.7),

d

ds
|x(s)| ≤ |a(x(s))| ≤ c(1 + |x(s)|).

Поэтому, d
ds

ln(1 + |x(s)|) ≤ c и после интегрирования по отрезку [s, 0] приходим
к неравенству

ln

(
1 + |y|

1 + |x(s)|

)
≤ c|s| = −cs.

Следовательно, |x(s)| > r при s > s(y)
.
= −1

c
ln((1 + |y|)/(1 + r)) и значит

ψ(x(s)) = 0. Из представления (4.10) тогда следует, что

|φ(y)| =

∣∣∣∣∣1h
∫ s(y)

−∞
es/hψ(x(s; 0, y))ds

∣∣∣∣∣ ≤ ‖ψ‖∞h
∫ s(y)

−∞
es/hds =

‖ψ‖∞es(y)/h = c1(1 + |y|)−α/h,

где α = 1/c, c1 = ‖ψ‖∞(1 + r)α/h. Полученное неравенство остаётся верным и
при |y| ≤ r, так как тогда

|φ(y)| ≤ ‖ψ‖∞
h

∫ 0

−∞
es/hds = ‖ψ‖∞ ≤ c1(1 + |y|)−α/h.

Первая из оценок (4.9) доказана.
Заметим далее, что при y1, y2 ∈ Rn, s < 0

|x(s; 0, y2)− x(s; 0, y1)| ≤ |y2 − y1|+
∫ 0

s

|x′(t; 0, y2)− x′(t; 0, y1)|dt =

|y2 − y1|+
∫ 0

s

|a(x(t; 0, y2))− a(x(t; 0, y1))|dt ≤

|y2 − y1|+m

∫ 0

s

|x(t; 0, y2)− x(t; 0, y1)|dt.

По лемме Гронуолла из этого соотношения следует оценка |x(s; 0, y2) −
x(s; 0, y1)| ≤ |y2 − y1|em|s|. Таким образом, отображение y → x(s; 0, y) непре-
рывно по Липшицу с константой em|s| а значит имеет ограниченные обоб-
щённые частные производные, причём операторная норма матрицы Якоби
X(s) = Dyx(s; 0, y) не превосходит em|s|: ‖X(s)‖ ≤ em|s|. Тогда из равенства
∇yψ(x(s; 0, y)) = X(s)>∇xψ(x(s; 0, y)) (справедливого при почти всех (s, y)) сле-
дует оценка

|∇yψ(x(s; 0, y))| ≤ ‖∇ψ‖∞em|s|. (4.11)
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Из представления (4.10) вытекает равенство: для п.в. y ∈ Rn

∇φ(y) =
1

h

∫ 0

−∞
es/h∇yψ(x(s; 0, y))ds. (4.12)

Ввиду оценки (4.11) при 0 < h < 1/m интеграл в этом равенстве сходится
равномерно по y ∈ Rn. Как уже было установлено выше, при |y| > r, 0 > s >
s(y) = −1

c
ln((1 + |y|)/(1 + r)) (при |y| ≤ r можно положить s(y) = 0) функция

ψ(x(s; 0, y)) равна нулю, значит, является нулевым и её градиент ∇yψ(x(s; 0, y)).
Следовательно,

∇φ(y) =
1

h

∫ s(y)

−∞
es/h∇yψ(x(s; 0, y))ds,

откуда следует оценка

|∇φ(y)| ≤ 1

h

∫ s(y)

−∞
es/h|∇yψ(x(s; 0, y))|ds ≤ ‖∇ψ‖∞h−1

∫ s(y)

−∞
e(1/h−m)sds =

‖∇ψ‖∞
1−mh

e(1/h−m)s(y) = c2(1 + |y|)−α(1/h−m),

где, как и выше, α = 1/c, а константа c2 = ‖∇ψ‖∞
1−mh (1 + r)α(1/h−m), что доказывает

вторую оценку в (4.9) (после замены y на x). Лемма доказана.

Покажем также, что финитные функции из пространства W 1
2 (Rn) лежат в

области определения оператора A

Лемма 4.2. Пусть u(x) ∈ W 1
2 (Rn) – функция с компактным носителем. Тогда

u(x) ∈ D(A) и Au = a(x) · ∇u(x).

Доказательство. Выберем последовательность uk(x) ∈ C1
0(Rn) такую, что

uk → u при k → ∞ в W 1
2 (Rn) и что носители suppuk содержатся в некото-

ром общем шаре |x| ≤ R. Например, можно взять последовательность средних
функций uk(x) = kn

∫
Rn u(x − y)ρ(ky)dy с ядром усреднения ρ(z) ∈ C1

0(Rn),
ρ(z) ≥ 0,

∫
Rn ρ(z)dz = 1. Тогда uk ∈ D(A0) и при k →∞

uk → u, A0uk = a(x) · ∇uk(x)→ a(x) · ∇u(x) в H,

где мы учитываем, что |a(x)| ≤ c(1 + R) на шаре |x| ≤ R ввиду (4.7). Так как
A – замыкание оператора A0, заключаем, что u ∈ D(A) и Au = a(x) · ∇u(x).
Лемма доказана.

Теперь мы готовы доказать кососопряжённость оператора A.

Предложение 4.1. Оператор A кососопряжён.

Доказательство. Пусть h > 0 настолько мало, что α(1/h − m) > 1 + n/2 и
ψ(x) ∈ C1

0(Rn). По Лемме 4.1 существует функция φ(x) ∈ W 1
∞(Rn), которая

является решением уравнения (4.8) и удовлетворяет оценкам (4.9). Покажем,
что φ(x) ∈ D(A) и φ + hAφ = ψ. Прежде всего заметим, что α/h > 1 + n/2
и, как следует из (4.9) и (4.7), φ(x), |a(x)|φ(x) ∈ H = L2(Rn). Выберем такую
функцию ρ(y) ∈ C1

0(Rn), что ρ(y) ≥ 0 и ρ(0) = 1. По Лемме 4.2 для всех k ∈ N
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функции uk
.
= φ(x)ρ(x/k) ∈ D(A) и Auk = a(x) · ∇uk(x). Ясно, что uk → φ при

k →∞ в H. Далее, функции

vk
.
= Auk = (a(x) · ∇φ(x))ρ(x/k) + k−1φ(x)a(x)∇yρ(x/k). (4.13)

Так как a(x) · ∇φ(x) = (ψ(x)− φ(x))/h ∈ H, то

(a(x) · ∇φ(x))ρ(x/k) →
k→∞

a(x) · ∇φ(x)

п.в. на Rn, а значит и в H. Поскольку

|φ(x)a(x)∇yρ(x/k)| ≤ ‖∇ρ‖∞|a(x)||φ(x)| ∈ H,

второе слагаемое из (4.13) стремится к нулю при k →∞ вH. Итак, установлено,
что в пределе при k → ∞ uk → φ, vk → a(x) · ∇φ(x) в H. Так как оператор A
замкнут, заключаем, что φ ∈ D(A) и Aφ(x) = a(x) · ∇φ(x) = (ψ(x)− φ(x))/h. В
частности, φ+hAφ = ψ и значит ψ ∈ Im(E+hA). Но ψ(x) ∈ C1

0(Rn) произвольно,
следовательно, C1

0(Rn) ⊂ Im(E + hA) (заметим также, что постоянная α = 1/c,
а значит и сделанный выше выбор параметра h не зависит от ψ). Напомним,
что подпространство Im(E + hA) замкнуто в H и, так как C1

0(Rn) плотно в
H, получаем, что Im(E + hA) = H. Ввиду кососимметричности A свойство
Im(E + hA) = H выполнено при всех h > 0. Аналогично доказывается, что
Im(E−hA) = H (для этого нужно просто рассмотреть поле −a(x) вместо a(x)).
Таким образом, индексы дефекта кососимметричного оператора A нулевые, то
есть этот оператор кососопряжён. Предложение доказано.

В соответствии с Теоремами 3.1, 3.3, из Предложения 4.1 следует существо-
вание и единственность о.р. задачи (4.2), (4.3). Единственность о.р. задачи (4.2),
(4.3) (прямой и обратной) установлена и в случае, когда коэффициенты имеют
соболевскую регулярность (см. [7]), эти результаты были распространены позд-
нее и на случай коэффициентов из пространстваBV в работе [2]. В соответствии
со Следствием 3.1 в этих случаях оператор A также кососопряжён. Однако, в
общем случае известны примеры неединственности о.р. задачи (4.2), (4.3), см.
[1, 4, 5, 6, 12], так что кососопряжённость оператора A может нарушаться.

Заметим, что в случае ограниченного поля коэффициентов a(x) утвержде-
ние Следствия 3.1 применительно к задаче (4.2), (4.3) вытекает из результатов
работы [3], см. также [13, 14].

Отметим также, что условие липшицевости вектора a(x) существенно для
кососопряжённости оператора A даже в случае аналитических коэффициентов.
Пусть, например, n = 2, a = a(x, y) = (x2,−2xy) (заметим, что div a = 0), A –
замыкание оператора A0u = x2ux − 2xyuy. Нетрудно проверить, что при всех
v(z) ∈ C∞0 (R) функции

u(x, y) =

{
v(yx2)e

1
hx , hx < 0,

0 , hx ≥ 0
(4.14)

являются решениями резольвентного уравнения u− hA∗u = 0 при h ∈ R \ {0}.
При этом, u(x, y) ∈ C∞(R2)∩L∞(R2)∩L2(R2), ‖u‖∞ = ‖v‖∞, ‖u‖2 = ‖v‖2

√
|h|/2.

Ввиду произвольности v(z) ядра операторов E − hA∗ бесконечномерны. Сле-
довательно, codim Im(E − hA) = dim ker(E − hA∗) = ∞ и оператор A имеет
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бесконечные индексы дефекта. В частности, этот оператор не является косо-
сопряжённым (но допускает кососопряжённое расширение). Следует отметить,
что функции (4.14) не лежат в D(A), несмотря на их гладкость. В противном
случае получим, что u+hAu = 0, а это противоречит инъективности операторов
E + hA.

Заметим также, что для модифицированного поля коэффициентов a =
a(x, y) = ((x+)2,−2x+y), где x+ = max(x, 0), функции (4.14) лежат в ядре опера-
тора E−hA∗ только при h < 0. Если же h > 0, то это ядро тривиально. Поэтому,
индексы дефекта d± оператора A следующие: d− = 0, d+ =∞ и значит A – мак-
симальный кососимметричный оператор, не являющийся кососопряженным.

4.2 Линеаризованная система уравнений Эйлера

Рассмотрим теперь линеаризованную систему уравнений Эйлера с тем же соле-
ноидальным вектором коэффициентов a(x) ∈ L2

loc(Rn,Rn), что и в разделе 4.1
выше:

ut +
n∑
j=1

(aj(x)u)xj +∇p = 0, divx u = 0, (4.15)

где (t, x) ∈ Π, u = (u1(t, x), . . . , un(t, x)) ∈ L∞loc([0,+∞), H), H ⊂ L2(Rn,Rn) –
гильбертово пространство соленоидальных векторных полей на Rn, p = p(t, x)
– функция давления. Рассматривается задача Коши с начальным условием

u(0, x) = u0(x) ∈ H. (4.16)

Определение 4.2. Вектор u = u(t, x) ∈ L∞loc([0,+∞), H) называется о.р. задачи
(4.15), (4.16), если для любой пробной вектор-функции f = f(t, x) ∈ C1

0(Π,Rn),
такой что divx f = 0∫

Π

[u · ft + u · (a · ∇x)f ]dtdx+

∫
Rn

u0(x) · f(0, x)dx = 0.

Выбор класса соленоидальных пробных векторов позволил исключить дав-
ление p = p(t, x) из нашей системы. Определение 4.2 согласуется с Определени-
ем 1.1, если определить оператор A0 в соответствии с равенством A0u = Pv, где

u ∈ C1
0(Rn,Rn) ∩H = D(A0), v = v(x) =

n∑
j=1

aj(x)uxj(x), а P : L2(Rn,Rn)→ H –

ортогональный проектор пространства L2(Rn,Rn) на его замкнутое подпро-
странство H. Если u1 = (uk1)nk=1, u2 = (uk2)nk=1 ∈ D(A0), то

(A0u1, u2) + (u1, A0u2) = (Pv1, u2) + (u1, Pv2) = (v1, u2) + (u1, v2) =∫
Rn

n∑
j,k=1

aj(x)((uk1)xju
k
2 + uk1(uk2)xj)(x)dx =

∫
Rn

n∑
j,k=1

aj(x)(uk1u
k
2)xjdx = 0

ввиду условия (4.1). Таким образом, оператор A0 кососимметричен.
Покажем, что в случае липшицевых коэффициентов aj(x), j = 1, . . . , n, опе-

ратор A0 допускает кососопряжённое расширение. Для доказательства нам по-
надобится восстановить член ∇p из равенства

div

(
n∑
j=1

(aju)xj +∇p

)
= 0.
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Учитывая, что div u = 0 при u = (u1, . . . , un) ∈ H, получим соотношение

n∑
k,j=1

((aj)xk(x)uk)xj + ∆p = 0,

понимаемое в смысле распределений. Переходя к образам Фурье, получим ра-
венство

p̃(ξ) =
n∑
j=1

F

(
n∑
k=1

(aj)xku
k

)
(ξ)

iξj
|ξ|2

. (4.17)

Здесь i – мнимая единица, ũ(ξ) = F(u)(ξ) – преобразование Фурье функции
(более обще – распределения) u(x), задаваемое при u ∈ L1(Rn) стандартным
равенством

ũ(ξ) = F(u)(ξ) = (2π)−n/2
∫
Rn

e−iξ·xu(x)dx.

Тогда F(∇p)(ξ) = iξp̃(ξ) и из (4.17) следует, что

F(∇p)l(ξ) = −
n∑
j=1

F

(
n∑
k=1

(aj)xku
k

)
(ξ)

ξlξj
|ξ|2

. (4.18)

Поскольку функции (aj)xk(x), ξlξj/|ξ|2 ограничены, а преобразование Фурье
унитарно на L2(Rn), получаем, что ∇p = Tu – линейный ограниченный опе-
ратор на L2(Rn,Rn). По построению A0u =

∑n
j=1(aj(x)u)xj + Tu при u(x) ∈

D(A0) ⊂ H. Рассмотрим оператор B0 в гильбертовом пространстве L2(Rn,Rn),
заданный равенствами (B0u)l =

∑n
j=1 aj(x)ulxj , l = 1, . . . , n, с областью опре-

деления D(B0) = C1
0(Rn,Rn). Оператор B0 это прямая сумма n скалярных

транспортных операторов, рассмотренных в предыдущем разделе. По Предло-
жению 4.1 замыкание B оператора B0 является кососопряжённым оператором.
Оператор Ã0 = B0 +T определён на D(B0) и по построению является расшире-
нием оператора A0. Так как оператор T ограничен, замыкание Ã оператора Ã0

совпадает с оператором B+T . Ввиду кососопряжённости B, операторы E−hB
сюръективны при h ∈ R: Im(E − hB) = L2(Rn,Rn). Поскольку Ã = B + T –
ограниченное возмущение оператора B, это свойство сохраняется и для опера-
тора Ã, при условии, что |h| достаточно мало: Im(E − hÃ) = L2(Rn,Rn) при
всех h ∈ R, |h| < h0. Покажем, что пространство H соленоидальных векторных
полей инвариантно для резольвенты (E−hÃ)−1. Будем считать, что 0 < h < h0.
Случай отрицательного h разбирается путём замены a(x) на −a(x).

Лемма 4.3. Пусть u ∈ D(Ã), u − hÃu = v ∈ H и h > 0 достаточно мало.
Тогда u ∈ H, то есть div u = 0.

Доказательство. Пусть ψ(x) ∈ C1
0(Rn), 0 < h < 1/m и φ(x) ∈ W 1

∞(Rn) –
функция, построенная в Лемме 4.1. Выберем h настолько малым, что α(1/h−
m) > n/2. Тогда, как следует из (4.9), |∇φ(x)| ∈ L2(Rn). Умножая равенство
u− hÃu = v скалярно на потенциальный вектор ∇φ, получим равенство

(u,∇φ)− h(Ãu,∇φ) = (v,∇φ) = 0.
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Заметим далее, что по равенству Парсеваля

(Tu,∇φ) = (F(Tu),F(∇φ)) =

−
∫ n∑

j=1

F

(
n∑
k=1

(aj)xku
k

)
(ξ)

n∑
l=1

ξlξj
|ξ|2

iξlF(φ)(ξ)dξ =

−
∫
Rn

n∑
j=1

F

(
n∑
k=1

(aj)xku
k

)
(ξ)iξjF(φ)(ξ)dξ = −

∫
Rn

n∑
j,k=1

(aj)xk(x)ukφxj(x)dx.

Распишем при u ∈ D(Ã0) = D(B0)

(Bu,∇φ) =

∫
Rn

n∑
j,k=1

aj(x)ukxj(x)φxk(x)dx =

∫
Rn

n∑
j,k=1

(aj(x)uk)xj(x)φxk(x)dx =

∫
Rn

n∑
j,k=1

(aj(x)uk)xk(x)φxj(x)dx.

Из полученных выше соотношений следует равенство

(Ãu,∇φ) = (Bu,∇φ) + (Tu,∇φ) =∫
Rn

n∑
j,k=1

aj(x)(uk)xk(x)φxj(x)dx =

∫
Rn

div u(x)
n∑
j=1

aj(x)φxj(x)dx. (4.19)

Итак, для всех u ∈ D(Ã0)

(u− hÃu,∇φ) =

∫
Rn

u(x) · ∇φ(x)dx− h(Ãu,∇φ) =

−
∫
Rn

div u(x)(φ+ h
n∑
j=1

aj(x)φxj(x))dx =

−
∫
Rn

div u(x)ψ(x)dx =

∫
Rn

u(x) · ∇ψ(x)dx = (u,∇ψ).

Поскольку D(Ã0) плотно в D(Ã) по норме графика Ã, то соотношение
(u− hÃu,∇φ) = (u,∇ψ) распространяется по непрерывности и на случай
u ∈ D(Ã). По условию леммы u− hÃu = v ∈ H и значит (u− hÃu,∇φ) = 0. То-
гда и (u,∇ψ) = 0. Но ψ(x) ∈ C1

0(Rn) произвольно. Следовательно, div u(x) = 0
в D′(Rn), то есть u ∈ H. Лемма доказана.

Как следует из (4.19), при u ∈ D(A0) = D(B0), φ ∈ C2
0(Rn)

(Ãu,∇φ) =

∫
Rn

div u(x)
n∑
j=1

aj(x)φxj(x)dx =

−
∫
Rn

u(x) · ∇

(
n∑
j=1

aj(x)φxj(x)

)
dx (4.20)
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и, так как D(Ã0) плотно в D(Ã) по норме графика Ã, то равенство (4.20) со-
храняется и при u ∈ D(Ã). Если u ∈ H ∩D(Ã), то div u(x) = 0 и правая часть
(4.20) равна нулю, откуда вытекает что (Ãu,∇φ) = 0 при всех φ ∈ C2

0(Rn),
то есть, div Ãu = 0 в D′(Rn). Таким образом, подпространство H инвариантно
для Ã. По построению вектор Tu потенциален, значит Tu ⊥ H и PTu = 0.
Следовательно, при u ∈ D(Ã) ∩ H Ãu = PBu + PTu = PBu. Отсюда и из
кососимметричности оператора B легко следует, что сужение Ã|H является ко-
сосимметричным оператором на H. Из Леммы 4.3 и сюръективности оператора
E−hÃ следует, что для любого v ∈ H найдётся такой элемент u ∈ H∩D(Ã), что
u− hÃu = v. Аналогичное утверждение верно и при замене h на −h. Это озна-
чает, что кососимметричный оператор Ã|H , имеет нулевые индексы дефекта и
потому кососопряжён. Поскольку Ã0|H = A0, то Ã|H является кососопряжённым
расширением оператора A0, а значит и A. Мы доказали следующий результат.

Предложение 4.2. Оператор A допускает кососопряжённое расширение. В
частности, его индексы дефекта d+ и d− совпадают.

Для доказательства кососопряжённости самого оператора A нам потре-
буется вариант знаменитой леммы ДиПерна-Лионса [7, Lemma II.1]. Пусть
ρ(z) ∈ C1

0(Rn), supp ρ ⊂ B1(0) = {z ∈ Rn||z| ≤ 1}, ρ(z) ≥ 0,
∫
Rn ρ(z)dz = 1.

При u(x) ∈ L1
loc(Rn) определим средние функции

uk(x) = u ∗ ρk(x) =

∫
Rn

ρk(x− y)u(y)dy,

где k ∈ N, ρk(z) = knρ(kz).

Лемма 4.4. Пусть a(x) ∈ C(Rn) удовлетворяет глобальному условию Лип-
шица (4.5), u(x) ∈ Lp(Rn), 1 ≤ p <∞. Тогда

∂

∂xj
(auk − (au)k)(x)→ 0 в Lp(Rn) (4.21)

при всех j = 1, . . . , n.

Доказательство. Так как

(auk − (au)k)(x) = kn
∫
Rn

(a(x)− a(y))ρ(k(x− y))u(y)dy,

существуют обобщённые производные

∂

∂xj
(auk − (au)k)(x) = kn

∫
Rn

axj(x)ρ(k(x− y))u(y)dy+

kn+1

∫
Rn

(a(x)− a(y))ρzj(k(x− y))u(y)dy = I1k(x) + I2k(x). (4.22)

Первое слагаемое в этой сумме

I1k(x) = axj(x)

∫
Rn

ρk(x− y)u(y)dy = axj(x)uk(x)→ axj(x)u(x) (4.23)
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при k →∞ в Lp(Rn), так как uk →
k→∞

u в Lp(Rn) по известному свойству средних
функций, а производная axj(x) ∈ L∞(Rn) ввиду условия Липшица. Оценим
слагаемое I2k(x). Очевидно,

|I2k(x)| ≤ kn+1

∫
Rn

|a(x)− a(y)||ρzj(k(x− y))||u(y)|dy ≤

ωk(x)
.
= mkn

∫
Rn

k|x− y||ρzj(k(x− y))||u(y)|dy. (4.24)

По свойствам средних функций ωk(x) ∈ Lp(Rn) и при k →∞
ωk(x)→ C|u(x)| (4.25)

как в Lp(Rn), так и почти всюду в Rn. Здесь C = m

∫
Rn

|z||ρzj(z)|dz = const.

Пусть теперь x – общая точка Лебега вектора ∇a(y) и функции u(y). Тогда

I2k(x) = kn+1

∫
Rn

(a(x)− a(y))ρzj(k(x− y))(u(y)− u(x))dy+

u(x)kn+1

∫
Rn

(a(x)− a(y))ρzj(k(x− y))dy. (4.26)

Первое слагаемое в правой части (4.26) оценивается как

kn+1

∣∣∣∣∫
Rn

(a(x)− a(y))ρzj(k(x− y))(u(y)− u(x))dy

∣∣∣∣ ≤
mkn

∫
Rn

k|x− y||ρzj(k(x− y))||u(y)− u(x)|dy →
k→∞

0, (4.27)

так как x – точка Лебега функции u(x). Введём функцию

Jk(x) = kn+1

∫
Rn

(a(x)− a(y))ρzj(k(x− y))dy и представим её в виде

Jk(x) = kn+1

∫
Rn

(a(x)− a(y)−∇a(x) · (x− y))ρzj(k(x− y))dy+

kn+1

∫
Rn

∇a(x) · (x− y)ρzj(k(x− y))dy =

kn+1

∫
Rn

∫ 1

0

(∇a(x+ s(y − x))−∇a(x)) · (x− y)ρzj(k(x− y))dsdy+

∇a(x) ·
∫
Rn

zρzj(z)dz. (4.28)

Здесь мы использовали представление

a(x)− a(y) =

∫ 1

0

∇a(x+ s(y − x)) · (x− y)ds,

справедливое при п.в. y ∈ Rn. Оценим первое слагаемое в правой части (4.28).
Сделав замену переменных z = s(x− y), получим, что

kn+1

∣∣∣∣∫
Rn

∫ 1

0

(∇a(x+ s(y − x))−∇a(x)) · (x− y)ρzj(k(x− y))dsdy

∣∣∣∣ ≤
kn
∫
Rn

|∇a(x− z)−∇a(x)|ρ1(kz)dz, (4.29)
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где обозначено

ρ1(y) = |y|
∫ 1

0

s−n−1|ρzj(y/s)|ds.

Заметим, что ρ1 ≥ 0, supp ρ1 ⊂ B1(0),
∫
Rn

ρ1(y)dy =

∫
Rn

|z||ρzj(z)|dz < ∞. Так

как x – точка Лебега вектора ∇a(y),

kn
∫
Rn

|∇a(x− z)−∇a(x)|ρ1(kz)dz →
k→∞

0

и из (4.28) и (4.29) следует, что

Jk(x) →
k→∞
∇a(x) ·

∫
Rn

zρzj(z)dz = −axj(x). (4.30)

Здесь мы учитываем, что из формулы интегрирования по частям следует ра-
венство ∫

Rn

zρzj(z)dz = −
∫
Rn

∂z

∂zj
ρ(z)dz = −ej,

где ej – j-ый базисный вектор в Rn. Ввиду (4.26), (4.27) из (4.30) следует, что
I2k(x)→ −axj(x)u(x) при k →∞ почти всюду на Rn. Заметим далее, что

|I2k(x)+axj(x)u(x)|p ≤ 2p−1(|I2k(x)|p+|axj(x)u(x)|p) ≤ 2p−1((ωk(x))p+|axj(x)u(x)|p).

Левая часть этого неравенства сходится к нулю п.в. на Rn, а его правая часть
сходится в L1(Rn) и п.в. на Rn, ввиду соотношения (4.25). Применяя лемму
Фату к последовательностям

2p−1((ωk(x))p + |axj(x)u(x)|p)± |I2k(x) + axj(x)u(x)|p,

получим, что

lim
k→∞

∫
Rn

|I2k(x) + axj(x)u(x)|pdx = 0,

то есть, что I2k(x) →
k→∞
−axj(x)u(x) в Lp(Rn). Вместе с (4.22), (4.23) это даёт

требуемое соотношение (4.21). Лемма доказана.

Мы готовы доказать кососопряжённость оператора A при условии
a(x) ∈ W 1

∞(Rn,Rn) (то есть дополнительно к требованиям Предложения 4.2
предполагается ограниченность коэффициентов a(x)).

Предложение 4.3. Пусть aj(x) ∈ W 1
∞(Rn), j = 1, . . . , n. Тогда оператор A

кососопряжённый.

Доказательство. Покажем сначала, что W 1
2 (Rn,Rn) ∩ H ⊂ D(A). Известно,

см., например, [10, Лемма 3.1], [11, Теорема 1], что пространство гладких соле-
ноидальных полей D(A0) = C1

0(Rn,Rn) ∩H плотно в W 1
2 (Rn,Rn) ∩H. Поэтому,

найдётся последовательность um ∈ D(A0), m ∈ N, такая что последовательно-
сти um, (um)xj , j = 1, . . . , n, сходятся при m → ∞ к u(x) и, соответственно, к
uxj в L2(Rn,Rn). Так как по условию aj(x) ∈ L∞(Rn), заключаем, что

A(um) =
n∑
j=1

aj(x)(um)xj(x) + Tum → Bu+ Tu = Ãu
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в L2(Rn,Rn). Ввиду замкнутости оператора A, u ∈ D(A) и Au = Ãu. Пусть
теперь u ∈ D(Ã) ∩ H = D(B) ∩ H. Рассмотрим последовательность средних
вектор-функций

uk(x) = kn
∫
Rn

ρ(ky)u(x− y)dy = kn
∫
Rn

ρ(k(x− y))u(y)dy.

Ясно, что uk(x) ∈ W 1
2 (Rn,Rn) и что div uk(x) = ρk ∗ div u = 0. Поэтому, uk ∈

W 1
2 (Rn,Rn) ∩H ⊂ D(A). При k →∞ справедливы предельные соотношения:

uk → u, (Bu)k = kn
∫
Rn

ρ(k(x− y))Bu(y)dy → (Bu)(x) в L2(Rn,Rn). (4.31)

Заметим, что в силу соленоидальности вектора коэффициентов a(x) и комму-
тирования операторов дифференцирования и усреднения

Buk(x) =
n∑
j=1

(aj(x)uk(x))xj , (Bu)k(x) =
n∑
j=1

((aju)k)xj(x).

Тогда по Лемме 4.4 (с параметром p = 2)

Buk − (Bu)k =
n∑
j=1

(aj(x)uk(x)− (aju)k(x))xj → 0 в L2(Rn,Rn)

и второе соотношение в (4.31) можно переписать в виде Buk → Bu в L2(Rn,Rn).
Поскольку оператор T ограничен на L2(Rn,Rn), верны соотношения

uk →
k→∞

u, Auk = Buk + Tuk →
k→∞

Bu+ Tu = Ãu в H.

В силу замкнутости оператора A заключаем, что u ∈ D(A) и Au = Ãu. Мы
установили, что D(Ã)∩H ⊂ D(A). Напомним, что оператор Ã|H является косо-
сопряжённым расширением оператора A и в частности D(A) ⊂ D(Ã)∩H. Итак,
D(Ã) ∩H = D(A) и значит оператор A = Ã|H кососопряжён. Предложение до-
казано.
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