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Ââåäåíèå

Ïðè èçó÷åíèè âåêòîðíûõ ðàññëîåíèé íà ïðîåêòèâíîé ïðÿìîé, îïðåäåëåííîé íàä êîëü-
öîì öåëûõ ÷èñåë, è, â ÷àñòíîñòè, ïðè èçó÷åíèè âçàèìîäåéñòâèÿ òàêèõ ðàññëîåíèé ñ
àâòîìîðôèçìàìè ïðîåêòèâíîé ïðÿìîé âûÿñíèëîñü, ÷òî ÷àñòü ðåçóëüòàòîâ ñòàíîâèòñÿ
ÿñíåå â áîëåå îáùåì êîíòåêñòå. À èìåííî, îêàçàëîñü, ÷òî óäîáíûé è ÿñíûé ÿçûê äëÿ
èçó÷åíèÿ òàêîãî âçàèìîäåéñòâèÿ ñâÿçàí ñ äåéñòâèÿìè ãðóïï íà êàòåãîðèÿõ è èíâàðè-
àíòíûìè îáúåêòàìè. Äëÿ ôèêñèðîâàííîé ãðóïïû G áóäåì ãîâîðèòü î G-êàòåãîðèÿõ
è G-îáúåêòàõ.

Õîòÿ ïîíÿòèÿ, ñâÿçàííûå ñ G-ñòðóêòóðàìè, äàâíî èçâåñòíû (ñì., íàïðèìåð, [1]),
íî ñóùåñòâóþò ðàçíûå âåðñèè è èñïîëüçóåòñÿ ðàçíàÿ òåðìèíîëîãèÿ. Ïîýòîìó äàííàÿ
ðàáîòà íà÷èíàåòñÿ ñ ñîîòâåòñòâóþùèõ óòî÷íåíèé.

Íàì èíòåðåñíà êîíêðåòíàÿ ñèòóàöèÿ, ãäå ãðóïïà G = Aut(V ) åñòåñòâåííî äåéñòâó-
åò íà êàòåãîðèè êâàçèêîãåðåíòíûõ O-ìîäóëåé íà ïðîåêòèâèçàöèè V , à V � ñâîáîäíûé
Z-ìîäóëü êîíå÷íîãî ðàíãà. Äëÿ ïðåäïîëàãàåìûõ ïðèìåíåíèé íàì íåîáõîäèì âûáîð
êîíêðåòíûõ G-ñòðóêòóð íà íåêîòîðûõ ñòàíäàðòíûõ O-ìîäóëÿõ. Îêàçàëîñü, îäíàêî,
÷òî èçâåñòíûå àâòîðó èñòî÷íèêè íå ñîäåðæàò îïèñàíèÿ òàêîãî âûáîðà. Â äàííîé
ðàáîòå ìû ÿâíî ñòðîèì G-ñòðóêòóðó íà ñòàíäàðòíûõ ðàññëîåíèÿõ.

1 G-ñòðóêòóðû

Çäåñü ïðèâåäåíû íåîáõîäèìûå íàì ñâåäåíèÿ î G-êàòåãîðèÿõ è G-îáúåêòàõ.

1.1 Äåéñòâèå ãðóïïû íà êàòåãîðèè

Ïóñòü G � îáû÷íàÿ ãðóïïà. Íàïðèìåð, èíòåðåñåí ñëó÷àé G = GLn(Z).

1.1.1 Îïðåäåëåíèå. Ãîâîðèì, ÷òî G äåéñòâóåò íà êàòåãîðèè C ñïðàâà, åñëè äëÿ
êàæäîãî g ∈ G çàäàí ôóíêòîð g∗ : C → C, çàäàí èçîìîðôèçì ôóíêòîðîâ e∗ → Id (e
åäèíèöà G), à äëÿ êàæäîé ïàðû f, g ∈ G çàäàí èçîìîðôèçì ôóíêòîðîâ f ∗◦g∗ → (gf)∗

(äàëåå íàçûâàåì ýòè èçîìîðôèçìû êàíîíè÷åñêèìè). Ïðè ýòîì äëÿ êàæäîé òðîéêè
f, g, h ∈ G äîëæíû áûòü êîììóòàòèâíû ñôîðìèðîâàííûå ñ ïîìîùüþ êàíîíè÷åñêèõ
èçîìîðôèçìîâ äèàãðàììû

f ∗ ◦ g∗ ◦ h∗

��

// (gf)∗ ◦ h∗

��
f ∗ ◦ (hg)∗ // (hgf)∗

, f ∗ ◦ e∗

��

// (ef)∗

=

��
f ∗ ◦ Id = // f ∗

, e∗ ◦ g∗

��

// (ge)∗

=

��
Id ◦g∗ = // g∗

.

Åñëè çàäàíî äåéñòâèå G íà C, òî ãîâîðèì, ÷òî êàòåãîðèÿ C ñíàáæåíà G-ñòðóêòóðîé
èëè ÷òî C ÿâëÿåòñÿ G-êàòåãîðèåé.

1.1.2. Îïðåäåëåíèå 1.1.1 ïðÿìîëèíåéíî îáîáùàåòñÿ è ïðèâîäèò ê ïîíÿòèþ äåéñòâèÿ
ãðóïïû íà îáúåêòå ïðîèçâîëüíîé 2-êàòåãîðèè. Ïðè ýòîì èñõîäíîå ïîíÿòèå îòíîñèòñÿ
ê îáúåêòó 2-êàòåãîðèè âñåõ êàòåãîðèé. Ýòî ñîîáðàæåíèå ïîçâîëÿåò ëåãêî îïðåäåëèòü
äåéñòâèÿ íà êàòåãîðèÿõ ñ äîïîëíèòåëüíîé ñòðóêòóðîé. Äëÿ ýòîãî äîñòàòî÷íî óêàçàòü
ïîäõîäÿùóþ 2-êàòåãîðèþ. Íàïðèìåð, ìîæíî ðàññìîòðåòü 2-êàòåãîðèþ àääèòèâíûõ
êàòåãîðèé è àääèòèâíûõ ôóíêòîðîâ. Åùå îäèí ïðèìåð ñâÿçàí ñ 2-êàòåãîðèåé òåíçîð-
íûõ êàòåãîðèé è òåíçîðíûõ ôóíêòîðîâ.
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1.1.3. Íàñ îñîáåííî èíòåðåñóåò ïðèìåð, ãäå G äåéñòâóåò íà ñõåìå X, à C � êàòåãîðèÿ
êâàçèêîãåðåíòíûõ OX-ìîäóëåé. Â ýòîì ñëó÷àå G åñòåñòâåííî äåéñòâóåò ñïðàâà íà C
ñ ïîìîùüþ ôóíêòîðîâ îáðàòíîãî îáðàçà. Íåîáõîäèìûå êàíîíè÷åñêèå èçîìîðôèçìû
ïîëó÷àþòñÿ ñ ïîìîùüþ ñîïðÿæåíèÿ èç ñîîòâåòñòâóþùèõ èçîìîðôèçìîâ äëÿ ïðÿìûõ
îáðàçîâ [4, II, 3.5.3]. Êàíîíè÷åñêèå èçîìîðôèçìû äëÿ ïðÿìûõ îáðàçîâ ñîâïàäàþò ñ
ðàâåíñòâàìè, åñëè (f∗E)(U) = E(f−1(U).

1.1.4. Êðîìå òîãî, íàì ïîòðåáóåòñÿ ïîíÿòèå G-ôóíêòîðà ìåæäó G-êàòåãîðèÿìè. Ýòî
ôóíêòîð F : C → D, ñíàáæåííûé äîïîëíèòåëüíîé ñòðóêòóðîé. À èìåííî, äëÿ êàæäî-
ãî g ∈ G äîëæåí áûòü çàäàí èçîìîðôèçì ôóíêòîðîâ F ◦g∗ → g∗ ◦F (äàëåå íàçûâàåì
åãî êàíîíè÷åñêèì). Ïðè ýòîì äëÿ êàæäîé ïàðû g, h ∈ G äîëæíà áûòü êîììóòàòèâíà
ñôîðìèðîâàííàÿ ñ ïîìîùüþ êàíîíè÷åñêèõ èçîìîðôèçìîâ äèàãðàììà

g∗ ◦ F ◦ h∗

��

F ◦ g∗ ◦ h∗oo // F ◦ (hg)∗

��
g∗ ◦ h∗ ◦ F // (hg)∗ ◦ F

.

1.1.5. Ïðàâîå äåéñòâèå G íà êàòåãîðèè C èíäóöèðóåò ïðàâîå äåéñòâèå G íà ìíîæå-
ñòâå êëàññîâ èçîìîðôèçìà îáúåêòîâ C. Ìû áóäåì ïðèìåíÿòü ýòî íàáëþäåíèå â òîì
ñëó÷àå, êîãäà C ãðóïïîèä. Â ýòîì ñëó÷àå ìíîæåñòâî êëàññîâ èçîìîðôèçìà îáúåêòîâ
C îáîçíà÷àåòñÿ π0(C), à G äåéñòâóåò ñ ïîìîùüþ îòîáðàæåíèé π0(g

∗).

1.2 Èíâàðèàíòíûå îáúåêòû

Äëÿ G-êàòåãîðèè C ìîæíî ãîâîðèòü î G-èíâàðèàíòíûõ îáúåêòàõ èëè, ÷òî òî æå ñà-
ìîå, îG-îáúåêòàõ. Âî èçáåæàíèå íåäîðàçóìåíèé îòìåòèì, ÷òî ðå÷ü èäåò íå î ñâîéñòâå
îáúåêòà, à î äîïîëíèòåëüíîé ñòðóêòóðå íà íåì.

1.2.1 Îïðåäåëåíèå. Ïóñòü E � îáúåêò G-êàòåãîðèè C. Áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî íà
E çàäàíà G-ñòðóêòóðà, åñëè çàäàíû èçîìîðôèçìû φg : g∗E → E, ãäå g ïðîáåãàåò G.
Ïðè ýòîì äîëæíû áûòü êîììóòàòèâíûìè âñå äèàãðàììû âèäà

(gh)∗E

'
��

φgh // E

h∗(g∗E)
h∗(φg) // h∗E

φh

OO , (1)

ãäå ñëåâà èñïîëüçóåòñÿ êàíîíè÷åñêèé èçîìîðôèçì.

1.2.2. Â ïðèìåðå 1.1.3 íà ðàññëîåíèè OX èìååòñÿ åñòåñòâåííàÿ G-ñòðóêòóðà. Ïðè
ýòîì êàíîíè÷åñêèé èçîìîðôèçì ïîëó÷àåòñÿ ñîïðÿæåíèåì èç ñòðóêòóðíîãî ìîðôèç-
ìà OX → g∗OX . Åñòåñòâåííàÿ G-ñòðóêòóðà èìååòñÿ è íà ïó÷êå êýëåðîâûõ äèôôå-
ðåíöèàëîâ Ω1

X (ñì. [2, II, Ïðåäë. 8.10]).

1.3 G-ñòðóêòóðû è îïåðàöèè

Ðàññìîòðèì âçàèìîäåéñòâèå G-ñòðóêòóðû ñî ñòàíäàðòíûìè îïåðàöèÿìè.
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1.3.1. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî íà êàòåãîðèè C çàäàíà òåíçîðíàÿ ñòðóêòóðà. Â ýòîé ñè-
òóàöèè ìîæíî ãîâîðèòü î G-ñòðóêòóðå íà C, êàê íà òåíçîðíîé êàòåãîðèè (ñì. 1.1.2).
Ïðåäïîëîæèì, ÷òî òàêàÿ ñòðóêòóðà çàäàíà. Â ïðèìåðå 1.1.3 ñèòóàöèÿ èìåííî òàêîâà.

Åñëè íà M çàäàíà G-ñòðóêòóðà ψ, à íà N çàäàíà G-ñòðóêòóðà ξ. Òîãäà ψg ⊗ ξg
çàäàåò G-ñòðóêòóðó íà M ⊗N ñ ïîìîùüþ êîìïîçèöèè

g∗(M ⊗N) // g∗(M)⊗ g∗(N)
ψg⊗ξg //M ⊗N ,

ãäå ëåâàÿ ñòðåëêà � îáðàùåíèå êàíîíè÷åñêîãî èçîìîðôèçìà èç ñòðóêòóðû òåíçîðãîãî
ôóíêòîðà.

1.3.2. Ïóñòü C � íåêîòîðàÿ G-êàòåãîðèÿ, à M è N � èíâàðèàíòíûå îáúåêòû C. Ðàñ-
ñìîòðèì êîìïîçèöèþ

Hom(M,N)
g∗−→ Hom(g∗M, g∗N)

β 7→ξgβψ−1
g−−−−−−→ Hom(M,N),

ãäå ψ è ξ � êàíîíè÷åñêèå èçîìîðôèçìû G-ñòðóêòóð M è N . Íåñëîæíî óâèäåòü, ÷òî
òàêèì îáðàçîì ìû ïîëó÷èëè ïðàâîå äåéñòâèå G íà Hom(M,N).

1.4 Êëàññû ðàñøèðåíèé

Ïóñòü A � àáåëåâà G-êàòåãîðèÿ, M,N ∈ A. Ðàññìîòðèì êàòåãîðèþ èçîìîðôèçìîâ
ðàñøèðåíèé EXT (M,N). Åå îáúåêòû � òî÷íûå ïîñëåäîâàòåëüíîñòè âèäà

E(s, t) : 0→ N
s−→ E

t−→M → 0.

1.4.1. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî M è N � èíâàðèàíòíûå îáúåêòû. Òîãäà íà êàòåãîðèè
EXT (M,N) ìîæíî ââåñòè äåéñòâèå G. À èìåííî, ðàññìîòðèì ðàñøèðåíèå

g?E(s, t) : 0→ N
g∗s◦ξ−1

g−−−−→ g∗E
ψg◦g∗t−−−−→M → 0,

ãäå ψ è ξ � êàíîíè÷åñêèå èçîìîðôèçìû G-ñòðóêòóðM è N . Îáîçíà÷åíèå g? èñïîëüçî-
âàíî âìåñòî óæå çàíÿòîãî îáîçíà÷åíèÿ g∗. Êàíîíè÷åñêèé èçîìîðôèçì f ? ◦g? → (gf)?

îïðåäåëåí â ñåðåäèíå ðàñøèðåíèÿ êàê êàíîíè÷åêèé èçîìîðôèçì èç îïðåäåëåíèÿ äåé-
ñòâèÿ G íà C. Íàäî ïðîâåðèòü, ÷òî ïîëó÷åí ìîðôèçì ðàñøèðåíèé. Ýòî âûòåêàåò èç
êîììóòàòèâíîñòè äèàãðàììû

N

=

��

ξ−1
f // f ∗(N)

f∗(ξ−1
g )
// f ∗(g∗N)

'
��

f∗(g∗s) // f ∗g∗(E)

'
��

N
ξ−1
gf // (gf)∗N

(gf)∗s // (gf)∗(E)

.

Ëåâàÿ ÷àñòü ýòîé äèàãðàììû êîììóòàòèâíà ïî ñâîéñòâàì G-îáúåêòà. Êîììóòàòèâ-
íîñòü ïðàâîãî êâàäðàòà âûòåêàåò èç ôóíêòîðèàëüíîñòè êàíîíè÷åñêèõ èçîìîðôèçìîâ.

1.4.2. Â óñëîâèÿõ 1.4.1 êàòåãîðèÿ EXT (M,N) ïî ïîñòðîåíèþ ÿâëÿåòñÿ ãðóïïîèäîì
è èìååòñÿ êàíîíè÷åñêàÿ áèåêöèÿ

ext : π0(EXT (M,N))→ Ext(M,N).

Òàêèì îáðàçîì, åñòåñòâåííîå äåéñòâèåG íà π0(EXT (M,N)) (ñì. 1.1.5) èíäóöèðóåò
äåéñòâèå G íà ãðóïïå Ext(M,N).
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2 Èíâàðèàíòíûå ðàññëîåíèÿ íà P(V )

Ïóñòü V � ñâîáîäíûé Z-ìîäóëü êîíå÷íîãî ðàíãà, Ðàññìîòðèì ïðîåêòèâèçàöèþ V , òî
åñòü ñõåìó

X = ProjS(V ∗),

ãäå V ∗ = Hom(V,Z) � ïðîñòðàíñòâî ëèíåéíûõ ôóíêöèé íà V , à S(V ∗) = ⊕Sd(V ∗)
� ñèììåòðè÷åñêàÿ àëãåáðà V ∗ èëè, èíûìè ñëîâàìè, àëãåáðà ïîëèíîìîâ íà V . Ýòà
àëãåáðà ãðàäóèðîâàíà ñ ïîìîùüþ ñòåïåíè d.

Ïóòü ïîñòðîåíèÿ GL(V )-ñòðóêòóðû íà O(−1) óêàçàí â [3, p. 31], ãäå ýòà ñòðóêòó-
ðà íàçâàíà ëèíèåðèçàöèåé. Îäíàêî â ýòîì èñòî÷íèêå íå óäàëîñü íàéòè êîíñòðóêöèè,
äîñòàòî÷íîé äëÿ ïîëó÷åíèÿ ÿâíûõ ôîðìóë. Íèæå GL(V )-ñòðóêòóðà íà O(−1) ïî-
ñòðîåíà íåñêîëüêî èíûì ñïîñîáîì.

Îêàçûâàåòñÿ, ÷òî íà ðàññëîåíèèO(−1) íaP(V ) íå ñóùåñòâóåò PGL(V )-ñòðóêòóðû
(ñì. [3, p. 33]). Ïîýòîìó íå ñòîèò îæèäàòü åñòåñòâåííîãî äåéñòâèÿ ãðóïïû àâòîìîð-
ôèçìîâ ïðîåêòèâíîãî ïðîñòðàíñòâà íà Ext(O(m),O(n)).

2.1 Êàíîíè÷åñêàÿ G-ñòðóêòóðà íà O(n)

Ïîíÿòèå G-ñòðóêòóðû èñïîëüçóåò ôóíêòîðû îáðàòíîãî îáðàçà. Ïîýòîìó íà÷íåì ñ
êîíñòðóêòèâíîãî èõ îïèñàíèÿ. Äëÿ ýòîãî îïèñàíèÿ âàæíî, ÷òî ìû èìååì äåëî íå
ñ àáñòðàêòíûì ïðîåêòèâíûì ïðîñòðàíñòâîì, à ñ ïðîåêòèâèçàöèåé ïðîñòðàíñòâà V .
Äàëåå ïî óìîë÷àíèþ

G = GL(V ).

2.1.1. Ìîðôèçì ãðàäóèðîâàííûõ êîëåö α : T → S îïðåäåëÿåò ìîðôèçì G(α) →
Proj(T ), ãäå G(α) � íåêîòîðàÿ îòêðûòàÿ ïîäñõåìà Proj(S) (ñì. [4, II, 2.8]). Íàñ èí-
òåðåñóþò òîëüêî èçîìîðôèçìû α. Â ýòîì ñëó÷àå G(α) = Proj(S) è α îïðåäåëÿåò
ìîðôèçì ñõåì a : Proj(S) → Proj(T ). Èìååòñÿ, ñì. [4, II, Prop. 2.8,8, p. 44], êàíîíè-
÷åñêèé ôóíêòîðèàëüíûé ãîìîìîðôèçì

ν : a∗(Ñ)→ S̃ ⊗T N.

Åñëè èäåàë ïîëîæèòåëüíûõ ñòåïåíåé T ïîðîæäåí ýëåìåíòàìè ïåðâîé ñòåïåíè, à íàñ
èíòåðåñóåò ýòîò ñëó÷àé, òî ν � èçîìîðôèçì.

2.1.2. Êàê óæå ñêàçàíî âûøå, íàñ èíòåðåñóþò òîëüêî îáðàòèìûå α. Â ýòîì ñëó÷àå
S-ìîäóëü S ⊗T M ìîæíî îïèñàòü åùå áîëåå ÿâíî, è ýòî óäîáíî äëÿ ïîñëåäóþùèõ
âû÷èñëåíèé. À èìåííî, äëÿ T -ìîäóëÿM îïðåäåëèì S-ìîäóëüM [α]. Êàê ãðóïïàM [α]
ñîâïàäàåò ñ M , à óìíîæåíèå íà s ∈ S çàäàíî ôîðìóëîé

s ?α m = α−1(s) ·m. (2)

Cîîòâåòñòâèå M 7→ M [α] äîïîëíèì äî ôóíêòîðà òàê, ÷òî äëÿ êàæäîé T -ñòðåëêè
f : M → N êîììóòàòèâíà äèàãðàììà

Sα ⊗S M
'
��

Sα⊗Sf // Sα ⊗S N
'
��

M [α]
f [α] // N [α]

. (3)
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Óòâåðæäàåòñÿ, ÷òî èìååòñÿ ôóíêòîðèàëüíûé èçîìîðôèçì

Sα ⊗S M →M [α], sα ⊗S m 7→ α−1(s) ·m

è
f [α] = f (4)

ïðè îòîæäåñòâëåíèè ìíîæåñòâà M [α] ñ M è ìíîæåñòâà N [α] ñ N . Òàêæå íåñëîæíî
ïðîâåðèòü, ÷òî

M [βα] = (M [α])[β].

äëÿ èçîìîðôèçìîâ α : T → S è β : S → R.

2.1.3. Ïåðåéäåì ê ïîñòðîåíèþ êàíîíè÷åñêîé G-ñòðóêòóðû íà ðàññëîåíèè O(n). Äëÿ

öåëîãî ÷èñëà n ïî îïðåäåëåíèþ O(n) = M̃ , ãäå M = S(n). Îïðåäåëèì ϕg êàê êîìïî-
çèöèþ

ϕg : g∗(M̃)
ν−→ ˜Sg ⊗S M

φ̃g−→ M̃,

ãäå ν � ñòðåëêà èç 2.1.1, à ñòðåëêà φg îïèñàíà íèæå â 2.1.4. Ïðè ýòîì ñèìâîë g ó
çíàêà ⊗ îçíà÷àåò, ÷òî êîëüöî S, èãðàþùåå ðîëü ñîìíîæèòåëÿ, ðàññìàòðèâàåòñÿ êàê
àëãåáðà íàä êîëüöîì S, èãðàþùèì ðîëü ñêàëÿðîâ, ñ ïîìîùüþ ñòðåëêè s 7→ sg.

2.1.4. ×òîáû îïðåäåëèòü ñòðåëêó φg : Sg ⊗S M → M , ââåäåì íà ãðóïïå M = S(n)
ïðàâîå äåéñòâèå G ïî ôîðìóëå

mg = σ−1(σ(m)g)),

ãäå σ : S(n) → S � òàâòîëîãè÷åñêèé èçîìîðôèçì ñòåïåíè (−n). Ïîëó÷èëè ñêðó÷åí-
íûé S-ìîäóëü, òî åñòü âåðíî ñîîòíîøåíèå

(sm)g = sgmg. (5)

Â òåðìèíàõ 2.1.2, ãäå âû÷èñëåíà çàìåíà êîýôôèöèåíòîâ ñ ïîìîùüþ òåíçîðíîãî
ïðîèçâåäåíèÿ, îïðåäåëèì φg êàê ñòðåëêóM [g]→M , ñîîòâåòñòâóþùóþ îòîáðàæåíèþ

M →M, m 7→ mg. (6)

Èç (5) âûòåêàåò, ÷òî ïîëó÷èëè ñòðåëêó S-ìîäóëåé, òî åñòü (s ?gm)g = s ·mg èëè (ñì.
(2)), èíûìè ñëîâàìè, (s1/gm)g = smg.

2.1.5. Ïîñòðîåíèå èçîìîðôèçìà S-ìîäóëåé M [g] → M â 2.1.4 � êëþ÷ ê ïîñòðîåíèþ
G-ñòðóêòóðû. Ïîÿñíèì ýòî, ðàññìàòðèâàÿ ñëåäóþùóþ ñèòóàöèþ. Ïóñòü A � êîëüöî è
G � ãðóïïà àâòîìîðôèçìîâ íåêîòîðîé A-àëãåáðû B. Äëÿ ïðîèçâîëüíîãî B-ìîäóëÿM
íåò íèêàêèõ îñíîâàíèé, âîîáùå ãîâîðÿ, ðàññ÷èòûâàòü íà ñóùåñòâîâàíèå åñòåñòâåííî-
ãî äåéñòâèÿ G íà M . Îäíàêî, åñëè M ïîëó÷åí çàìåíîé êîýôôèöèåíòîâ èç A-ìîäóëÿ,
òî î÷åâèäíîå äåéñòâèå G íà M åñòü. Ó íàñ, íåôîðìàëüíî ãîâîðÿ, S-ìîäóëü S(n) ïî-
ëó÷åí çàìåíîé êîýôôèöèåíòîâ â êîíñòðóêöèè ñäâèãà, îïðåäåëåííîé íàä Z.

2.1.6 Ïðåäëîæåíèå. Ïîñòðîåííàÿ ñèñòåìà ñòðåëîê ϕg (ñì. 2.1.3) îáðàçóåò ñòðóê-
òóðó G-îáúåêòà íà O(n).
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Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü g, h ∈ G. Äëÿ ïðîâåðêè êîììóòàòèâíîñòè äèàãðàììû (1) èç
îïðåäåëåíèÿ G-îáúåêòà äîñòàòî÷íî ïðîâåðèòü êîììóòàòèâíîñòü äèàãðàììû

Sgh ⊗S M
φgh //M

Sh ⊗S (Sg ⊗S M)

'
OO

Sh⊗S(φg) // Sh ⊗S M

φh

OO ,

ãäå M = S(n). Â òåðìèíàõ 2.1.2, ãäå âû÷èñëåíà çàìåíà êîýôôèöèåíòîâ ñ ïîìîùüþ
òåíçîðíîãî ïðîèçâåäåíèÿ, è ñ ó÷åòîì îïðåäåëåíèÿ G-ñòðóêòóðû â ýòèõ òåðìèíàõ (ñì.
(6)) äîñòàòî÷íî ïðîâåðèòü êîììóòàòèâíîñòü äèàãðàììû

M [gh] m 7→mgh //M

(M [g]) [h]

=

OO

Sh⊗S(m 7→mg) //M [h]

m7→mh

OO .

Èç îòîæäåñòâëåíèÿ f [α] = f (ñì. (4)) âûòåêàåò, ÷òî íèæíÿÿ ñòðåëêà â ýòîé äèàãðàììå
ñîâïàäàåò ñî ñòðåëêîém 7→ mg. Ïîýòîìó êîììóòàòèâíîñòü ýòîé äèàãðàììû âûòåêàåò
èç òîãî, ÷òî îïåðàöèÿ m 7→ mg ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ïðàâîå äåéñòâèå G íà M (ñì.
2.1.4).

Îòìåòèì íåêîòîðûå ñâîéñòâà êàíîíè÷åñêèõ G-ñòðóêòóð.

2.1.7 Ïðåäëîæåíèå. Êàíîíè÷åñêèé èçîìîðôèçì O(m)⊗O(n) ' O(m+ n) (ñì. [2,
Prop. 5.12]) ñîâìåñòèì ñ êàíîíè÷åñêèìè G-ñòðóêòóðàìè. Òî÷íåå ãîâîðÿ, ϕg(m) ⊗
ϕg(n) = ϕg(m+ n), ãäå ϕ(n)g � êàíîíè÷åñêàÿ ñòðóêòóðà G-îáúåêòà íà O(n).

Äîêàçàòåëüñòâî. Ýòî òîò÷àñ âûòåêàåò èç òåíçîðíîñòè ôóíêòîðà M 7→ M̃ (ñì. [2, II,
Ïðåäë. 5.2]).

Òàâòîëîãè÷åñêîå äåéñòâèå G íà V èíäóöèðóåò åñòåñòâåííîå ïðàâîå äåéñòâèå G íà
V ∗, ïåðåâîäÿùåå ëèíåéíûé îïåðàòîð t â tg. À èìåííî, äëÿ g ∈ G ïî îïðåäåëåíèþ

tg(v) = t(gv). (7)

2.1.8 Ïðåäëîæåíèå. Êàíîíè÷åñêèé èçîìîðôèçì

Sn(V ∗)→ H0(P(V ),O(n)),

ïîëó÷åííûé ïðèìåíåíèåì ôóíêòîðà âîëíû ê ñòðåëêàì S → S(n), êîììóòèðóåò ñ
ïðàâûì äåéñòâèåì G. Ïðè ýòîì äåéñòâèå G íà Sn(V ∗) îïèñàíî â (7), à äåéñòâèå G
íà H0(P(V ),O(n)) ïðîèñõîäèò (ñì. 1.3.2) èç êàíîíè÷åñêîé G-ñòðóêòóðû íà O(n).

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïðîâåðèì ýòî óòâåðæäåíèå. Ïóñòü g ∈ G, m ýëåìåíò M = S(n)
íóëåâîé ñòåïåíè. Ðàññìîòðèì äèàãðàììó S-ìîäóëåé

S
mg //M

S[g]

s 7→sg

OO

m[g] //M [g]

m 7→mg

OO ,
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ãäå ãðàäóèðîâàííûé S-ìîäóëü M [g] îïðåäåëåí â 2.1.2, à îòîáðàæåíèå S → M , ïðè
êîòîðîì ñòðåëêà 1 7→ m îáîçíà÷àåòñÿ ïðîñòî êàê m. Ýòà äèàãðàììà êîììóòàòèâíà,
òàê êàê m[g] = m (ñì. (4)). Èñïîëüçóÿ îòîæäåñòâëåíèå M [g] ' Sg ⊗S M èç 2.1.2,
ïîëó÷àåì îòñþäà êîììóòàòèâíóþ äèàãðàììó S-ìîäóëåé

S
mg //M

Sg ⊗S S

φg(0)

OO

Sg⊗Sm // Sg ⊗S M

φg(n)

OO . (8)

Ïðè ýòîì èñïîëüçîâàíû òàêæå îïðåäåëåíèÿ ñòðåëêè φg èç 2.1.4 è îáîçíà÷åíèå φg(n)
âìåñòî φg äëÿ óêàçàíèÿ ïîäêðóòêè â ìîäóëå S(n).

Ïðèìåíÿÿ ôóíêòîð âîëíû ê äèàãðàììå (8), ïîëó÷èì êîììóòàòèâíóþ äèàãðàììó

S̃
(m̃)g // M̃

g∗S̃

'

OO

g∗m̃ // g∗M̃

ϕg

OO .

Çäåñü âåðõíÿÿ ñòðåëêà ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé äåéñòâèå g íà Sn(V ∗), à äðóãîé ïóòü èç S̃ â

M̃ ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé äåéñòâèå g íà ñòðåëêåm, ïîëó÷åííîå ñ ïîìîùüþ êàíîíè÷åñêîé
G-ñòðóêòóðû. Òàêèì îáðàçîì, ïðåäëîæåíèå äîêàçàíî.

2.2 G-ñòðóêòóðû è äâîéñòâåííîñòü

Âû÷èñëèì äåéñòâèå G íà H1(P(V ), ω(−n)), ãäå ω � ïó÷îê êýëåðîâûõ äèôôåðåíöèà-
ëîâ íà P(V ), à äåéñòâèå îïðåäåëåíî â 1.4.2. À èìåííî, âîçüìåì êàòåãîðèþ êâàçèêî-
ãåðåíòíûõ O-ìîäóëåé â êà÷åñòâå A, ïîëîæèì M = O, N = ω(−n) è âîñïîëüçóåìñÿ
êàíîíè÷åñêèìè G-ñòðóêòóðàìè íà O(n) è ω (ñì. 1.2.2). Äîñòàòî÷íî ðàññìîòðåòü ñëó-
÷àé rkV = 2. Íèæå èìåííî ýòî è ïðåäïîëàãàåòñÿ.

2.2.1 Ïðåäëîæåíèå. Äâîéñòâåííîñòü Ñåððà H1(P(V ), ω(−n)) ' H0(P(V ),O(n))∗

ÿâëÿåòñÿ èçîìîðôèçìîì G-ìîäóëåé.

Äîêàçàòåëüñòâî. Â [5, 1.0] óêàçàí èçîìîðôèçì

η : Z→ H1(P(V ), ω),

ïîñòðîåííûé êàê êîìïîçèöèÿ îòîáðàæåíèÿ Z → H1(P(V ),O∗), ïðè êîòîðîì 1 7→
[O(1)], è îòîáðàæåíèÿ d log : H1(P(V ),O∗) → H1(P(V ), ω). Òàê êàê èìååòñÿ åñòå-
ñòâåííîå ñïàðèâàíèå

H1(P(V ), ω(−n))×H0(P(V ),O(n))→ H1(P(V ), ω),

òî ïðåäëîæåíèå âûòåêàåò èç èíâàðèàíòíîñòè η ïðè çàìåíå áàçû (ñì. [5, thm. 1.1]).

Îòìåòèì, ÷òî õîòÿ ðàññëîåíèÿ ω è O(2) èçîìîðôíû, íî ìåæäó íèìè íåò íèêàêîãî
åñòåñòâåííîãî èçîìîðôèçìà. Íàïðèìåð, èçîìîðôèçì ν : O(−2) → ω, çàäàííûé â
îáùåé òî÷êå ôîðìóëîé dx 7→ t−20 , (x = t1/t0), çàâèñèò îò âûáîðà áàçèñà. Â ñàìîì
äåëå, ïðè çàìåíå áàçèñà (t0, t1) áàçèñîì (t0,−t1) èçîìîðôèçì ν èçìåíèòñÿ. Áîëåå òîãî,
ìîæíî äîêàçàòü, ÷òî âåðíî ñëåäóþùåå.

2.2.2 Òåîðåìà. Äåéñòâèå G íà (H1(P(V ),O(−1− n)))
∗
îòëè÷àåòñÿ îò äåéñòâèÿ

íà H0(P(V ),O(n)) ïîäêðóòêîé íà χn, ãäå χ : G = GL(V )→ Gm(Z) � äåòåðìèíàíò.
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