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Abstract. Èçâåñòíî, ÷òî ïîâåðõíîñòü ñ êðàåì îïðåäåëÿåòñÿ ñ òî÷íîñòüþ äî êîíôîðìíîé
ýêâèâàëåíòíîñòè ñâîè ÄÍ-îïåðàòîðîì. Â ðàáîòå äîêàçûâàþòñÿ ëîêàëüíûå îöåíêè ðàññòîÿíèÿ
Òåéõìþëëåðà ìåæäó êîíôîðìíûìè êëàññàìè ãîìåîìîðôíûõ äðóã äðóãó íåîðèåíòèðóåìûõ ïî-
âåðõíîñòåé (M, g) è (M ′, g′) ñ ôèêñèðîâàííûì êðàåì ÷åðåç íîðìó ðàçíîñòè èõ ÄÍ-îïåðàòîðîâ.
Ýòè îöåíêè óòî÷íÿþò ðåçóëüòàòû ïðåäûäóùèõ ðàáîò [4, 5] è ÿâëÿþòñÿ îïòèìàëüíûìè.
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âîñòü ðåøåíèé, ðàññòîÿíèå Òåéõìþëëåðà, îöåíêè óñòîé÷èâîñòè.
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Ââåäåíèå. Ïóñòü (M, g) � ïîâåðõíîñòü (äâóìåðíîå êîìïàêòíîå ãëàäêîå ðèìàíîâî ìíîãîîá-
ðàçèå) ñ ìåòðèêîé g è êðàåì (Γ, dl); çäåñü è äàëåå dl ýòî ýëåìåíò äëèíû íà Γ, èíäóöèðîâàí-
íûé ìåòðèêîé g. Äëÿ ïðîñòîòû äàëåå áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî êðàé Γ äèôôåîìîðôåí îêðóæíî-
ñòè. Îáîçíà÷èì ÷åðåç uf ãàðìîíè÷åñêîå ïðîäîëæåíèå ôóíêöèè f ∈ C∞(Γ;R) âíóòðü (M, g).
Îòîáðàæåíèå Λ : f 7→ ∂νu

f |Γ, ãäå ν � åäèíè÷íûé âåêòîð âíåøíåé íîðìàëè íà Γ, íàçûâàåòñÿ
ÄÍ-îïåðàòîðîì ïîâåðõíîñòè (M, g). Èçâåñòíî (ñì. [1, 2]), ÷òî Λ îïðåäåëÿåò (M, g) ñ òî÷íîñòüþ
äî êîíôîðìíîé ýêâèâàëåíòíîñòè: åñëè (M ′, g′) � äðóãàÿ ïîâåðõíîñòü ñ òåì æå êðàåì (Γ; , dl) è
ÄÍ-îïåðàòîðîì Λ′, òî Λ′ = Λ åñëè è òîëüêî åñëè ñóùåñòâóåò êîíôîðìíûé äèôôåîìîðôèçì β
èç (M, g) íà (M ′, g′), êîòîðûé íå äâèãàåò òî÷êè îáùåãî êðàÿ Γ. Êëàññû ïîâåðõíîñòåé (M, g)
îòíîñèòåëüíî óêàçàííîé ýêâèâàëåíòíîñòè áóäóò îáîçíà÷àòüñÿ ÷åðåç [(M, g)].

Â ðàáîòàõ [3, 4, 5] ïîëó÷åí ñëåäóþùèé ðåçóëüòàò îá óñòîé÷èâîñòè îïðåäåëåíèÿ ïîâåðõíî-
ñòè ïî åå ÄÍ-îïåðàòîðó. Äàëåå áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî ðàññìàòðèâàåìûå ïîâåðõíîñòè èìåþò îäèí
è òîò æå êðàé (Γ, dl) è îäèí è òîò æå òîïîëîãè÷åñêèé òèï (χ, o), ãäå χ = χ(M) � ýéëåðîâà
õàðàêòåðèñòèêà M è o = + (o = −) åñëè M îðèåíòèðóåìà (íåîðèåíòèðóåìà). Ïðîñòðàíñòâî
Mm,o êîíôîðìíûõ êëàññîâ òàêèõ ïîâåðõíîñòåé íàäåëÿåòñÿ åñòåñòâåííîé ìåòðèêîé Òåéõìþë-

ëåðà dT , êîòîðàÿ îïðåäåëÿåòñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì. Ïóñòü β : M → M ′ � äèôôåîìîðôèçì;
÷èñëî

Kβ(x) :=

√
max
a∈TxM

β∗g′(a, a)

g(a, a)

/
min
a∈TxM

β∗g′(a, a)

g(a, a)

íàçûâàåòñÿ äèëàòàöèåé îòîáðàæåíèÿ β â òî÷êå x, à åãî ìàêñèìóì Kβ := maxx∈M Kβ(x) � äè-
ëàòàöèåé β. Ëîãàðèôì äèëàòàöèè ÿâëÿåòñÿ åñòåñòâåííîé ìåðîé îòêëîíåíèÿ îòîáðàæåíèÿ β îò
êîíôîðìíîñòè; â ÷àñòíîñòè, Kβ ≥ 1 è Kβ = 1 åñëè è òîëüêî åñëè β êîíôîðìíî. Âåëè÷èíà
dT ([(M, g)], [(M ′, g′)]) îïðåäåëÿåòñÿ êàê èíôèìóì 1

2 logKβ íà ìíîæåñòâå âñå êîíôîðìíûõ äèô-
ôåîìîðôèçìîâ β, êîòîðûå íå äâèãàþò òî÷êè îáùåãî êðàÿ Γ. Îòìåòèì, ÷òî dT ([(M, g)], [(M ′, g′)])
íå çàâèñèò îò âûáîðà ïðåäñòàâèòåëåé êîíôîðìíûõ êëàññîâ [(M, g)] è [(M ′, g′)] è äåéñòâè-
òåëüíî ÿâëÿåòñÿ ìåòðèêîé íà Mm,o. Â òî æå âðåìÿ ìíîæåñòâî Dm,o âñåõ ÄÍ-îïåðàòîðîâ ïî-
âåðõíîñòåé c êðàåì (Γ, dl) è òîïîëîãè÷åñêîãî òèïà (m, o) íàäåëÿåòñÿ ìåòðèêîé dop(Λ,Λ

′) =
‖Λ′ − Λ‖H1(Γ;R)→L2(Γ;R). Ââåäåì �ðåøàþùåå� îòîáðàæåíèå R : Dm,o →Mm,o, òàêîå, ÷òî R(Λ)
ÿâëÿåòñÿ êîíôîðìíûì êëàññîì [(M, g)] âñåõ ïîâåðõíîñòåé (M, g) ñ ÄÍ-îïåðàòîðîì Λ. Â [4, 5]
äîêàçàíî, ÷òî îòîáðàæåíèå R : (Dm,o, dop)→ (Mm,o, dT ) íåïðåðûâíî. Èíûìè ñëîâàìè, åñëè ïî-
âåðõíîñòü (M ′, g′) äèôôåîìîðôíà (M, g), èìååò òîò æå êðàé (Γ, dl) è åå ÄÍ-îïåðàòîð Λ′ áëèçîê
ê ÄÍ-îïåðàòîðó Λ ïîâåðõíîñòè (M, g) ïî îïåðàòîðíîé íîðìå, òî ìåæäó (M, g) è (M ′, g′) ñóùå-
ñòâóåò ïî÷òè êîíôîðìíûé (ò.å. îáëàäàþùèé áëèçêîé ê åäèíèöå äèëàòàöèåé) äèôôåîìîðôèçì,
íå äâèãàþùèé òî÷êè Γ. Áîëåå òîãî, â [5] äîêàçàíû ëîêàëüíûå îöåíêè óñòîé÷èâîñòè:

c(Λ)dop(Λ,Λ
′) ≤ dT (R(Λ),R(Λ′)) ≤ C(Λ)dop(Λ,Λ

′) (o = +, dop(Λ,Λ
′) ∈ [0, t0(Λ));

c(Λ)dop(Λ,Λ
′) ≤ dT (R(Λ),R(Λ′)) ≤ C(Λ)dop(Λ,Λ

′)1/3 (o = −, dop(Λ,Λ
′) ∈ [0, t0(Λ)),

(1)

ãäå ïîëîæèòåëüíûå êîíñòàíòû c, C, t0 çàâèñÿò òîëüêî îò Λ. Â îðèåíòèðóåìîì ñëó÷àå îöåíêà
(1) ÿâëÿåòñÿ îïòèìàëüíîé, à îòîáðàæåíèå R � ïîòî÷å÷íî áèëèïøèöåâûì.

Ðåçóëüòàò. Â ýòîé çàìåòêå ìû âûâîäèì îïòèìàëüíóþ îöåíêó óñòîé÷èâîñòè

dT (R(Λ),R(Λ′)) ≤ C(Λ)dop(Λ,Λ
′) (o = −, dop(Λ,Λ′) ∈ [0, t0(Λ)) (2)

â íåîðèåíòèðóåìîì ñëó÷àå. Ñ ýòîé öåëüþ ìû ïðèìåíÿåì àðãóìåíòû èç ïðåäûäóùåé ñòàòüè [5],
êîòîðûå ñâîäÿò äîêàçàòåëüñòâî (2) ê èññëåäîâàíèþ ñâîéñòâ îïðåäåëåííûõ íåëèíåéíûõ óðàâ-
íåíèé, ñîäåðæàùèõ ÄÍ-îïåðàòîð Λ.
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Ðåäóêöèÿ äîêàçàòåëüñòâà îöåíêè (2) ñ ïîìîùüþ ìåòîäà [5]. Ïóñòü (M, g) �
ôèêñèðîâàííàÿ íåîðèåíòèðóåìàÿ ïîâåðõíîñòü ñ êðàåì (Γ, dl) è ÄÍ-îïåðàòîðîì Λ, à (M ′, g′) �
ïðîèçâîëüíàÿ ïîâåðõíîñòü ñ òåì æå êðàåì è òîãî æå òîïîëîãè÷åñêîãî òèïà, ÷òî è (M, g), à åå
ÄÍ-îïåðàòîð Λ′ óäîâëåòâîðÿåò îöåíêå ‖Λ′ − Λ‖H1(Γ;R)→L2(Γ;R) ≤ ε, ãäå ε � ìàëûé ïàðàìåòð.
Ïóñòü π : (M,g)→ (M, g) � äâóëèñòíîå íåðàçâåòâëåííûå ëîêàëüíî èçîìåòðè÷åñêîå íàêðûòèå,
ãäå ïîâåðõíîñòü M è M′ îðèåíòèðóåìà è íàäåëåíà èíâîëþöèåé τ , ïðè÷åì π ◦ τ = π (òîãäà
M íàçûâàåòñÿ äâóëèñòíûì îðèåíòèðóåìûì íàêðûòèåì M). Ãðàíèöà Γ = ∂M ≡ Γ × {+,−}
ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé äâå êîïèè êðàÿ (Γ, dl). Êîíôîðìíûé êëàññ ìåòðèêè g è îðèåíòàöèÿ îïðå-
äåëÿþò êîìïëåêñíóþ ñòðóêòóðó (êîìïëåêñíûé àòëàñ) íà M. Îáîçíà÷èì ÷åðåç A∞(M) àëãåá-
ðó (ãëàäêèõ âïëîòü äî êðàÿ) ãîëîìîðôíûõ ôóíêöèé íà M. Òîãäà (àíòèãîëîìîðôíàÿ) èíâî-
ëþöèÿ τ íà M èíäóöèðóåò èíâîëþöèþ † : w 7→ w† := w ◦ τ íà àëãåáðå A∞(M). Ââåäåì
ïðîñòðàíñòâî H∞(M) = {w ∈ A∞(M) | w ◦ τ = w} ýðìèòîâûõ ýëåìåíòîâ â A∞(M), òîãäà
A∞(M) = H∞(M) + iH∞(M). Îáîçíà÷èì (èíúåêòèâíûé) îïåðàòîð ñëåäà w 7→ w|Γ íà A∞(M)
÷åðåç Tr. Àíàëîãè÷íûì îáðàçîì ââîäèòñÿ äâóëèñòíîå îðèåíòèðóåìîå íàêðûòèå (M′,g′, τ ′, π′)
ïîâåðõíîñòè (M ′, g′), àëãåáðà A∞(M′) ãîëîìîðôíûõ ôóíêöèé íà íåì, îïåðàòîð ñëåäà Tr′ è ò.ä.

Ìû ðàññìàòðèâàåì ãîëîìîðôíûå âëîæåíèÿ E = (w1, . . . ,wn), E ′ = (w′1, . . . ,w
′
n) ðèìàíî-

âûõ ïîâåðõíîñòåé M è M′ â Cn (çäåñü ôóíêöèè wk è w′k ãîëîìîðôíû íà M è M′ ñîîòâåò-
ñòâåííî). Ïîâåðõíîñòè E(M) è E ′(M′) íàäåëÿþòñÿ ìåòðèêàìè, èíäóöèðóåìûìè îáúåìëþùèì
ïðîñòðàíñòâîì Cn; ïðè òàêîì âûáîðå ìåòðèê E(M) è E ′(M′) êîíôîðìíî ýêâèâàëåíòíû (M,g)
è (M′,g′), ñîîòâåòñòâåííî. Âûáèðàÿ äîñòàòî÷íî áîëüøóþ ðàçìåðíîñòü n = n(M, g) = n(Λ),
ìîæíî ïîä÷èíèòü âëîæåíèå E äîïîëíèòåëüíîìó óñëîâèþ ïðîåêòèâíîñòè: äëÿ ëþáîé òî÷êè
ξ0 ∈ E(M) ñóùåñòâóåò òàêîå C-ëèíåéíîå îòîáðàæåíèå (�ïðîåêöèÿ�) P : Cn → C è òàêàÿ îá-
ëàñòü D 3 P (ξ0), ÷òî ñóæåíèå P íà E(M) ∩ P−1(D) èíúåêòèâíî. Íàïîìíèì, ÷òî ðàññòîÿíèåì
Õàóñäîðôà dH(K,K ′) ìåæäó äâóìÿ êîìïàêòàìè K è K ′ â Cn íàçûâàåòñÿ òàêîå ìèíèìàëüíîå
ε ≥ 0, ÷òî ε-îêðåñòíîñòü K ñîäåðæèò K ′ è ε-îêðåñòíîñòü K ′ ñîäåðæèò K.

Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà (1) ìû èñïîëüçóåì ñëåäóþùèé ðåçóëüòàò ðàáîò [4, 5].

Òåîðåìà 0.1 (ñì. [4, 5]). Ïóñòü E � ãîëîìîðôíîå ïðîåêòèâíîå âëîæåíèå ðèìàíîâîé ïîâåðõíî-

ñòè ñ ãëàäêèì êðàåì Γ â Cn. Òîãäà ñóùåñòâóþò òàêèå äîñòàòî÷íî ìàëûå ïîëîæèòåëüíûå

÷èñëà t0 = t0(E) è c = c(E), ÷òî äëÿ ëþáîãî ãîëîìîðôíîãî îòîáðàæåíèÿ E ′ èç ðèìàíîâîé

ïîâåðõíîñòè, M′ ñ òåì æå êðàåì Γ â Cn, ïîä÷èíåííîãî îöåíêå

t(E , E ′) := ‖E ′|Γ − E|Γ‖C7(Γ;Cn) < t0, (3)

îòîáðàæåíèå E ′ ÿâëÿåòñÿ ïðîåêòèâíûì âëîæåíèåì, îáðàçû E(M) è E ′(M′) áëèçêè ïî ìåòðè-
êå Õàóñäîðôà dH(E(M), E ′(M′)) ≤ ct(E , E ′) è ñóùåñòâóåò äèôôåîìîðôèçì α : E(M)→ E ′(M′),
êîòîðûé ÿâëÿåòñÿ ïî÷òè èçîìåòðèåé

max
ξ∈E(M)

max
a∈TξE(M)

∣∣∣∣∣‖dα[a]‖Tα(ξ)(Cn)

‖a‖Tξ(Cn)
− 1

∣∣∣∣∣ ≤ ct(E , E ′),
è óäîâëåòâîðÿåò ñîîòíîøåíèþ α◦E = E ′ íà Γ. Êàê ñëåäñòâèå, îòîáðàæåíèå β := E ′−1◦α◦E :
M→M′ ÿâëÿåòñÿ ïî÷òè êîíôîðìíûì äèôôåîìîðôèçìîì |Kβ − 1| ≤ ct(E , E ′), íå äâèãàþùèì
òî÷êè îáùåãî êðàÿ Γ ïîâåðõíîñòåé M è M′; â ÷àñòíîñòè, dT ([M], [M′]) ≤ ct(E , E ′).

Åñëè ïðè ýòîì ïîâåðõíîñòè M, M′ íàäåëåíû àíòèãîëîìîðôíûìè èíâîëþöèÿìè τ è τ ′,
τ |Γ = τ ′Γ, M = M/τ , M ′ = M′/τ ′ � (îðèåíòèðóåìûå è ëè íåîðèåíòèðóåìûå) ïîâåðõíîñòè ñ

îäíèì è òåì æå ãëàäêèì êðàåì Γ = Γ/τ ∼= Γ/τ ′ è îáà âëîæåíèÿ ñèììåòðè÷íû îòíîñèòåëüíî

ñîîòâåòñòâóþùèõ èíâîëþöèé E ◦ τ = E, E ′ ◦ τ ′ = E ′ (ãäå âåðõíÿÿ ÷åðòà îáîçíà÷àåò ïîêîì-

ïîíåíòíîå êîìïëåêñíîå ñîïðÿæåíèå), òî α(ξ) = α(ξ) ïðè âñåõ ξ ∈ E(M) è, â ÷àñòíîñòè, β
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óäîâëåòâîðÿåò ñîîòíîøåíèþ β ◦ τ = τ ′ ◦β è ïîòîìó ïðàâèëî β ◦π = π′ ◦β îïðåäåëÿåò ïî÷òè

êîíôîðìíûé äèôôåîìîðôèçì β : M →M ′, |Kβ − 1| ≤ ct(E , E ′); â ÷àñòíîñòè,

dT ([(M, g)], [(M ′, g′)]) ≤ ct(E , E ′). (4)

Òàêèì îáðàçîì, äëÿ âûâîäà îöåíêè (2) äîñòàòî÷íî ïîñòðîèòü �ïî÷òè òîæäåñòâåííîå� âå-
ùåñòâåííî-ëèíåéíîå îòîáðàæåíèå ι : TrH∞(M)→ Tr′H∞(M′), óäîâëåòâîðÿþùåå îöåíêàì

‖ιη − η‖Cl(Γ;R) ≤ c(Λ,η, l) ε ∀η ∈ TrH∞(M) (5)

è îïðåäåëèòü (ïî ëþáîìó ôèêñèðîâàííîìó ïðîåêòèâíîìó âëîæåíèþ E = (w1, . . . ,wn)) èíäó-
öèðîâàííîå âëîæåíèå E ′ = (w′1, . . . ,w

′
n) ïðàâèëîì

w′k|Γ = ιwk|Γ.

Òîãäà âåëè÷èíà t(E , E ′) â (3) è (4) äîïóñêàåò îöåíêó t(E , E ′) ≤ C(E)ε.
Äëÿ ïîñòðîåíèÿ îòîáðàæåíèÿ ι ìû èñïîëüçóåì õàðàêòåðèçàöèþ ñëåäîâ ýðìèòîâûõ ãîëî-

ìîðôíûõ ôóíêöèé íà îðèåíòèðóåìîì íàêðûòèè (íåîðèåíòèðóåìîé) ïîâåðõíîñòè â òåðìèíàõ
åå ÄÍ-îïåðàòîðà, ïîëó÷åííóþ â [7]. Îáîçíà÷èì ÷åðåç ∂γ îïåðàòîð äèôôåðåíöèðîâàíèÿ ïî
äëèíå íà Γ = ∂M è ââåäåì îïåðàòîð èíòåãðèðîâàíèÿ ∂−1

γ , îáðàùàþùèé ∂γ íà ïðîñòðàíñòâå
∂γC

∞(Γ;R) è àííóëèðóþùèé êîíñòàíòû. Ââåäåì ôóíêöèþ σ, ðàâíóþ ±1 íà êîìïîíåíòå ñâÿç-
íîñòè Γ×{±} ãðàíèöû Γ = ∂M. Ââåäåì ëèíåéíûé îïåðàòîð D è íåëèíåéíûå îòîáðàæåíèÿ N,
G, äåéñòâóþùèå íà C∞(Γ;R) ïî ñëåäóþùèì ïðàâèëàì

Df : = (∂γ + Λ∂−1
γ Λ)f,

N(f) : =
1

2
Λ[f2 − (∂−1

γ Λf)2]− fΛf − (∂−1
γ Λf)∂γf,

G(f) : = Df · ∂γN(f)−N(f)∂γDf.

(6)

Ëåììà 0.2 (ñì. [6, 7]). Ïóñòü f ∈ C∞(Γ;R) îòëè÷íà îò êîíñòàíòû è Γ̃ � ñåãìåíò êðèâîé

Γ ñêîëü óãîäíî ìàëîé äëèíû. Òîãäà ñïðàâåäëèâû ñëåäóþùèå óòâåðæäåíèÿ.

1. Êðèòåðèé îðèåíòèðóåìîñòè (ñì. Ñëåäñòâèå 2.4, [6]): Df àííóëèðóåòñÿ íà Γ̃, åñëè
è òîëüêî åñëè (M, g) îðèåíòèðóåìà è f = <w|Γ, ãäå w ãîëîìîðôíà íà M (îòíîñèòåëü-
íî êîìïëåêñíîé ñòðóêòóðû, çàäàâàåìîé êîíôîðìíûì êëàññîì ìåòðèêè g è âûáîðîì

îðèåíòàöèè íà M).

2. Õàðàêòåðèçàöèÿ ñëåäîâ ãîëîìîðôíûõ ôóíêöèé íà íàêðûòèè (ñì. Ëåììó 1,
[7]): G(f) = 0 åñëè è òîëüêî åñëè îòíîøåíèå N(f)/Df = cf ÿâëÿåòñÿ êîíñòàíòîé è

ôóíêöèÿ

η := f ◦ π + iσ
(
(∂−1
γ Λf) ◦ π + cf

)
(7)

ÿâëÿåòñÿ ñëåäîì íà Γ íåêîòîðîé ýðìèòîâîé ãîëîìîðôíîé ôóíêöèè w ∈ H∞(M).

Òî æå ñàìîå âåðíî äëÿ ïîâåðõíîñòåé (M ′, g′), (M′,g′) è àññîöèèðîâàííûõ ñ íèìè îòîáðà-
æåíèé D′, N′, G′, f 7→ c′f = N′(f)/D′f . Â ÷àñòíîñòè, G′(f ′) = 0 åñëè è òîëüêî åñëè

η′ := f ′ ◦ π′ + iσ
(
(∂−1
γ Λ′f ′) ◦ π′ + c′f ′

)
(8)

ÿâëÿåòñÿ ñëåäîì íà Γ íåêîòîðîé ýðìèòîâîé ãîëîìîðôíîé ôóíêöèè w′ ∈ H∞(M′).
Ïîñêîëüêó âñå ÄÍ-îïåðàòîðû ÿâëÿþòñÿ ÏÄÎ ïåðâîãî ïîðÿäêà (ñì. [8]) è íà ïðîñòðàíñòâå

òàêèõ ÏÄÎ ëþáûå äâå íîðìû ‖ · ‖Hl+1(Γ;R)→Hl(Γ;R) è ‖ · ‖Hs+1(Γ;R)→Hs(Γ;R) (l, s = 0, 1, . . . ) ýêâè-
âàëåíòíû, ñïðàâåäëèâû îöåíêè

‖Λ− Λ′‖Cl+2(Γ;R)→Cl(Γ;R) ≤ clε. (9)
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Ââèäó ïîñëåäíåãî ôàêòà è ôîðìóë (7) è (8) ïîñòðîåíèå îòîáðàæåíèÿ ι, óäîâëåòâîðÿþùåãî (5),
ñâîäèòñÿ ê ïîñòðîåíèþ �ïî÷òè òîæäåñòâåííîãî� îòîáðàæåíèÿ Y : G−1({0}) → G′−1({0}), òî
åñòü ê äîêàçàòåëüñòâó óñòîé÷èâîñòè (íåëèíåéíîãî) óðàâíåíèÿ G(f) = 0 ê ìàëûì âîçìóùåíèÿì
G′ îïåðàòîðà G.

Õîòÿ îòîáðàæåíèå G íåëèíåéíî, îíî ïîëîæèòåëüíî îäíîðîäíî ñî ñòåïåíüþ îäíîðîäíîñòè
3, ò.å. G(cf) = c3G(f) ïðè ëþáûõ f ∈ C∞(Γ;R) è c > 0. Êðîìå òîãî, ìíîæåñòâî G−1({0})
ñîâïàäàåò ñî ìíîæåñòâîì âåùåñòâåííûõ ÷àñòåé ñëåäîâ ýðìèòîâûõ ãîëîìîðôíûõ ôóíêöèé w ∈
H∞(M) íà Γ × {+} ∼= Γ è ïîòîìó ÿâëÿåòñÿ ëèíåéíûì ïðîñòðàíñòâîì êîðàçìåðíîñòè −χ(M).
(Òå æå ñàìûå ôàêòû âåðíû äëÿ îïåðàòîðà G′, àññîöèèðîâàííîãî ñ (M ′, g′).) Â îáùåì ñëó÷àå
ìû íàçûâàåì íåïðåðûâíîå ïîëîæèòåëüíî îäíîðîäíîå îòîáðàæåíèå G : E → F (ãäå E è F �
íîðìèðîâàííûå ïðîñòðàíñòâà) (χ, α)−äîïóñòèìûì åñëè ñòåïåíü îäíîðîäíîñòè G ðàâíà α è
G−1({0}) ÿâëÿåòñÿ ëèíåéíûì ïîäïðîñòðàíñòâîì êîðàçìåðíîñòè χ â E . Ìíîæåñòâî Qχ,α(E;F )
âñåõ (χ, α)−äîïóñòèìûõ îòîáðàæåíèé èç E â F íàäåëÿåòñÿ ìåòðèêîé

d(G′,G) = sup
‖f‖E=1

‖G′(f)− G(f)‖F .

Òàêèì îáðàçîì, ââåäåííûå ôîðìóëîé (6) îòîáðàæåíèÿ G, G′ ÿâëÿþòñÿ (χ, α)−äîïóñòèìûìè,
ãäå χ = −χ(M) = −χ(M ′), α = 3, E = C l+4(Γ;R), F = C l(Γ;R), à èç îöåíîê (9) ñëåäóåò, ÷òî

d(G′,G) ≤ c(E)ε. (10)

Äëÿ ïîñòðîåíèÿ îòîáðàæåíèÿ Y èñïîëüçóåòñÿ ñëåäóþùàÿ ëåììà, äîêàçàííàÿ â [5].

Ëåììà 0.3. Ïóñòü G ∈ Qχ,α(E;F ) è h1, . . . , hα ∈ E ëèíåéíî íåçàâèñèìû ïî ìîäóëþ G−1({0}).
Äëÿ êàæäîãî f ∈ G−1({0}) ââåäåì ôóíêöèþ

ef (t) := sup
{
|~d| | ~d = (d1, . . . , dχ)T ∈ Cχ, ‖G

(
f −

χ∑
k=1

dkhk

)
‖F ≤ t‖f‖αE

}
(11)

(òîãäà limt→0 ef (t) = 0 ïðè êàæäîì f ∈ E).
Òîãäà ñóùåñòâóåò òàêîå äîñòàòî÷íî ìàëîå d0 > 0, ÷òî äëÿ êàæäîãî îòîáðàæåíèÿ G′ ∈

Qχ,α(E;F ), ïîä÷èíåííîãî íåðàâåíñòâó d(G′,G) < d0, ýëåìåíòû h1, . . . , hα ëèíåéíî íåçàâèñèìû

ïî ìîäóëþ G′−1({0}) è ïðÿìîå ðàçëîæåíèå

f =

χ∑
k=1

dk(f)hk + Yf (dk(f) ∈ C, Yf ∈ G′−1({0}))

îïðåäåëÿåò îòîáðàæåíèå Y : G−1({0}) → G′−1({0}), êîòîðîå ïðè êàæäîì f ∈ G−1({0}) ïîä-
÷èíåíî îöåíêå

‖Yf − f‖E ≤ cef
(
d(G′,G)

)
, (12)

ãäå c íå çàâèñèò îò f è G′.
Èòàê, Ëåììà 0.3 äîñòàâëÿåò îòîáðàæåíèå Y : G−1({0}) → G′−1({0}), óäîâëåòâîðÿþùåå

îöåíêàì (12). Îïðåäåëèì îòîáðàæåíèå ι : TrH∞(M)→ Tr′H∞(M′) ïðàâèëîì ιη = η′, ãäå η,η′

çàäàíû ôîðìóëàìè (7), (8) è f è f ′ ñâÿçàíû ðàâåíñòâîì f ′ = Yf . Òîãäà èç îöåíîê (12), (10) è
(9) ñëåäóåò, ÷òî

‖ιη − η‖Cl(Γ;R) ≤ cl[ef
(
Cε
)

+ ε], (13)

ãäå f◦π = <η è cl, C íå çàâèñÿò îò G′ è η. Òàêèì îáðàçîì, äëÿ òîãî, ÷òîáû äîêàçàòü íåðàâåíñòâà
(5) è, òåì ñàìûì, îöåíêó (2), äîñòàòî÷íî äîêàçàòü, ÷òî ïðè âñåõ f ∈ G−1({0}) ôóíêöèÿ ef
óäîâëåòâîðÿåò îöåíêå

ef (s) = O(s) (s→ 0). (14)

Îòìåòèì, ÷òî â [5] äîêàçàíû áîëåå ãðóáûå îöåíêè ef (s) = O(s1/3), ïîäñòàíîâêà êîòîðûõ â (13),
(3) è (4) äàåò îöåíêó t(E , E ′) = O(ε1/3) è âòîðîå íåðàâåíñòâî â (1).
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Äîêàçàòåëüñòâî îöåíîê (14). Âòîðóþ ôîðìóëó â (6) ìîæíî ïåðåïèñàòü â âèäå N(f) =
Q(f, f)/2, ãäå Q � áèëèíåéíîå îòîáðàæåíèå, çàäàííîå ïðàâèëîì

Q(f, h) := Λ
[
f · h− (∂−1

γ Λf) · (∂−1
γ Λh)

]
− f · Λh− h · Λf − (∂−1

γ Λf) · ∂γh− (∂−1
γ Λh) · ∂γf. (15)

Òîãäà
N(f + h) = N(f) + Q(f, h) + N(h).

Îòñþäà è èç (6) âûòåêàåò ðàçëîæåíèå

G(f + h) =

3∑
k=0

Gf,(k)(h)

äëÿ îïåðàòîðà G. Çäåñü Gf,(0)(h) := G(f), Gf,(3)(h) := G(h) è

Gf,(1)(h) : = ∂γN(f) ·Dh−N(f) · ∂γDh+ (Df) · ∂γQ(f, h)− (∂γDf) ·Q(f, h), (16)

Gf,(2)(h) : = (Df) · ∂γN(h)− (∂γDf) ·N(h) + ∂γQ(f, h) ·Dh−Q(f, h) · ∂γDh.

Êàæäûé ÷ëåí Gf,(k) : E → F ÿâëÿåòñÿ íåïðåðûâíûì ïîëîæèòåëüíî îäíîðîäíûì îòîáðàæåíèåì
ñî ñòåïåíüþ îäíîðîäíîñòè k, òî åñòü Gf,(k)(sh) = skGf,(k)(h) äëÿ âñåõ s > 0 è f ∈ C∞(Γ;R).
Áîëåå òîãî, Gf,(1) ÿâëÿåòñÿ ëèíåéíûì îïåðàòîðîì.

Ñëåäóþùåå óòâåðæäåíèå ÿâëÿåòñÿ êëþ÷åâûì äëÿ äîêàçàòåëüñòâà îöåíîê (14) è (2).

Ëåììà 0.4. Ïðè êàæäîì f ∈ G−1({0})\{0} äëÿ ëèíåéíîãî îïåðàòîðà (16) ñïðàâåäëèâî ðàâåí-
ñòâî

KerGf,(1) = G−1({0}). (17)

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü f 6= const (ñëó÷àé f = const òðèâèàëåí). Ââèäó íåîðèåíòèðóåìîñòè
M è óòâåðæäåíèÿ 1. Ëåììû 0.2 ôóíêöèÿ Df íå ìîæåò àííóëèðîâàòüñÿ íè íà êàêîì ñåãìåíòå Γ.
Òåïåðü èç îïðåäåëåíèÿ (6) îïåðàòîðà G ñëåäóåò, ÷òî óðàâíåíèå G(f) = 0 ýêâèâàëåíòíî óñëîâèþ
N(f) = cfDf , ãäå cf ∈ R. Ñ ó÷åòîì ýòîãî óñëîâèÿ ôîðìóëà (16) ïðèíèìàåò âèä

Gf,(1)(h) := cf
[
∂γDf ·Dh−Df · ∂γDh

]
+ (Df) · ∂γQ(f, h)− (∂γDf) ·Q(f, h) =

=(Df)−2∂γ

(
Q(f, h)− cf ·Dh

Df

)
.

Ïîýòîìó Gf,(1)(h) = 0 åñëè è òîëüêî åñëè

Q(f, h) = cf ·Dh+ c̃f,hDf (18)

ïðè íåêîòîðûõ cf , c̃f,h ∈ R.
Ââåäåì ôóíêöèè

f = f ◦ π, p = σ
(
(∂−1
γ Λf) ◦ π + cf

)
,

h = h ◦ π, q = σ
(
(∂−1
γ Λh) ◦ π + c̃f,h

)
(19)

è îáîçíà÷èì ÷åðåç uf ãàðìîíè÷åñêîå ïðîäîëæåíèå f âíóòðü íàêðûòèÿ (M,g). Èç óñëîâèÿ
G(f) = 0 è óòâåðæäåíèÿ 2. Ëåììû 0.2 ñëåäóåò, ÷òî ôóíêöèÿ w := uf + iup ãîëîìîðôíà
íà íàêðûòèè (M,g). Óñëîâèå Êîøè�Ðèìàíà äëÿ w ìîæíî ïðåäñòàâèòü â âèäå

Φ∇uf = ∇up, (20)
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ãäå Φ : TM→ TM � íåïðåðûâíîå ñåìåéñòâî ïîâîðîòîâ íà ïðÿìîé óãîë â êàñàòåëüíîì ðàññëî-
åíèè TM,

g(Φa,Φb) = g(a, b), g(Φa, b) = −g(a,Φb), Φ2a = −a (a, b ∈ TxM, x ∈M),

(èíîãäà íàçûâàåìîå ïî÷òè êîìïëåêñíîé ñòðóêòóðîé, ñì. [9]).
Ïóñòü ν � åäèíè÷íûé âåêòîð âíåøíåé íîðìàëè íà Γ è Λ : f 7→ uf |Γ � ÄÍ-îïåðàòîð ïîâåðõ-

íîñòè (M,g). Ââèäó ëîêàëüíîé èçîìåòðè÷íîñòè íàêðûòèÿ π : (M,g) → (M, g) ñïðàâåäëèâû
ñîîòíîøåíèÿ

uf◦π = uf ◦ π, dπ[ν] = ν, Λ(h ◦ π) = (Λh) ◦ π. (21)

Ââåäåì åäèíè÷íûé êàñàòåëüíûé âåêòîð γ := Φν; òîãäà γ = dπ[σγ] � åäèíè÷íûé êàñàòåëüíûé
âåêòîð íà Γ.

Ñóæàÿ óðàâíåíèå (20) íà Γ è ó÷èòûâàÿ (21), ïîëó÷àåì

∂γp = Λf = (Λf) ◦ π, Λp = −∂γf = −σ · (∂γf) ◦ π, (22)

ãäå Λ � ÄÍ-îïåðàòîð ïîâåðõíîñòè (M,g) (íàïîìíèì, ÷òî Λ(h ◦ π) = (Λh) ◦ π).
Ïóñòü U � îäíîñâÿçíàÿ îáëàñòü â M, ñîäåðæàùàÿ ñåãìåíò Γ̃ êðèâîé Γ. Ïîñêîëüêó ôóíê-

öèÿ uh ãàðìîíè÷íà íà U , èç ëåììû Ïóàíêàðå âûòåêàåò ñóùåñòâîâàíèå òàêîé (îïðåäåëåííîé ñ
òî÷íîñòüþ äî àääèòèâíîé êîíñòàíòû) ôóíêöèè vU íà U , ÷òî ôóíêöèÿ w̃U := uh + ivU ãîëî-
ìîðôíà íà U . Ñóæàÿ óðàâíåíèå Êîøè-Ðèìàíà Φ∇uh = ∇vU äëÿ w̃U íà ñåãìåíò Γ̃ è ó÷èòûâàÿ
ñîîòíîøåíèå dπ[σγ] = γ, ïîëó÷àåì

∂γvU = ∂νuh = Λh = (Λh) ◦ π, ∂νvU = −∂γh = −σ · (∂γh) ◦ π. (23)

Ñðàâíèâàÿ (23) ñ (19), ïîëó÷àåì ∂γvU = ∂γq. Òàêèì îáðàçîì, ôóíêöèþ vU ìîæíî âûáðàòü
òàê, ÷òîáû íà Γ̃ âûïîëíÿëîñü ðàâåíñòâî vU = q.

Ïîñêîëüêó w è w̃ ãîëîìîðôíû íà U , ôóíêöèÿ

Re(ww̃U ) = ufuh − upvU

ãàðìîíè÷íà íà U , ïðè÷åì íà Γ̃ âûïîëíåíû ðàâåíñòâà

Re(ww̃U ) = fh− pq =
[
fh−

(
∂−1
γ Λf + cf

)
·
(
∂−1
γ Λh+ c̃f,h

)]
◦ π =: Y

è (ââèäó (22) è (23))

∂ν Re(ww̃U ) = h ·Λf + f ·Λh− q ·Λp− p∂νvU

= h ·Λf + f ·Λh + q∂γf + p∂γh

=
[
hΛf + fΛh+

(
∂−1
γ Λh+ c̃f,h

)
∂γf +

(
∂−1
γ Λf + cf

)
∂γh

]
◦ π.

Èç ïîñëåäíèõ äâóõ ôîðìóë è îïðåäåëåíèé (15), (6) ôîðìû Q è îïåðàòîðà D èìååì

Q(f, h) ◦ π :=
[
Λ
[
fh− (∂−1

γ Λf)(∂−1
γ Λh)

]]
◦ π

−
[
fΛh− hΛf − (∂−1

γ Λf)∂γh− (∂−1
γ Λh)∂γf

]
◦ π

= ΛY +
[
c̃f,hΛ∂−1

γ Λf + cfΛ∂−1
γ Λh

]
◦ π

− ∂ν Re(ww̃U ) +
[
c̃f,h∂γf + cf∂γh

]
◦ π

= ∂ν
[
uY − Re(ww̃U )

]
+
[
c̃f,hDf + cfDh

]
◦ π.
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Òàêèì îáðàçîì, óðàâíåíèå (18) ýêâèâàëåíòíî âûïîëíåíèþ ðàâåíñòâà

∂ν
[
uY − Re(ww̃U )

]
= 0 íà Γ̃ (24)

ïðè ëþáûõ U è Γ̃. Ïîñêîëüêó ôóíêöèè uY è Re(ww̃U ) ãàðìîíè÷åñêèå íà U , èç (24), èç (24) è
òåîðåìû î åäèíñòâåííîñòè ðåøåíèé çàäà÷è Êîøè äëÿ ýëëèïòè÷åñêèõ óðàâíåíèé ñëåäóåò, ÷òî

uY = Re(ww̃U ) íà U.

Ïîñëåäíåå ðàâåíñòâî ìîæíî ïåðåïèñàòü â âèäå

vU =
ufuh − uY

up
,

ïðè÷åì çäåñü ïðàâàÿ ÷àñòü îïðåäåëåíà ãëîáàëüíî íà M, à ëåâàÿ ÷àñòü ãëàäêàÿ è ãàðìîíè÷åñêàÿ
íà ëþáîé îêðåñòíîñòè U è óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ Êîøè-Ðèìàíà Φ∇uh = ∇vU íà U . Òàêèì
îáðàçîì, ôóíêöèÿ

w̃ := uh + i
ufuh − uY

up
.

(ãëîáàëüíî) ãîëîìîðôíà íà (M,g), ïðè÷åì w̃ ◦ τ = w̃ è

w̃|Γ = h + i
fh−Y

p
= h + iq = h ◦ π + iσ

(
(∂−1
γ Λh) ◦ π + c̃f,h

)
.

Îòñþäà è èç óòâåðæäåíèÿ 2. Ëåììû 0.2 ñëåäóåò, ÷òî G(h) = 0. Òåì ñàìûì äîêàçàíî âêëþ÷åíèå
KerGf,(1) ⊂ G−1({0}).

Òåïåðü ïóñòü h ∈ G−1({0}); òîãäà èç óòâåðæäåíèÿ 2. Ëåììû 0.2 ñëåäóåò, ÷òî ôóíêöèÿ
ẃ = uh + uq ãîëîìîðôíà, ãäå h è q çàäàíû ôîðìóëîé (19) è c̃f,h � íåêîòîðàÿ êîíñòàíòà.
Òîãäà ôóíêöèÿ Re(ẃw) ãàðìîíè÷íà íà (M,g) è Re(ẃw) = Y íà Γ̃, îòêóäà ñëåäóåò uY =
Re(ẃw) è ðàâåíñòâî (24) íà Γ. Ïîñêîëüêó ïîñëåäíåå ðàâåíñòâî ýêâèâàëåíòíî óðàâíåíèÿì (18)
è Gf,(1)(h) = 0, äîêàçàíî âêëþ÷åíèå KerGf,(1) ⊃ G−1({0}).

Ïóñòü ôóíêöèÿ f ∈ G−1({0}) íåïîñòîÿííà. Ïîñêîëüêó ôóíêöèè h1, . . . , hχ èç Ëåììû 0.3
ëèíåéíî íåçàâèñèìû ïî ìîäóëþ G−1({0}), èç ôîðìóëû (17) è êîìïàêòíîñòè åäèíè÷íîé ñôåðû
Sχ−1 â Cχ ñëåäóåò, ÷òî

inf
~e∈Sχ−1

∥∥∥Gf,(1)

( χ∑
k=1

ekhk

)∥∥∥ ≥ C(G, f) > 0. (25)

Èç (25) è íåïðåðûâíîñòè è îäíîðîäíîñòè (ñòåïåíè k) êàæäîãî îòîáðàæåíèÿ Gf,(k) ñëåäóåò, ÷òî∥∥∥G(f − χ∑
k=1

dkhk

)∥∥∥
F

=
∥∥∥ 3∑
n=1

Gf,(n)

(
−

χ∑
k=1

dkhk

)∥∥∥
F

=
∥∥∥ 3∑
n=1

|~d|nGf,(n)

(
−

χ∑
k=1

dk

|~d|
hk

)∥∥∥
F

≥ |~d|
∥∥∥Gf,(1)

(
−

χ∑
k=1

dk

|~d|
hk

)∥∥∥
F
−
∑
n=2,3

|~d|n
∥∥∥Gf,(n)

(
−

χ∑
k=1

dk

|~d|
hk

)∥∥∥
F

≥ C(G, f)|~d| − c(G, f)|d|2 ≥ C(G, f)|~d|/2

ïðè äîñòàòî÷íî ìàëûõ ~d ∈ Cχ. Îòñþäà è èç îïðåäåëåíèÿ (11) ôóíêöèè ef íåìåäëåííî ñëåäóåò
îöåíêà (14).

Íàêîíåö, ïîäñòàíîâêà (14) â ôîðìóëû (13), (3) è (4) äàåò îöåíêó t(E , E ′) = O(ε) è íåðàâåí-
ñòâî (2). Òàêèì îáðàçîì, ìû ïðèõîäèì ê ñëåäóþùåìó óòâåðæäåíèþ.

Ñëåäñòâèå 0.5. Ïðè âñåõ m = 0, 1, . . . è o = ± ðåøàþùåå îòîáðàæåíèå R : (Dm,o, dop) →
(Mm,o, dT ) ïîòî÷å÷íî áèëèïøèöåâî.
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Îöåíêè óñòîé÷èâîñòè îïðåäåëåíèÿ ïîâåðõíîñòè ñ êðàåì ïî ÄÍ-îïåðàòîðó,
çàäàííîìó íà ÷àñòè ãðàíèöû. Ïóñòü (M, g) � (îðèåíòèðóåìàÿ èëè íåîðèåíòèðóåìàÿ)
ïîâåðõíîñòü ñ êðàåì è (Γ, dl) � êîìïîíåíòà ñâÿçíîñòè ∂M (dl � ýëåìåíò äëèíû, èíäóöèðîâàí-
íûé ìåòðèêîé g íà Γ). Ââåäåì îïåðàòîð Ëàïëàñà-Áåëüòðàìè ∆g íà (M, g) è îáîçíà÷èì ÷åðåç
uf ðåøåíèå çàäà÷è

∆gu
f = 0 â M\∂M, uf = f íà Γ, ∂νu

f = 0 íà ∂M\Γ,

ãäå ν � åäèíè÷íûé âåêòîð âíåøíåé íîðìàëè íà ∂M . Îïðåäåëèì (÷àñòè÷íûé) ÄÍ-îïåðàòîð
ïîâåðõíîñòè (M, g) ïðàâèëîì Λf = ∂νu

f |Γ. Ìû ïèøåì [(M, g)] = [(M ′, g′)] åñëè (Γ, dl) ÿâ-
ëÿåòñÿ îáùåé ÷àñòüþ êðàåâ ∂M è ∂M ′ è ìåæäó (M, g) è (M ′, g′) ñóùåñòâóåò êîíôîðìíûé
äèôôåîìîðôèçì, íå äâèãàþùèé òî÷êè Γ; òîãäà [(M, g)] = [(M ′, g′)] åñëè è òîëüêî åñëè èõ
ÄÍ-îïåðàòîðû ñîâïàäàþò. Êàê è ðàíüøå, ïðîñòðàíñòâî M êîíôîðìíûõ êëàññîâ [(M, g)] ïî-
âåðõíîñòåé (M, g) ôèêñèðîâàííîãî òîïîëîãè÷åñêîãî òèïà íàäåëÿåòñÿ ìåòðèêîé Òåéõìþëëåðà
dT ([(M, g)], [(M ′, g′)]) = inf 1

2 logKβ (ãäå èíôèìóì áåðåòñÿ ïî âñåì äèôôåîìîðôèçìàì ìåæäó
M è M ′, íå äâèãàþùèì òî÷êè Γ), à ïðîñòðàíñòâî D ñîîòâåòñòâóþùèõ èì ÄÍ-îïåðàòîðîâ �
ìåòðèêîé dop.

Âíå çàâèñèìîñòè îò îðèåíòèðóåìîñòè ïîâåðõíîñòè M äëÿ íåå îïðåäåëåíî äâóëèñòíîå (ðàç-
âåòâëåííîå) íàêðûòèå (M, g, τ̄), òàêîå, ÷òî (M, g)/τ̄ = (M, g) (åñëè M îðèåíòèðóåìà, òî M
ïîëó÷àåòñÿ ñêëåèâàíèåì äâóõ êîïèé M âäîëü M\Γ, åñëè æå M íåîðèåíòèðóåìà, òî M ïîëó÷à-
åòñÿ èç äâóëèñòíîãî îðèåíòèðóåìîãî íàêðûòèÿ (M,g, τ, π) ïîâåðõíîñòè M îòîæäåñòâëåíèåì
òàêèõ òî÷åê x è τ(x), ÷òî π(x) ∈M\Γ). Äëÿ òàêèõ íàêðûòèé ïî-ïðåæíåìó âåðíà Òåîðåìà 0.1, à
õàðàêòåðèçàöèÿ ãðàíè÷íûõ ñëåäîâ ãîëîìîðôíûõ ôóíêöèé w, ñèììåòðè÷íûõ îòíîñèòåëüíî èí-
âîëþöèè (w ◦ τ̄ = w) � òàêàÿ æå, êàê â óòâåðæäåíèè 2. Ëåììû 0.2 (ýòîò ôàêò äîêàçàí â Ëåììå
2, [10]). Ïîýòîìó ïîâòîðåíèå ðàññóæäåíèé âûøå ïðèâîäèò ê ñëåäóþùåìó óòâåðæäåíèþ.

Ïðåäëîæåíèå 0.6. Ðåøàþùåå îòîáðàæåíèå R : (D, dop) → (M, dT ) ïîòî÷å÷íî áèëèïøèöå-
âî.
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