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Аннотация. В данной работе рассматривается пример суммирования нелогарифмических син-
гулярностей фиксированного вида в двумерной нелинейной сигма-модели. В результате исследова-
ния получена явная формула, которая при формальном разложении по константе связи воспроиз-
водит специальную часть квантового действия. Также в работе дано определение новой вспомога-
тельной функции и описаны некоторые ее свойства.

Ключевые слова и фразы: степенная сингулярность, регуляризация обрезанием, ренорми-
ровка, деформация, функция Грина, усреднение, нелинейная сигма-модель, квантовое действие,
расходимость, главное киральное поле.
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1 Введение

Пертурбативные методы квантовой теории поля [1–3] часто связаны с такими понятиями, как пе-
ренормировка, регуляризация и сингулярность, см. [4–6], поскольку коэффициенты формальных
рядов могут содержать расходящиеся величины. Обычно исследование подобных объектов прово-
дится последовательно, поскольку более высокие поправочные вклады зависят от процесса пере-
нормировки предыдущих.

В некоторых специальных случаях можно выделить особый тип сингулярностей, который при-
сутствует во всех поправочных слагаемых и имеет предсказуемое поведение. Обычно в качестве
таких объектов рассматриваются главные логарифмические сингулярности. Однако подобные слу-
чаи встречаются нечасто, см. для примера [7–10] или, переходя к более абстрактным соображениям,
вычисления в [11–17].

В данной работе рассматривается пример суммирования основных нелогирифмических (степен-
ных) особенностей в двумерной модели главного кирального поля, см. [18–25]. В качестве метода
регуляризации используется сглаживание δ-функционала, которое может быть реализовано при
помощи регуляризации обрезанием [26–30], в частности, путем обрезания в координатном представ-
лении [31–34]. Представленное исследование является продолжением серии работ [35–38], посвящен-
ных изучению структуры сингулярностей в нелинейных сигма-моделях.

Текст состоит из трех основных разделов, в которых рассматриваются постановка задачи, про-
цесс вычислений и доказательства некоторых свойств. В заключении обсуждаются замечания и
открытые вопросы.

2 Постановка задачи

Рассмотрим пространство R2 и алгебру Ли g группы SU(n), где 2 ⩽ n ∈ N, см. [39]. Генераторы ta,
где a ∈ {1, . . . , n2−1}, алгебры g удовлетворяют стандартному соотношению [ta, tb] = fabctc, где fabc

являются полностью антисимметричными вещественными структурными константами. Последние
также обладают свойством fabefabc = nδec, см. приложение C в [40]. Далее символом «tr» будем
обозначать след по групповым индексам.

В недавней работе, посвященной изучению трехпетлевых сингулярностей в двумерной модели
главного кирального поля [38], был выписан анзац для ренормированного квантового действия

Wren[B,Λ] =
S[B]

4γ2
0

− 1

2

(
ln det(Greg)− κ0

)
−
[
Hsc

0 exp

( +∞∑
k=3

γk−2
0

k!2

(
Γk + Γr,k−2

))
−

+∞∑
k=1

γ2k
0 κk

]
. (1)

Здесь S[B] обозначает классическое действие, зависящее от фонового поля, которое, в свою оче-
редь, удовлетворяет квантовому уравнению движения, см. [41]. Функция Gab

reg(· , ·) является регу-
ляризованной функцией Грина с параметром регуляризации Λ, а величина γ0 = γ0(γ,Λ) = γ + . . .
обозначает ренормированную константу связи. Далее, при k ⩾ 1 справедливо представление для
вершин с k внешними линиями

Γk+2[ϕ] = −
∫
R2

d2x
(
∂xµ

ϕa1(x)
)(
ϕk(x)

)a1ak+1Dak+1b
µ (x)ϕb(x), (2)

где Dab
µ (x) = δab∂xµ−facbBc

µ(x) обозначает ковариантную производную, а также были использованы
обозначения для полей флуктуации ϕab(x) = facbϕc(x) и их произведений

(
ϕk(x)

)a1ak+1 =

k∏
i=1

ϕaiai+1(x).

В свою очередь, Γr,k−2 обозначают контрвершины, которые являются конечными линейными комби-
нациями вспомогательных вершин с сингулярными по параметру Λ коэффициентами и количеством
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внешних линий, не превосходящих число k−2. Далее, величины κk вычитают расходимости с плот-
ностями, не зависящими от фонового поля, а оператор Hsc

0 всеми возможными способами соединяет
внешние линии вершин при помощи деформированной функции Грина Gab

Λ (· , ·) и оставляет толь-
ко сильно связную вакуумную часть. Отметим, что GΛ однозначно строится по функции Greg и в
главном порядке совпадает с деформированной функцией 2GΛ

0 (x− y)δab для свободного оператора
Лапласа A(x) = −∂2

x1
− ∂2

x2
. Последнюю удобно понимать в смысле преобразования Фурье

A(x)GΛ
0 (x) =

∫
R2

d2k

4π2
eikxρ(|k|/Λ), (3)

где 0 ⩽ ρ(·) ⩽ 1 называется регуляризующей (сглаживающей) функцией. Из-за свойства ρ(0) = 1
при снятии регуляризации Λ → +∞ правая часть равенства стремится к δ-функционалу в смысле
обобщенных функций, см. [42,43].

В процессе изучения двух и трех петель было замечено, что в n-петлевом коэффициенте кван-
тового действия появляется необходимость ввести вспомогательную вершину вида

V2n−2[ϕ] =

∫
R2

d2x tr
(
ϕ2n−2(x)

)
(4)

с 2n−2 внешними линиями. При этом такая вершина должна входить с коэффициентом, пропорци-
ональным Λ2γ2n−2 и некоторой функции ρ2n−2, которая строится исключительно по комбинациям
деформированных δ-функционалов A(x)G1

0(x). Такие вершины будем называть основными. Коэф-
фициент удобно фиксировать так, чтобы Γr,2n−2 = 2(2n!)Λ2ρ2n−2V2n−2 + . . . Заметим, что в частях
эффективного действия с числом петель > n также могут появляться вершины V2n−2, однако они
не являются основными, так как входят с более высокой степенью константы связи и/или с коэф-
фициентом, который строится не только с использованием A(x)G1

0(x), но и функций, содержащих
иное количество производных от GΛ

0 (x).

Цель работы. Найти сумму всех основных вспомогательных вершин, возникающих в квантовом
действии (1), то есть вычислить величину вида

Ψ = Λ2
+∞∑
n=2

γ2n−2ρ2n−2V2n−2.

Ответ дается формулой (11).

3 Вычисление

Заметим, что для поиска основных вершин можно воспользоваться некоторыми упрощениями. Дей-
ствительно, из соображений сохранения размерности следует, что можно выбрать B = 0. В этом
случае все нечетные вершины из (2) обратятся в нуль, в то время как четные приобретут вид

Γ0,2k+2[ϕ] = −
∫
R2

d2x
(
∂xµϕ

a1(x)
)(
ϕ2k(x)

)a1a2k+1∂xµϕa2k+1(x).

Тогда, учитывая явный вид квантового действия (1), искомую комбинацию Ψ можно представить
в виде функционала

−Ḣsc
0 exp

( +∞∑
n=1

γ2n

(2n+ 2)!2
Γ0,2n+2

)
, (5)

где оператор Ḣsc
0 произвольным образом соединяет все поля с производными, оставляя затем лишь

главную часть асимптотики по параметру Λ для сильно связной части, то есть пропорциональную
Λ2. Для анализа последней комбинации рассмотрим произвольный конечный моном. Для этого
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определим мультииндекс α = {αi}+∞
i=1 , произвольный элемент αk ∈ N ∪ {0} которого обозначает

степень вершины Γαk

0,2k+2, а также два числа

α̇ =

+∞∑
k=1

αk, α̂ =

+∞∑
k=1

kαk.

Тогда величина (5) является суммой по всем возможным ненулевым мультииндексам α от комби-
наций вида

−Ḣsc
0

+∞∏
n=1

γ2nαn2−αn

[(2n+ 2)!]αnαn!
Γαn
0,2n+2. (6)

Вычислим применение оператора. Для этого заметим, что всевозможные соединения полей с про-
изводными приводят к диаграммам типа «цепочка». Таким образом, сохраняя лишь главную часть
асимптотики и учитывая симметрийный коэффициент, получаем

Ḣsc
0

+∞∏
n=1

Γαn
0,2n+2 = Λ2V2α̂ϑ(α̇)

(−4)α̇α̇!

2
∏

n⩾1 αn!
, (7)

где вспомогательная функция ϑ(·) определяется равенством

ϑ(n) = AG1
0 ⋆ . . . ⋆ AG1

0︸ ︷︷ ︸
nштук

(0)

для всех n ⩾ 1. Операция ⋆ обозначает свертку. Далее, используя представление (3) и сочетание
свертки с преобразованием Фурье, формула переписывается в виде

ϑ(n) =

∫
R2

d2k

4π2
ρn(|k|).

Таким образом, после подстановки (7) в (6), получаем

−Λ2

2

∑
α: α̇>0

(
(−4)α̇α̇!V2α̂ϑ(α̇)

+∞∏
n=1

γ2nαn2−αn

[(2n+ 2)!]αnαn!αn!

)
.

Далее заметим, что можно перейти к суммированию по компонентам мультииндекса. Для этого
сперва используем определение для вершины (4) и представление для факториала

n! =

∫
R+

ds sne−s.

Тогда, добавляя и вычитая слагаемое, отвечающее α̇ = 0, получаем факторизацию сумм, в каждой
из которых можно воспользоваться представлением для функции Бесселя первого рода, см. секцию
8.441 в [46],

+∞∑
k=0

(−s)k

k!k!
= J0(2

√
s).

В итоге получаем для Ψ формулу вида

−Λ2

2
Trx,k

[
Kh
(
ϕ(x)γ, 2

√
ρ(|k|)

)
− 1
]
, (8)

где «1» обозначает единичную матрицу, интегральный оператор Trx,k задается формулой

Trx,k =

∫
R2

d2x

∫
R2

d2k

4π2
tr,
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а вспомогательная функция Kh(· , ·) определяется равенствами

Kh(u, v) = lim
j→+∞

Khj(u, v), (9)

Khj(u, v) =

∫
R+

ds e−s

[
j∏

n=1

J0

(
unv

√
s√

n+ 1

)]
. (10)

Обратим внимание, что формулу (8) можно привести к сумме по корням характеристического поли-
нома матрицы ϕ(x). Действительно, заметим, что матрица ϕ(x) является вещественной и кососим-
метричной. Следовательно, см. главу VI в [44], каждый корень ее характеристического полинома
для каждого фиксированного «x» является либо чисто мнимым, либо нулевым. Причем мнимые вхо-
дят парами (со своими сопряженными). Обозначим корни iλa(x), где a ∈ {1, . . . , n2−1} и λa(x) ∈ R.
Тогда формула (8) переписывается в виде

Ψ = −Λ2

2

n2−1∑
a=1

Trx,k

[
Kh
(
iλa(x)γ, 2

√
ρ(|k|)

)
− 1
]
. (11)

4 Свойства

Обратим внимание на некоторые свойства последней функции, начиная со случая вещественных
аргументов. Во-первых, из свойства J0(0) = 1 следует, что Kh(u, v) = 1 при u = 0 и/или v = 0. Во-
вторых, учитывая четность функции Бесселя, получаем четность по обоим аргументам Kh(u, v) =
Kh(−u, v) = Kh(u,−v). Далее предположим, что v ̸= 0 и |u| > 1, а также заметим, что в этом случае
функция |u|n/

√
n+ 1 является возрастающей для всех n > N1 для некоторого фиксированного

N1 ∈ N. Следовательно, существует такое число 0 ⩽ δ1 < 1, что∣∣∣∣J0( unv
√
s√

n+ 1

)∣∣∣∣ < δ1

для всех n > N1. Число δ1 может зависеть от v
√
s. Следовательно, произведение в (10) в пределе

содержит сколь угодно много множителей δ1. Учитывая то, что остальная часть произведения
ограничена единицей, получаем Kh(u, v) = 0 для всех v ̸= 0 и |u| > 1. Обратим внимание, что
в данном случае интеграл и предельный переход можно поменять местами благодаря наличию
равномерной сходимости, см. главу 14 в [45]. Более того, последнее соотношение можно усилить.
Пусть |u| = 1 и a = v2s/4, тогда существует такое N2 ∈ N, что для всех n > N2 выполнено a < n+1
и справедлива оценка

ln

∣∣∣∣J0( unv
√
s√

n+ 1

)∣∣∣∣ ⩽ − a

n+ 1
+

a2

4(n+ 1)2
,

где было использовано соотношение ln(1 − s) ⩽ −s для s ∈ [0, 1]. Таким образом, абсолютная
величина произведения из (10) оценивается сверху величиной

exp

(
+∞∑

n=N2+1

[
− a

n+ 1
+

a2

4(n+ 1)2

])
,

которая равна нулю из-за расходимости гармонического ряда. Следовательно, Kh(u, v) = 0 для
всех v ̸= 0 и |u| ⩾ 1. При этом в регионе |u| < 1 произведение из (10) может сходиться к некоторой
ненулевой величине, так как функция |u|n/

√
n+ 1 убывает достаточно быстро с ростом индекса.

При переходе к комплексным значениям возникают существенные трудности. Предположим, что
it = u ∈ iR, в то время как v ∈ R \ {0}. Этот вариант как раз отвечает ситуации из формулы (11).
В этом случае произведение в (10) формально расщепляется на две части Jj · Ij , четную по индексу
«n» и нечетную, где

Jj(t, v) =

⌊j/2⌋∏
n=1

J0

(
t2nv

√
s√

2n+ 1

)
,
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Ij(t, v) =

⌈j/2⌉∏
n=1

I0

(
t2n−1v

√
s√

2n

)
.

Здесь были использованы функции «пол» и «потолок». В этом случае функция Jj(t, v) допуска-
ет аналогичный анализ, предложенный выше. Однако с функцией Ij(t, v) появляются трудности.
Действительно, пусть в дополнение к выше отмеченным свойствам выполнено |t| > 1, тогда про-
изведение расходится, то есть Ij(t, v) → +∞ при j → +∞. В этом легко убедиться, учитывая
те факты, что I0(·) является четной функцией, строго возрастающей на положительной полуоси,
и функция индекса t2n−1/

√
n ограничена снизу положительным числом для всех n ∈ N. В этом

случае существует такое δ2 > 1, что для всех значений индекса выполнено соотношение

I0

(
t2n−1v

√
s√

2n

)
⩾ δ2.

Следовательно, расходимость произведения следует из оценки Ij(t, v) ⩾ δ
(j−1)/2
2 → +∞ при j →

+∞. Аналогично, пользуясь расходимостью гармонического ряда, можно расширить результат и
на случай |t| = 1. Ясно, что в этом случае предельная функция не существует и менять местами ин-
теграл и предельный переход не представляется возможным. Таким образом, предельный переход
в формуле (9) является вспомогательной регуляризацией, которая может прояснить значение инте-
грала от «плохой» функции. На данный момент для указанной области возможен лишь численный
анализ, строгие математические доказательства пока что отсутствуют.

В регионе |t| < 1 и v ∈ R функция конечна. Для доказательства воспользуемся представлением
для модифицированной функции Бесселя первого рода, см. секцию 8.431 в [46],

I0(t) =
1

π

∫ π

0

ds cosh(t cos(s)) ⩽ e|t|.

Тогда из оценок ∣∣Jj(t, v)∣∣ ⩽ 1,

Ij(t, v) ⩽ exp

(
v
√
s

⌈j/2⌉∑
n=1

|t|2n−1

√
2n

)
,

следуют факты сходимости произведения и интегрируемости с весом exp(−t). Таким образом, пре-
дельная функция Kh(it, v) существует и конечна.

Возвращаясь к формуле (11), можно сказать, что функционал Ψ может принимать конечные
значения, если абсолютные значения собственных чисел «заперты» в ящик |λa(x)γ| < 1. В осталь-
ных случаях необходимо проводить дополнительные исследования функции Kh(· , ·). Даже если в
какой-то точке функция стремится к бесконечности (имеет особенность), это вовсе не означает,
что функционал Ψ будет стремиться к бесконечности, так как в формуле (11) имеется оператор
интегрирования Trx,k, который может сглаживать поведение.

5 Заключение

В данной работе был представлен пример суммирования специального вида нелогарифмических
сингулярностей во всех петлях. Была получена новая явная формула, которая при формальном
разложении по константе связи γ приводит к сумме степенных по параметру регуляризации Λ
слагаемых, возникающих в перенормированном квантовом действии.

Обратим внимание на два интересных открытых вопроса. Во-первых, при постановке задачи был
выделен специальный класс нелогарифмических сингулярностей. Соответственно, суммирование
остальных частей, пропорциональных Λ2, является на данный момент нерешенной задачей. И хотя
такие добавки будут входить с более высокой степенью константы связи, неясно, каким образом они
будут дополнять имеющийся вклад (8). Во-вторых, интересным математическим вопросом является
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изучение свойств функции (10). Особенно в регионе iR × R, потому что именно в нем находятся
данные для случая кососимметричных матриц.
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