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Abstract. Ðàññìàòðèâàþòñÿ âåêòîðíûå ðàññëîåíèÿ ðàíãà 2 ñ òðèâèàëü-

íûì îáùèì ñëîåì è ïðîñòûìè ïîäñêîêàìè íà ïðîåêòèâíîé ïðÿìîé íàä êîëü-

öîì öåëûõ ÷èñåë. Èçó÷àåòñÿ ñòðóêòóðà ìíîæåñòâà íåâûðîæäåííûõ ñå÷åíèé

ñòåïåíè 1 òàêèõ ðàññëîåíèé. Âû÷èñëÿþòñÿ àðèôìåòè÷åñêèå êëàññû ×åðíà ðàñ-

ñìàòðèâàåìûõ ðàññëîåíèé è íàõîäèòñÿ ãëàâíûé ÷ëåí àñèìïòîòèêè êîëè÷åñòâà

íåâûðîæäåííûõ ñå÷åíèé ñòåïåíè 1 ñ îãðàíè÷åííîé íîðìîé.
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1 Ââåäåíèå

Âåêòîðíûå ðàññëîåíèÿ íàä P1
Z ðàíãà 2 ñ òðèâèàëüíûì îáùèì ñëîåì è ïîä-

ñêîêàìè âûñîòû 1 áûëè êëàññèôèöèðîâàíû â ðàáîòå [1]. Ïîçäíåå â ñòàòüå
[2] áûëî âûÿñíåíî, ÷òî ó ýòèõ ðàññëîåíèé ñóùåñòâóåò 2-ôèëüòðàöèÿ, òî
åñòü äëÿ ðàññëîåíèÿ E èìååòñÿ âëîæåíèå O(−2) ↪→ E òàêîå, ÷òî ôàê-
òîð ëîêàëüíî ñâîáîäåí. Ðàññëîåíèÿìè ñ ïðîñòûìè ïîäñêîêàìè ìû áóäåì
íàçûâàòü ðàññëîåíèÿ ñ ïîäñêîêàìè âûñîòû 1. Ïî óìîë÷àíèþ ñ÷èòàåì,
÷òî âñå èçó÷àåìûå ðàññëîåíèÿ èìåþò òðèâèàëüíûé îáùèé ñëîé. Â ýòîé
ðàáîòå ìû áóäåì èçó÷àòü ïðîäîëæåíèÿ äàííûõ ðàññëîåíèé íà ïîïîëíåí-
íóþ ïî Àðàêåëîâó ïðîåêòèâíóþ ïðÿìóþ P̂1

Z. Â ÷àñòíîñòè, ìû âû÷èñëèì
àðèôìåòè÷åñêèå êëàññû ×åðíà, è, â êà÷åñòâå îñíîâíîãî ðåçóëüòàòà, íàé-
äåì ãëàâíûé ÷ëåí àñèìïòîòèêè êîëè÷åñòâà íåâûðîæäåííûõ ñå÷åíèé (íå
èìåþùèõ íóëåé íà P1

Z) ñòåïåíè 1 ñ îãðàíè÷åííîé íîðìîé. Èçó÷åíèå íå
âñåõ ãëîáàëüíûõ ñå÷åíèé, à òîëüêî íåâûðîæäåííûõ ñâÿçàíî ñ òåì, ÷òî
ìíîæåñòâî H0(P1

Z, E(1)) îáðàçóåò îáûêíîâåííóþ ðåøåòêó è àñèìïòîòè-
êà ïîëó÷àåòñÿ âïîëíå îæèäàåìîé, îäíàêî, åñëè ìû îãðàíè÷èìñÿ òîëüêî
íåâûðîæäåííûìè ñå÷åíèÿìè, òî âîïðîñ îá èõ àñèìïòîòèêå íàì êàæåòñÿ
óæå áîëåå èíòåðåñíûì.

Â ýòîé ðàáîòå ìû áóäåì ïðèäåðæèâàòüñÿ ñòàíäàðòíûõ îáîçíà÷åíèé:

P1
A = Proj A[t0, t1], deg t0 = deg t1 = 1.

Â îáîçíà÷åíèÿõ ñòðóêòóðíîãî ïó÷êà OX è OX(n) áóäåì îïóñêàòü X è
ïèñàòü ïðîñòî O è O(n). Êàê îáû÷íî, Ui � äîïîëíåíèå ê íóëÿì ti,
U01 = U0 ∩ U1, x = t1/t0, y = t0/t1, êðîìå òîãî O(U0) = A[x],O(U1) =
A[y],O(U01) = A[x, y]/(xy−1). Òàêæå, â îáîçíà÷åíèÿõ ãðóïï êîãîìîëîãèé
H i(X,E) ìû áóäåì îïóñêàòü ïåðâûé àðãóìåíò, êîãäà ïîíÿòíî, î êàêîì
ïðîñòðàíñòâå èäåò ðå÷ü è ïèñàòü ïðîñòî H i(E).

Ïóñòü V (ν, α) = Coker(φ : O(−2)2 → O(−1)4), ãäå ν, α ∈ Z, à ñòðåëêà
φ çàäàåòñÿ ìàòðèöåé

φ =


t1 0
αt0 t1
νt0 0
0 t0

 .

Òåîðåìà êëàññèôèêàöèè ðàññëîåíèé íà P1
Z ðàíãà 2 ñ òðèâèàëüíûì îáùèì

ñëîåì è ïðîñòûìè ïîäñêîêàìè ôîðìóëèðóåòñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì.
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Òåîðåìà 1 (Ñìèðíîâ [1], Theorem 18.18). 1. Åñëè ν 6= 0 è gcd(ν, α) =
1, òî O−ìîäóëü V (ν, α) ÿâëÿåòñÿ ðàññëîåíèåì. Åñëè, êðîìå òîãî,
ν 6= ±1, òî V (ν, α) - ðàññëîåíèå ñ ïðîñòûìè ïîäñêîêàìè. Ïîäñêîêè

íàõîäÿòñÿ â òî÷íîñòè â äåëèòåëÿõ ν. Åñëè E - âåêòîðíîå ðàññëî-

åíèå ñ ïðîñòûìè ïîäñêîêàìè íà P1
Z, òî E èçîìîðôíî ðàññëîåíèþ

âèäà V (ν, α).

2. Ïóñòü E1 = V (ν1, α1), E2 = V (ν2, α2), ãäå gcd(ν1, α1) = 1, gcd(ν2, α2) =
1, ν1 6= 0, ν2 6= 0. Ðàññëîåíèÿ E1 è E2 èçîìîðôíû òîãäà è òîëüêî

òîãäà, êîãäà èäåàë (ν1) ðàâåí èäåàëó (ν2) è ñóùåñòâóåò λ ∈ Z òà-

êîå, ÷òî

α1 ≡ ±α2λ
2 (mod ν1).

2 Ñòðóêòóðà H0(E(1))×

Ïóñòü E ðàññëîåíèå ðàíãà 2 ñ òðèâèàëüíûì îáùèì ñëîåì è ïðîñòûìè
ïîäñêîêàìè íàä P1

Z, Aut(E) åãî ãðóïïà àâòîìîðôèçìîâ, à H0(E(1))× ìíî-
æåñòâî åãî íåâûðîæäåííûõ ñå÷åíèé ñòåïåíè 1. Äëÿ èçó÷åíèÿ àñèìïòî-
òèêè êîëè÷åñòâà íåâûðîæäåííûõ ñå÷åíèé ñòåïåíè 1 íàì áóäåò ïîëåçåí
ñëåäóþùèé ðåçóëüòàò è åãî ñëåäñòâèÿ.

Òåîðåìà 2. Ïóñòü ìíîæåñòâî H0(E(1))× íå ïóñòî, òîãäà îíî ÿâëÿ-

åòñÿ ãëàâíûì îäíîðîäíûì ïðîñòðàíñòâîì ãðóïïû Aut(E).

Äîêàçàòåëüñòâî. Äëÿ íà÷àëà äîêàæåì, ÷òî ãðóïïà Aut(E) äåéñòâóåò íà
H0(E(1))× òðàíçèòèâíî. Èç òåîðåìû 1 ìû çíàåì, ÷òî E ' V (ν, 1) è åãî

ìîæíî çàäàòü ìàòðèöåé ñêëåéêè σ =

(
y ν
0 x

)
, òî åñòü ìîæíî âûáðàòü

áàçèñû (e1, e2) è (f1, f2) íà U0 è U1 ñîîòâåòñòâåííî, òàê, ÷òî íà U01 áóäåì
èìåòü (e1, e2)σ = (f1, f2). Òîãäà ïðîèçâîëüíûé ýëåìåíò ϕ ∈ Aut(E) áóäåò
íà U0 çàäàâàòüñÿ ìàòðèöåé

ϕ =

(
α + νβ2x −ν2β2

β0 + β1x+ β2x
2 (α− νβ1)− νβ2x

)
, (1)

äëÿ ýëåìåíòîâ êîòîðîé âûïîëíÿåòñÿ ñîîòíîøåíèå α2 − αβ1ν + ν2β0β2 =
±1. Ïðîèçâîëüíîå íåâûðîæäåííîå ñå÷åíèå ñòåïåíè 1 íà U0 áóäåò èìåòü
âèä

s = (u0 + νwx)t0e1 + (v0 + v1x+ wx2)t0e2,
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ãäå u2
0 − νu0v1 + ν2v0w = u = ±1. Ïîëîæèì α = u(u0 − νv1), β0 =

−uv0, β1 = −uv1, β2 = −uw è ðàññìîòðèì àâòîìîðôèçì ϕs ðàññëîåíèÿ
E, êîòîðûé èìååò òàêèå êîýôôèöèåíòû â óêàçàííîì âûøå ìàòðè÷íîì
ïðåäñòàâëåíèè. Òîãäà ϕss = e1t0. Òàêèì îáðàçîì ëþáîå íåâûðîæäåííîå
ñå÷åíèå ñòåïåíè 1 ëåæèò â îðáèòå ñå÷åíèÿ e1t0.

Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà ñâîáîäíîñòè äåéñòâèÿ ðàññìîòðèì ïðîèçâîëüíîå
íåâûðîæäåííîå ñå÷åíèå s è ïðåäïîëîæèì, ÷òî ϕs = s äëÿ íåêîòîðîãî ϕ ∈
Aut(E), êîòîðûé çàäàåòñÿ ìàòðèöåé âèäà (1). Ðàñïèøåì ýòî ðàâåíñòâî
ïîýëåìåíòíî:

αu0 − β2v0ν
2 = u0

αw + β2(u0 − v1ν) = w

αv0 + β0u0 − β1v0ν = v0

αv1 + β0wν + β1(u0 − νv1) + β2(−v0ν) = v1.

(2)

Òîãäà åñëè ïîñìîòðåòü íà ýòè ðàâåíñòâà êàê íà ñèñòåìó ëèíåéíûõ óðàâ-
íåíèé îòíîñèòåëüíî α, β0, β1, β2, òî îíà áóäåò èìåòü åäèíñòâåííîå ðåøå-
íèå, ïîñêîëüêó îïðåäåëèòåëü îñíîâíîé ìàòðèöû ñèñòåìû áóäåò ðàâåí
(u2

0 − u0v1ν + v0wν
2)2 = 1 è ðàíã ðàñøèðåííîé ìàòðèöû ñèñòåìû ðàâåí

ðàíãó îñíîâíîé, îòñþäà ϕ = id.

Òåïåðü ìû ìîæåì èíäóöèðîâàòü ñ Aut(E) íà ìíîæåñòâî H0(E(1))×

ñòðóêòóðó ãðóïïû, âûáðàâ ïðîèçâîëüíûé ýëåìåíò â êà÷åñòâå åäèíèöû.
Íàèáîëåå åñòåñòâåííûì âèäèòñÿ âçÿòü â êà÷åñòâå åäèíèöû e = e1t0. Äëÿ
óäîáñòâà ââåäåì ñîêðàùåííóþ çàïèñü äëÿ íåâûðîæäåííûõ ñå÷åíèé: ñå-
÷åíèå (u0 +νwx)t0e1 +(v0 +v1x+wx2)t0e2 áóäåì îáîçíà÷àòü 〈u0, v0, v1, w〉.
Òîãäà óìíîæåíèå â ïîëó÷èâøåéñÿ ãðóïïå â òàêîé çàïèñè áóäåò óñòðîåíî
ñëåäóþùèì îáðàçîì. Ïóñòü s = 〈u0, v0, v1, w〉 , s′ = 〈u′0, v′0, v′1, w′〉, òîãäà

s ◦ s′ = 〈u′′0, v′′0 , v′′1 , w′′〉 , (3)

ãäå 
u′′0 = u0u

′
0 − ν2wv′0

v′′0 = u0v
′
0 + u′0v0 − νv′0v1

v′′1 = u0v
′
1 + νv0w

′ + v1u
′
0 − νv1v

′
1 − νwv′0

w′′ = u0w
′ + wu′0 − νwv′1.

(4)

Ñëåäóþùåå çàìå÷àíèå ïðîâåðÿåòñÿ íåïîñðåäñòâåííûì ýëåìåíòàðíûì âû-
÷èñëåíèåì.
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Çàìå÷àíèå 1. Íåâûðîæäåííûå ñå÷åíèÿ ñòåïåíè 1 ðàññëîåíèÿ E ìîæíî

ïðåäñòàâèòü â âèäå ìàòðèö 2 × 2 ñ öåëûìè êîýôôèöèåíòàìè, ïðè÷åì

óñëîâèå íåâûðîæäåííîñòè áóäåò îçíà÷àòü òî, ÷òî îïðåäåëèòåëü ñîîò-

âåòñòâóþùåé ìàòðèöû ðàâåí ±1, à ââåäåííàÿ âûøå ãðóïïîâàÿ îïåðàöèÿ
áóäåò ñîîòâåòñòâîâàòü óìíîæåíèþ ýòèõ ìàòðèö. Ýòî ïðåäñòàâëå-

íèå çàäàåòñÿ òàê: ñå÷åíèþ

〈u0, v0, v1, w〉
ñîïîñòàâëÿåòñÿ ìàòðèöà(

u0 − νv1 −νv0

νw u0

)
.

Ïðåäëîæåíèå 1. Ãðóïïà H0(E(1))× èçîìîðôíà Γ(ν)oµ4(Z /ν), ãäå Γ(ν)
ãëàâíàÿ êîíãðóýíö-ïîäãðóïïà, à µ4(Z /ν) ãðóïïà êîðíåé èç 1 ÷åòâåðòîé

ñòåïåíè â êîëüöå Z /ν.
Äîêàçàòåëüñòâî. Ìû áóäåì èñïîëüçîâàòü ìàòðè÷íîå ïðåäñòàâëåíèå íåâû-
ðîæäåííûõ ñå÷åíèé èç ïðåäûäóùåãî çàìå÷àíèÿ. Ðàññìîòðèì êîðîòêóþ
òî÷íóþ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü

0 −→ Γ(ν)
i−→ H0(E(1))×

p−→ µ4(Z /ν) −→ 0,

ãäå ñòðåëêè çàäàþòñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì

i :

(
a b
c d

)
7→
(
d− ν d−a

ν
−ν−b

ν

ν c
ν

d

)
,

p :

(
u0 − νv1 −νv0

νw u0

)
7→ u0 (mod ν).

Ñóùåñòâîâàíèå ñå÷åíèÿ ñòðåëêè p ñëåäóåò èç òîãî ôàêòà, ÷òî åñòå-
ñòâåííîå îòîáðàæåíèå GL2(Z) � {g ∈ GL2(Z /ν) : det g = ±1} ñþðúåê-
òèâíî, òàê ÷òî ýòà êîðîòêàÿ òî÷íàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ðàñùåïëÿåò-
ñÿ.

3 Îñíîâíûå îáîçíà÷åíèÿ ãåîìåòðèè Àðàêå-

ëîâà

Çäåñü è äàëåå ìû áóäåì ïîëüçîâàòüñÿ êîíñòðóêöèÿìè òåîðèè Àðàêåëîâà è
îáîçíà÷åíèÿìè èç [3], êðàòêî íàïîìíèì èõ. Ïîä àðèôìåòè÷åñêèì ìíîãî-
îáðàçèåì X̂ ìû áóäåì ïîíèìàòü ïðîåêòèâíóþ ðåãóëÿðíóþ ïëîñêóþ ñõåìó
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X íàä Z ñ ôèêñèðîâàííîé íà X(C) êýëåðîâîé ôîðìîé ω, èíâàðèàíòíîé
îòíîñèòåëüíî êîìïëåêñíîãî ñîïðÿæåíèÿ F∞ : X(C) → X(C). Ïîä ýðìè-
òîâûì âåêòîðíûì ðàññëîåíèåì (E, h) íàä X̂ ìû áóäåì ïîíèìàòü îáû÷íîå
âåêòîðíîå ðàññëîåíèå E íàä X âìåñòå ñ èíâàðèàíòíîé îòíîñèòåëüíî F∞
ýðìèòîâîé ìåòðèêîé h íà E⊗C, ãäå E⊗C ïðîäîëæåíèå ðàññëîåíèÿ E íà
X(C). Â äàëüíåéøåì, ãäå ýòî íå áóäåò ïðèâîäèòü ê ïóòàíèöå, ìû áóäåì
îáîçíà÷àòü ýðìèòîâû âåêòîðíûå ðàññëîåíèÿ êàê îáû÷íûå, áåç óêàçàíèÿ
ìåòðèêè. Îòìåòèì, ÷òî óñëîâèå èíâàðèàíòíîñòè ýðìèòîâîé ìåòðèêè îò-
íîñèòåëüíî êîìïëåêñíîãî ñîïðÿæåíèÿ îçíà÷àåò â ÷àñòíîñòè, ÷òî íà âå-
ùåñòâåííûõ âåêòîðàõ îíà ïðèíèìàåò âåùåñòâåííûå çíà÷åíèÿ.

Çàôèêñèðóåì ñëåäóþùèå îáîçíà÷åíèÿ. Ap,p(X) îáîçíà÷èì ïðîñòðàí-
ñòâî âåùåñòâåííûõ äèôôåðåíöèàëüíûõ ôîðì òèïà (p, p) íà X(C), èí-
âàðèàíòíûõ îòíîñèòåëüíî èíâîëþöèè êîìïëåêñíîãî ñîïðÿæåíèÿ: F ∗∞η =
(−1)pη, à òàêæå Dp,p(X) � ïðîñòðàíñòâî âåùåñòâåííûõ, èíâàðèàíòíûõ
îòíîñèòåëüíî F∞ ïîòîêîâ íà X(C). Ïîëîæèì Ãp,p(X) = Ap,p(X)/(im ∂ +

im ∂) è D̃p,p(X) = Dp,p(X)/(im ∂+im ∂). Îáîçíà÷èìX(p) äëÿ p ≥ 0 ìíîæå-
ñòâî òî÷åê X êîðàçìåðíîñòè p, Zp(X) ãðóïïó öèêëîâ êîðàçìåðíîñòè p íà
X, Rp(X) ïîäãðóïïó Zp(X) ïîðîæäåííóþ öèêëàìè div(f), ãäå f ∈ k(x),
x ∈ X(p−1) è CHp(X) = Zp(X)/Rp(X) p−þ ãðóïïó ×æîó.

Ïîä àðèôìåòè÷åñêèì öèêëîì ìû áóäåì ïîíèìàòü ïàðó (Z, gZ), ãäå
Z ∈ Zp(X), à gZ ÿâëÿåòñÿ ïîòîêîì Ãðèíà äëÿ Z(C), òî åñòü òàêèì ïî-
òîêîì, ÷òî ω = ddcgZ + δZ(C) ïðåäñòàâëÿåòñÿ ãëàäêîé ôîðìîé. Îïðåäå-
ëèì ñîîòâåòñòâóþùóþ ãðóïïó àðèôìåòè÷åñêèõ öèêëîâ Ẑp(X) êàê ïîä-
ãðóïïó â Zp(X) ⊕ D̃p−1,p−1(X), ïîðîæäåííóþ óêàçàííûìè âûøå ïàðà-
ìè, à òàêæå ãðóïïó R̂p(X) êàê ïîäãðóïïó â Ẑp(X), ïîðîæäåííóþ àðèô-
ìåòè÷åñêèìè öèêëàìè âèäà d̃ivf = (div f, [− log(|fC|2)δx(C)]), ãäå x ∈
X(p−1), f ∈ k(x)∗. Íàêîíåö, îïðåäåëèì p−þ àðèôìåòè÷åñêóþ ãðóïïó
×æîó ĈH

p
(X) = Ẑp(X)/R̂p(X). Â äàëüíåéøåì íàì òàêæå ïîòðåáóåòñÿ

ãîìîìîðôèçì a : Ãp−1,p−1(X)→ ĈH
p
(X), êîòîðûé ïåðåâîäèò êëàññ ôîð-

ìû η â (0, [η]), à òàêæå îòîáðàæåíèå ω : ĈH
p
(X) → Ap,p(X), êîòîðîå

îïðåäåëÿåòñÿ òàê: ω(Z, g) = ddcg + δZ .
Ïîëîæèì ĈH(X) =

⊕
p≥0

ĈH
p
(X), òîãäà íà ĈH(X)Q èìååòñÿ ñïàðèâà-

íèå:
ĈH

p
(X)Q ⊗ ĈH

q
(X)Q −→ ĈH

p+q
(X)Q

(Y, gY ) · (Z, gZ) 7→ (Y · Z, gY ∗ gZ),

ãäå gY ∗ gZ = gY δZ + ω(gY )gZ .
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4 Âû÷èñëåíèå êëàññîâ ×åðíà ðàññëîåíèé ñ

ïðîñòûìè ïîäñêîêàìè

4.1 Ïðåäâàðèòåëüíûå ñâåäåíèÿ

Äàëåå ìû áóäåì ðàáîòàòü íà àðèôìåòè÷åñêîé ïîâåðõíîñòè X̂ = P̂1
Z ñ ýð-

ìèòîâîé ìåòðèêîé Ôóáèíè-Øòóäè íà êàñàòåëüíîì ðàññëîåíèè. Ëîêàëü-
íûå êîîðäèíàòû íàä U0 è U1 (íà P1

Z(C)) áóäóò x è y ñîîòâåòñòâåííî.
Êýëåðîâà ôîðìà ìåòðèêè èìååò ñëåäóþùèé âèä:

ω =
i

2π

dxdx

(1 + |x|2)2
.

Ïóñòü E ýðìèòîâî âåêòîðíîå ðàññëîåíèå ðàíãà 2 íà P̂1
Z, êîòîðîå íà êî-

íå÷íîé ÷àñòè P1
Z èìååò òðèâèàëüíûé îáùèé ñëîé è ïðîñòûå ïîäñêîêè, òî

åñòü èçîìîðôíî V (ν, α). Òàêæå ìû áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî E íàä áåñêîíå÷íîé
÷àñòüþ òðèâèàëüíî, ïîä ýòèì ìû áóäåì ïîíèìàòü, ÷òî îíî èçîìîðôíî O2

ñ òðèâèàëüíîé ìåòðèêîé h0. Òàêèì îáðàçîì ó íàñ èìååòñÿ íåêîòîðûé èçî-
ìîðôèçì L : E ⊗ C → O2 ñ ïîìîùüþ êîòîðîãî èíäóöèðóåòñÿ ìåòðèêà
h = L∗h0 íà E ⊗ C, èíâàðèàíòíàÿ îòíîñèòåëüíî êîìïëåêñíîãî ñîïðÿæå-
íèÿ.

Çàôèêñèðóåì ãîëîìîðôíûå ðåïåðû (e1, e2) íàä U0 è (f1, f2) íàä U1

ðàññëîåíèÿ E ⊗ C ñî ñëåäóþùåé ìàòðèöåé ñêëåéêè:

σ =

(
αy ν
γ δx

)
.

Ó íàñ èìååòñÿ íåêîòîðàÿ âîëüíîñòü âûáîðà èçîìîðôèçìà òðèâèàëèçà-
öèè, ïðè ýòîì ëþáîé òàêîé èçîìîðôèçì ïîëó÷àåòñÿ èç ôèêñèðîâàííîãî
ïîäêðóòêîé íà äîïóñòèìûé (èíäóöèðóþùèé èíâàðèàíòíóþ îòíîñèòåëü-
íî F∞ ìåòðèêó) àâòîìîðôèçì O2. Ìû áóäåì çàíèìàòüñÿ ðàññëîåíèÿìè
ñ ìåòðèêàìè, êîòîðûå èíäóöèðóþòñÿ ïðîèçâîëüíîé äîïóñòèìîé òðèâèà-
ëèçàöèåé. Â êà÷åñòâå âûäåëåííîé òðèâèàëèçàöèè âîçüìåì èçîìîðôèçì
L : E ⊗ C→ O2, êîòîðûé çàäàåòñÿ ñëåäóþùåé ìàòðèöåé íà U0:

L =

(
1 0
δx −ν

)
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òàê, ÷òî [g1, g2]L = [e1, e2], ãäå [g1, g2] ãëîáàëüíûé áàçèñ O2. Ýòî äåéñòâè-
òåëüíî èçîìîðôèçì, ïîñêîëüêó(

1 0
δx −ν

)(
αy ν
γ δx

)(
0 1
ν−1 −αν−1y

)
=

(
1 0
0 1

)
.

Òåïåðü ðàññìîòðèì ïðîèçâîëüíûé àâòîìîðôèçì γ ðàññëîåíèÿ O2, â

ñòàíäàðòíîì áàçèñå åìó áóäåò ñîîòâåòñòâîâàòü ìàòðèöà γ =

(
γ1 γ2

γ3 γ4

)
∈

SL2(C). Ïîëîæèì Γ = γTγ =

(
|γ1|2 + |γ3|2 γ1γ2 + γ3γ4

γ1γ2 + γ3γ4 |γ2|2 + |γ4|2
)

=

(
g1 g2

g3 g4

)
. Òî-

ãäà, ïîñëå ïîäêðóòêè âûäåëåííîé òðèâèàëèçàöèè íà ýòîò àâòîìîðôèçì,
ó íàøåãî ðàññëîåíèÿ áóäåò ìåòðèêà h ñî ñëåäóþùåé ìàòðèöåé Ãðàìà íàä
U0 :

H =

(
h(e1, e1) h(e1, e2)
h(e2, e1) h(e2, e2)

)
= LTΓL

=

(
g1 + 2δRe(g3x) + δ2g4|x|2 −νg2 − νδg4x

−νg3 − νδg4x ν2g4

)
,

ãäå Re(g3x) îáîçíà÷àåò âåùåñòâåííóþ ÷àñòü g3x. Äëÿ èíâàðèàíòíîñòè
ìåòðèêè îòíîñèòåëüíî êîìïëåêñíîãî ñîïðÿæåíèÿ íåîáõîäèìûì è äîñòà-
òî÷íûì óñëîâèåì íà èçîìîðôèçì γ ÿâëÿåòñÿ g2 = g3 ∈ R.

Êàê áûëî ñêàçàíî ðàíåå, íàøè ðàññëîåíèÿ îáëàäàþò 2-ôèëüòðàöèåé,
òî åñòü âñòðàèâàþòñÿ â êîðîòêóþ òî÷íóþ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü âèäà

0 −→ O(−2) −→ E −→ O(2) −→ 0.

Îäíàêî íåêîòîðûå èçó÷àåìûå ðàññëîåíèÿ îáëàäàþò òàêæå è 1-ôèëüòðàöèåé:

0 −→ O(−1) −→ E −→ O(1) −→ 0,

à èìåííî òàêèå E = V (ν, α), ãäå α ≡ ±λ2 (mod ν). Â òàêîé ñèòóàöèè âñå
âû÷èñëåíèÿ ñèëüíî óïðîùàþòñÿ, ïîýòîìó ñíà÷àëà ìû âû÷èñëèì êëàññû
×åðíà äëÿ òàêèõ ðàññëîåíèé, à ïîòîì ïîêàæåì, ÷òî ñ ïîìîùüþ ðàñøè-
ðåíèÿ áàçû è ôóíêòîðèàëüíîñòè êëàññîâ ×åðíà îáùèé ñëó÷àé ñâîäèòñÿ
ê ýòîìó.
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4.2 Âû÷èñëåíèå êëàññîâ ×åðíà E

Âñå äàëüíåéøèå âû÷èñëåíèÿ ìû áóäåì ïðîâîäèòü íàä U0 ñ ôèêñèðîâàí-
íûì ãîëîìîðôíûì ðåïåðîì (e1, e2). Èòàê, ïóñòü E = V (ν, 1) ñ ìåòðèêîé
h ñ ìàòðèöåé Ãðàìà H äëÿ ðåïåðà (e1, e2) (ñ ìàòðèöåé ñêëåéêè σ) íàä U0,
ãäå

σ =

(
y ν
0 x

)
, H =

(
g1 + 2 Re(g3x) + g4|x|2 −νg2 − νg4x

−νg3 − νg4x ν2g4

)
.

Èìååòñÿ êîðîòêàÿ òî÷íàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü

E : 0 −→ O(−1)
i−→ E

p−→ O(1) −→ 0, (5)

ãäå ñòðåëêè íàä U0 çàäàþòñÿ òàê: i : t−1
0 7→ e1, è p : e1 7→ 0, e2 7→ t0.

Ñ ïîìîùüþ ýòèõ ñòðåëîê è C∞ îðòîãîíàëüíîãî ðàçëîæåíèÿ E ' 〈e1〉 ⊕
〈e1(νg3 + νg4x)/(g1 + 2 Re(g3x) + g4|x|2) + e2〉 íà O(−1) è O(1) èíäóöèðó-
þòñÿ ìåòðèêè hO(−1) = g1 + 2 Re(g3x) + g4|x|2 è hO(1) = ν2 det Γ/(g1 +
2 Re(g3x) + g4|x|2) ñîîòâåòñòâåííî. Â äàëüíåéøåì íàì ïîíàäîáÿòñÿ ôîð-
ìû êðèâèçí ýòèõ ëèíåéíûõ ðàññëîåíèé:

ΘO(−1) = ∂(∂hO(−1)h
−1
O(−1)) =

− det Γ

(g1 + 2 Re(g3x) + g4|x|2)2
dxdx,

ΘO(1) = ∂(∂hO(1)h
−1
O(1)) =

det Γ

(g1 + 2 Re(g3x) + g4|x|2)2
dxdx.

Âûïèøåì òàêæå ïåðâûå àðèôìåòè÷åñêèå êëàññû ×åðíà íàøèõ ðàññëîå-
íèé, ïðè÷åì â äâóõ ðàçíûõ ôîðìàõ:

ĉ1(O(−1)) = (−(∞),− log(g1 + 2 Re(g3x) + g4|x|2)

= (−(0),− log((g1 + 2 Re(g3x) + g4|x|2)|x|−2),

ĉ1(O(1)) = ((∞),− log(
ν2 det Γ

g1 + 2 Re(g3x) + g4|x|2
)

= ((0),− log(
ν2 det Γ|x|2

g1 + 2 Re(g3x) + g4|x|2
).

Òîãäà, ïîñêîëüêó c̃1(E) = 0 (ñì. [6, Corollary 1]),

ĉ1(E) = ĉ1(O(−1)) + ĉ1(O(1)) = (0,− log(ν2 det Γ)).
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Äëÿ âû÷èñëåíèÿ âòîðîãî àðèôìåòè÷åñêîãî êëàññà ×åðíà E íàì ïîòðåáó-
åòñÿ âû÷èñëèòü âòîðè÷íûé êëàññ Áîòòà-×åðíà êîðîòêîé òî÷íîé ïîñëåäî-
âàòåëüíîñòè E . Äëÿ ýòîãî íàì íóæíî ïðåäñòàâèòü E (êàê C∞ ýðìèòîâî
ðàññëîåíèå) â âèäå ïðÿìîé ñóììû O(−1) è åãî îðòîãîíàëüíîãî äîïîëíå-
íèÿ, êîòîðîå îòîæäåñòâëÿåòñÿ ñ O(1): E ' O(−1)⊕O(−1)⊥, ýòîìó ðàçëî-
æåíèþ ñîîòâåòñòâóåò ðåïåð (e′1, e

′
2) = (e1, e1(νg3 + νg4x)/(g1 + 2 Re(g3x) +

g4|x|2) + e2). Â ýòîì áàçèñå îïåðàòîð Äîëüáî ∂E ïðåäñòàâëÿåòñÿ â âèäå
ìàòðèöû:

∂E =

(
∂O(−1) α

0 ∂O(1)

)
,

ãäå

α : e′2 7→
ν det Γ

(g1 + 2 Re(g3x) + g4|x|2)2
dxe′1.

Äëÿ òîãî ÷òîáû íàéòè âòîðîé âòîðè÷íûé êëàññ Áîòòà-×åðíà c̃2E , âîñ-
ïîëüçóåìñÿ âû÷èñëåíèÿìè èç [4, 1.1] è [5, 10.1]:

c̃2(E) =
1

2πi
tr(α∗α) =

det Γ

2πi(g1 + 2 Re(g3x) + g4|x|2)2
dxdx,

ãäå α∗ = dx/ν ∈ A1,0(X,Hom(O(−1),O(1))) ñîïðÿæåííûé ê α îòíîñè-
òåëüíî êîìïëåêñíîé ñòðóêòóðû è ìåòðèê íà O(−1) è O(1).

Íàì òàêæå íåîáõîäèìî çíàòü èíòåãðàë îò âòîðè÷íîãî êëàññà Áîòòà-
×åðíà, åãî ìîæíî âû÷èñëèòü íåïîñðåäñòâåííî, îäíàêî ìîæíî çàìåòèòü,
÷òî ôîðìà c̃2(E) ñîâïàäàåò ñ îáû÷íîé ïåðâîé ôîðìîé ×åðíà c1(O(−1)),
òàêèì îáðàçîì ∫

P1
C

c̃2(E) = −1.

Òåïåðü ìû ìîæåì ïåðåéòè ê âû÷èñëåíèþ âòîðîãî àðèôìåòè÷åñêîãî
êëàññà ×åðíà E. Äëÿ ýòîãî ìû âîñïîëüçóåìñÿ ñîîòíîøåíèåì äëÿ õàðàê-
òåðîâ ×åðíà èç [3, IV, 4.3, Proposition 1], êîòîðîå â íàøåì ñëó÷àå áóäåò
âûãëÿäåòü òàê: ĉh2(E) = ĉh2(O(−1)) + ĉh2(O(1)) − a(c̃h(E)2). Òîãäà äëÿ
êëàññîâ ×åðíà áóäåò âåðíî ñëåäóþùåå:

ĉ2(E) = ĉ1(O(−1))ĉ1(O(1))− a(c̃2(E)).

Äëÿ âû÷èñëåíèÿ ïðîèçâåäåíèÿ ïåðâûõ êëàññîâ ×åðíà ëèíåéíûõ ðàñ-
ñëîåíèé âîçüìåì ïðåäñòàâèòåëÿ ñ öèêëîì −(∞) äëÿ ïåðâîãî ñîìíîæèòå-
ëÿ è ïðåäñòàâèòåëÿ ñ öèêëîì (0) äëÿ âòîðîãî ñîìíîæèòåëÿ:
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ĉ1(O(−1))ĉ1(O(1)) = (0,
[
− log

(
g1 + 2 Re(g3x) + g4|x|2

)]
∧ δ(0)

+

[
i

2π

− det Γdxdx

(g1 + 2 Re(g3x) + g4|x|2)2

](
− log

(
ν2 det Γ|x|2

g1 + 2 Re(g3x) + g4|x|2

))
).

Òåïåðü ìû âû÷èñëèì èíòåãðàë îò ĉ2(E), òî åñòü åãî îáðàç ïîä äåéñòâè-

åì îòîáðàæåíèÿ d̂eg : ĈH
2
(X) → ĈH

1
(Spec(Z)) = R, êîòîðîå ïåðåâîäèò

êëàññ (Z, g) â log #(H0(Z,OZ)) +
∫
P1
C

g/2 (ñì. [4, 2.1]).

Èíòåãðàë îò âòîðîãî âòîðè÷íîãî êëàññà Áîòòà-×åðíà êîðîòêîé òî÷-
íîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè E ìû íàøëè ðàíåå, îñòàëîñü ïîñ÷èòàòü èíòåãðàë
îò ĉ1(O(−1))ĉ1(O(1)):

2d̂eg(ĉ1(O(−1))ĉ1(O(1)))

= − log(g1)+

∫
U0

i

2π
log

(
ν2 det Γ|x|2

g1 + 2 Re(g3x) + g4|x|2

)
det Γdxdx

(g1 + 2 Re(g3x) + g4|x|2)2 .

Ðàññìîòðèì òîëüêî ñëó÷àé, êîãäà g2 6= 0. Àëüòåðíàòèâíûé ñëó÷àé áî-
ëåå ïðîñòîé, è âñå âû÷èñëåíèÿ áóäóò àíàëîãè÷íû. Ñäåëàåì çàìåíó x =
zg2

√
det Γ/(|g2|g4)−g2/g4, òîãäà èíòåãðàë ïåðåïèøåòñÿ ñëåäóþùèì îáðà-

çîì: ∫
U0

i

2π
log

(
ν2|
√

det Γz − |g2||2

g4(1 + |z|2)

)
dzdz

|1 + |z|2|2

= −1− log

(
g4

ν2|g2|2

)
+

∫
U0

i

2π
log

∣∣∣∣∣1−
√

det Γ

|g2|
z

∣∣∣∣∣
2
 dzdz

|1 + |z|2|2
. (6)

Îòäåëüíî âû÷èñëèì ïîñëåäíèé èíòåãðàë, äëÿ ýòîãî ìû âîñïîëüçóåìñÿ
èçâåñòíûì èíòåãðàëîì∫ 2π

0

log(1 + c cos(ϕ))dϕ = 2π log

(
1 +
√

1− c2

2

)
,

äëÿ |c| ≤ 1. Äëÿ íà÷àëà âû÷èñëèì ñëåäóþùèé èíòåãðàë äëÿ a > 0:

ψa(r) :=

∫ 2π

0

log(1 + a2r2 − 2ar cos(ϕ))dϕ
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= 2π log(1 + a2r2) +

∫ 2π

0

log

(
1− 2ar

1 + a2r2
cos(ϕ)

)
dϕ

= 2π log(1 + a2r2) + 2π log

1 +
√

1−
(

2ar
1+a2r2

)2

2


= 2π log

(
1 + a2r2 +

√
(1− a2r2)2

2

)

= 2π log

(
1 + a2r2 + |1− a2r2|

2

)
=

{
2π log(a2r2), åñëè a2r2 > 1,

0, èíà÷å
.

Íàêîíåö âû÷èñëèì èíòåãðàë èç (6):

∫
U0

i

2π
log

∣∣∣∣∣1−
√

det Γ

|g2|
z

∣∣∣∣∣
2
 dzdz

|1 + |z|2|2

=

∫ ∞
0

∫ 2π

0

2r log
(

1 + det Γ
|g2|2 r

2 − 2
√

det Γ
|g2| r cos(ϕ)

)
2π(1 + r2)2

drdϕ

=

∫ ∞
0

2r

2π(1 + r2)2
ψa(r)dr =

∫ 1/a

0

∫ ∞
1/a

2r

2π(1 + r2)2
ψa(r)dr

=

∫ ∞
1/a

2r

(1 + r2)2
log

(
det Γ

|g2|2
r2

)
dr = log

(
det Γ

|g2|2
+ 1

)
,

ãäå a =
√

det Γ/|g2|. Òîãäà

2d̂eg(ĉ1(O(−1))ĉ1(O(1))) = − log(g1)− 1− log

(
g4

ν2|g2|2

)
+ log

(
det Γ

|g2|2
+ 1

)
= log(ν2)− 1.

Òàêèì îáðàçîì äëÿ E = V (ν, 1) ïîëó÷àåì

d̂eg(ĉ2(E)) = log(|ν|).

Òåïåðü âûâåäåì îòñþäà îáùèé ñëó÷àé.
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Òåîðåìà 3. Ïóñòü E ðàññëîåíèå íà P̂1
Z ñ òðèâèàëüíûì îáùèì ñëîåì

è ïðîñòûìè ïîäñêîêàìè íàä êîíå÷íîé ÷àñòüþ è ñ ìåòðèêîé, êîòîðàÿ

èíäóöèðîâàíà òðèâèàëüíîé ìåòðèêîé ðàññëîåíèÿ O2 ñ ïîìîùüþ ïðî-

èçâîëüíîé òðèâèàëèçàöèèè íàä C. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ν � äèñêðèìè-

íàíò ðàññëîåíèÿ E, ÷òî îçíà÷àåò H1(E(−1)) ' Z/ν. Òîãäà d̂eg(ĉ2(E)) =
log(|ν|).

Äîêàçàòåëüñòâî. Èçâåñòíî, ÷òî E ' V (ν, α) äëÿ íåêîòîðîãî α > 0. Èç
[1, 18.3.5.7] ìû çíàåì, ÷òî äëÿ ðàññëîåíèÿ V (ν, 1) íàä P1

A, ãäå A � äå-
äåêèíäîâî, ñóùåñòâóåò 1-ôèëüòðàöèÿ. Îáîçíà÷èì K = Q(

√
α), OK åãî

êîëüöî öåëûõ, òîãäà ðàññëîåíèå E⊗OK íàä P1
OK

èçîìîðôíî V (ν, 1). Òà-
êèì îáðàçîì E ⊗OK îáëàäàåò 1-ôèëüòðàöèåé. Ðàññìîòðèì ñëåäóþùóþ
äèàãðàììó çàìåíû áàçû:

P1
Z P1

OK

Spec Z Spec(OK).

g

f̃

g̃

f

Îáîçíà÷èì òàêæå d̂egZ : ĈH
1
(Spec Z) −→ R � îòîáðàæåíèå ñòåïåíè äëÿ

Spec Z.
Ìíîãîîáðàçèå, ñîîòâåòñòâóþùåå êîìïëåêñíûì òî÷êàì P1

OK
, ïðåäñòàâ-

ëÿåò ñîáîé îáúåäèíåíèå äâóõ êîìïëåêñíûõ ïðîåêòèâíûõ ïðÿìûõ, ïîýòî-

ìó ââèäó ïðåäûäóùèõ âû÷èñëåíèé d̂egZ

(
(f ◦ g̃)∗(ĉ2(f̃ ∗(E)))

)
= 2 log(|ν|).

Òîãäà èç ñëåäóþùåé öåïî÷êè ðàâåíñòâ áóäåò ñëåäîâàòü óòâåðæäåíèå òåî-
ðåìû.

d̂egZ (2g∗ (ĉ2 (E))) = d̂egZ
(
g∗
(
ĉ2 (E) · 2

((
P1
Z
)
, 0
)))

= d̂egZ

(
g∗

(
ĉ2 (E) · f̃∗

((
P1
OK

)
, 0
)))

= d̂egZ

((
gf̃
)
∗

(
f̃ ∗ (ĉ2 (E))

))
= d̂egZ

(
(f ◦ g̃)∗

(
ĉ2

(
f̃ ∗ (E)

)))
= 2 log(|ν|)

Äàëåå ìû áóäåì îïóñêàòü d̂eg â îáîçíà÷åíèè d̂eg(ĉ2(E)) è ïèñàòü ïðî-
ñòî ĉ2(E) òàì, ãäå ýòî íå ïðèâåäåò ê ïóòàíèöå.
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5 Àñèìïòîòèêà êîëè÷åñòâà íåâûðîæäåííûõ

ñå÷åíèé

Òåïåðü ìû çàéìåìñÿ îñíîâíûì âîïðîñîì ýòîé ðàáîòû, à èìåííî áóäåì
èçó÷àòü àñèìïòîòèêó êîëè÷åñòâà íåâûðîæäåííûõ ñå÷åíèé ñòåïåíè 1 ñ
îãðàíè÷åííîé L2−íîðìîé ðàññëîåíèé íà P1

Z ðàíãà 2 ñ òðèâèàëüíûì îá-
ùèì ñëîåì è ïðîñòûìè ïîäñêîêàìè: |s|2L2

=
∫
P1
C

h(s, s)ω, ãäå h ýðìèòîâà

ìåòðèêà íà E, êîòîðàÿ ñíèìàåòñÿ ñ òðèâèàëüíîãî ðàññëîåíèÿ O2, êàê è
ïðåæäå. Ïðè áîëåå äåòàëüíîì ðàññìîòðåíèè îêàæåòñÿ, ÷òî íà ýòó çàäà÷ó
ìîæíî ñìîòðåòü êàê íà îáîáùåíèå êëàññè÷åñêîé çàäà÷è Ãàóññà î êîëè-
÷åñòâå òî÷åê ñ öåëûìè âçàèìíî ïðîñòûìè êîîðäèíàòàìè âíóòðè êðóãà
äàííîãî ðàäèóñà, ïîñêîëüêó â ñëó÷àå E = O2 ñ òðèâèàëüíîé ìåòðèêîé
ìîæíî ïðîâåðèòü, ÷òî ìû ïðèõîäèì èìåííî ê ýòîé çàäà÷å.

Ïóñòü E ðàññëîåíèå ðàíãà 2 íà P1
Z ñ òðèâèàëüíûì îáùèì ñëîåì è

ïðîñòûìè ïîäñêîêàìè. Èç òåîðåìû 1 ìû çíàåì, ÷òî E ' V (ν, α) äëÿ
íåêîòîðûõ ν, α ∈ Z. Òàêæå ìû ïðåäïîëàãàåì, ÷òî ó E ñóùåñòâóþò íåâû-
ðîæäåííûå ñå÷åíèÿ ñòåïåíè 1, ïîýòîìó, êàê ñëåäóåò èç [1, 18.3.5.7], E
èçîìîðôíî V (ν, θλ2), ãäå θ = ±1, λ ∈ Z, (λ, ν) = 1. Òîãäà èç òåîðåìû
êëàññèôèêàöèè ìû ïîëó÷àåì, ÷òî E ' V (ν, 1).

Òàêèì îáðàçîì ìû áóäåì èçó÷àòü íåâûðîæäåííûå ñå÷åíèÿ ñòåïåíè 1
ðàññëîåíèÿ E = V (ν, 1) íàä P̂1

Z, ìåòðèêó íà E ìû âûáèðàåì òó æå, ÷òî è
ðàíåå, òî åñòü ñíèìàåì åå ñ ìåòðèçîâàííîãî ðàññëîåíèÿ O2 ñ òðèâèàëüíîé
ìåòðèêîé ñ ïîìîùüþ ïðîèçâîëüíîãî äîïóñòèìîãî èçîìîðôèçìà L : E ⊗
C → O2

C. Êàê è ðàíåå çàôèêñèðóåì ãîëîìîðôíûå ðåïåðû (e1, e2) íàä U0

è (f1, f2) íàä U1, ñâÿçàííûå ìàòðèöåé ñêëåéêè

σ =

(
y ν
0 x

)
.

Âñå îáîçíà÷åíèÿ ìû áóäåì áðàòü èç 4.1 è 4.2 è ïðîèçâîäèòü âñå îñíîâíûå
âû÷èñëåíèÿ íàä U0. Â ÷àñòíîñòè ìàòðèöà Ãðàìà ìåòðèêè h ðàññëîåíèÿ
E íàä U0 áóäåò

H =

(
g1 + 2 Re(g2x) + g4|x|2 −νg2 − νg4x

−νg2 − νg4x ν2g4

)
,

ãäå g1, g4 > 0, g2 ∈ R è det Γ = g1g4 − g2
2 > 0.
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Ðàññìîòðèì s ∈ H0(X,E(1))× � ïðîèçâîëüíîå íåâûðîæäåííîå ñå÷åíèå
ñòåïåíè 1:

s = s1e1t0 + s2e2t0 = (u0 + νwx)e1t0 + (v0 + v1x+ wx2)e2t0,

ãäå u0, v0, v1, w ∈ Z è u2
0 − νu0v1 + ν2v0w = ±1. Âû÷èñëèì åãî íîðìó:

h(s, s)=
(
|s1|2h(e1, e1)+s1s2h(e1, e2)+s1s2h(e2, e1)+|s2|2h(e2, e2)

) 1

1 + |x|2

=
d0

1 + |x|2
+

d2

1 + |x|2
|x|2 + α(x, x),

ãäå
d0 = g1u

2
0 + g4ν

2v2
0 − 2g2νu0v0,

d2 = g1ν
2w2 + (u0 − νv1)(−g4νv1 + 2g2νw + g4u0),

à α(x, x) òàêàÿ, ÷òî
∫
U0

αω = 0. Òîãäà

|s|2L2
=

∫
P1
C

h(s, s)ω =

=
1

2

(
g1(u2

0 + ν2w2) + 2g2(νu0(w − v0)− ν2v1w) + g4((u0 − νv1)2 + ν2v2
0)
)
.

Íàøà îñíîâíàÿ çàäà÷à ñîñòîèò â òîì, ÷òîáû íàéòè ãëàâíûé ÷ëåí
àñèìïòîòèêè êîëè÷åñòâà íåâûðîæäåííûõ ñå÷åíèé s ∈ H0(X,E(1))× òà-
êèõ, ÷òî |s|2L2

< R. Îáîçíà÷èì ýòî ÷èñëî êàê N×ν (R), ïîñêîëüêó ðàññëî-
åíèÿ, èìåþùèå íåâûðîæäåííûå ñå÷åíèÿ ñòåïåíè 1, õàðàêòåðèçóþòñÿ îä-
íèì ïàðàìåòðîì ν. Ìû ñâåäåì íàøó çàäà÷ó ê ãèïåðáîëè÷åñêîé ïðîáëåìå
êðóãà, ïîñêîëüêó, êàê ìû ðàíåå óñòàíîâèëè, íà ìíîæåñòâå H0(X,E(1))×

ìîæíî ââåñòè ñòðóêòóðó ãðóïïû, ïðè÷åì ïîëó÷àþùàÿñÿ ãðóïïà èçîìîðô-
íà Γ(ν) o µ4(Z /ν). Äàëåå êðàòêî îïèøåì, ÷òî ìû áóäåì ïîíèìàòü ïîä
ýòîé çàäà÷åé.

5.1 Ãèïåðáîëè÷åñêàÿ ïðîáëåìà êðóãà

Ðàññìîòðèì òåïåðü â êà÷åñòâå íàøåãî îñíîâíîãî ïðîñòðàíñòâà âåðõíþþ
êîìïëåêñíóþ ïîëóïëîñêîñòü H = {z ∈ C : z = x+ iy, x ∈ R, y > 0} ñ
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ìåòðèêîé Ëîáà÷åâñêîãî ds2 = (dx2 + dy2)/y2. Â êà÷åñòâå àíàëîãà ãðóï-
ïû öåëûõ ñäâèãîâ Åâêëèäîâà ïðîñòðàíñòâà áóäåò âûñòóïàòü íåêîòîðàÿ
ôèêñèðîâàííàÿ àðèôìåòè÷åñêàÿ äèñêðåòíàÿ ãðóïïà èçîìåòðèé H. Ìû
âîçüìåì â êà÷åñòâå ýòîé ãðóïïû ãëàâíóþ êîíãðóýíö-ïîäãðóïïó Γ(ν). Ðàñ-
ñòîÿíèå ìåæäó äâóìÿ òî÷êàìè z1 è z2 â H âû÷èñëÿåòñÿ ïî èçâåñòíîé
ôîðìóëå

ρ(z1, z2) = 2 arsinh

(
||z1 − z2||

2
√

Im(z1) Im(z2)

)
.

Ïóñòü Γ ⊂ SL2(Z) íåêîòîðàÿ êîíãðóýíö-ïîäãðóïïà. Ïîä ãèïåðáîëè÷å-
ñêîé ïðîáëåìîé êðóãà ìû áóäåì ïîíèìàòü îöåíêó ñëåäóþùåãî ÷èñëà:

NΓ(z0, R) = # {γ ∈ Γ : 2 cosh(ρ(γi, z0)) ≤ R} .

Íàñ áóäåò èíòåðåñîâàòü ñàìàÿ ãðóáàÿ îöåíêà, òî åñòü òîëüêî ãëàâíûé
÷ëåí àñèìïòîòèêè. Åãî çíà÷åíèå ÿâëÿåòñÿ èçâåñòíûì (ñì. [7, Theorem
12.1]), à èìåííî NΓ(z0, R) ∼ 2πR/ vol(Γ), ãäå vol(Γ) � îáúåì ôóíäàìåí-
òàëüíîé îáëàñòè ãðóïïû Γ.

5.2 Îñíîâíàÿ òåîðåìà

Òåîðåìà 4. Ïóñòü E ðàññëîåíèå ðàíãà 2 íà P̂1
Z ñ òðèâèàëüíûì îáùèì

ñëîåì, ïðîñòûìè ïîäñêîêàìè è èìåþùåå íåâûðîæäåííûå ñå÷åíèÿ ñòå-

ïåíè 1. Òîãäà

N×ν (R) ∼ 12µ exp (ĉ2 (E) + ĉ1 (E) · ĉ1 (O(1)))R

[SL2 (Z) : Γ (exp (ĉ2 (E)))]
,

ãäå µ = #µ4(Z /ν).

Äîêàçàòåëüñòâî. Äëÿ êàæäîãî ζ ∈ µ4(Z /ν) çàôèêñèðóåì ìàòðèöó(
ζ1 ζ2

ζ3 ζ4

)
∈ GL2(Z), ÿâëÿþùóþñÿ ïîäúåìîì ìàòðèöû

(
ζ 0
0 ζ

)
∈ GL2(Z /ν)

ïðè åñòåñòâåííîé ñþðúåêöèè GL2(Z) � {g ∈ GL2(Z /ν) : det g = ±1}. Ïî
ïðåäëîæåíèþ 1 ó íàñ èìååòñÿ èçîìîðôèçì ìåæäó Γ(ν) o µ4(Z /ν) è

H0(X,E(1))×. Ïðè ýòîì èçîìîðôèçìå ïàðà

(
a b
c d

)
∈ Γ(ν) è ζ ∈ µ4(Z /ν)

ïåðåéäåò â ñå÷åíèå s = (u0 + νwx)e1t0 + (v0 + v1x + v2x
2)e2t0, ãäå u0 =

ζ3b+ζ4d, v0 = −(ζ1b+ζ2d)/ν, v1 = (ζ3b+ζ4d−ζ1a−ζ2c)/ν, w = (ζ3a+ζ4c)/ν.
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ßâíûé âèä ýòîãî èçîìîðôèçìà ëåãêî âûâîäèòñÿ èç ìàòðè÷íîãî ïðåäñòàâ-
ëåíèÿ íåâûðîæäåííûõ ñå÷åíèé:(

u0 − νv1 −νv0

νw u0

)
7→
(
ζ1 ζ2

ζ3 ζ4

)(
a b
c d

)
.

Çàôèêñèðóåì ζ ∈ µ4(Z /ν) è áóäåì èñêàòü ãëàâíûé ÷ëåí àñèìïòîòèêè

N×ν (R) òîëüêî äëÿ ñå÷åíèé, ñîîòâåòñòâóþùèõ ìàòðèöàì

(
ζ1 ζ2

ζ3 ζ4

)
Γ(ν). Â

èòîãå îêàæåòñÿ, ÷òî îí íå çàâèñèò îò ζ, ïîýòîìó, äëÿ òîãî ÷òîáû ïîëó÷èòü
ãëàâíûé ÷ëåí àñèìïòîòèêè äëÿ âñåõ ñå÷åíèé, äîñòàòî÷íî áóäåò óìíîæèòü
ïîëó÷åííûé ðåçóëüòàò íà µ.

Äëÿ íà÷àëà ïåðåïèøåì L2−íîðìó ñå÷åíèÿ ÷åðåç a, b, c, d:

|s|2L2
=

1

2

(
B1(a2 + b2) +B2(ac+ bd) +B3(c2 + d2)

)
,

ãäå
B1 = g1ζ

2
3 + g4ζ

2
1 + 2g2ζ1ζ3,

B2 = 2g1ζ3ζ4 + 2g4ζ1ζ2 + 2g2(ζ1ζ4 + ζ2ζ3),

B3 = g1ζ
2
4 + g4ζ

2
2 + 2g2ζ2ζ4.

Ïóñòü |s|2L2
≤ R, ðàññìîòðèì γ =

(
a b
c d

)
∈ Γ(ν), z0 = α + βi, ãäå

α = − B2

2B1

, β =

√
4B3B1 −B2

2

4B2
1

=
1

B1

√
det Γ,

T =
2√

det Γ
R.

Ñ ïîìîùüþ ñòàíäàðòíûõ íåðàâåíñòâ ëåãêî ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî B1 > 0 è
β ∈ R. Òîãäà

ρ(γi, α + βi) = 2 arsinh

 ||γi− (α + βi)||

2
√

β
c2+d2

 .

Ðàñïèñàâ ïîñëåäíåå âûðàæåíèå, ìû ïðèõîäèì ê ñëåäóþùåìó ðàâåíñòâó:

ρ(γi, α+βi) = 2 arsinh

(
1

2

√
(a2 + b2)

1

β
− 2(ac+ bd)

α

β
+ (c2 + d2)(

α2

β
+ β)− 2

)
.
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Ïóñòü 2 cosh(ρ(γi, z0)) ≤ T , ÷òî, êàê ñëåäóåò èç ïðåäûäóùåãî ðàâåíñòâà,
ðàâíîñèëüíî

(a2 + b2)
1

β
− 2(ac+ bd)

α

β
+ (c2 + d2)(

α2

β
+ β) ≤ T. (7)

Ïîäñòàâèì â α è β íàøè âûáðàííûå ðàíåå çíà÷åíèÿ è äîìíîæèì îáå
÷àñòè íåðàâåíñòâà (7) íà B1β/2, òîãäà â êîíå÷íîì èòîãå ìû ïðèäåì ê
ñëåäóþùåìó íåðàâåíñòâó:

1

2

(
B1(a2 + b2) +B2(ac+ bd) +B3(c2 + d2)

)
≤ R.

Òîãäà, ïîñêîëüêó NΓ(z0, T ) ∼ 2πT/ vol(Γ), êîëè÷åñòâî ÷åòâåðîê (a, b, c, d),
óäîâëåòâîðÿþùèõ ïðåäûäóùåìó íåðàâåíñòâó, èìååò ãëàâíûé ÷ëåí àñèìï-
òîòèêè

2πT
π
3

[SL2(Z) : Γ(ν)]
=

12R√
det Γ [SL2(Z) : Γ(ν)]

Òåïåðü çàìåòèì, ÷òî

ĉ1(E)·ĉ1(O(1)) = (0,− log(ν2 det(Γ)))·((0),− log(
|x|2

1 + |x|2
)) = (0,− log(ν2 det(Γ))).

Òîãäà èìååì

deg(ĉ1(E) · ĉ1(O(1))) = −1

2
log(ν2 det(Γ)).

Òàêèì îáðàçîì ãëàâíûé ÷ëåí àñèìïòîòèêè êîëè÷åñòâà íåâûðîæäåííûõ
ñå÷åíèé äëÿ äàííîãî ζ ïåðåïèøåòñÿ òàê:

12 exp(ĉ2(E) + ĉ1(E) · ĉ1(O(1)))R

[SL2(Z) : Γ(exp(ĉ2(E)))]
.

Îòñþäà, ïîñëå ó÷åòà âñåõ ζ ∈ µ4(Z /ν), ïîëó÷àåì èòîãîâóþ ôîðìóëó.

5.3 Ñëó÷àé íåèíâàðèàíòíîé îòíîñèòåëüíî êîìïëåêñ-

íîãî ñîïðÿæåíèÿ ìåòðèêè

Ïðåäïîëîæèì òåïåðü, ÷òî ìû íàõîäèìñÿ â ïðåæíåé ñèòóàöèè, îäíàêî
íàøè ðàññëîåíèÿ îáëàäàþò íå èíâàðèàíòíîé îòíîñèòåëüíî êîìïëåêñíîãî
ñîïðÿæåíèÿ F∞ ìåòðèêîé è èìåþò êëàññû ×åðíà, âû÷èñëÿåìûå ñòàðûìè
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ôîðìóëàìè. Ôîðìàëüíî ýòà ñèòóàöèÿ áóäåò îòëè÷àòüñÿ îò ñòàðîé òîëüêî
òåì, ÷òî òåïåðü ýëåìåíò g2 ìàòðèöû Γ áóäåò íå âåùåñòâåííûì, à êîì-
ïëåêñíûì, è g3 = g2. Òîãäà, ïðîâîäÿ âû÷èñëåíèÿ, àíàëîãè÷íûå ñòàðûì,
ìîæíî íàïèñàòü ôîðìóëó äëÿ àñèìïòîòèêè êîëè÷åñòâà íåâûðîæäåííûõ
ñå÷åíèé è äëÿ òàêèõ ìåòðèê. Îäíàêî, ÷òîáû â êîíå÷íîé ôîðìóëå âñå
ýëåìåíòû áûëè îïðåäåëåíû èíâàðèàíòíî, íóæíî áóäåò ðàññìîòðåòü ñëå-
äóþùóþ êîíñòðóêöèþ.

5.3.1 Ñèìïëåêòè÷åñêàÿ ôîðìà ðàññëîåíèÿ E

Ìû ïîñòðîèì ñèìïëåêòè÷åñêóþ ôîðìó ðàññëîåíèÿ E è åå îïðåäåëèòåëü.
Äëÿ ýðìèòîâà ðàññëîåíèÿ (E, h) íàä X̂ ðàññìîòðèì ðàññëîåíèå ER =
E ⊗R íà X(R) ñ ìåòðèêîé h|X(R). Ñèìïëåêòè÷åñêîé ôîðìîé ðàññëîåíèÿ
(E, h) áóäåì íàçûâàòü w = Imh|X(R) ∈ Hom(ER ⊗ ER,OX(R)). Òåïåðü

çàôèêñèðóåì èçîìîðôèçì O '−→ Λ2(E) íàä êîíå÷íîé ÷àñòüþ X. Òîãäà
êîìïîçèöèÿ ñòðåëîê

O '−→ Λ2(E) −→
⊗2

E
w−→ O (8)

çàäàåò íàì ýëåìåíò èç Aut(OX(R)) ' R×, åãî ìû áóäåì íàçûâàòü ïôàô-
ôèàíîì ñèìïëåêòè÷åñêîé ôîðìûE è îáîçíà÷àòü pf(w). Ïîëîæèì det(w) =
pf2(w). Çàìåòèì, ÷òî óæå det(w) íå çàâèñèò îò âûáîðà èçîìîðôèçìà ìåæ-
äó O è Λ2(E) íàä Z, â îòëè÷èå îò ïôàôôèàíà.

5.3.2 Âû÷èñëåíèå îïðåäåëèòåëÿ ñèìïëåêòè÷åñêîé ôîðìû è èòî-
ãîâàÿ ôîðìóëà

Òåïåðü âû÷èñëèì îïðåäåëèòåëü ñèìïëåêòè÷åñêîé ôîðìû w íàøåãî ðàñ-
ñëîåíèÿ E. Íàä U0 â áàçèñå e1, e2 ôîðìå w áóäåò ñîîòâåòñòâîâàòü ìàòðèöà

W =

(
w(e1, e1) w(e1, e2)
w(e2, e1) w(e2, e2)

)
=

(
0 −ν Im(g2)

ν Im(g2) 0

)
.

Ïóñòü ó íàñ òàêæå çàôèêñèðîâàí èçîìîðôèçì O '−→ Λ2(E), îïðåäåëåí-
íûé íàä P1

Z, ïðè êîòîðîì 1 7→ e1 ∧ e2. Òîãäà, åñëè ïðîéòè ïî ñòðåëêàì
ïîñëåäîâàòåëüíîñòè (8), òî ïîëó÷èì 1 7→ e1 ∧ e2 7→ 1

2
(e1 ⊗ e2 − e2 ⊗ e1) 7→

−ν Im(g2). Òàêèì îáðàçîì det(w) = ν2 Im(g2)2. Ñëåäóþùàÿ ôîðìóëà ïðè-
âîäèòñÿ áåç äîêàçàòåëüñòâà, îäíàêî îíà âûâîäèòñÿ àáñîëþòíî àíàëîãè÷íî
ôîðìóëå èç òåîðåìû 4.
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Çàìå÷àíèå 2. Ïóñòü E ðàññëîåíèå íà P1
Z ðàíãà 2 ñ òðèâèàëüíûì îá-

ùèì ñëîåì, ïðîñòûìè ïîäñêîêàìè è èìåþùåå íåâûðîæäåííûå ñå÷åíèÿ

ñòåïåíè 1. Òàêæå ïðåäïîëîæèì, ÷òî ìåòðèêà íà E èíäóöèðóåòñÿ ïðî-

èçâîëüíûì èçîìîðôèçìîì ñ òðèâèàëüíîé ìåòðèêè íà O2, òî åñòü ìî-

æåò áûòü íå èíâàðèàíòíîé îòíîñèòåëüíî F∞. Òîãäà

N×ν (R) ∼ 12µ exp(ĉ2(E))R√
exp(−2ĉ1(E) · ĉ1(O(1))) + det(w) [SL2(Z) : Γ(exp(ĉ2(E)))]

,

ãäå µ = #µ4(Z /ν).
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