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Аннотация. Рассматривается квантовое действие для трехмерной вещественной шестерной мо-
дели с использованием метода фонового поля. Выполняется четырехпетлевая перенормировка дан-
ной модели с регуляризацией обрезанием в координатном представлении. Найдены коэффициен-
ты для констант перенормировки, явно продемонстрирована применимость R-операции в рамках
предложенной регуляризации, а также доказано отсутствие нелокальных вкладов. Дополнительно
обсуждается явный вид сингулярностей, степенных и логарифмических, а также их зависимость от
деформации функции Грина.
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1 Введение

Пертурбативный подход является мощным и широко используемым инструментом в современной
квантовой теории поля. Однако его применение влечет за собой такую проблему, как наличие рас-
ходящихся интегралов. Для корректного обращения с такими объектами в теорию вводится ре-
гуляризация. Существует несколько популярных схем регуляризации, применяемых на практике,
например, размерная регуляризация [1, 2], регуляризация высшими производными [3, 4], или же
регуляризация Паули–Вилларса [5].

В данной статье рассматривается регуляризация обрезанием. Это один из самых естественных
подходов к работе с расходящимися интегралами, который в стандартной формулировке заклю-
чается в обрезании предела (области) интегрирования, см. [6, 7]. Мы будем использовать данную
схему в изложении [8–17] для нахождения четырехпетлевых расходимостей в шестерной скалярной
модели [18–23]. Отличительной особенностью представленной схемы является не обрезание преде-
лов интегрирования, а специальная деформация свободной функции Грина. Такое отличие имеет
важное значение, потому что позволяет сохранить в теории квазилокальность и, кроме того, делает
регуляризацию более широко применимой. В частности, это играет важную роль при работе на
гладких компактных многообразиях с применением склейки, см. [24–27].

В данной статье для анализа расходимостей используется метод фонового поля [28–32]. Такой
подход удобен тем, что позволяет проверять все необходимые диаграммные соотношения, оперируя
при этом лишь одним объектом – эффективным действием. Выбор шестерной модели обусловлен
не только относительной простотой с математической и вычислительной точек зрения, но и важной
физической ролью, которую играет данная теория, см. также [33, 34]. Основной результат состоит
из четырех частей.

• Вычислены четвертые коэффициенты для констант перенормировки.

• Проверена применимость R-операции.

• Показано отсутствие нелокальных вкладов.

• Изучена зависимость сингулярных вкладов от вида деформации функции Грина.

Отметим, что это является первым примером четырехпетлевой перенормировки с использованием
регуляризации обрезанием в координатном представлении. Само же исследование может считаться
продолжением серии работ, посвященных скалярным теориям с регуляризацией обрезанием [8, 14,
15], и, в частности, продолжением исследования шестерной модели [16].

Работа имеет следующую структуру. Раздел 2 посвящен постановке задачи и введению основных
объектов и определений. В секции 3 представлены основные результаты. В секции 4 приведены
подробные вычисления и вспомогательные соотношения. Секция 5 является заключительной, в ней
представлены краткие выводы и дополнительные рассуждения.

2 Постановка задачи

Рассмотрим 3-мерное евклидово пространство R3, элементы которого будем обозначать латинскими
буквами x, y, z, а их отдельные компоненты – при помощи греческих индексов. Далее введем скаляр-
ное вещественное поле ϕ(·) и классическое действие S[ · ] для модели с шестерным взаимодействием
в виде

Scl[ϕ] = S0[ϕ] + Sint[ϕ],

где

S0[ϕ] =
1

2

∫
R3

d3xϕ(x)A0(x)ϕ(x), Sint[ϕ] =

∫
R3

d3x

(
m2

2
ϕ2(x) +

t4
4!
ϕ4(x) +

t6
6!
ϕ6(x)

)
.

Здесь A0(x) = −∂xµ∂xµ – стандартный оператор Лапласа, m2 – квадрат массового параметра, t4 и t6
– константы взаимодействия. В рамках пертурбативного разложения их вещественность не важна.
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При этом будет подразумеваться ℜ(t6) > 0 для ограниченности снизу функционала Sint[ · ]. Обратим
внимание, что данный вид шестерной модели содержит только четные степени. Вариант, содержа-
щий также и нечетные степени, изучался [16] в рамках выполнения трехпетлевой перенормировки
с учетом произвольности конечных частей.

Как известно, квантовое действие для такой модели содержит ультрафиолетовые расходимости.
По этой причине необходимо ввести регуляризацию, а затем выполнить перенормировку [35,36]. В
рамках данной работы под регуляризацией будет подразумеваться следующий вид деформации

Sint[ϕ] → Sint[ϕ
Λ
ω ], (1)

где

ϕΛ
ω =

∫
R3

d3y ω(|y|)ϕ(x+ y/Λ),

∫
R3

d3y ω(|y|) = 1, supp(ω) ⊂ [0, 1].

В последней строке Λ является регуляризующим параметром. В пределе Λ → +∞ регуляризация
снимается. Такой вид регуляризации приводит к замене функции Грина для свободного оператора
Лапласа

R0(x) =
1

4π|x|
→ RΛ

0 (x) =
1

4π

{
Λ
(
1 + f(|x|2Λ2)

)
, |x| ⩽ 1/Λ;

|x|−1, |x| > 1/Λ,
(2)

во всех элементах пертурбативных разложений. В последней формуле функция f принадлежит
C([0, 1],R) и обладает свойством f(1) = 0. Обратим внимание, что формулировка регуляризации (1)
эквивалентна специальной деформации оператора A0(x) → AΛ

0 (x), которая использовалась в [14–16]
в рамках трехпетлевых подсчетов.

В случае шестерной модели в трехмерном пространстве применима мультипликативная пере-
нормировка, которая заключается в переопределении параметров теории

ϕ(·) → ϕ(·)Z1/2
0 , m2 → m2Z2/Z0, t4 → t4Z4/Z

2
0 , t6 → t6Z6/Z

3
0 ,

где

Zn = zn0 +

+∞∑
k=1

ℏkznk и zn0 = 1 для всех n ∈ {0, 2, 4, 6}. (3)

После применения метода фонового поля ϕ(·) → B̃(·) +
√
ℏϕ(·), подробно изложенного в рабо-

тах [14, 28–32], пертурбативное разложение для квантового действия можно выписать явно. Далее
фоновым полем B(·) будем называть деформированное B̃Λ

ω (·). Для формулировки введем несколько
дополнительных вспомогательных функционалов

Vi,j ≡ Vi,j [ϕ,B] =

∫
R3

d3x
(
ϕΛ
ω(x)

)i
Bj(x), где i, j ∈ N ∪ {0} и i+ j > 0,

Γ3k[ϕ] = t4z4kV3,1 +
t6z6k
3!

V3,3, Γ4k[ϕ] = t4z4kV4,0 +
t6z6k
2

V4,2,

Γ5k[ϕ] = t6z6kV5,1, Γ6k[ϕ] = t6z6kV6,0,

Xi[ϕ] = 2z0iS0[ϕ] +m2z2iV2,0 +
t4z4i
2

V2,2 +
t6z6i
4!

V2,4.

Также символом GΛ(x, y) будем обозначать функцию Грина для оператора в квадратичной форме
X0[ϕ]. Как известно, разложение для такой функции около диагонали, см. [37, 38], выписывается
явно

GΛ(x, y) = RΛ
0 (x− y)− gΛ(x− y)

(
m2 + t4

B2(x) +B2(y)

4
+ t6

B4(x) +B4(y)

48

)
+ PS(x, y),

где

gΛ(x− y) =

∫
B1/σ

d3z RΛ
0 (x− y + z)RΛ

0 (z)−
∫
B1/σ

d3z
(
RΛ

0 (z)
)2

,

4



и PS(x, y) является нелокальной составляющей и имеет две конечные производные. В частности,
имеем

GΛ(x, x) = RΛ
0 (0) + PS(x, x).

Обратим внимание, что для функционалов и функции Грина можно ввести элементы диаграммной
техники

GΛ = , Γ30 = , Γ40 = , Γ50 = , Γ60 = ,

Xi = i
, Γ31 = , Γ41 = ,

Γ32 = , Γ42 = .

Тогда квантовое перенормированное действие Wren[B,Λ] можно записать следующим образом

Wren[B,Λ] =

∫
R3

d3x

(
z04
2

B̃(x)A0(x)B̃(x) +
z24m

2

2
B2(x) +

z44t4
4!

B4(x) +
z64t6
6!

B6(x)

)
−

−
(
ℏ
2
ln det(GΛ) + ℏκ1

)
−

[
ℏ exp

(
− 1

2

+∞∑
k=1

ℏkXk[δj ]−
6∑

n=3

+∞∑
k=0

ℏn/2+k−1

n!
Γnk[δj ]

)
×

× eg[G
Λ,j]

∣∣∣∣1PI

j=0

+

+∞∑
n=2

ℏnκn

]
, (4)

где j(x) – вспомогательное гладкое поле, δj(x) – вариационная производная по полю j(x), и

g[GΛ, j] =
1

2

∫ ∫
R3×R3

d3xd3y j(x)GΛ(x, y)j(y).

Также символ «1PI» означает, что в сумме сохраняются только сильно связные диаграммы, их еще
называют одночастично неприводимыми. Константы κn вычитают особенности, не зависящие от
фонового поля.

Учитывая то, что подходящим выбором коэффициентов констант перенормировки (3) можно
произвести вычитание сингулярностей, пертурбативное разложение (4) определяет набор уравне-
ний, однозначно определяющих сингулярные составляющие искомых коэффициентов. Ранее в рабо-
те [16] были исследованы первые три соотношения, которые позволили произвести перенормировку
в трех петлях. Найденные коэффициенты в схеме минимальных вычитаний, что является аналогом
MS-схемы для размерной регуляризации, имеют вид

Z0 = 1 +O
(
ℏ4
)
,

Z2 = 1− ℏΛ
αt4
2m2

+ ℏ2
(
Λ2α

2t6
8m2

+ L
t24

96π2m2

)
+ ℏ3

(
− ΛL

αt4t6
48π2m2

+ Λ
α1(f)t4t6
24m2

)
+O

(
ℏ4
)
,

Z4 = 1− ℏΛ
αt6
2t4

+ ℏ2L
t6

24π2
+ ℏ3

(
− ΛL

5αt26
96π2t4

+ Λ
α1(f)t

2
6

8t4

)
+O

(
ℏ4
)
,

Z6 = 1 + ℏ2L
5t6
48π2

+O
(
ℏ4
)
.

Целью данной работы является изучение четвертого (пропорционального ℏ4) соотношения и поиск
коэффициентов z04, z24, z44, z64 для констант перенормировки.
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3 Результаты

С учетом всего вышеизложенного, часть перенормированного эффективного действия (4), пропор-
циональная ℏ4, не содержит нелокальных сингулярных вкладов, то есть зависящих от функции
PS(x, y). Остальные же сингулярности нейтрализуются следующим выбором коэффициентов для
констант перенормировки

z04 = −L
t26

24325(4π)4
,

z24 = LΛ2 5α2(f)t26
233(4π)2m2

− Λ2 t
2
6(15α1(f)α(f)− 2α2(f))

5!2m2
+ L2 t24t6

32(4π)4m2
− L

t24t6(32 + 3π2)− 4m2t26
263(4π)4m2

,

z44 = L2 7t26
32(4π)4

− L
t4t

2
6(116 + 9π2)

253(4π)4
,

z64 = L2 25t26
32(4π)4

− L
t26(150 + 15π2)

25(4π)4
,

где вспомогательные числа имеют вид

α(f) =
f(0) + 1

4π
,

α1(f) =

∫
R3

d3y
(
R1

0(y)
)4

=
1

(4π)3

(
1 +

∫ 1

0

dt t2
(
f(t2) + 1

)4)
,

α2(f) =

∫
R3

d3y
(
R1

0(y)
)5

=
1

(4π)4

(
1

2
+

∫ 1

0

dt t2
(
f(t2) + 1

)5)
.

Все основные вычисления приведены в секции 4, поэтому отметим лишь основные этапы доказа-
тельства. Сперва необходимо выписать четырехпетлевое соотношение для поиска коэффициентов.
Оно имеет вид (5). Далее необходимо найти сингулярные составляющие для правой части равен-
ства. Удобнее их анализировать группами. Для этих целей правая часть разбивается на 17 частей,
для каждой из которых проводятся отдельные вычисления, см. секцию 4.3. Затем результат сум-
мируется. В итоге остаются только части классического действия, см. формулы (27), (28), (30) и
(32), домноженные на сингулярные коэффициенты. Окончательно, коэффициенты z04, z24, z44, z64 в
левой части равенства (5) подбираются таким образом, чтобы сингулярные составляющие в обеих
частях равенства совпадали. Это и приводит к полученным коэффициентам.

Отдельно отметим, что полученные коэффициенты согласуются с результатами, полученными
для размерной регуляризации [22].

4 Вычисления

4.1 Вспомогательные разложения
Определение: Пусть n, j, i ∈ N∪{0}, j ⩽ n, Ω[ϕ] является функционалом, пропорциональным n-ой
степени поля, то есть Ω[sϕ] = snΩ[ϕ] для s > 0. Введем в рассмотрение несколько операторов.

• Оператор Hc (sc)
j,i переводит функционал Ω[ϕ] в функционал, пропорциональный j-й степени

поля, путем всевозможных спариваний n − j функций поля ϕ(·) при помощи регуляризован-
ной функции Грина GΛ( · , · ), то есть с использованием замен вида ϕ(x)ϕ(y) → GΛ(x, y), и
сохранением только связной (сильно связной) части, содержащей i штук функций Грина на
диагонали (петель).

• Оператор без проекции на количество петель имеет вид

Hc (sc)
j =

+∞∑
i=0

Hc (sc)
j,i .
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С учетом последнего определения, см. аналог в [39], соотношение для поиска четвертых коэффици-
ентов, то есть часть в формуле (4), пропорциональную ℏ4, можно представить следующим образом∫

R3

d3x

(
Z0

2
B̃(x)A0(x)B̃(x) +

Z2m
2

2
B2(x) +

Z4t4
4!

B4(x) +
Z6t6
6!

B6(x)

)
s.p.
=

s.p.
=

1

4!

d4

dℏ4

∣∣∣∣∣
ℏ=0

Hsc
0

(
ℏ exp

(
− 1

2

+∞∑
k=1

ℏkXk[ϕ]−
6∑

n=3

+∞∑
k=0

ℏn/2+k−1

n!
Γnk[ϕ]

))
+ κ4, (5)

где знак s.p.
= означает равенство сингулярных составляющих (по параметру Λ). Левую часть послед-

него равенства можно переписать в виде нескольких вкладов. Выпишем их отдельно с дополнитель-
ными комментариями. Первой составляющей являются обычные (без контрчленов) диаграммы

Hsc
0

(
Γ6
30

)
(3!)66!

−
Hsc

0

(
Γ4
30Γ40

)
(3!)4(4!)2

+
Hsc

0

(
Γ3
30Γ50

)
(3!)45!

+
Hsc

0

(
Γ2
30Γ

2
40

)
4(3!)2(4!)2

−

−
Hsc

0

(
Γ2
30Γ60

)
2(3!)26!

−
Hsc

0

(
Γ30Γ40Γ50

)
3!4!5!

−
Hsc

0

(
Γ3
40

)
3!(4!)3

+
Hsc

0

(
Γ2
50

)
2(5!)2

+
Hsc

0

(
Γ40Γ60

)
4!6!

. (6)

Второй составляющей являются контрдиаграммы, которые получаются из трехпетлевых диаграмм
либо добавлением X1, либо заменой одной из вершин Γ30–Γ60 на Γ31–Γ61. Они имеют следующий
вид

Hsc
0

(
Γ3
30Γ31

)
(3!)5

−
Hsc

0

(
Γ30Γ31Γ40

)
(3!)24!

−
Hsc

0

(
Γ2
30Γ41

)
2(3!)24!

+
Hsc

0

(
Γ40Γ41

)
(4!)2

+
Hsc

0

(
Γ31Γ50

)
3!5!

−

−
Hsc

0

(
Γ4
30X1

)
2(3!)44!

+
Hsc

0

(
Γ2
30Γ40X1

)
4(3!)24!

−
Hsc

0

(
Γ2
40X1

)
4(4!)2

−
Hsc

0

(
Γ30Γ50X1

)
2(3!5!)

+
Hsc

0

(
Γ60X1

)
2(6!)

. (7)

Третьей составляющей являются контрдиаграммы, которые получаются из двухпетлевых диаграмм
либо добавлением X2 или X1X1, либо заменой одной из вершин Γ30–Γ60 на Γ32–Γ62, либо заменой
двух вершин Γ30–Γ60 на Γ31–Γ61, либо заменой одной вершины Γ30–Γ60 на Γ31–Γ61 с добавлением
X1. Они имеют следующий вид

−
Hsc

0

(
Γ2
30X2

)
4(3!)2

+
Hsc

0

(
Γ40X2

)
2(4!)

+
Hsc

0

(
Γ2
30X

2
1

)
24(3!)2

−
Hsc

0

(
Γ40X

2
1

)
23(4!)

+

+
Hsc

0

(
Γ30Γ32

)
(3!)2

−
Hsc

0

(
Γ42

)
4!

+
Hsc

0

(
Γ2
31

)
2(3!)2

−
Hsc

0

(
Γ30Γ31X1

)
2(3!)2

+
Hsc

0

(
Γ41X1

)
2(4!)

. (8)

Наконец, четвертой составляющей являются комбинации вершин X1–X3 вида

−
Hsc

0

(
X3

1

)
23(3!)

+
Hsc

0

(
X1X2

)
4

−
Hsc

0

(
X3

)
2

. (9)

4.2 Виды расходящихся диаграмм
Поиск сингулярных составляющих основан на использовании R-операции, позволяющей удалять
из диаграммы подрасходимости. В данной работе приводится явный подсчет, показывающий, что в
рамках предложенной регуляризации основные правила работы с подрасходимостями остаются вер-
ными. Заметим, что для произвольного вида регуляризации этот общеизвестный подход не является
прозрачным и возможность его применения требует дополнительных исследований.

Ниже приведем все диаграммы из (6), содержащие сингулярности. Некоторые слагаемые, ко-
торые являются конечными, будут обозначаться многоточиями. При этом слагаемое H0

(
Γ6
30

)
от-

сутствует полностью, потому что в этом случае сильно связные диаграммы не содержат функций

7



Грина на диагонали и более двух одинаковых линий. Остальные равенства удобно представить
следующим образом.

Hsc
0

(
Γ3
40

)
= 3326A27 + 3425A26 + 3327A25 + 3326A24, (10)

A27 = , A26 = , A25 = , A24 = ,

Hsc
0

(
Γ60Γ40

)
= 513322A23 + 513223A22, (11)

A23 = , A22 = ,

Hsc
0

(
Γ2
50

)
= 513123A21 + 523123A20, (12)

A21 = , A20 = ,

Hsc
0

(
Γ60Γ

2
30

)
= 513224A19 + 513423A18 + 513422A17, (13)

A19 = , A18 = , A17 = ,

Hsc
0

(
Γ50Γ

3
30

)
= 513525A16 + 513425A15 + 513424A14 + . . . , (14)

A16 = , A15 = , A14 = ,

Hsc
0

(
Γ50Γ40Γ30

)
= 513224A13 + 513325A12 + 513324A11 + 513225A10, (15)

A13 = , A12 = , A11 = , A10 = ,

Hsc
0

(
Γ40Γ

3
30

)
= 3626A9 + 3625A8 + 3626A7 + . . . , (16)

A9 = , A8 = , A7 = ,

Hsc
0

(
Γ2
40Γ

2
30

)
= 3327A6 + 3426A5 + 3426A4 + 3426A3 + 3427A2 + 3425A1 + . . . , (17)

A6 = , A5 = , A4 = ,

A3 = , A2 = , A1 = .
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4.3 Специальные соотношения
В данной секции приводятся соотношения между диаграммами из предыдущего раздела. При этом
диаграммы будут формулироваться на операторном языке. Такой подход позволяет более компакт-
но производить записи, а сами соотношения в значительной мере упрощают подсчеты и являются
аналогом известной R-операции в рамках предложенной регуляризации (2).

Соотношение 1. В первом соотношении рассмотрим все три расходящиеся диаграммы {A9,A8,A7}
из (16) с учетом соответствующего коэффициента из (6). Заметим, что все три диаграммы содер-
жат подрасходимость в виде функции Грина на диагонали, поэтому выделенные диаграммы можно
однозначно выразить, отделив от остальных имеющихся диаграмм, заменой Γ40 → Hc

2(Γ40). Также
заметим, что сингулярность в указанной поддиаграмме, согласно общей теории, должна сокращать-
ся первым коэффициентом константы перенормировки.

Такое рассуждение приводит к желанию рассмотреть расходящиеся диаграммы из (16) совмест-
но с шестым слагаемым из (7), который играет роль контрдиаграммы. В итоге можно убедиться в
наличии равенства

−
Hsc

0

(
Γ4
30Hc

2(Γ40)
)

(3!)4(4!)2
−

Hsc
0

(
Γ4
30X1

)
2(3!)44!

= − 1

(3!)4(4!)2
Hsc

0

(
Γ4
30

(
Hc

2(Γ40) + 12X1

)) s.p.
= 0,

где во втором переходе использовались соотношения

Hc
2(Γ40) + 12X1 = 6 + 12

1
(18)

=

∫
R3

d3xϕ2(x)

(
6
(
t4 + t6B

2(x)/2
)
GΛ(x, x) + 12

(
m2z21 + t4z41B

2(x)/2
))

= 6

∫
R3

d3xϕ2(x)
(
t4 + t6B

2(x)/2
)
PS(x, x),

приводящие к сокращению подрасходимости. Заметим, что после сокращения внутренней сингуляр-
ности диаграммы из (16) стали сходящимися. Это полностью согласуется с общей теорией, посколь-
ку получившиеся диаграммы больше не содержат петель и большого (> 2) количества одинаковых
линий.

Соотношение 2. Рассмотрим три диаграммы {A3,A2,A1} из (17) с учетом соответствующего ко-
эффициента из (6). В данном случае сингулярности появляются из-за наличия функции Грина на
диагонали, то есть петли, поэтому сокращение должно происходить с использованием (18). При
этом в качестве контрдиаграммы нужно выбрать часть из седьмого слагаемого в (7), не содержа-
щую петель. Легко проверить, что с учетом разложения по петлям

Hc
2(Γ

2
30Γ40) = Hc

2,0(Γ
2
30Γ40) +Hc

2,1(Γ
2
30Γ40)

верно соотношение вида

Hsc
0

(
Γ2
30Γ40X1

)
= Hsc

0

(
Hc

2(Γ
2
30Γ40)X1

)
= Hsc

0

(
Hc

2,0(Γ
2
30Γ40)X1

)
+Hsc

0

(
Hc

2,1(Γ
2
30Γ40)X1

)
.

В итоге можно убедиться в справедливости равенства

2Hsc
0

(
Hc

2,0(Γ
2
30Γ40)Hc

2(Γ40)
)

4(3!)2(4!)2
+

Hsc
0

(
Hc

2,0(Γ
2
30Γ40)X1

)
4(3!)24!

s.p.
= 0.

Заметим, что после сокращения диаграммы больше не содержат сингулярных частей.

Соотношение 3. Объединим далее диаграммы {A5,A4} из (17). При этом прибавим к ним остав-
шуюся часть из седьмого слагаемого в (7), то есть с одной петлей, а также третье слагаемое из (8).
Таким образом, комбинация имеет вид

Hsc
0

(
Γ2
30Hc

2(Γ40)Hc
2(Γ40)

)
4(3!)2(4!)2

+
Hsc

0

(
Hc

2,1(Γ
2
30Γ40)X1

)
4(3!)24!

+
Hsc

0

(
Γ2
30X

2
1

)
24(3!)2

. (19)
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Заменим второе слагаемое при помощи равенства

Hsc
0

(
Hc

2,1(Γ
2
30Γ40)X1

)
= Hsc

0

(
Γ2
30Hc

2(Γ40)X1

)
,

тогда (19) можно преобразовать с использованием формулы бинома Ньютона

1

4(3!)2(4!)2
Hsc

0

(
Γ2
30

(
Hc

2(Γ40) + 12X1

)2) s.p.
= 0,

после чего все сингулярности в диаграммах сократятся.

Соотношение 4. Далее рассмотрим диаграммы A17 из (13), A14 из (14) и A6 из (17). Все эти вклады
содержат характерный элемент Hsc

2 (Γ2
30), поэтому к ним необходимо добавить соответствующие

контрдиаграммы: первое слагаемое из (8) и часть с петлей из третьего слагаемого в (7). Полученную
комбинацию можно представить следующим образом

−
Hsc

0

(
Hsc

2 (Γ2
30)Hsc

2 (Γ60)
)

2(3!)26!
+

3Hsc
0

(
Hsc

2 (Γ2
30)Hc

2,0(Γ30Γ50)
)

(3!)45!
+

Hsc
0

(
Hsc

2 (Γ2
30)Hsc

2 (Γ2
40)
)

4(3!)2(4!)2
−

−
Hsc

0

(
Hsc

2 (Γ2
30)X2

)
4(3!)2

−
Hsc

0

(
Hsc

2 (Γ2
30)Hc

2(Γ41)
)

2(3!)24!
=

1

8(3!)2
Hsc

0

(
Hsc

2 (Γ2
30)Γ̃2

)
, (20)

где

Γ̃2 = − 4

6!
Hsc

2 (Γ60) +
4

6!
Hc

2,0(Γ30Γ50) +
2

(4!)2
Hsc

2 (Γ2
40)− 2X2 −

1

6
Hc

2(Γ41).

Последнюю комбинацию также можно представить в диаграммном виде

−1

4
+

1

3
+

1

3
− 2

2
− .

Далее можно убедиться прямым вычислением, что плотность не содержит сингулярных составля-
ющих

− t6
4

(
GΛ(x, x)

)2
+

1

3

L

16π2

(
t4B(x) +

t6
6
B3(x)

)
t6B(x) +

1

3

L

16π2

(
t4 +

t6
2
B2(x)

)2

−

− 2

(
t6
8
α2Λ2 +

Lt24
96π2

+
Lt4t6B

2(x)

48π2
+

5Lt26B
4(x)

48π24!

)
+ t4

αΛt6
2t4

GΛ(x, x)
s.p.
= 0, (21)

где для второй и третьей диаграмм было использовано асимптотическое разложение вида∫
B1/σ

d3x
(
GΛ(x+ y, y)

)3 s.p.
=

L

16π2
.

Окончательно получаем, что комбинация

Hsc
0

(
Hsc

2 (Γ2
30)Γ̃2

) s.p.
= 0

не содержит сингулярных частей и линейная комбинация (20) является конечной.

Соотношение 5. Рассмотрим диаграммы A25 из (10), A23 из (11) и A13 из (15). Они содержат
общую поддиаграмму вида Hc

2(Γ40), поэтому добавим к ним соответствующие контрдиаграммы:
второе слагаемое из (8) и часть с петлей из четвертого слагаемого в (7). Получившаяся комбинация
такова

Hsc
0

(
Hc

2(Γ40)Hsc
2 (Γ60)

)
4!6!

−
Hsc

0

(
Hc

2(Γ40)Hc
2,0(Γ30Γ50)

)
3!4!5!

−
3Hsc

0

(
Hc

2(Γ40)Hsc
2 (Γ2

40)
)

3!(4!)3
+

+
Hsc

0

(
Hc

2(Γ40)X2

)
2(4!)

+
Hsc

0

(
Hc

2(Γ40)Hc
2(Γ41)

)
(4!)2

= − 1

4(4!)
Hsc

0

(
Hc

2(Γ40)Γ̃2

)
. (22)
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Ясно, что вершина Γ̃2 не содержит сингулярностей из-за (21). Однако первый сомножитель сингу-
лярен, поэтому необходимо выбрать набор контрдиаграмм из (7), (8) и (9) вида

Hsc
0

(
X1Hsc

2 (Γ60)
)

2(6!)
−

Hsc
0

(
X1Hc

2,0(Γ30Γ50)
)

2(3!5!)
−

Hsc
0

(
X1Hsc

2 (Γ2
40)
)

4(4!)2
+

+
Hsc

0

(
X1X2

)
4

+
Hsc

0

(
X1Hc

2(Γ41)
)

2(4!)
= −1

8
Hsc

0

(
X1Γ̃2

)
. (23)

Ясно, что она имеет подходящий вид, такой, что комбинации (22) и (23) в сумме

− 1

4(4!)
Hsc

0

((
Hc

2(Γ40) + 12X1

)
Γ̃2

)
s.p.
= 0

не содержат сингулярных вкладов из-за (18).

Соотношение 6. Изучим диаграмму A18 из (13). Ее особенностью является одна функция Грина на
диагонали, то есть петля, образованная из вершины Γ60. Ясно, что такой тип сингулярности можно
убрать первым коэффициентом, содержащимся в Γ41. Поэтому после прибавления соответствующей
части из третьего слагаемого в (7), получаем

−
2Hsc

0

(
Γ30Hsc

3 (Γ30Hsc
4 (Γ60))

)
2(3!)26!

−
2Hsc

0

(
Γ30Hsc

3 (Γ30Γ41)
)

2(3!)24!
=

= − 1

(3!)26!
Hsc

0

(
Γ30Hsc

3

(
Γ30

[
Hsc

4 (Γ60) + 30Γ41

])) s.p.
= 0.

Таким образом, вновь получаем конечную диаграмму после удаления внутренней сингулярности.

Соотношение 7. Рассмотрим диаграмму A26 из (10). Отличительной чертой является наличие
двух функций Грина на диагонали, которые получаются из-за присутствия двух вершин Hc

2(Γ40).
Прибавляя ряд подходящих контрдиаграмм из восьмого слагаемого в (7) и четвертого слагаемого
в (8), получаем линейную комбинацию

−
3Hsc

0

(
Hc

2,1

(
Γ40Hc

2(Γ40)
)
Hc

2(Γ40)
)

3!(4!)3
−

2Hsc
0

(
Hc

2,0

(
Γ40X1

)
Hc

2(Γ40)
)

4(4!)2
−

Hsc
0

(
Hc

2,0

(
Γ40X1

)
X1

)
8(4!)

,

которую после применения равенства

Hsc
0

(
Hc

2,1

(
Γ40Hc

2(Γ40)
)
X1

)
= Hsc

0

(
Hc

2,0

(
Γ40X1

)
Hc

2(Γ40)
)

можно представить в виде

− 1

2(4!)3
Hsc

0

([
Hc

2,1

(
Γ40Hc

2(Γ40)
)
+ 12Hc

2,0

(
Γ40X1

)][
Hc

2(Γ40) + 12X1

])
s.p.
= 0.

Последнее равенство следует после применения соотношения (18) к обоим множителям.

Соотношение 8. Рассмотрим диаграмму A27 из (10). В ней трижды появляется функция Грина на
диагонали, поэтому собирать комбинацию следует с учетом равенства (18). Прибавим к диаграм-
ме соответствующие контрдиаграммы из восьмого слагаемого в (7), четвертого слагаемого в (8) и
первого в (9), тогда получим комбинацию

−
Hsc

0

((
Hc

2(Γ40)
)3)

3!(4!)3
−

Hsc
0

((
Hc

2(Γ40)
)2
X1

)
4(4!)2

−
Hsc

0

(
Hc

2(Γ40)X
2
1

)
8(4!)

−
Hsc

0

(
X3

1

)
8(3!)

,

которая после приведения подобных преобразуется в

− 1

3!(4!)3
Hsc

0

((
Hc

2(Γ40) + 12X1

)3) s.p.
= 0.
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Таким образом, результат не имеет сингулярных составляющих.

Соотношение 9. Перейдем к A16 и A15 из (14). Их отличительной чертой является присутствие
функции Грина на диагонали в виде вершины Hc

3(Γ50). Ясно, что такая особенность должна сокра-
щаться контрвершиной Γ31. Прибавляя первое слагаемое из (7), можно убедиться в равенстве

Hsc
0

(
Γ3
30Hc

3(Γ50)
)

(3!)45!
+

Hsc
0

(
Γ3
30Γ31

)
(3!)5

=
1

(3!)45!
Hsc

0

(
Γ3
30

[
Hc

3(Γ50) + 20Γ31

]) s.p.
= 0.

Соотношение 10. Аналогичные рассуждения верны и для диаграммы A12 из (15). Добавляя часть
из второго слагаемого в (7), получаем следующее равенство

−
Hsc

0

(
Hsc

3 (Γ30Γ40)Hc
3(Γ50)

)
3!4!5!

−
Hsc

0

(
Hsc

3 (Γ30Γ40)Γ31

)
(3!)24!

s.p.
= 0.

Соотношение 11. Далее рассмотрим A11 из (15). Данная диаграмма содержит две функции Грина
на диагонали, которые следуют из вершин Hc

2(Γ40) и Hc
3(Γ50). Следовательно, такие сингулярности

должны сокращаться контрвершинами X1 и Γ31. В самом деле, прибавляя оставшуюся часть из
второго слагаемого в (7), оставшуюся часть девятого слагаемого в (7), а также восьмое слагаемое
в (8), получаем комбинацию

−
Hsc

0

(
Γ30Hc

2(Γ40)Hc
3(Γ50)

)
3!4!5!

−
Hsc

0

(
Γ30Hc

2(Γ40)Γ31

)
(3!)24!

−
Hsc

0

(
Γ30X1Hc

3(Γ50)
)

2(3!5!)
−

Hsc
0

(
Γ30X1Γ31

)
2(3!)2

,

которая преобразуется к виду

− 1

3!4!5!
Hsc

0

(
Γ30

[
Hc

2(Γ40) + 12X1

][
Hc

3(Γ50) + 20Γ31

]) s.p.
= 0.

Таким образом, результат не имеет сингулярных частей.

Соотношение 12. Рассмотрим A22 из (11) вместе с соответствующим четвертым слагаемым из
(7). Линейная комбинация имеет вид

Hsc
0,1

(
Γ40Hc

4(Γ60)
)

4!6!
+

Hsc
0,0

(
Γ40Γ41

)
(4!)2

=
1

48

(
+ 2

)
.

Аналитическое выражение выглядит следующим образом

1

48

∫
R3

d3y

∫
R3

d3x

(
t4 +

t6B
2(y)

2

)(
GΛ(y, x)

)4(
t6αΛ + t6PS(x, x) + 2t4z41

)
.

С учетом равенства t6αΛ + 2t4z41 = 0 сразу получаем сингулярную составляющую

α1(f)Λ

48

∫
R3

d3x

(
t4 +

t6B
2(x)

2

)
t6PS(x, x) +

L

12(16π2)

∫
R3

d3x

(
t4 +

t6B
2(x)

2

)
t6PS2(x, x),

где дополнительно было введено вспомогательное число

α1(f) =

∫
R3

d3y
(
R1

0(y)
)4

.

Заметим, что вся сингулярная часть зависит от нелокальной функции PS.

Соотношение 13. Следующая диаграмма A20 из (12) содержит две вершины Hc
3(Γ50), поэтому в

качестве вычитаемых нужно выбрать пятое слагаемое из (7) и седьмое слагаемое из (8). В итоге
получим

Hsc
0

((
Hc

3(Γ50)
)2)

2(5!)2
+

Hsc
0

(
Γ31Hc

3(Γ50)
)

3!5!
+

Hsc
0

((
Γ31

)2)
2(3!)2

=
1

2(5!)2
Hsc

0

([
Hc

3(Γ50) + 20Γ31

]2)
.

12



Ясно, что она содержит сингулярную составляющую

1

48

(
+ 2 + 4

)
s.p.
=

Lt26
48(16π2)

∫
R3

d3xPS2(x, x)B2(x),

которая имеет нелокальный характер (зависит от функции PS).

Соотношение 14. Далее изучим линейную комбинацию диаграмм A19 из (13) и A10 из (15), а
также пятого слагаемого из (8)

−
Hsc

0,0

(
Γ2
30Γ60

)
2(3!)26!

−
Hsc

0,0

(
Γ30Γ40Γ50

)
3!4!5!

+
Hsc

0,0

(
Γ30Γ32

)
(3!)2

, (24)

которая на диаграммном языке принимает форму

− 1

72
− 1

12
+

1

6
. (25)

Найдем асимптотические разложения для каждого из слагаемых отдельно. Первая диаграмма пе-
реписывается аналитически

=

∫
R3×3

d3xd3yd3z r(x)
(
GΛ(x, y)

)3
t6

(
GΛ(y, z)

)3
r(z)

где для удобства была использована функция

r(x) =

(
t4B(x) +

t6B
3(x)

3!

)
.

Далее удобно воспользоваться добавлением и вычитанием и представить каждый боковой сомно-
житель следующим образом

r(x)
(
GΛ(x, y)

)3
= r(x)

(
GΛ(x, y)

)3
± r(y)

(
R̃Λ

0 (x− y)
)3

,

r(z)
(
GΛ(y, z)

)3
= r(z)

(
GΛ(y, z)

)3
± r(y)

(
R̃Λ

0 (z − y)
)3

,

где была использована обрезанная функция

R̃Λ
0 (x) = RΛ

0 (x)χ
(
1/Λ < |x| < 1/σ

)
.

Затем, отбрасывая конечные части и пользуясь интегральным равенством∫
R3

d3x
(
R̃Λ

0 (x)
)3

=
L

16π2
,

приходим к следующему выражению для первой диаграммы

s.p.
=

2L

16π2

∫
R3×2

d3xd3y r(x)
(
GΛ(x, y)

)3
t6r(y)−

(
L

16π2

)2 ∫
R3

d3x t6r
2(x).

Перейдем к следующей диаграмме и вновь воспользуемся добавлением и вычитанием

± I1(Λ)

∫
R3

d3x r(x)t6B(x)

(
t4 +

t6B
2(x)

2

)
, (26)

где

I1(Λ) =
L

16π2

∫
B1/σ

d3y
(
RΛ

0 (y)
)3

−
∫
B1/σ×B1/σ

d3yd3z
(
RΛ

0 (y)
)2

RΛ
0 (y−z)

(
RΛ

0 (z)
)3 s.p.

= − L

(4π)4
+

L2

2(4π)4
.

13



Здесь мы воспользовались переходом(
RΛ

0 (y)
)2

RΛ
0 (y − z)

s.p.→
(
R0(y)

)2
R0(y − z)

∫
→ 1− ln(|y|σ)

16π2
,

а также формулой, см. [10],∫
|ŷ|=1

d2σ(ŷ)R0(x+ rŷ) =
1

4π

{
r−1, |x| ⩽ r;

|x|−1, |x| > r.

Тогда, стягивая поддиаграмму с тремя линиями, формула (26) в смысле равенства сингулярных
составляющих переходит в

L

16π2

∫
R3×2

d3xd3y r(x)
(
GΛ(x, y)

)3(
t4t6B(y) +

t26B
3(y)

2

)
− I1(Λ)

∫
R3

d3x r(x)t6B(x)

(
t4 +

t6B(x)

2

)
.

Последняя диаграмма мгновенно выписывается с учетом вида контрвершины Γ42

=

∫
R3×2

d3xd3y r(x)
(
GΛ(x, y)

)3(Lt4t6B(y)

24π2
+

5Lt26B
3(y)

48π23!

)
.

Окончательно, возвращаясь к линейной комбинации (25), приходим к выражению

(24) s.p.
=

1

72

(
L

16π2

)2 ∫
R3

d3x t6r
2(x) +

I1(Λ)

12

∫
R3

d3x r(x)t6B(x)

(
t4 +

t6B(x)

2

)
(27)

= V0,2

(
L2t24t6

322(4π)4
− Lt24t6

12(4π)4

)
+V0,4

(
7L2t4t

2
6

2333(4π)4
− Lt4t

2
6

322(4π)4

)
+V0,6

(
5L2t36

2434(4π)4
− Lt36

2432(4π)4

)
.

Соотношение 15. Далее изучим оставшиеся две контрдиаграммы, шестое слагаемое из (8) и третье
слагаемое из (9). Они имеют вид

−Hsc
0 (Γ42)

4!
− Hsc

0 (X3)

2
= −1

8
− 1

2
3

.

С использованием функции Грина на диагонали явный вид сингулярностей легко выписывается.
Разобьем его на две части: зависящую от нелокальной составляющей PS

− 1

8

∫
R3

d3xPS2(x, x)

(
Lt4t6
24π2

+
5Lt26B

2(x)

96π2

)
− αΛ

8

∫
R3

d3xPS(x, x)

(
Lt4t6
12π2

+
5Lt26B

2(x)

48π2

)
−

− 1

2

∫
R3

d3xPS(x, x)

(
− αΛLt4t6

48π2
+

α1(f)Λt4t6
24

− 5αΛLt26B
2(x)

192π2
+

α1(f)Λt
2
6B

2(x)

16

)
,

а также зависящую только от фонового поля B∫
R3

d3xB2(x)

(
− α2Λ2

16

5Lt26
48π2

+
α2Λ2

4

5Lt26
96π2

− α1(f)αΛ
2

4

t26
8

)
= V0,2

(
5Lα2Λ2t26
243(4π)2

− α1(f)αΛ
2t26

25

)
. (28)

Соотношение 16. Ответ для диаграммы A21 из (12)

Hsc
0 (Γ2

50)

2(5!)2
=

1

240

выписывается с использованием стандартных методов. Его также удобно разбить на две части: с
использованием нелокальной составляющей

t26
24

L

16π2

∫
R3

d3xPS2(x, x)B2(x) +
α1(f)Λt

2
6

48

∫
R3

d3xPS(x, x)B2(x),
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а также зависящую только от фонового поля

α2(f)Λ
2t26

2(5!)

∫
R3

d3xB2(x)− t26
2(3!5!)

L

(16π2)2

∫
R3

d3xB(x)A0(x)B(x)−

− I2(Λ)t
2
6

48

∫
R3

d3xB2(x)

(
m2 +

t4B
2(x)

2
+

t6B
4(x)

4!

)
. (29)

Здесь для удобства были введены два новых вспомогательных числа

α2(f) =

∫
R3

d3y
(
R1

0(y)
)5

,

I2(Λ) =

∫
B1/σ

d3x
(
RΛ

0 (x)
)4(∫

B1/σ

d3y RΛ
0 (x− y)RΛ

0 (y)−
∫
B1/σ

d3y
(
RΛ

0 (y)
)2) s.p.

= − L

2(4π)4
,

где мы использовали переход

RΛ
0 (x− y)RΛ

0 (y)−
(
RΛ

0 (y)
)2 s.p.→ R0(x− y)R0(y)−

(
R0(y)

)2 ∫
→ (−|x|)

8π
.

Заметим, что (29) можно представить в виде

(29) s.p.
=

(∫
R3

d3xB(x)A0(x)B(x)

)(
− Lt26

25325(4π)4

)
+

+V0,2

(
α2(f)Λ

2t26
2(5!)

+
Lm2t26
253(4π)4

)
+V0,4

(
Lt4t

2
6

263(4π)4

)
+V0,6

(
Lt36

2832(4π)4

)
. (30)

Соотношение 17. Последняя диаграмма A24 из (10) содержит только часть, зависящую от фоно-
вого поля и может быть представлена в виде

−Hsc
0 (Γ3

40)

3!(4!)3
+ κ24 = − 1

240
+ κ24

s.p.
= − I3(Λ)

48

∫
R3

d3x

((
t4 + t6B

2(x)/2
)3

− t34

)
,

где константа κ24 не зависит от фонового поля и вычитает лишнюю константу, а вспомогательный
интеграл имеет вид

I3(Λ) =

∫
B1/σ

d3x

∫
B1/σ

d3y
(
RΛ

0 (x)
)2(

RΛ
0 (x− y)

)2(
RΛ

0 (y)
)2

(31)

s.p.
=

∫
R3

d3x

∫
B1/σ

d3y
(
RΛ

0 (x)
)2(

RΛ
0 (x− y)

)2(
RΛ

0 (y)
)2

s.p.
= L

(
Λ

d

dΛ

∫
R3

d3x

∫
BΛ/σ

d3y
(
R1

0(x)
)2(

R1
0(x− y)

)2(
R1

0(y)
)2)∣∣∣∣∣

Λ→+∞

=
L

16π2

∫
R3

d3x

∫
|ŷ|=1

d2σ(ŷ)
(
R0(x)

)2(
R0(x− ŷ)

)2
≡ Lα3

(4π)4
.

Следовательно, получаем

(31) s.p.
= V0,2

(
− Lα3t

2
4t6

25(4π)4

)
+V0,4

(
− Lα3t4t

2
6

26(4π)4

)
+V0,6

(
− Lα3t

3
6

273(4π)4

)
. (32)

Вычислим значение коэффициента α3:

α3 = 16π2

∫
R3

d3x

∫
|ŷ|=1

d2σ(ŷ)
(
R0(x)

)2(
R0(x− ŷ)

)2
=

1

2

∫ +∞

0

dr

r
ln

∣∣∣∣r + 1

r − 1

∣∣∣∣ = ∫ 1

0

dr

r
ln

(
1 + r

1− r

)
,
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где мы совершили переход к сферическим координатам. Заметим, что

ln(1 + r)− ln(1− r) = 2

+∞∑
k=0

r2k+1

2k + 1
,

тогда получаем

α3 = 2

+∞∑
k=0

1

2k + 1

∫ 1

0

dr r2k =

+∞∑
k=0

2

(2k + 1)2
=

π2

4
.

5 Заключение

В работе были изучены сингулярные вклады для трехмерной шестерной модели в четырехпетлевом
приближении. Показано, что результат не зависит от нелокальных вкладов. Найдены четвертые
коэффициенты для констант перенормировок.

Отметим, что предложенная в работе перенормировка реализуется в рамках схемы минимально-
го вычитания – так называемая MS-схема. Также в работе наглядно видно выполнение R-операции,
что иллюстрируется сокращением сингулярных вкладов в соотношениях 1–13.

Видно, что значение коэффициента (3) для константы перенормировки зависит от α(f), α1(f) и
α2(f), которые задаются выражениеями (3), (3) и (3). Рассмотрим два частных случая.

• Пусть f имеет тривиальный вид f = 0, тогда

α =
1

4π
, α1 =

4

3(4π)3
, α2 =

5

6(4π)4
.

• Пусть f(t2) = 1− t, тогда условие применимости регуляризации из [17] выполняется, и числа
равны

α =
1

2π
, α1 =

68

35(4π)3
, α2 =

101

56(4π)4
.
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