
ÏÎÌÈ ÏÐÅÏÐÈÍÒ � 1/2025

ÓÑÐÅÄÍÅÍÈÅ ÍÅËÎÊÀËÜÍÎÃÎ ÍÅÑÀÌÎÑÎÏÐßÆÅÍÍÎÃÎ
ÎÏÅÐÀÒÎÐÀ ÑÂ�ÐÒÎ×ÍÎÃÎ ÒÈÏÀ

Å. À. Æèæèíà1,2, À. Ë. Ïÿòíèöêèé1,2, Â. À. Ñëîóù3, Ò. À. Ñóñëèíà3

1Âûñøàÿ øêîëà ñîâðåìåííîé ìàòåìàòèêè ÌÔÒÈ,
Êëèìåíòîâñêèé ïåð., ä.1, ñòð.1,

Ìîñêâà, 115184, Ðîññèÿ

2 Àðêòè÷åñêèé óíèâåðñèòåò Íîðâåãèè, êàìïóñ Íàðâèê,
Ëîäâå Ëàíãåñ ãàòå 2,
Íàðâèê 8517, Íîðâåãèÿ

3Ñàíêò-Ïåòåðáóðãñêèé ãîñóäàðñòâåííûé óíèâåðñèòåò,
Óíèâåðñèòåòñêàÿ íàá., ä. 7/9,

Ñàíêò-Ïåòåðáóðã, 199034, Ðîññèÿ

e-mail: elena.jijina@gmail.com
e-mail: apiatnitski@gmail.com
e-mail: v.slouzh@spbu.ru
e-mail: t.suslina@spbu.ru

ÀÍÍÎÒÀÖÈß

Â L2(Rd) ðàññìàòðèâàåòñÿ îãðàíè÷åííûé îïåðàòîð Aε, ε > 0, âèäà

(Aεu)(x) = ε−d−2

∫
Rd

a((x− y)/ε)µ(x/ε,y/ε) (u(x)− u(y)) dy.

Ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî a(x) � íåîòðèöàòåëüíàÿ ôóíêöèÿ êëàññà L1(Rd), à µ(x,y) � ôóíêöèÿ,
Zd-ïåðèîäè÷åñêàÿ ïî êàæäîé ïåðåìåííîé, ïðè÷åì 0 < µ− 6 µ(x,y) 6 µ+ < ∞. Îïåðàòîð
Aε, âîîáùå ãîâîðÿ, íåñàìîñîïðÿæåí. Êðîìå òîãî, ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî êîíå÷íû ìîìåíòû Mk =∫
Rd |x|ka(x) dx, k = 1, 2, 3. Ïîëó÷åíà àïïðîêñèìàöèÿ ðåçîëüâåíòû (Aε + I)−1 ïðè ìàëîì ε ïî

îïåðàòîðíîé íîðìå â L2(Rd) ñ îöåíêîé ïîãðåøíîñòè ïîðÿäêà O(ε). Àïïðîêñèìàöèÿ äàåòñÿ
îïåðàòîðîì âèäà (A0 + ε−1〈α,∇〉 + I)−1, äîìíîæåííûì ñïðàâà íà íåêîòîðûé ïåðèîäè÷åñêèé
ìíîæèòåëü q0(x/ε), ãäå A0 = −div g0∇ � ýôôåêòèâíûé îïåðàòîð, à α � ïîñòîÿííûé âåêòîð.

Êëþ÷åâûå ñëîâà: íåëîêàëüíûå îïåðàòîðû ñâ¼ðòî÷íîãî òèïà, ïåðèîäè÷åñêîå óñðåäíåíèå,
îïåðàòîðíûå îöåíêè ïîãðåøíîñòè, ýôôåêòèâíûé îïåðàòîð.
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Ââåäåíèå

Ðàáîòà îòíîñèòñÿ ê òåîðèè óñðåäíåíèÿ ïåðèîäè÷åñêèõ îïåðàòîðîâ. Ýòîé îáëàñòè ïîñâÿùåíà
îáøèðíàÿ ëèòåðàòóðà; óêàæåì íåñêîëüêî îñíîâíûõ ìîíîãðàôèé: [1, 2, 8].
Ìû ïîëó÷àåì îïåðàòîðíûå îöåíêè â çàäà÷å óñðåäíåíèÿ ïåðèîäè÷åñêîãî íåëîêàëüíîãî

îïåðàòîðà ñâ¼ðòî÷íîãî òèïà. Â ñàìîñîïðÿæåííîì ñëó÷àå ðàññìàòðèâàåìàÿ çàäà÷à èçó÷àëàñü
â ñòàòüÿõ àâòîðîâ [13, 14, 15]; ïî ïîâîäó ìîòèâàöèè ñì. ââåäåíèå ê [13]. Ìåòîä ÿâëÿåòñÿ
ìîäèôèêàöèåé òåîðåòèêî-îïåðàòîðíîãî ïîäõîäà íà ñëó÷àé íåëîêàëüíûõ îïåðàòîðîâ.

0.1. Îïåðàòîðíûå îöåíêè â òåîðèè óñðåäíåíèÿ. Òåîðåòèêî-îïåðàòîðíûé ïîäõîä.
Â ðàáîòàõ Áèðìàíà è Ñóñëèíîé [3, 4, 5] áûë ïðåäëîæåí è ðàçâèò òåîðåòèêî-îïåðàòîðíûé
ïîäõîä ê çàäà÷àì óñðåäíåíèÿ ïåðèîäè÷åñêèõ äèôôåðåíöèàëüíûõ îïåðàòîðîâ â Rd (âàðèàíò
ñïåêòðàëüíîãî ìåòîäà). Ñ ïîìîùüþ ýòîãî ïîäõîäà áûëè íàéäåíû òàê íàçûâàåìûå îïåðàòîðíûå
îöåíêè ïîãðåøíîñòè äëÿ øèðîêîãî êëàññà çàäà÷ ãîìîãåíèçàöèè. Ïîÿñíèì õàðàêòåð
ðåçóëüòàòîâ íà ïðèìåðå óñðåäíåíèÿ ýëëèïòè÷åñêîãî îïåðàòîðà Aε = −div g(x/ε)∇, ε > 0,
â L2(Rd). Çäåñü ìàòðèöà êîýôôèöèåíòîâ g(x) ïðåäïîëàãàåòñÿ îãðàíè÷åííîé, ïîëîæèòåëüíî
îïðåäåëåííîé è Zd-ïåðèîäè÷åñêîé. Â [3] áûëî ïîêàçàíî, ÷òî ïðè ε→ 0 ðåçîëüâåíòà (Aε + I)−1

ñõîäèòñÿ ïî îïåðàòîðíîé íîðìå â L2(Rd) ê ðåçîëüâåíòå îïåðàòîðà A0 è âûïîëíåíà îöåíêà

‖(Aε + I)−1 − (A0 + I)−1‖L2(Rd)→L2(Rd) 6 Cε. (0.1)

Çäåñü A0 = −div ghom∇ � òàê íàçûâàåìûé ýôôåêòèâíûé îïåðàòîð ñ ïîñòîÿííîé
ïîëîæèòåëüíîé ýôôåêòèâíîé ìàòðèöåé ghom. Íåðàâåíñòâà òàêîãî òèïà ïîëó÷èëè íàçâàíèå
îïåðàòîðíûõ îöåíîê ïîãðåøíîñòè â òåîðèè óñðåäíåíèÿ. Â [4] ïîëó÷åíà áîëåå òî÷íàÿ
àïïðîêñèìàöèÿ ðåçîëüâåíòû (Aε + I)−1 ïî îïåðàòîðíîé íîðìå â L2(Rd) ïðè ó÷åòå êîððåêòîðà
ñ îöåíêîé ïîãðåøíîñòè ïîðÿäêà O(ε2), à â [5] íàéäåíà àïïðîêñèìàöèÿ ðåçîëüâåíòû (Aε + I)−1

ïî íîðìå îïåðàòîðîâ, äåéñòâóþùèõ èç L2(Rd) â ïðîñòðàíñòâî Ñîáîëåâà H1(Rd) (òàêæå ïðè
ó÷åòå êîððåêòîðà) ñ îöåíêîé ïîãðåøíîñòè ïîðÿäêà O(ε).
Òåîðåòèêî-îïåðàòîðíûé ïîäõîä îñíîâàí íà ìàñøòàáíîì ïðåîáðàçîâàíèè, òåîðèè Ôëîêå�

Áëîõà è àíàëèòè÷åñêîé òåîðèè âîçìóùåíèé. Ïîÿñíèì ìåòîä íà ïðèìåðå âûâîäà îöåíêè (0.1).
Çà ñ÷åò ìàñøòàáíîãî ïðåîáðàçîâàíèÿ îöåíêà (0.1) ðàâíîñèëüíà íåðàâåíñòâó

‖(A+ ε2I)−1 − (A0 + ε2I)−1‖L2(Rd)→L2(Rd) 6 Cε
−1, (0.2)

ãäå A = −div g(x)∇ = D∗g(x)D, D = −i∇. Äàëåå, ñ ïîìîùüþ óíèòàðíîãî ïðåîáðàçîâàíèÿ
Ãåëüôàíäà îïåðàòîð A ðàñêëàäûâàåòñÿ â ïðÿìîé èíòåãðàë ïî îïåðàòîðàì A(ξ), äåéñòâóþùèì

â L2(Ω) è çàâèñÿùèì îò ïàðàìåòðà ξ ∈ Ω̃ (êâàçèèìïóëüñà). Çäåñü Ω = [0, 1)d � ÿ÷åéêà ðåøåòêè

Zd, à Ω̃ = [−π, π)d � ÿ÷åéêà äâîéñòâåííîé ðåøåòêè. Îïåðàòîð A(ξ) çàäàåòñÿ âûðàæåíèåì
A = (D + ξ)∗g(x)(D + ξ) ïðè ïåðèîäè÷åñêèõ ãðàíè÷íûõ óñëîâèÿõ. Îöåíêà (0.2) ýêâèâàëåíòíà
àíàëîãè÷íîé îöåíêå äëÿ îïåðàòîðîâ, çàâèñÿùèõ îò êâàçèèìïóëüñà:

‖(A(ξ) + ε2I)−1 − (A0(ξ) + ε2I)−1‖L2(Ω)→L2(Ω) 6 Cε
−1, ξ ∈ Ω̃.

Îñíîâíàÿ ÷àñòü èññëåäîâàíèÿ ñîñòîèò â èçó÷åíèè îïåðàòîðíîãî ñåìåéñòâà A(ξ), êîòîðîå
ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé àíàëèòè÷åñêîå ñåìåéñòâî ñ êîìïàêòíîé ðåçîëüâåíòîé. Ïîýòîìó ìîæíî
ïðèìåíèòü ìåòîäû àíàëèòè÷åñêîé òåîðèè âîçìóùåíèé. Âûÿñíÿåòñÿ, ÷òî ðåçîëüâåíòó
(A(ξ) + ε2I)−1 ìîæíî ïðèáëèçèòü â òåðìèíàõ ñïåêòðàëüíûõ õàðàêòåðèñòèê îïåðàòîðà íà êðàþ
ñïåêòðà. Â ÷àñòíîñòè, ýôôåêòèâíàÿ ìàòðèöà âûðàæàåòñÿ ÷åðåç ìàòðèöó Ãåññå äëÿ ïåðâîãî
ñîáñòâåííîãî çíà÷åíèÿ λ1(ξ) îïåðàòîðà A(ξ) â òî÷êå ξ = 0. Ïîýòîìó ýôôåêò óñðåäíåíèÿ
ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ñïåêòðàëüíûé ïîðîãîâûé ýôôåêò íà êðàþ ñïåêòðà ýëëèïòè÷åñêîãî
îïåðàòîðà.
Äðóãîé ïîäõîä ê ïîëó÷åíèþ îïåðàòîðíûõ îöåíîê ïîãðåøíîñòè â çàäà÷àõ ãîìîãåíèçàöèè

(òàê íàçûâàåìûé �ìåòîä ñäâèãà�) áûë ïðåäëîæåí â ðàáîòàõ Æèêîâà è Ïàñòóõîâîé (ñì. [7, 9],
à òàêæå îáçîð [10] è öèòèðîâàííóþ òàì ëèòåðàòóðó).
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Â ïîñëåäíèå ãîäû îïåðàòîðíûå îöåíêè ïîãðåøíîñòè â ðàçëè÷íûõ çàäà÷àõ ãîìîãåíèçàöèè
äëÿ äèôôåðåíöèàëüíûõ îïåðàòîðîâ ïðèâëåêàþò âíèìàíèå âñå áîëüøåãî ÷èñëà èññëåäîâàòåëåé;
ïîëó÷åíî ìíîãî ñîäåðæàòåëüíûõ ðåçóëüòàòîâ. Äîñòàòî÷íî ïîäðîáíûé îáçîð ñîâðåìåííîãî
ñîñòîÿíèÿ ýòîé îáëàñòè ìîæíî íàéòè â [13, ïóíêò 0.2] è â [17, ââåäåíèå].
Ïîä÷åðêíåì, îäíàêî, ÷òî äî ïîÿâëåíèÿ ðàáîòû àâòîðîâ [13] îïåðàòîðíûå îöåíêè äëÿ

íåëîêàëüíûõ îïåðàòîðîâ íå èçó÷àëèñü.

0.2. Ïîñòàíîâêà çàäà÷è. Îñíîâíîé ðåçóëüòàò. Â L2(Rd) èçó÷àåòñÿ íåëîêàëüíûé îïåðàòîð
Aε, çàäàííûé ñîîòíîøåíèåì

Aεu(x) =
1

εd+2

∫
Rd

a
(x− y

ε

)
µ
(x
ε
,
y

ε

)(
u(x)− u(y)

)
dy, x ∈ Rd, u ∈ L2(Rd). (0.3)

Çäåñü ε � ìàëûé ïîëîæèòåëüíûé ïàðàìåòð. Ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî a(x) � íåîòðèöàòåëüíàÿ
ôóíêöèÿ êëàññà L1(Rd), ‖a‖L1 > 0; µ(x,y) � îãðàíè÷åííàÿ è ïîëîæèòåëüíî îïðåäåëåííàÿ
ôóíêöèÿ, Zd-ïåðèîäè÷åñêàÿ ïî êàæäîé ïåðåìåííîé. Ïðè ýòèõ óñëîâèÿõ îïåðàòîð Aε îãðàíè÷åí.
Âîîáùå ãîâîðÿ, îïåðàòîð Aε íåñàìîñîïðÿæåí, íî îí ïîäîáåí àêêðåòèâíîìó îïåðàòîðó (ñì.
ñëåäñòâèå 1.7). Ïðè äîïîëíèòåëüíûõ óñëîâèÿõ a(x) = a(−x) è µ(x,y) = µ(y,x) îïåðàòîð Aε
ñàìîñîïðÿæåí. Ìû ïðåäïîëàãàåì, ÷òî íåñêîëüêî ïåðâûõ ìîìåíòîâ Mk(a) =

∫
Rd |x|ka(x) dx

êîíå÷íû.
Îïåðàòîð âèäà (0.3) âîçíèêàåò â ìîäåëÿõ ìàòåìàòè÷åñêîé áèîëîãèè è ïîïóëÿöèîííîé

äèíàìèêè è àêòèâíî èçó÷àåòñÿ â ïîñëåäíåå âðåìÿ. Óñðåäíåíèþ òàêèõ îïåðàòîðîâ áûëà
ïîñâÿùåíà ðàáîòà [11], â êîòîðîé â ñàìîñîïðÿæåííîì ñëó÷àå ïðè óñëîâèè, ÷òî M2(a) < ∞,
áûëî ïîêàçàíî, ÷òî ïðè ε→ 0 ðåçîëüâåíòà (Aε+I)−1 ñèëüíî ñõîäèòñÿ ê ðåçîëüâåíòå (A0 + I)−1

ýôôåêòèâíîãî îïåðàòîðà. Ýôôåêòèâíûé îïåðàòîð ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ýëëèïòè÷åñêèé
äèôôåðåíöèàëüíûé îïåðàòîð âòîðîãî ïîðÿäêà ñ ïîñòîÿííûìè êîýôôèöèåíòàìè A0 =
−div g0∇. Òåì ñàìûì, â äàííîé çàäà÷å íàáëþäàåòñÿ èíòåðåñíûé ýôôåêò: ïðè óñðåäíåíèè
îãðàíè÷åííîãî íåëîêàëüíîãî îïåðàòîðà Aε âîçíèêàåò íåîãðàíè÷åííûé ëîêàëüíûé îïåðàòîð A0.
Äëÿ îïåðàòîðîâ ñ íåñèììåòðè÷íûì ÿäðîì àíàëîãè÷íûå çàäà÷è èçó÷àëèñü â [12], ãäå

äëÿ ñîîòâåòñòâóþùèõ ïàðàáîëè÷åñêèõ óðàâíåíèé áûë ïîëó÷åí ðåçóëüòàò îá óñðåäíåíèè â
äâèæóùèõñÿ êîîðäèíàòàõ. Çàäà÷à â ïåðèîäè÷åñêè ïåðôîðèðîâàííîé îáëàñòè èññëåäîâàëàñü
âàðèàöèîííûìè ìåòîäàìè â [6].
Â ðàáîòå àâòîðîâ [13] â ñàìîñîïðÿæåííîì ñëó÷àå ïðè óñëîâèè M3(a) <∞ áûëà óñòàíîâëåíà

ñõîäèìîñòü ðåçîëüâåíòû (Aε + I)−1 ê ðåçîëüâåíòå (A0 + I)−1 ýôôåêòèâíîãî îïåðàòîðà ïî
îïåðàòîðíîé íîðìå â L2(Rd) è áûëà ïîëó÷åíà òî÷íàÿ ïî ïîðÿäêó îöåíêà ïîãðåøíîñòè:∥∥(Aε + I)−1 − (A0 + I)−1

∥∥
L2(Rd)→L2(Rd)

6 C(a, µ)ε, ε > 0.

Â [14, 15] òàêæå â ñàìîñîïðÿæåííîì ñëó÷àå ïðè óñëîâèèM4(a) <∞ áûëà íàéäåíà áîëåå òî÷íàÿ
àïïðîêñèìàöèÿ ðåçîëüâåíòû (Aε + I)−1 ïðè ó÷åòå êîððåêòîðà ñ ïîãðåøíîñòüþ O(ε2).
Â íàñòîÿùåé ðàáîòå ìû ïîëó÷àåì àïïðîêñèìàöèþ ðåçîëüâåíòû (Aε + I)−1 â îáùåì (âîîáùå

ãîâîðÿ, íåñàìîñîïðÿæåííîì) ñëó÷àå ïðè óñëîâèè M3(a) < ∞. Îñíîâíîé ðåçóëüòàò ðàáîòû

(òåîðåìà 4.1) � îöåíêà∥∥(Aε + I)−1 − (A0 + ε−1〈α,∇〉+ I)−1[qε0]
∥∥
L2(Rd)→L2(Rd)

6 C(a, µ)ε, ε > 0. (0.4)

Çäåñü [qε0] � îïåðàòîð óìíîæåíèÿ íà ôóíêöèþ q0(x/ε), à q0(x) � ïîëîæèòåëüíîå Zd-
ïåðèîäè÷åñêîå ðåøåíèå óðàâíåíèÿ∫

Rd

a(y − x)µ(y,x)q0(y) dy = q0(x)

∫
Rd

a(x− y)µ(x,y) dy, x ∈ Rd,

óäîâëåòâîðÿþùåå óñëîâèþ
∫

Ω q0(x) dx = 1. Ìû ïîêàçûâàåì, ÷òî ðåøåíèå ñ òàêèìè ñâîéñòâàìè
ñóùåñòâóåò è åäèíñòâåííî; áîëåå òîãî, ôóíêöèÿ q0(x) îãðàíè÷åíà è ïîëîæèòåëüíî îïðåäåëåíà.
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�Ýôôåêòèâíûé ñíîñ� α = (α1, . . . , αd)
t îïðåäåëÿåòñÿ ôîðìóëàìè

αj =

∫
Ω
dx q0(x)

∫
Rd

dy (xj − yj)a(x− y)µ(x,y), j = 1, . . . , d.

(Çàìåòèì, ÷òî â ñàìîñîïðÿæåííîì ñëó÷àå q0 ≡ 1 è α = 0.) Îïèøåì ýôôåêòèâíûé îïåðàòîð
A0 = −div g0∇. Êàê îáû÷íî â òåîðèè óñðåäíåíèÿ, äëÿ îïèñàíèÿ ýôôåêòèâíîé ìàòðèöû g0

íóæíî ðàññìîòðåòü âñïîìîãàòåëüíûå çàäà÷è íà ÿ÷åéêå. Ïóñòü ôóíêöèÿ vl(x) (ãäå l ∈ {1, . . . , d})
ÿâëÿåòñÿ Zd-ïåðèîäè÷åñêèì ðåøåíèåì çàäà÷è

∫
Rd a(x− y)µ(x,y)(vl(x)− vl(y)) dy =

∫
Rd a(x− y)µ(x,y)(xl − yl) dy − αl,∫

Ω vl(y)q0(y) dy = 0.
(0.5)

Îòìåòèì, ÷òî çàäà÷à (0.5) èìååò åäèíñòâåííîå Zd-ïåðèîäè÷åñêîå ðåøåíèå. Ìû ïîêàçûâàåì, ÷òî
ýòî ðåøåíèå îãðàíè÷åíî (ñì. �6). Ïóñòü g0 � (d× d)-ìàòðèöà ñ ýëåìåíòàìè 1

2gkl, k, l = 1, . . . , d,
îïðåäåëåííûìè ñîîòíîøåíèÿìè

gkl =

∫
Ω
dx

∫
Rd

dy
(

(xk − yk)(xl − yl)− vl(x)(xk − yk)− vk(x)(xl − yl)
)
a(y − x)µ(y,x)q0(y).

Ìàòðèöà g0 îêàçûâàåòñÿ ïîëîæèòåëüíî îïðåäåëåííîé. Ýôôåêòèâíûé îïåðàòîð A0 = − div g0∇
îïðåäåëåí íà ïðîñòðàíñòâå Ñîáîëåâà H2(Rd).
Çàìåòèì, ÷òî äëÿ ñèëüíîé ñõîäèìîñòè ðàçíîñòè ðåçîëüâåíò (Aε+I)−1−(A0+ε−1〈α,∇〉+I)−1

ê íóëþ â L2(Rd) �ïîäêðóòêà� íà ìíîæèòåëü qε0 íå òðåáóåòñÿ; ñð. (0.4). Ýòîò ðåçóëüòàò áûë
ïîëó÷åí â ðàáîòå [12]. Ñì. îáñóæäåíèå â ï. 4.2.

0.3. Ìåòîä. Êàê è â [13, 14, 15], äëÿ èññëåäîâàíèÿ çàäà÷è îá àïïðîêñèìàöèè ðåçîëüâåíòû
îïåðàòîðà (0.3) ìû ìîäèôèöèðóåì òåîðåòèêî-îïåðàòîðíûé ïîäõîä, ðàçâèòûé â ðàáîòàõ
Áèðìàíà è Ñóñëèíîé, î êîòîðîì øëà ðå÷ü â ïóíêòå 0.1.
Ïåðâûå äâà øàãà � ìàñøòàáíîå ïðåîáðàçîâàíèå è ðàçëîæåíèå îïåðàòîðà A â ïðÿìîé

èíòåãðàë ïî îïåðàòîðàì A(ξ) ñ ïîìîùüþ óíèòàðíîãî ïðåîáðàçîâàíèÿ Ãåëüôàíäà � îñòàþòñÿ
ïðåæíèìè. Çäåñü A = Aε0 , ε0 = 1. Äåëî ñâîäèòñÿ ê èçó÷åíèþ àñèìïòîòèêè ðåçîëüâåíòû
(A(ξ) + ε2I)−1 ïðè ìàëîì ε > 0 (íóæíî ïðèáëèçèòü ýòó ðåçîëüâåíòó ñ ïîãðåøíîñòüþ O(ε−1)).
Îïåðàòîðû A(ξ) îïðåäåëåíû íèæå â ïóíêòå 1.2. Îäíàêî, ê ñåìåéñòâó îïåðàòîðîâ A(ξ),

äåéñòâóþùèõ â ïðîñòðàíñòâå L2(Ω) è çàâèñÿùèõ îò ïàðàìåòðà ξ ∈ Ω̃, ìåòîäû àíàëèòè÷åñêîé
òåîðèè âîçìóùåíèé óæå íåïðèìåíèìû. Â îòëè÷èå îò ñëó÷àÿ äèôôåðåíöèàëüíûõ îïåðàòîðîâ
ýòî îïåðàòîðíîå ñåìåéñòâî íå ÿâëÿåòñÿ àíàëèòè÷åñêèì. Âçàìåí ìû èñïîëüçóåì êîíå÷íóþ
ãëàäêîñòü ñåìåéñòâà A(ξ), êîòîðàÿ îáåñïå÷åíà ïðåäïîëîæåíèåì î êîíå÷íîñòè íåñêîëüêèõ
ïåðâûõ ìîìåíòîâ êîýôôèöèåíòà a(x).
Ìû ïîêàçûâàåì, ÷òî ñïåêòð îïåðàòîðà A(ξ) ëåæèò â ïðàâîé ïîëóïëîñêîñòè Reλ > 0, à ïðè

|ξ| > δ > 0 � â ïîëóïëîñêîñòè Reλ > C(δ) > 0. Ïîýòîìó äîñòàòî÷íî íàéòè àñèìïòîòèêó
ðåçîëüâåíòû (A(ξ) + ε2I)−1 ïðè |ξ| 6 δ0, ãäå δ0 äîñòàòî÷íî ìàëî. Äàëåå, ÿñíî, ÷òî äëÿ
ðåøåíèÿ íàøåé çàäà÷è âàæíû ëèøü ñïåêòðàëüíûå õàðàêòåðèñòèêè îïåðàòîðà A(ξ) âáëèçè
òî÷êè λ0 = 0. Äåéñòâèòåëüíî, ïóñòü F (ξ) � ïðîåêòîð Ðèññà îïåðàòîðà A(ξ), îòâå÷àþùèé
íåêîòîðîé îêðåñòíîñòè íóëÿ. Ìû ïîêàçûâàåì, ÷òî îïåðàòîð (A(ξ)+ε2I)−1(I−F (ξ)) ðàâíîìåðíî
îãðàíè÷åí, à çíà÷èò, äîñòàòî÷íî ïðèáëèçèòü îïåðàòîð (A(ξ) + ε2I)−1F (ξ). Çäåñü ãëàâíóþ ðîëü
èãðàþò òàê íàçûâàåìûå ïîðîãîâûå àïïðîêñèìàöèè � ïðèáëèæåíèÿ äëÿ îïåðàòîðîâ F (ξ) è
A(ξ)F (ξ) ïðè ìàëîì |ξ|.
Ìû ðàññìàòðèâàåì A(ξ) êàê âîçìóùåíèå îïåðàòîðà A(0). Âûÿñíÿåì, ÷òî òî÷êà λ0 = 0

ÿâëÿåòñÿ èçîëèðîâàííûì ñîáñòâåííûì çíà÷åíèåì îïåðàòîðà A(0), ïðè÷åì ÿäðî KerA(0)
îäíîìåðíî è ñîñòîèò èç êîíñòàíò. ßäðî KerA∗(0) òàêæå îäíîìåðíî è ñîñòîèò èç ôóíêöèé âèäà
c q0(x), c ∈ C. Òîãäà ïðè |ξ| 6 δ0 â íåêîòîðîé îêðåñòíîñòè íóëÿ ñïåêòð îïåðàòîðà A(ξ) ñîñòîèò
èç îäíîãî ïðîñòîãî ñîáñòâåííîãî çíà÷åíèÿ λ1(ξ). Ìû âûáèðàåì êîíòóð Γ ⊂ C, îõâàòûâàþùèé
ñîáñòâåííîå çíà÷åíèå λ1(ξ) è îòäåëåííûé îò îñòàëüíîãî ñïåêòðà. Äëÿ âû÷èñëåíèÿ àñèìïòîòèêè
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îïåðàòîðîâ F (ξ) è A(ξ)F (ξ) ïðè ξ → 0 ìû ïðèìåíÿåì ìåòîä èíòåãðèðîâàíèÿ ðåçîëüâåíòû
(A(ξ)− ζI)−1 ïî êîíòóðó Γ. Â [13, ïóíêò 4.2] ýòîò ïîäõîä áûë íàìå÷åí êàê �òðåòèé ñïîñîá�.

0.4. Ïëàí ñòàòüè. Ñòàòüÿ ñîñòîèò èç ââåäåíèÿ è øåñòè ïàðàãðàôîâ. Â �1 ââîäèòñÿ
îïåðàòîð A, îáñóæäàåòñÿ ðàçëîæåíèå ýòîãî îïåðàòîðà â ïðÿìîé èíòåãðàë ïî ñåìåéñòâó
îïåðàòîðîâ A(ξ), èçó÷àþòñÿ ñïåêòðàëüíûå õàðàêòåðèñòèêè îïåðàòîðà A(0) âáëèçè íóëÿ è
óñòàíàâëèâàþòñÿ îöåíêè ñíèçó äëÿ êâàäðàòè÷íîé ôîðìû îïåðàòîðà Re[q0]A(ξ). Â �2 ïîëó÷åíû
ïîðîãîâûå àïïðîêñèìàöèè äëÿ îïåðàòîðîâ F (ξ) è A(ξ)F (ξ) ïðè ìàëîì |ξ|. Â �3 íàéäåíà
àïïðîêñèìàöèÿ ðåçîëüâåíòû (A(ξ) + ε2I)−1 ïðè ìàëîì ε, îòêóäà ñ ïîìîùüþ ðàçëîæåíèÿ
îïåðàòîðà A â ïðÿìîé èíòåãðàë ïîëó÷åíà àïïðîêñèìàöèÿ ðåçîëüâåíòû (A + ε2I)−1. Â �4 èç
ðåçóëüòàòîâ �3 ñ ïîìîùüþ ìàñøòàáíîãî ïðåîáðàçîâàíèÿ âûâîäèòñÿ îñíîâíîé ðåçóëüòàò ðàáîòû
� àïïðîêñèìàöèÿ ðåçîëüâåíòû (Aε + I)−1 ïî îïåðàòîðíîé íîðìå â L2(Rd). Â Ïðèëîæåíèå
(�5 è �6) âûíåñåí âñïîìîãàòåëüíûé ìàòåðèàë, êàñàþùèéñÿ óñòîé÷èâîñòè èçîëèðîâàííîãî
ñîáñòâåííîãî çíà÷åíèÿ (�5) è íåîáõîäèìûõ ñâîéñòâ âñïîìîãàòåëüíîãî îïåðàòîðà G (�6).

0.5. Îáîçíà÷åíèÿ. Íîðìà â íîðìèðîâàííîì ïðîñòðàíñòâå X îáîçíà÷àåòñÿ ÷åðåç ‖ · ‖X (ëèáî
áåç èíäåêñà, åñëè ýòî íå âåäåò ê íåäîðàçóìåíèÿì); åñëè ïðîñòðàíñòâà X, Y íîðìèðîâàíû,
òî ñòàíäàðòíàÿ íîðìà ëèíåéíîãî îãðàíè÷åííîãî îïåðàòîðà T : X → Y îáîçíà÷àåòñÿ ÷åðåç
‖T‖X→Y ëèáî ‖T‖ (áåç èíäåêñà). Ëèíåéíàÿ îáîëî÷êà ñèñòåìû âåêòîðîâ F ⊂ X îáîçíà÷àåòñÿ
÷åðåç L{F}. Ïðîñòðàíñòâî îãðàíè÷åííûõ ëèíåéíûõ îïåðàòîðîâ â íîðìèðîâàííîì ïðîñòðàíñòâå
X îáîçíà÷àåòñÿ ÷åðåç B(X).
Ïóñòü H, H∗ � êîìïëåêñíûå ñåïàðàáåëüíûå ãèëüáåðòîâû ïðîñòðàíñòâà. Åñëè A : H→ H∗ �

ëèíåéíûé îïåðàòîð, òî ÷åðåç DomA îáîçíà÷àåòñÿ åãî îáëàñòü îïðåäåëåíèÿ, à ÷åðåç KerA � åãî
ÿäðî. Äëÿ çàìêíóòîãî îïåðàòîðà A â ãèëüáåðòîâîì ïðîñòðàíñòâå H ÷åðåç σ(A) îáîçíà÷àåòñÿ
ñïåêòð îïåðàòîðà A.
Åñëè O � îáëàñòü â Rd, òî ÷åðåç Lp(O), 1 6 p 6∞, îáîçíà÷àþòñÿ ñòàíäàðòíûå Lp-êëàññû.

Ñòàíäàðòíîå ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå â ïðîñòðàíñòâå L2(O) îáîçíà÷àåòñÿ ÷åðåç (·, ·)L2(O) ëèáî
áåç èíäåêñà. Åñëè f ∈ L∞(O), òî ñèìâîë [f ] îçíà÷àåò îïåðàòîð óìíîæåíèÿ íà ôóíêöèþ f(x) â
ïðîñòðàíñòâå L2(O). Ñòàíäàðòíûå êëàññû Ñîáîëåâà ïîðÿäêà s > 0 â îáëàñòè O îáîçíà÷àþòñÿ
÷åðåç Hs(O).
Ñòàíäàðòíîå ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå â Rd è Cd îáîçíà÷àåòñÿ ÷åðåç 〈·, ·〉. Äàëåå, èñïîëüçóåì

îáîçíà÷åíèÿ x = (x1, . . . , xd)
t ∈ Rd, iDj = ∂j = ∂/∂xj , j = 1, . . . , d; D = −i∇ = (D1, . . . , Dd)

t.

×åðåç S(Rd) îáîçíà÷èì êëàññ Øâàðöà â Rd. Õàðàêòåðèñòè÷åñêàÿ ôóíêöèÿ ìíîæåñòâà E ⊂ Rd
îáîçíà÷àåòñÿ ÷åðåç 1E . Èñïîëüçóåì îáîçíà÷åíèå Br(z0) = {z ∈ C : |z − z0| < r}.

� 1. Íåëîêàëüíûé îïåðàòîð ñâ¼ðòî÷íîãî òèïà:

ðàçëîæåíèå â ïðÿìîé èíòåãðàë è îöåíêè

1.1. Îïåðàòîð A(a, µ). Ïóñòü a ∈ L1(Rd), µ ∈ L∞(Rd×Rd). Â ïðîñòðàíñòâå L2(Rd) îïðåäåëèì
íåëîêàëüíûé îïåðàòîð ñâ¼ðòî÷íîãî òèïà A = A(a, µ) ñîîòíîøåíèåì

A(a, µ)u(x) :=

∫
Rd

a(x− y)µ(x,y)(u(x)− u(y)) dy, x ∈ Rd.

Îïåðàòîð A ìîæíî çàïèñàòü â âèäå A = p(·; a, µ)− B(a, µ), ãäå

p(x; a, µ) :=

∫
Rd

a(x− y)µ(x,y) dy, x ∈ Rd,

B(a, µ)u(x) :=

∫
Rd

a(x− y)µ(x,y)u(y) dy, x ∈ Rd.

Ñîãëàñíî ëåììå Øóðà (ñì., íàïðèìåð, [13, ëåììà 4.1]) îïåðàòîð B(a, µ) : L2(Rd)→ L2(Rd)
îãðàíè÷åí, è ñïðàâåäëèâà îöåíêà ‖B(a, µ)‖ 6 ‖µ‖L∞‖a‖L1 . Êðîìå òîãî, ïîòåíöèàë p(x; a, µ)
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óäîâëåòâîðÿåò îöåíêå ‖p(·; a, µ)‖L∞ 6 ‖µ‖L∞‖a‖L1 . Ñëåäîâàòåëüíî, îïåðàòîð A(a, µ) :
L2(Rd) → L2(Rd) îãðàíè÷åí. Ââåäåì îáîçíà÷åíèÿ A0(a) := A(a, µ0), ãäå µ0 ≡ 1; p0(x; a) :=
p(x; a, µ0); B0(a) := B(a, µ0). Î÷åâèäíî, îïåðàòîð B0(a) � ýòî îïåðàòîð ñâåðòêè ñ ôóíêöèåé a,
à ïîòåíöèàë p0(x; a) =

∫
Rd a(y) dy � ïîñòîÿííûé.

Äàëåå ïðåäïîëàãàþòñÿ âûïîëíåííûìè áîëåå æåñòêèå îãðàíè÷åíèÿ íà ôóíêöèè a è µ:

a ∈ L1(Rd), mes{x ∈ Rd : a(x) 6= 0} > 0, a(x) > 0, x ∈ Rd; (1.1)

0 < µ− 6 µ(x,y) 6 µ+ < +∞, x,y ∈ Rd; (1.2)

µ(x + m,y + n) = µ(x,y), x,y ∈ Rd, m,n ∈ Zd. (1.3)

Ââåäåì îáîçíà÷åíèÿ äëÿ ìîìåíòîâ ôóíêöèè a(x):

Mk(a) :=

∫
Rd

|x|ka(x) dx, k ∈ N.

Ñ ó÷åòîì óñëîâèÿ 0 <
∫
Rd a(x) dx <∞ èç êîíå÷íîñòè ìîìåíòà Mk(a) àâòîìàòè÷åñêè âûòåêàåò

êîíå÷íîñòü ìîìåíòîâ M1(a), . . . ,Mk−1(a). Îñíîâíîé ðåçóëüòàò (òåîðåìà 4.1) ñïðàâåäëèâ ïðè
óñëîâèè M3(a) <∞.
Î÷åâèäíî, ïðè óñëîâèÿõ (1.1)�(1.3) ïîòåíöèàë p(x) = p(x; a, µ) âåùåñòâåíåí, Zd-ïåðèîäè÷åí

è óäîâëåòâîðÿåò îöåíêàì

µ−‖a‖L1(Rd) 6 p(x) 6 µ+‖a‖L1(Rd), x ∈ Rd. (1.4)

1.2. Ðàçëîæåíèå îïåðàòîðà A(a, µ) â ïðÿìîé èíòåãðàë. Íåòðóäíî âèäåòü, ÷òî ïðè
óñëîâèÿõ (1.1)�(1.3) îïåðàòîð óìíîæåíèÿ íà ïîòåíöèàë p(x; a, µ) è îïåðàòîð B(a, µ) (à çíà÷èò,
è îïåðàòîð A(a, µ)) êîììóòèðóþò ñ îïåðàòîðàìè Sn öåëî÷èñëåííîãî ñäâèãà, îïðåäåëåííûìè
ïî ïðàâèëó

Snu(x) = u(x + n), x ∈ Rd, n ∈ Zd.
Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî A(a, µ) è B(a, µ) � ïåðèîäè÷åñêèå îïåðàòîðû ñ ðåøåòêîé ïåðèîäîâ Zd.
Îáîçíà÷èì ÷åðåç Ω := [0, 1)d ÿ÷åéêó ðåøåòêè Zd è ÷åðåç Ω̃ := [−π, π)d � ÿ÷åéêó äâîéñòâåííîé
ðåøåòêè (2πZ)d.
Îïðåäåëèì ïðåîáðàçîâàíèå Ãåëüôàíäà G (ñì., íàïðèìåð, [16] èëè [3, ãëàâà 2]).

Ïåðâîíà÷àëüíî G çàäàåòñÿ íà êëàññå Øâàðöà S(Rd) ðàâåíñòâîì

Gu(ξ,x) := (2π)−d/2
∑
n∈Zd

u(x + n)e−i〈ξ,x+n〉, ξ ∈ Ω̃, x ∈ Ω, u ∈ S(Rd).

Çàòåì G ðàñïðîñòðàíÿåòñÿ ïî íåïðåðûâíîñòè äî óíèòàðíîãî îòîáðàæåíèÿ

L2(Rd)→
∫

Ω̃
⊕L2(Ω) dξ = L2(Ω̃× Ω).

Êàê è âñå ïåðèîäè÷åñêèå îïåðàòîðû, A(a, µ) è B(a, µ) ðàñêëàäûâàþòñÿ â ïðÿìîé èíòåãðàë ñ
ïîìîùüþ ïðåîáðàçîâàíèÿ Ãåëüôàíäà (ò. å. ÷àñòè÷íî äèàãîíàëèçóþòñÿ):

A(a, µ) = G∗
(∫

Ω̃
⊕A(ξ; a, µ) dξ

)
G, B(a, µ) = G∗

(∫
Ω̃
⊕B(ξ; a, µ) dξ

)
G. (1.5)

Çäåñü îïåðàòîðû A(ξ) = A(ξ; a, µ) è B(ξ) = B(ξ; a, µ) � îãðàíè÷åííûå îïåðàòîðû â L2(Ω),
çàäàííûå ñîîòíîøåíèÿìè

A(ξ; a, µ)u(x) = p(x; a, µ)u(x)− B(ξ; a, µ)u(x), u ∈ L2(Ω), (1.6)

B(ξ; a, µ)u(x) =

∫
Ω

ã(ξ,x− y)µ(x,y)u(y) dy, u ∈ L2(Ω), (1.7)

ãäå

ã(ξ, z) :=
∑
n∈Zd

a(z + n)e−i〈ξ,z+n〉, ξ ∈ Ω̃, z ∈ Rd. (1.8)
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Îòìåòèì ðàâåíñòâî

p(x; a, µ) =

∫
Ω

ã(0,x− y)µ(x,y) dy. (1.9)

Ïîÿñíèì, êàê ïîíèìàåòñÿ (1.5), íà ïðèìåðå ïåðâîãî ðàâåíñòâà. Ïóñòü u ∈ L2(Rd) è v = Au.
Òîãäà Gv(ξ, ·) = A(ξ)Gu(ξ, ·), ξ ∈ Ω̃.
Îïåðàòîð B(ξ; a, µ) êîìïàêòåí (ñì. [13, ñëåäñòâèå 4.2]); â ñèëó ëåììû Øóðà åãî íîðìà

äîïóñêàåò îöåíêó

‖B(ξ; a, µ)‖ 6 µ+‖a‖L1(Rd), ξ ∈ Ω̃.

Âíå ñïåêòðà σ([p]) ⊂ [µ−‖a‖L1 , µ+‖a‖L1 ] îïåðàòîðà óìíîæåíèÿ íà ïîòåíöèàë p(x; a, µ) âåðíî
ðàâåíñòâî

A(ξ; a, µ)− λI = ([p]− λ)(I − ([p]− λ)−1B(ξ; a, µ)), λ ∈ C \ σ([p]), ξ ∈ Ω̃.

Ïðè ýòîì îïåðàòîð I− ([p]−λ)−1B(ξ; a, µ) îáðàòèì ïðè óñëîâèè dist(σ([p]), λ) > ‖B(ξ; a, µ)‖.
Ïîýòîìó â ñèëó àíàëèòè÷åñêîé òåîðåìû Ôðåäãîëüìà (ñì. [19, ãë. XI, ñëåäñòâèå 8.4]) îïåðàòîð
I − ([p]−λ)−1B(ξ; a, µ) îãðàíè÷åííî îáðàòèì íà ìíîæåñòâå C \σ([p]) çà èñêëþ÷åíèåì íå áîëåå,
÷åì ñ÷åòíîãî íàáîðà òî÷åê {λk(ξ)}, êîòîðûå ìîãóò íàêàïëèâàòüñÿ òîëüêî ê òî÷êàì ìíîæåñòâà
σ([p]); áîëåå òîãî, â îêðåñòíîñòè êàæäîé òî÷êè λk(ξ) ñïðàâåäëèâî ðàçëîæåíèå

(I − ([p]− λ)−1B(ξ; a, µ))−1 =
∞∑

n=−qk

(λ− λk(ξ))nA(k)
n (ξ),

ãäå A
(k)
−qk(ξ), . . . , A

(k)
−1(ξ) � îïåðàòîðû êîíå÷íîãî ðàíãà. Ñëåäîâàòåëüíî, âíå ìíîæåñòâà σ([p])

ñïåêòð îïåðàòîðà A(ξ; a, µ) ñîñòîèò èç òî÷åê {λk(ξ)}, è ïðîåêòîðû Ðèññà îïåðàòîðà A(ξ; a, µ),
îòâå÷àþùèå òî÷êàì {λk(ξ)}, èìåþò êîíå÷íûé ðàíã. Îòìåòèì òàêæå, ÷òî ñïåêòð îïåðàòîðà

A∗(ξ; a, µ) âíå ìíîæåñòâà σ([p]) ñîñòîèò èç íàáîðà {λk(ξ)}, è ïðîåêòîðû Ðèññà îïåðàòîðà

A∗(ξ; a, µ), îòâå÷àþùèå òî÷êàì {λk(ξ)}, òàêæå èìåþò êîíå÷íûé ðàíã.

1.3. Ñïåêòð îïåðàòîðîâ A(0; a, µ) è A∗(0; a, µ) â îêðåñòíîñòè íóëÿ. Èç (1.6), (1.7), (1.9)
âûòåêàåò ðàâåíñòâî A(0; a, µ)1Ω = 0. Ñëåäîâàòåëüíî, òî÷êà λ0 = 0 ïðèíàäëåæèò ñïåêòðó
σ(A(0; a, µ)), à çíà÷èò è ñïåêòðó σ(A∗(0; a, µ)). Òî÷êà λ0 = 0 îòäåëåíà îò σ([p]) (ñì. (1.1),
(1.4)); ñëåäîâàòåëüíî, λ0 = 0 � èçîëèðîâàííàÿ òî÷êà ñïåêòðîâ σ(A(0; a, µ)) è σ(A∗(0; a, µ)).
Îáîçíà÷èì ÷åðåç P è P ∗ ïðîåêòîðû Ðèññà îïåðàòîðîâ A(0; a, µ) è A∗(0; a, µ), îòâå÷àþùèå
òî÷êå λ0 = 0.

Ïðåäëîæåíèå 1.1. Ïðè óñëîâèÿõ (1.1)�(1.3) ñïðàâåäëèâû ñëåäóþùèå óòâåðæäåíèÿ:

1) ïðîåêòîðû Ðèññà P è P ∗ èìåþò ðàíã 1;
2) ñïðàâåäëèâû ðàâåíñòâà

KerA(0; a, µ) = L{1Ω}, KerA∗(0; a, µ) = L{q0}, q0 ∈ L2(Ω);

3) ôóíêöèþ q0 ìîæíî âûáðàòü óäîâëåòâîðÿþùåé óñëîâèÿì

0 < q− 6 q0(x) 6 q+ < +∞, x ∈ Ω;

∫
Ω
q0(x) dx = 1. (1.10)

Äîêàçàòåëüñòâî. Îïðåäåëèì êîìïàêòíûé îïåðàòîð G = B∗(0; a, µ)[p−1]. ßäðî KerA(0; a, µ)
ñîâïàäàåò ñ ÿäðîì Ker(G∗ − I). ßäðî KerA∗(0; a, µ) èçîìîðôíî ÿäðó Ker(G − I); òî÷íåå,
ñïðàâåäëèâî ñëåäóþùåå óòâåðæäåíèå:

u ∈ KerA∗(0; a, µ)⇐⇒ pu ∈ Ker(G− I).

Íèæå â Ïðèëîæåíèè ìû ïðîâåðèì (ñì. òåîðåìó 6.1) ñëåäóþùèå óòâåðæäåíèÿ

Ker(G∗ − I) = L{1Ω}, Ker(G− I) = L{ψ0}. (1.11)
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Çäåñü ôóíêöèÿ ψ0 ∈ L2(Ω) óäîâëåòâîðÿåò ñîîòíîøåíèÿì

0 < ψ− 6 ψ0(z) 6 ψ+ < +∞, z ∈ Ω;

∫
Ω
ψ0(z) dz = 1. (1.12)

Òåïåðü óòâåðæäåíèÿ 2) è 3) âûòåêàþò èç (1.11) è (1.12); ïðè ýòîì ôóíêöèÿ p(z)q0(z)
ïðîïîðöèîíàëüíà ôóíêöèè ψ0(z).
Ïðîâåðèì, ÷òî ðàíã ïðîåêòîðà Ðèññà P ðàâåí 1. Ïîñêîëüêó P èìååò êîíå÷íûé ðàíã, RanP

ñîâïàäàåò ñ êîðíåâûì ïîäïðîñòðàíñòâîì ∪∞k=1 KerAk(0; a, µ). Îñòàåòñÿ ïðîâåðèòü ðàâåíñòâî
KerA2(0; a, µ) = KerA(0; a, µ). Ïðåäïîëîæèì, ÷òî íàéäåòñÿ v ∈ KerA2(0; a, µ) \ KerA(0; a, µ),
ò.å. A(0; a, µ)v = α1Ω, α 6= 0. Â ýòîì ñëó÷àå 1Ω ∈ RanA(0; a, µ), à ïîòîìó 1Ω ⊥ q0, ÷òî
ïðîòèâîðå÷èò (1.10). �

Îòìåòèì, ÷òî óòâåðæäåíèÿ 2) è 3) ïðåäëîæåíèÿ 1.1 áûëè ðàíåå ïîëó÷åíû â ðàáîòå [12,
ñëåäñòâèå 4.1] ñ èñïîëüçîâàíèåì òåîðåìû Êðåéíà�Ðóòìàíà.

Ñëåäñòâèå 1.2. Ñïðàâåäëèâû ðàâåíñòâà P = (·, q0)1Ω, P
∗ = (·,1Ω)q0.

Çàìå÷àíèå 1.3. Âñþäó íèæå áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî ôóíêöèÿ q0(z) ïåðèîäè÷åñêè ïðîäîëæåíà

ñ ÿ÷åéêè Ω íà âñå Rd.
Çàìå÷àíèå 1.4. Ñ ó÷åòîì (1.6)�(1.8) (ïðè ξ = 0) ðàâåíñòâî A∗(0; a, µ)q0 = 0 ýêâèâàëåíòíî

êàæäîìó èç ðàâåíñòâ

p(x)q0(x) =

∫
Ω
ã(0,y − x)µ(y,x)q0(y) dy, x ∈ Ω, (1.13)

p(x)q0(x) =

∫
Rd

a(y − x)µ(y,x)q0(y) dy, x ∈ Rd. (1.14)

Çàìå÷àíèå 1.5. Â ñëó÷àå µ=µ0≡1 ñïðàâåäëèâû ðàâåíñòâà p(x; a, µ0)≡
∫
Rd a(z) dz è q0(x)≡1.

1.4. Îöåíêè êâàäðàòè÷íîé ôîðìû îïåðàòîðà Re[q0]A(a, µ).

Ëåììà 1.6. Ïðè óñëîâèÿõ (1.1)�(1.3) ñïðàâåäëèâî ðàâåíñòâî

Re([q0]A(a, µ)u, u) =
1

2

∫
Rd

dx q0(x)

∫
Rd

dy a(x− y)µ(x,y)|u(x)− u(y)|2, u ∈ L2(Rd). (1.15)

Äîêàçàòåëüñòâî. Âû÷èñëèì êâàäðàòè÷íóþ ôîðìó îïåðàòîðà [q0]A(a, µ):

([q0]A(a, µ)u, u) =

∫
Rd

dx q0(x)

∫
Rd

dy a(x− y)µ(x,y)u(x)
(
u(x)− u(y)

)
=

∫
Rd

dx q0(x)

∫
Rd

dy a(x− y)µ(x,y)
∣∣u(x)− u(y)

∣∣2 + J [u], u ∈ L2(Rd). (1.16)

Çäåñü ôóíêöèîíàë J [u] îïðåäåëåí ðàâåíñòâîì

J [u] :=

∫
Rd

dx q0(x)

∫
Rd

dy a(x− y)µ(x,y)u(y)
(
u(x)− u(y)

)
, u ∈ L2(Rd). (1.17)

Ðàçáèâàÿ (1.17) íà äâà ñëàãàåìûõ è ïîëüçóÿñü (1.14), ïîëó÷àåì

J [u] = −
∫
Rd

dx q0(x)

∫
Rd

dy a(x− y)µ(x,y)|u(y)|2 +

∫
Rd

dx q0(x)

∫
Rd

dy a(x− y)µ(x,y)u(x)u(y)

= −
∫
Rd

dy |u(y)|2
∫
Rd

dx q0(x)a(x− y)µ(x,y) +

∫
Rd

dx q0(x)

∫
Rd

dy a(x− y)µ(x,y)u(x)u(y)

= −([q0]A(a, µ)u, u), u ∈ L2(Rd). (1.18)
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Èç (1.16) è (1.18) âûòåêàåò ðàâåíñòâî (1.15). �

Ñëåäñòâèå 1.7. Îïåðàòîð [q
1/2
0 ]A(a, µ)[q

−1/2
0 ] àêêðåòèâåí, ñïåêòð σ(A(a, µ)) ðàñïîëîæåí â

ïðàâîé ïîëóïëîñêîñòè; ñïðàâåäëèâà îöåíêà

‖(A(a, µ)− zI)−1‖ 6 q1/2
+ q

−1/2
− |Re z|−1, Re z < 0. (1.19)

Äîêàçàòåëüñòâî. Â ñèëó (1.15) îïåðàòîð [q
1/2
0 ]A(a, µ)[q

−1/2
0 ] àêêðåòèâåí; ñëåäîâàòåëüíî, ïðè

Re z < 0 îïåðàòîð [q
1/2
0 ]A(a, µ)[q

−1/2
0 ]− zI îãðàíè÷åííî îáðàòèì è ñïðàâåäëèâà îöåíêà∥∥([q1/2

0 ]A(a, µ)[q
−1/2
0 ]− zI

)−1∥∥ 6 |Re z|−1. (1.20)

Òàêèì îáðàçîì, ñïåêòð σ(A(a, µ)) ðàñïîëîæåí â ïðàâîé ïîëóïëîñêîñòè. Ñ ó÷åòîì î÷åâèäíîãî
òîæäåñòâà

(A(a, µ)− zI)−1 = [q
−1/2
0 ]

(
[q

1/2
0 ]A(a, µ)[q

−1/2
0 ]− zI

)−1
[q

1/2
0 ]

èç (1.10) è (1.20) âûòåêàåò îöåíêà (1.19). �

1.5. Ïðåäñòàâëåíèå äëÿ êâàäðàòè÷íîé ôîðìû îïåðàòîðà Re[q0]A(ξ; a, µ).

Ëåììà 1.8. Ïðè óñëîâèÿõ (1.1)�(1.3) ñïðàâåäëèâî ðàâåíñòâî

Re([q0]A(ξ; a, µ)u, u)

=
1

2

∫
Ω

q0(x) dx

∫
Rd

dy a(x− y)µ(x,y)
∣∣ei〈ξ,x〉u(x)− ei〈ξ,y〉u(y)

∣∣2, u ∈ L2(Ω), ξ ∈ Ω̃. (1.21)

Çäåñü ïîäðàçóìåâàåòñÿ, ÷òî ôóíêöèÿ u ∈ L2(Ω) ïåðèîäè÷åñêè ïðîäîëæåíà íà âñå Rd.

Äîêàçàòåëüñòâî. Èç (1.6), (1.7) è (1.9) ñëåäóåò ïðåäñòàâëåíèå

A(ξ; a, µ)u(x) =

∫
Ω

(ã(0,x− y)u(x)− ã(ξ,x− y)u(y))µ(x,y) dy, x ∈ Ω, u ∈ L2(Ω). (1.22)

Ó÷èòûâàÿ (1.8) è ïðåäïîëàãàÿ, ÷òî êàæäàÿ ôóíêöèÿ u ∈ L2(Ω) ïðîäîëæåíà Zd-ïåðèîäè÷åñêè
íà âñå Rd, ïåðåïèøåì (1.22) ñëåäóþùèì îáðàçîì:

A(ξ; a, µ)u(x) =
∑
n∈Zd

∫
Ω

(
a(x− y + n)u(x)− a(x− y + n)e−i〈ξ,x−y+n〉u(y)

)
µ(x,y) dy

=

∫
Rd

a(x− y)µ(x,y)
(
u(x)− e−i〈ξ,x−y〉u(y)

)
dy

=

∫
Rd

a(x− y)µ(x,y)e−i〈ξ,x〉
(
ei〈ξ,x〉u(x)− ei〈ξ,y〉u(y)

)
dy, x ∈ Ω, u ∈ L2(Ω). (1.23)

Èç (1.23) ïîëó÷àåì âûðàæåíèå äëÿ êâàäðàòè÷íîé ôîðìû îïåðàòîðà [q0]A(ξ; a, µ):

([q0]A(ξ; a, µ)u, u) =

∫
Ω

dx q0(x)

∫
Rd

dy a(x− y)µ(x,y)e−i〈ξ,x〉u(x)
(
ei〈ξ,x〉u(x)− ei〈ξ,y〉u(y)

)
=

∫
Ω

dx q0(x)

∫
Rd

dy a(x− y)µ(x,y)
∣∣ei〈ξ,x〉u(x)− ei〈ξ,y〉u(y)

∣∣2 + J(ξ)[u], u ∈ L2(Ω), (1.24)

ãäå ôóíêöèîíàë J(ξ)[u] îïðåäåëåí ðàâåíñòâîì

J(ξ)[u] :=

∫
Ω

dx q0(x)

∫
Rd

dy a(x− y)µ(x,y)e−i〈ξ,y〉u(y)
(
ei〈ξ,x〉u(x)− ei〈ξ,y〉u(y)

)
, u ∈ L2(Ω).

(1.25)
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Ïåðåïèøåì ñðåäíþþ ÷àñòü â (1.24) â âèäå

([q0]A(ξ; a, µ)u, u) =

∫
Ω

dx q0(x)p(x)|u(x)|2 −
∫
Ω

dx q0(x)

∫
Rd

dy a(x− y)µ(x,y)e−i〈ξ,x−y〉u(x)u(y).

(1.26)
Ðàçáèâàÿ (1.25) íà äâà ñëàãàåìûõ è èñïîëüçóÿ (1.13) è (1.26), ïîëó÷àåì

J(ξ)[u] = −
∫
Ω

dx q0(x)

∫
Rd

dy a(x− y)µ(x,y)|u(y)|2

+

∫
Ω

dx q0(x)

∫
Rd

dy a(x− y)µ(x,y)ei〈ξ,x−y〉u(x)u(y)

= −
∫
Ω

dy |u(y)|2
∫
Ω

dx q0(x)ã(0,x− y)µ(x,y)

+

∫
Ω

dx q0(x)

∫
Rd

dy a(x− y)µ(x,y)ei〈ξ,x−y〉u(x)u(y)

= −
∫
Ω

dy |u(y)|2q0(y)p(y)

+

∫
Ω

dx q0(x)

∫
Rd

dy a(x− y)µ(x,y)ei〈ξ,x−y〉u(x)u(y)

= −([q0]A(ξ; a, µ)u, u), u ∈ L2(Ω). (1.27)

Èç (1.24) è (1.27) âûòåêàåò ðàâåíñòâî (1.21). �

Ñëåäñòâèå 1.9. Îïåðàòîð [q
1/2
0 ]A(ξ; a, µ)[q

−1/2
0 ] àêêðåòèâåí, ñïåêòð σ(A(ξ; a, µ)) ðàñïîëîæåí

â ïðàâîé ïîëóïëîñêîñòè; ñïðàâåäëèâà îöåíêà

‖(A(ξ; a, µ)− zI)−1‖ 6 q1/2
+ q

−1/2
− |Re z|−1, Re z < 0, ξ ∈ Ω̃.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïîëíîñòüþ àíàëîãè÷íî äîêàçàòåëüñòâó ñëåäñòâèÿ 1.7. �

1.6. Îöåíêè êâàäðàòè÷íîé ôîðìû îïåðàòîðà Re[q0]A(ξ; a, µ). Ïîëåçíî îòäåëüíî
ðàññìîòðåòü ñëó÷àé µ = µ0 ≡ 1. Ââåäåì îáîçíà÷åíèÿ A0(ξ; a) := A(ξ; a, µ0), B0(ξ; a) :=
B(ξ; a, µ0). Èç çàìå÷àíèÿ 1.5 è ñîîòíîøåíèé (1.2), (1.10) è (1.21) âûòåêàþò äâóñòîðîííèå îöåíêè

µ−q−Re(A0(ξ; a)u, u) 6 Re([q0]A(ξ; a, µ)u, u) 6 µ+q+Re(A0(ξ; a)u, u),

u ∈ L2(Ω), ξ ∈ Ω̃. (1.28)

Îïåðàòîðû A0(ξ; a), ξ ∈ Ω̃, äèàãîíàëèçóþòñÿ óíèòàðíûì äèñêðåòíûì ïðåîáðàçîâàíèåì Ôóðüå
F : L2(Ω)→ `2(Zd), çàäàííûì ñîîòíîøåíèÿìè:

Fu(n) =

∫
Ω

u(x)e−2πi〈n,x〉dx, n ∈ Zd, u ∈ L2(Ω);

F∗v(x) =
∑
n∈Zd

vne
2πi〈n,x〉, x ∈ Ω, v = {vn}n∈Zd ∈ `2(Zd).

Ëåãêî ïðîâåðèòü, ÷òî

A0(ξ; a) = F∗
[
â(0)− â(2πn + ξ)

]
F , â(k) :=

∫
Rd

a(x)e−i〈k,x〉dx, k ∈ Rd. (1.29)
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Çäåñü ÷åðåç [â(0) − â(2πn + ξ)] îáîçíà÷àåòñÿ îïåðàòîð óìíîæåíèÿ íà ôóíêöèþ
â(0)− â(2πn + ξ) â ïðîñòðàíñòâå `2(Zd). Òàêèì îáðàçîì, ñèìâîëîì îïåðàòîðà ReA0(ξ; a)

ÿâëÿåòñÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {Ân(ξ)}n∈Zd , ãäå

Ân(ξ) = Â(ξ + 2πn) = Re(â(0)− â(2πn+ ξ)) =

∫
Rd

(
1− cos(〈z, ξ + 2πn〉)

)
a(z) dz, n ∈ Zd, ξ ∈ Ω̃.

Èññëåäóåì ïîäðîáíåå ñèìâîë îïåðàòîðà ReA0(ξ; a), ξ ∈ Ω̃, è ïîëó÷èì íåêîòîðûå îöåíêè äëÿ
êâàäðàòè÷íîé ôîðìû îïåðàòîðà ReA(ξ; a, µ). Âåëè÷èíà

Â(y) :=

∫
Rd

(
1− cos(〈z,y〉)

)
a(z) dz = 2

∫
Rd

sin2

(
〈z,y〉

2

)
a(z) dz, y ∈ Rd,

ïðè óñëîâèè (1.1) íåïðåðûâíî çàâèñèò îò y ∈ Rd è (ñîãëàñíî ëåììå Ðèìàíà�Ëåáåãà) ñòðåìèòñÿ
ê ‖a‖L1 > 0 ïðè |y| → ∞. Êðîìå òîãî, íåòðóäíî âèäåòü, ÷òî Â(y) > 0 ïðè y 6= 0. Ñëåäîâàòåëüíî,
ñïðàâåäëèâà îöåíêà

min
|y|>r

Â(y) =: Cr(a) > 0, r > 0. (1.30)

Ïîñêîëüêó ïðè ξ ∈ Ω̃ è n ∈ Zd \ {0} âûïîëíåíî |ξ + 2πn| > π, òî

Â(ξ + 2πn) > Cπ(a), ξ ∈ Ω̃, n ∈ Zd \ {0}. (1.31)

Äàëåå, ïðè óñëîâèè M2(a) <∞ âåëè÷èíà∫
Rd

a(z)〈z,y〉2 dz =: Ma(y)

íåïðåðûâíî çàâèñèò îò y ∈ Rd è ïðè íåíóëåâûõ y íå îáðàùàåòñÿ â íóëü. Ñëåäîâàòåëüíî,

min
|θ|=1

Ma(θ) =:M(a) > 0. (1.32)

Ëåììà 1.10. Ïðè óñëîâèÿõ (1.1)�(1.3) è óñëîâèè M2(a) <∞ ñïðàâåäëèâà îöåíêà

Â(ξ + 2πn) > C(a)|ξ|2, ξ ∈ Ω̃, n ∈ Zd.

Çäåñü

C(a) := min
{1

4
M(a), Cr(a)(a)π−2d−1, Cπ(a)π−2d−1

}
> 0, (1.33)

âåëè÷èíà Cr(a), r > 0, îïðåäåëåíà â (1.30), ïîñòîÿííàÿ M(a) îïðåäåëåíà â (1.32), r(a)
îïðåäåëåíî óñëîâèåì (1.37).

Äîêàçàòåëüñòâî. Âîñïîëüçóåìñÿ ðàâåíñòâîì

1− cosλ = λ2

∫ 1

0
dt t

∫ 1

0
ds cos(stλ) =: λ2Φ(λ), λ ∈ R. (1.34)

Ôóíêöèÿ Φ(λ) îáëàäàåò î÷åâèäíûìè ñâîéñòâàìè

|Φ(λ)| 6 1/2, Φ(λ)→ 1/2, λ→ 0. (1.35)

Èç (1.34) ñëåäóåò îöåíêà∣∣∣Â(ξ)− 1

2
Ma(ξ)

∣∣∣ 6 |ξ|2 ∫
Rd

a(z)|z|2
∣∣∣Φ(〈ξ, z〉)− 1

2

∣∣∣ dz =: |ξ|2E(ξ), ξ ∈ Rd. (1.36)

Â ñèëó ñîîòíîøåíèé (1.35) è óñëîâèÿ M2(a) < ∞, èìååò ìåñòî E(ξ) → 0, |ξ| → 0. Âûáåðåì
r(a) > 0 òàê, ÷òîáû âûïîëíÿëîñü óñëîâèå

E(ξ) 6
1

4
M(a), |ξ| 6 r(a). (1.37)
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Èç (1.32), (1.36) è (1.37) âûòåêàåò îöåíêà

Â(ξ) >
1

4
Ma(ξ) >

1

4
M(a)|ξ|2, |ξ| 6 r(a). (1.38)

Òåïåðü èç (1.30), (1.31) è (1.38) âûòåêàþò âñå óòâåðæäåíèÿ ëåììû. �

Çàìå÷àíèå 1.11. Íåòðóäíî óáåäèòüñÿ, ÷òî ïðè äîïîëíèòåëüíîì óñëîâèè M3(a) <∞ ðàäèóñ

r(a) ìîæåò áûòü âûðàæåí ÷åðåç âåëè÷èíûM(a) è M3(a) (ñð. [13, ëåììà 1.3]).

Âåðíåìñÿ ê ðàññìîòðåíèþ îïåðàòîðà A(ξ; a, µ) â îáùåì ñëó÷àå. Ïðè óñëîâèÿõ (1.1)�(1.3) èç
(1.28), (1.29) è (1.31) âûòåêàåò îöåíêà

Re([q0]A(ξ; a, µ)u, u) > µ−q−Cπ(a)‖u‖2L2(Ω), u ∈ L2(Ω)	 L{1Ω}, ξ ∈ Ω̃.

Èç ñîîòíîøåíèé (1.28), (1.29) è ëåììû 1.10 âûòåêàåò ñëåäóþùåå óòâåðæäåíèå; ñð. [13,
ïðåäëîæåíèå 1.4].

Ïðåäëîæåíèå 1.12. Ïðè óñëîâèÿõ (1.1)�(1.3) è óñëîâèè M2(a) <∞ ñïðàâåäëèâà îöåíêà

Re([q0]A(ξ; a, µ)u, u) > µ−q−C(a)|ξ|2‖u‖2L2(Ω), u ∈ L2(Ω), ξ ∈ Ω̃. (1.39)

Ñëåäñòâèå 1.13. Ïðè ξ ∈ Ω̃ îïåðàòîð [q
1/2
0 ]A(ξ; a, µ)[q

−1/2
0 ] − µ−q−q−1

+ C(a)|ξ|2I àêêðåòèâåí,

ñïåêòð îïåðàòîðà A(ξ; a, µ) ëåæèò â ïîëóïëîñêîñòè {z ∈ C : Re z > µ−q−q
−1
+ C(a)|ξ|2} è

ñïðàâåäëèâà îöåíêà∥∥(A(ξ; a, µ)− zI)−1
∥∥ 6 q−1/2

− q
1/2
+

(
µ−q−q

−1
+ C(a)|ξ|2 − Re z

)−1
, Re z < µ−q−q

−1
+ C(a)|ξ|2. (1.40)

Äîêàçàòåëüñòâî. Â ñèëó (1.39) ñïðàâåäëèâû ñîîòíîøåíèÿ

Re(q
1/2
0 A(ξ; a, µ)q

−1/2
0 u, u) > µ−q−C(a)|ξ|2‖q−1/2

0 u‖2

> µ−q−q
−1
+ C(a)|ξ|2‖u‖2, u ∈ L2(Ω), ξ ∈ Ω̃.

Ñëåäîâàòåëüíî, îïåðàòîð [q
1/2
0 ]A(ξ; a, µ)[q

−1/2
0 ] − µ−q−q−1

+ C(a)|ξ|2I àêêðåòèâåí, à ïîòîìó ïðè

Re z < 0 îïåðàòîð [q
1/2
0 ]A(ξ; a, µ)[q

−1/2
0 ] − µ−q−q

−1
+ C(a)|ξ|2I − zI îãðàíè÷åííî îáðàòèì è

ñïðàâåäëèâà îöåíêà∥∥([q1/2
0 ]A(ξ; a, µ)[q

−1/2
0 ]− µ−q−q−1

+ C(a)|ξ|2I − zI
)−1∥∥ 6 |Re z|−1. (1.41)

Òåïåðü âñå óòâåðæäåíèÿ ñëåäñòâèÿ âûòåêàþò èç (1.41). �

Íàì ïîòðåáóåòñÿ òàêæå ñëåäóþùàÿ îöåíêà, ñïðàâåäëèâàÿ ïðè óñëîâèÿõ (1.1)�(1.3) è óñëîâèè
M1(a) <∞:

‖A(ξ; a, µ)− A(η; a, µ)‖ 6 µ+M1(a)|ξ − η|, ξ,η ∈ Ω̃. (1.42)

Îíà âûòåêàåò èç (1.6)�(1.8) ïðèìåíåíèåì ëåììû Øóðà.

� 2. Ïîðîãîâûå õàðàêòåðèñòèêè íåëîêàëüíîãî îïåðàòîðà

ñâ¼ðòî÷íîãî òèïà âáëèçè íóëÿ

2.1. Cïåêòð îïåðàòîðà A(ξ; a, µ) âáëèçè íóëÿ. Ñîãëàñíî ïðåäëîæåíèþ 1.1 ïðè óñëîâèÿõ
(1.1)�(1.3) òî÷êà λ0 = 0 åñòü èçîëèðîâàííîå ñîáñòâåííîå çíà÷åíèå îïåðàòîðà A(0; a, µ) è
ñîîòâåòñòâóþùèé ïðîåêòîð Ðèññà èìååò ðàíã 1. Äëÿ êðàòêîñòè îáîçíà÷èì ÷åðåç d0 := d0(a, µ)
ðàññòîÿíèå îò òî÷êè λ0 äî îñòàëüíîãî ñïåêòðà îïåðàòîðà A(0; a, µ). Ðåçîëüâåíòà îïåðàòîðà
A(0; a, µ) ãîëîìîðôíà â êðóãå Bd0(0) ñ âûêîëîòîé òî÷êîé 0. Ñëåäîâàòåëüíî, êîíå÷íà âåëè÷èíà

K := K(d0, a, µ) := max
d0
3
6|ζ|6 2d0

3

‖(A(0; a, µ)− ζI)−1‖. (2.1)

Ïîëîæèì

δ0(a, µ) := min

{
π

2
,

1

(d0K2 + 3K)M1(a)µ+

}
. (2.2)
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Ðàçóìååòñÿ, øàð |ξ| 6 δ0(a, µ) ëåæèò âíóòðè ìíîæåñòâà Ω̃. Èç îöåíêè (1.42), ïðåäëîæåíèÿ 5.2
è çàìå÷àíèÿ 5.3 âûòåêàåò ñëåäóþùåå óòâåðæäåíèå.

Ïðåäëîæåíèå 2.1. Ïóñòü âûïîëíåíû óñëîâèÿ (1.1)�(1.3) è M1(a) <∞. Ïóñòü ÷èñëî δ0(a, µ)
îïðåäåëåíî â (2.2). Òîãäà ïðè |ξ| 6 δ0(a, µ) ñïåêòð îïåðàòîðà A(ξ) = A(ξ; a, µ) â êðóãå

Bd0/3(0) ñîñòîèò èç îäíîãî ïðîñòîãî ñîáñòâåííîãî çíà÷åíèÿ, ò.å. îòâå÷àþùèé ñïåêòðó â

êðóãå Bd0/3(0) ïðîåêòîð Ðèññà èìååò ðàíã 1. Êîëüöî {ζ ∈ C : d03 6 |ζ| 6
2d0
3 } íå ïåðåñåêàåòñÿ

ñ σ(A(ξ)).

Ïðè óñëîâèÿõ (1.1)�(1.3) è Mk(a) < ∞ îïåðàòîð-ôóíêöèÿ A(·; a, µ) k ðàç íåïðåðûâíî
äèôôåðåíöèðóåìà ïî íîðìå â B(L2(Ω)). Ïðè ýòîì ñïðàâåäëèâû ðàâåíñòâà

∂αA(ξ; a, µ)u(x) =

∫
Ω

ãα(ξ,x− y)µ(x,y)u(y) dy, x ∈ Ω, u ∈ L2(Ω);

ãα(ξ, z) = (−1)(−i)|α|
∑
n∈Zd

(z + n)αa(z + n)e−i〈ξ,z+n〉, α ∈ Zd+, |α| 6 k.
(2.3)

Ëåììà 2.2. Ïóñòü âûïîëíåíû óñëîâèÿ (1.1)�(1.3).
1◦. Åñëè M1(a) <∞, òî

‖A(ξ)− A(0)‖ 6 µ+M1(a)|ξ|, |ξ| 6 δ0(a, µ). (2.4)

2◦. Åñëè M2(a) <∞, òî

A(ξ) = A(0) + [∆1A](ξ) + K1(ξ), [∆1A](ξ) :=
d∑
j=1

∂jA(0)ξj , (2.5)

‖[∆1A](ξ)‖ 6 µ+M1(a)|ξ|, |ξ| 6 δ0(a, µ), (2.6)

‖K1(ξ)‖ 6 1

2
µ+M2(a)|ξ|2, |ξ| 6 δ0(a, µ). (2.7)

3◦. Åñëè M3(a) <∞, òî

A(ξ) = A(0) + [∆1A](ξ) + [∆2A](ξ) + K2(ξ), [∆2A](ξ) :=
1

2

d∑
k,l=1

∂k∂lA(0)ξkξl, (2.8)

‖[∆2A](ξ)‖ 6 1

2
µ+M2(a)|ξ|2, |ξ| 6 δ0(a, µ), (2.9)

‖K2(ξ)‖ 6 1

6
µ+M3(a)|ξ|3, |ξ| 6 δ0(a, µ). (2.10)

Àíàëîãè÷íîå óòâåðæäåíèå áûëî äîêàçàíî â [14, ëåììà 2.2], ãäå äîïîëíèòåëüíî
ïðåäïîëàãàëîñü, ÷òî µ(x,y) = µ(y,x), x,y ∈ Rd, a(z) = a(−z), z ∈ Rd. Íåòðóäíî, îäíàêî,
óáåäèòüñÿ, ÷òî äîêàçàòåëüñòâî áåç èçìåíåíèé ïåðåíîñèòñÿ íà ñëó÷àé, êîãäà ýòè óñëîâèÿ íå
âûïîëíåíû.

2.2. Ïîðîãîâûå àïïðîêñèìàöèè. Îáîçíà÷èì ÷åðåç F (ξ) ïðîåêòîð Ðèññà îïåðàòîðà A(ξ) =
A(ξ; a, µ), îòâå÷àþùèé êðóãó {z ∈ C : |z| 6 d0/3}. Êàê è âûøå, îáîçíà÷èì ÷åðåç P ïðîåêòîð
Ðèññà îïåðàòîðà A(0; a, µ), îòâå÷àþùèé ñîáñòâåííîìó çíà÷åíèþ λ0 = 0; èìååì P = (·, q0)1Ω.
Ïóñòü Γ � îêðóæíîñòü íà êîìïëåêñíîé ïëîñêîñòè {z ∈ C : |z| = d0/2}, ýêâèäèñòàíòíî
îõâàòûâàþùàÿ êðóã {z ∈ C : |z| 6 d0/3}. Â ñèëó ôîðìóëû Ðèññà ñïðàâåäëèâû ïðåäñòàâëåíèÿ

F (ξ) = − 1

2πi

∮
Γ

(A(ξ)− ζI)−1 dζ, |ξ| 6 δ0(a, µ), (2.11)

A(ξ)F (ξ) = − 1

2πi

∮
Γ

(A(ξ)− ζI)−1ζ dζ, |ξ| 6 δ0(a, µ). (2.12)



15

Çäåñü â èíòåãðàëàõ íàïðàâëåíèå îáõîäà êîíòóðà èäåò ïðîòèâ ÷àñîâîé ñòðåëêè.
Íàøà öåëü � ïîëó÷èòü ïðèáëèæåíèå ê îïåðàòîðó F (ξ) ñ ïîãðåøíîñòüþ O(|ξ|) è

ïðèáëèæåíèå ê îïåðàòîðó A(ξ)F (ξ) ñ ïîãðåøíîñòüþ O(|ξ|3). Ðàíåå äëÿ ñàìîñîïðÿæåííîãî
ñëó÷àÿ òàêèå ïðèáëèæåíèÿ áûëè ïîëó÷åíû â ðàáîòå [13]. Ìû â îñíîâíîì ñëåäóåì ýòîé ðàáîòå;
ïðè âû÷èñëåíèè àïïðîêñèìàöèé ìû ïîñëåäîâàòåëüíî ïðèìåíÿåì ìåòîä èíòåãðèðîâàíèÿ
ðåçîëüâåíòû ïî êîíòóðó (íàçâàííûé �òðåòüèì ñïîñîáîì� â [13, � 4]).

Ïðåäëîæåíèå 2.3. Ïóñòü âûïîëíåíû óñëîâèÿ (1.1)�(1.3) è M1(a) < ∞. Òîãäà ñïðàâåäëèâà

îöåíêà

‖F (ξ)− P‖ 6 C1(a, µ)|ξ|, |ξ| 6 δ0(a, µ). (2.13)

Ïîñòîÿííàÿ C1(a, µ) îïðåäåëåíà íèæå â (2.17) è êîíòðîëèðóåòñÿ â òåðìèíàõ âåëè÷èí µ+,

M1(a), d0, K.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ââåäåì îáîçíà÷åíèÿ

R(ξ, ζ) := (A(ξ)− ζI)−1, |ξ| 6 δ0(a, µ), ζ ∈ Γ;

R0(ζ) := R(0, ζ), ζ ∈ Γ;

∆A(ξ) := A(ξ)− A(0), |ξ| 6 δ0(a, µ).

Â ñèëó ôîðìóëû Ðèññà (2.11) ðàçíîñòü F (ξ)− P äîïóñêàåò ïðåäñòàâëåíèå

F (ξ)− P = − 1

2πi

∮
Γ

(R(ξ, ζ)−R0(ζ)) dζ, |ξ| 6 δ0(a, µ). (2.14)

Ñïðàâåäëèâî ðåçîëüâåíòíîå òîæäåñòâî

R(ξ, ζ) = R0(ζ)−R(ξ, ζ)∆A(ξ)R0(ζ), |ξ| 6 δ0(a, µ), ζ ∈ Γ. (2.15)

Äëèíà êîíòóðà Γ åñòü πd0, è îáå ðåçîëüâåíòû äîïóñêàþò íà êîíòóðå Γ îöåíêè

‖R0(ζ)‖ 6 K, ‖R(ξ, ζ)‖ 6 3K/2, |ξ| 6 δ0(a, µ), ζ ∈ Γ, (2.16)

ãäå êîíñòàíòà K îïðåäåëåíà â (2.1). Çäåñü ìû ó÷ëè: 1) ÷òî ðåçîëüâåíòà R(ξ, ζ) íà êîíòóðå Γ
ïðåäñòàâëÿåòñÿ ñõîäÿùèìñÿ ðÿäîì:

R(ξ, ζ) = R0(ζ)

∞∑
n=0

(−∆A(ξ)R0(ζ))n , |ξ| 6 δ0(a, µ), ζ ∈ Γ;

2) îöåíêó (2.4) è ðàâåíñòâî (2.2). Òåïåðü èç (2.4) è (2.14)�(2.16) âûòåêàåò îöåíêà (2.13) ñ
ïîñòîÿííîé

C1(a, µ) :=
3

4
K2d0µ+M1(a). (2.17)

�

Ïåðåéäåì ê ïîðîãîâûì àïïðîêñèìàöèÿì äëÿ îïåðàòîðà A(ξ)F (ξ). (Çäåñü íà÷èíàþòñÿ
ñóùåñòâåííûå òåõíè÷åñêèå îòëè÷èÿ îò ñàìîñîïðÿæåííîãî ñëó÷àÿ.)

Ïðåäëîæåíèå 2.4. Ïóñòü âûïîëíåíû óñëîâèÿ (1.1)�(1.3) è M3(a) < ∞. Òîãäà ñïðàâåäëèâî

ïðåäñòàâëåíèå

A(ξ)F (ξ) = [G]1(ξ) + [G]2(ξ) + Ψ(ξ), [G]1(ξ) :=
d∑
j=1

Gjξj , [G]2(ξ) :=
1

2

d∑
k,l=1

Gklξkξl, (2.18)

è îöåíêà

‖Ψ(ξ)‖ 6 C2(a, µ)|ξ|3, |ξ| 6 δ0(a, µ). (2.19)

Îïåðàòîðû Gj çàäàíû ðàâåíñòâàìè

Gj = P∂jA(0)P, j = 1, . . . , d. (2.20)
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Îïåðàòîðû Gkl èìåþò âèä

Gkl =P∂k∂lA(0)P − P∂kA(0)R1(0)∂lA(0)P − P∂lA(0)R1(0)∂kA(0)P

− P∂kA(0)P∂lA(0)R1(0)−R1(0)∂kA(0)P∂lA(0)P

− P∂lA(0)P∂kA(0)R1(0)−R1(0)∂lA(0)P∂kA(0)P, k, l = 1, . . . , d.

(2.21)

Çäåñü R1(0) := QA(0)−1Q, Q = I − P ; ïîä A(0)−1 ïîäðàçóìåâàåòñÿ îïåðàòîð, îáðàòíûé

ê A(0)|QL2(Ω) : QL2(Ω) → QL2(Ω); ýòîò îïåðàòîð êîððåêòíî îïðåäåëåí è îãðàíè÷åí.

Ïîñòîÿííàÿ C2(a, µ) îïðåäåëåíà íèæå â (2.31) è êîíòðîëèðóåòñÿ â òåðìèíàõ âåëè÷èí d0,

K, µ+, M1(a), M2(a), M3(a).

Äîêàçàòåëüñòâî. Èòåðèðóÿ ðåçîëüâåíòíîå òîæäåñòâî (2.15) äâàæäû, ïîëó÷àåì

R(ξ, ζ) =R0(ζ)−R0(ζ)∆A(ξ)R0(ζ) +R0(ζ)∆A(ξ)R0(ζ)∆A(ξ)R0(ζ) + Z3(ξ, ζ),

Z3(ξ, ζ) :=−R(ξ, ζ)∆A(ξ)R0(ζ)∆A(ξ)R0(ζ)∆A(ξ)R0(ζ), |ξ| 6 δ0(a, µ), ζ ∈ Γ.
(2.22)

Èç (2.4) è (2.16) âûòåêàåò îöåíêà

‖Z3(ξ, ζ)‖ 6 3

2
K4µ3

+M1(a)3|ξ|3, |ξ| 6 δ0(a, µ), ζ ∈ Γ. (2.23)

Äàëåå, ïîäñòàâëÿÿ (2.8) âî âòîðîå ñëàãàåìîå â ïðàâîé ÷àñòè (2.22) è (2.5) � â òðåòüå ñëàãàåìîå,
ïîëó÷àåì

R(ξ, ζ) =R0(ζ)−R0(ζ) ([∆1A](ξ) + [∆2A](ξ))R0(ζ)

+R0(ζ)[∆1A](ξ)R0(ζ)[∆1A](ξ)R0(ζ) + Z3(ξ, ζ) + Z4(ξ, ζ),

Z4(ξ, ζ) :=−R0(ζ)K2(ξ)R0(ζ) +R0(ζ)K1(ξ)R0(ζ)∆A(ξ)R0(ζ)

+R0(ζ)[∆1A](ξ)R0(ζ)K1(ξ)R0(ζ), |ξ| 6 δ0(a, µ), ζ ∈ Γ.

(2.24)

Èç (2.4), (2.6), (2.7), (2.10) è (2.16) âûòåêàåò îöåíêà

‖Z4(ξ, ζ)‖ 6
(

1

6
µ+K

2M3(a) + µ2
+K

3M1(a)M2(a)

)
|ξ|3, |ξ| 6 δ0(a, µ), ζ ∈ Γ. (2.25)

Ïðèìåíÿÿ ôîðìóëó Ðèññà (2.12) è ïðåäñòàâëåíèå (2.24), ïîëó÷àåì

A(ξ)F (ξ) = G0 +
d∑
j=1

Gjξj +
1

2

d∑
k,l=1

Gklξkξl + Ψ(ξ), |ξ| 6 δ0(a, µ), (2.26)

ãäå

G0 = − 1

2πi

∮
Γ
R0(ζ)ζ dζ, (2.27)

Gj =
1

2πi

∮
Γ
R0(ζ)∂jA(0)R0(ζ)ζ dζ, (2.28)

Gkl =
1

2πi

∮
Γ
R0(ζ)∂k∂lA(0)R0(ζ)ζ dζ

− 1

2πi

∮
Γ

(R0(ζ)∂kA(0)R0(ζ)∂lA(0)R0(ζ) +R0(ζ)∂lA(0)R0(ζ)∂kA(0)R0(ζ)) ζ dζ,

(2.29)

Ψ(ξ) = − 1

2πi

∮
Γ
(Z3(ξ, ζ) + Z4(ξ, ζ))ζ dζ. (2.30)

Èç (2.23) è (2.25) âûòåêàåò îöåíêà (2.19) äëÿ îïåðàòîðà (2.30) ñ ïîñòîÿííîé

C2(a, µ) :=
d2

0

4

(
3

2
K4µ3

+M1(a)3 +
1

6
K2µ+M3(a) +K3µ2

+M1(a)M2(a)

)
. (2.31)
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×òîáû âû÷èñëèòü èíòåãðàëû â (2.27)�(2.29), èñïîëüçóåì ðàçëîæåíèå ðåçîëüâåíòû îïåðàòîðà
A(0):

R0(ζ) = R0(ζ)P +R0(ζ)(I − P ) = −1

ζ
P +R0(ζ)(I − P ), ζ ∈ Γ. (2.32)

Íåòðóäíî óáåäèòüñÿ â ðàâåíñòâå

R0(λ)(I − P ) =
1

2πi

∮
Γ
(ζ − λ)−1R0(ζ) dζ, 0 < |λ| < d0/2. (2.33)

Äåéñòâèòåëüíî, â ñèëó òîæäåñòâà Ãèëüáåðòà R0(ζ) = R0(λ) + (ζ − λ)R0(λ)R0(ζ) ïðàâàÿ ÷àñòü
â (2.33) çàïèøåòñÿ â âèäå

1

2πi

∮
Γ
(ζ − λ)−1R0(ζ) dζ = R0(λ)

1

2πi

∮
Γ
(ζ − λ)−1 dζ +R0(λ)

1

2πi

∮
Γ
R0(ζ) dζ = R0(λ)−R0(λ)P.

Ìû ó÷ëè (2.11) ïðè ξ = 0.
Èç (2.33) ñëåäóåò, ÷òî îïåðàòîð-ôóíêöèÿ R1(λ) := R0(λ)(I−P ), 0 < |λ| 6 d0/2, ïðîäîëæàåòñÿ

äî ôóíêöèè ãîëîìîðôíîé âíóòðè êîíòóðà Γ, îïåðàòîð A(0)|QL2(Ω) : QL2(Ω) → QL2(Ω)
îãðàíè÷åííî îáðàòèì, è îáðàòíûé ê íåìó åñòü R1(0). Ïîäñòàâèì ðàçëîæåíèå (2.32) â êîíòóðíûå
èíòåãðàëû (2.27)�(2.29) è âîñïîëüçóåìñÿ òåì, ÷òî îïåðàòîð-ôóíêöèÿ R1(ζ) = R0(ζ)(I − P )
ãîëîìîðôíà âíóòðè êîíòóðà Γ. Ïîëó÷àåì:

G0 = − 1

2πi

∮
Γ

(
−1

ζ
P +R1(ζ)

)
ζ dζ = 0; (2.34)

Gj =
1

2πi

∮
Γ

(
−1

ζ
P +R1(ζ)

)
∂jA(0)

(
−1

ζ
P +R1(ζ)

)
ζ dζ

=
1

2πi

∮
Γ

1

ζ
P∂jA(0)P dζ = P∂jA(0)P, j = 1, . . . , d; (2.35)

Gkl =
1

2πi

∮
Γ

(
−1

ζ
P +R1(ζ)

)
∂k∂lA(0)

(
−1

ζ
P +R1(ζ)

)
ζ dζ

− 1

2πi

∮
Γ

(
−1

ζ
P +R1(ζ)

)
∂kA(0)

(
−1

ζ
P +R1(ζ)

)
∂lA(0)

(
−1

ζ
P +R1(ζ)

)
ζ dζ

− 1

2πi

∮
Γ

(
−1

ζ
P +R1(ζ)

)
∂lA(0)

(
−1

ζ
P +R1(ζ)

)
∂kA(0)

(
−1

ζ
P +R1(ζ)

)
ζ dζ

= P∂k∂lA(0)P − P∂kA(0)R1(0)∂lA(0)P − P∂lA(0)R1(0)∂kA(0)P

− P∂kA(0)P∂lA(0)R1(0)−R1(0)∂kA(0)P∂lA(0)P

− P∂lA(0)P∂kA(0)R1(0)−R1(0)∂lA(0)P∂kA(0)P, k, l = 1, . . . , d. (2.36)

Ýòèì äîêàçàíû ïðåäñòàâëåíèÿ (2.20) è (2.21).
Ïðåäñòàâëåíèå (2.18) âûòåêàåò èç (2.26), (2.34), (2.35) è (2.36). �

Ðàñøèôðóåì òåïåðü ïðåäñòàâëåíèå (2.20) è ïåðâûå òðè ñëàãàåìûõ â (2.21) â òåðìèíàõ
ðåøåíèé âñïîìîãàòåëüíûõ çàäà÷. Èç ðàâåíñòâà P = (·, q0)1Ω âûòåêàåò ñîîòíîøåíèå

PTP = (T1Ω, q0)P, T ∈ B(L2(Ω)). (2.37)

Ñëåäîâàòåëüíî,

Gj = P∂jA(0)P = i(wj , q0)P, ãäå iwj := ∂jA(0)1Ω, j = 1, . . . , d. (2.38)
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Â ñèëó (2.3) ñïðàâåäëèâû ñîîòíîøåíèÿ

wj(x) = wj(x) =

∫
Ω

∑
n∈Zd

(xj − yj + nj)a(x− y + n)µ(x,y) dy

=

∫
Rd

(xj − yj)a(x− y)µ(x,y) dy, x ∈ Ω, j = 1, . . . , d. (2.39)

Ìû ó÷ëè óñëîâèå ïåðèîäè÷íîñòè ôóíêöèè µ. Òàêèì îáðàçîì, îïåðàòîðû Gj , j = 1, . . . , d,
ïðèíèìàþò âèä

Gj = iαjP, αj = (wj , q0) =

∫
Ω
dx q0(x)

∫
Rd

dy (xj − yj)a(x− y)µ(x,y), j = 1, . . . , d. (2.40)

Èç (2.37) âûòåêàþò ðàâåíñòâà

P∂k∂lA(0)P = (wkl, q0)P, k, l = 1, . . . , d. (2.41)

Çäåñü

wkl = wkl = ∂k∂lA(0)1Ω ∈ L2(Ω),

ò. å.

wkl(x) =

∫
Ω

∑
n∈Zd

(xk − yk + nk)(xl − yl + nl)a(x− y + n)µ(x,y) dy

=

∫
Rd

(xk − yk)(xl − yl)a(x− y)µ(x,y) dy, x ∈ Ω, k, l = 1, . . . , d.

Îêîí÷àòåëüíî ñ ó÷åòîì ïåðèîäè÷íîñòè ôóíêöèé q0 è µ ïîëó÷àåì

(wkl, q0) =

∫
Ω

dx q0(x)

∫
Ω

dy
∑
n∈Zd

(xk − yk + nk)(xl − yl + nl)a(x− y + n)µ(x,y)

=

∫
Ω

dy

∫
Ω

dx q0(x)
∑
n∈Zd

(xk − yk + nk)(xl − yl + nl)a(x− y + n)µ(x,y)

=

∫
Ω

dy

∫
Rd

dx q0(x)(xk − yk)(xl − yl)a(x− y)µ(x,y)

=

∫
Ω

dx

∫
Rd

dy q0(y)(xk − yk)(xl − yl)a(y − x)µ(y,x), k, l = 1, . . . , d.

(2.42)

Äàëåå, èç (2.37) ñëåäóþò ðàâåíñòâà

P∂kA(0)R1(0)∂lA(0)P = (ivl, iw̃k)P, ãäå ivl := R1(0)∂lA(0)1Ω = iR1(0)wl,

iw̃k := (∂kA(0))∗ q0, k, l = 1, . . . , d. (2.43)

Âûøå ìû ó÷ëè (2.38). Ïåðåïèøåì ðàâåíñòâà, çàäàþùèå vl, l = 1, . . . , d:

vl = A(0)−1Qwl, Qwl = wl − αl1Ω, l = 1, . . . , d, (2.44)

ãäå ôóíêöèè wl ∈ L2(Ω), l = 1, . . . , d, îïðåäåëåíû â (2.39), êîýôôèöèåíòû αl, l = 1, . . . , d,
îïðåäåëåíû â (2.40). Èç (2.44) âûòåêàåò, ÷òî ôóíêöèè vl = vl ∈ L2(Ω), j = 1, . . . , d, ÿâëÿþòñÿ
ðåøåíèÿìè ñëåäóþùèõ çàäà÷ íà ÿ÷åéêå Ω:∫

Ω

ã(0,x− y)µ(x,y)(vl(x)− vl(y)) dy = wl(x)− αl, x ∈ Ω;

∫
Ω

vl(x)q0(x) dx = 0.
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Ñ÷èòàÿ, ÷òî ôóíêöèè vl ∈ L2(Ω), l = 1, . . . , d, ïåðèîäè÷åñêè ïðîäîëæåíû íà âñå Rd, ìîæíî
ïåðåïèñàòü âñïîìîãàòåëüíûå çàäà÷è íà ÿ÷åéêå â ñëåäóþùåì âèäå∫

Rd

a(x− y)µ(x,y)(vl(x)− vl(y)) dy =

∫
Rd

a(x− y)µ(x,y)(xl − yl) dy − αl, x ∈ Ω;

∫
Ω

vl(x)q0(x) dx = 0. (2.45)

Â ñèëó (2.40) çàäà÷è (2.45) îäíîçíà÷íî ðàçðåøèìû.
Èç (2.3) è (2.43) âûòåêàþò ñîîòíîøåíèÿ

w̃k(x) = w̃k(x) =

∫
Rd

(xk − yk)a(y − x)µ(y,x)q0(y) dy, x ∈ Ω, k = 1, . . . , d. (2.46)

Òàêèì îáðàçîì, èç (2.21), (2.40)�(2.43) è (2.46) âûòåêàåò ñëåäóþùåå óòâåðæäåíèå.

Ïðåäëîæåíèå 2.5. Â óñëîâèÿõ ïðåäëîæåíèÿ 2.4 äëÿ îïåðàòîðîâ Gj, Gkl ñïðàâåäëèâû

ïðåäñòàâëåíèÿ

Gj = iαjP, j = 1, . . . , d, Gkl = gklP + PGklQ+QGklP, k, l = 1, . . . , d.

Çäåñü Q = I − P , âåùåñòâåííûå êîýôôèöèåíòû αj îïðåäåëåíû â (2.40),

gkl = (wkl, q0)− (vk, w̃l)− (vl, w̃k)

=

∫
Ω

dx

∫
Rd

dy((xk − yk)(xl − yl)− vk(x)(xl − yl)− vl(x)(xk − yk))a(y − x)µ(y,x)q0(y), (2.47)

à vj � ïåðèîäè÷åñêîå ðåøåíèå çàäà÷è (2.45). Òàêèì îáðàçîì,

[G]1(ξ) =
d∑
j=1

Gjξj = i
d∑
j=1

αjξjP = i〈α, ξ〉P, ξ ∈ Rd, (2.48)

[G]2(ξ) =
1

2

d∑
k,l=1

Gklξkξl =
1

2

d∑
k,l=1

gklξkξlP +
1

2
P

d∑
k,l=1

GklξkξlQ+
1

2
Q

d∑
k,l=1

GklξkξlP

= 〈g0ξ, ξ〉P +
1

2
P

d∑
k,l=1

GklξkξlQ+
1

2
Q

d∑
k,l=1

GklξkξlP, ξ ∈ Rd, (2.49)

ãäå α = (α1, . . . , αd)
t; g0 � (d× d)-ìàòðèöà ñ ýëåìåíòàìè 1

2gkl, k, l = 1, . . . , d.

Ìàòðèöó g0 íàçîâåì ýôôåêòèâíîé ìàòðèöåé; â ñèëó (2.47) ìàòðèöà g0 âåùåñòâåííà è
ñèììåòðè÷íà; íèæå â ïóíêòå 3.1 ìû óáåäèìñÿ, ÷òî ìàòðèöà g0 ïîëîæèòåëüíî îïðåäåëåíà.

� 3. Àïïðîêñèìàöèÿ ðåçîëüâåíòû (A + ε2I)−1

3.1. Àïïðîêñèìàöèÿ ðåçîëüâåíòû îïåðàòîðà A(ξ). Çäåñü ìû ïîëó÷èì ïðèáëèæåíèå
ðåçîëüâåíòû (A(ξ) + ε2I)−1 ïðè ìàëîì ε > 0 ñ ïîãðåøíîñòüþ O(ε−1) (ñì. òåîðåìó 3.2). Èç
(1.39) ñëåäóåò íåðàâåíñòâî

Re([q0]A(ξ; a, µ)F (ξ)F (ξ)u, F (ξ)u) > µ−q−C(a)|ξ|2(F (ξ)u, F (ξ)u), u ∈ L2(Ω), |ξ| 6 δ0(a, µ).
(3.1)

Ïîäñòàâëÿÿ â (3.1) ðàçëîæåíèå (2.18) è ó÷èòûâàÿ (2.48) è (2.49), ïîëó÷àåì

Re
(
[q0](i〈α, ξ〉P + 〈g0ξ, ξ〉P + P [G]2(ξ)Q+Q[G]2(ξ)P + Ψ(ξ))F (ξ)u, F (ξ)u

)
> µ−q−C(a)|ξ|2(F (ξ)u, F (ξ)u), u ∈ L2(Ω), |ξ| 6 δ0(a, µ). (3.2)
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Ïîñêîëüêó îïåðàòîð [q0]P = (·, q0)q0 ñàìîñîïðÿæåí, ñïðàâåäëèâî ðàâåíñòâî

Re([q0]i〈α, ξ〉PF (ξ)u, F (ξ)u) = 0. (3.3)

Ñ ó÷åòîì ðàâåíñòâ QP = 0 è P ∗[q0] = [q0]P èìååì

Re
(
[q0](P [G]2(ξ)Q+Q[G]2(ξ)P + Ψ(ξ))F (ξ)u, F (ξ)u

)
= Re

(
[q0]P [G]2(ξ)Q(F (ξ)− P )u, F (ξ)u

)
+ Re

(
[q0]Q[G]2(ξ)PF (ξ)u, (F (ξ)− P )u

)
+ Re

(
[q0]Ψ(ξ)F (ξ)u, F (ξ)u

)
.

(3.4)

Â ñèëó (2.13), (2.19) è ñîîòíîøåíèÿ q0 ∈ L∞ ìîäóëü âûðàæåíèÿ (3.4) îöåíèâàåòñÿ ÷åðåç
C ′|ξ|3‖u‖2 ñ íåêîòîðîé ïîñòîÿííîé C ′. Îòñþäà è èç (3.2), (3.3) ñëåäóåò íåðàâåíñòâî

Re([q0]〈g0ξ, ξ〉PF (ξ)u, F (ξ)u)

> µ−q−C(a)|ξ|2(F (ξ)u, F (ξ)u)− C ′|ξ|3‖u‖2, u ∈ L2(Ω), |ξ| 6 δ0(a, µ). (3.5)

Èñïîëüçóÿ ñíîâà (2.13), ïîëó÷àåì

Re([q0]〈g0ξ, ξ〉Pu, Pu) > µ−q−C(a)|ξ|2(Pu, Pu) − C ′′|ξ|3‖u‖2, u ∈ L2(Ω), |ξ| 6 δ0(a, µ),

ñ íåêîòîðîé ïîñòîÿííîé C ′′. Ïîëàãàÿ çäåñü u = 1Ω, èìååì

〈g0ξ, ξ〉 > µ−q−C(a)|ξ|2 − C ′′|ξ|3, |ξ| 6 δ0(a, µ).

Ïîäåëèì ïîñëåäíåå ñîîòíîøåíèå íà |ξ|2 è óñòðåìèì |ξ| → 0. Â èòîãå ìû óáåæäàåìñÿ, ÷òî
ìàòðèöà g0 ïîëîæèòåëüíî îïðåäåëåíà:

〈g0θ,θ〉 > µ−q−C(a), θ ∈ Sd−1,

èëè îêîí÷àòåëüíî
〈g0ξ, ξ〉 > µ−q−C(a)|ξ|2, ξ ∈ Rd. (3.6)

Ïðåäëîæåíèå 3.1. Ïóñòü âûïîëíåíû óñëîâèÿ (1.1)�(1.3) è M3(a) <∞. Ïîëîæèì

Ξ(ξ, ε) := (A(ξ) + ε2I)−1F (ξ)−
(
〈g0ξ, ξ〉+ i〈α, ξ〉+ ε2

)−1
P, ξ ∈ Ω̃, ε > 0.

Ñïðàâåäëèâà îöåíêà

‖Ξ(ξ, ε)‖ 6 C3(a, µ)|ξ|
µ−q−q

−1
+ C(a)|ξ|2 + ε2

+
C4(a, µ)|ξ|3

(µ−q−q
−1
+ C(a)|ξ|2 + ε2)2

, |ξ| 6 δ0(a, µ), ε > 0. (3.7)

Çäåñü

C3(a, µ) =
5

4
Kd0q

−1/2
− q

1/2
+ C1(a, µ), (3.8)

C4(a, µ) =
1

2
Kd0q

−1
− q+

(
3

4
Kd0C2(a, µ) +

1

2
C1(a, µ)S(d0,K, a, µ)d

(
1 +

1

2
Kd0

))
, (3.9)

à ïîñòîÿííàÿ S(d0,K, a, µ) îïðåäåëåíà â (3.16).

Äîêàçàòåëüñòâî. Èç (1.40) è (3.6) âûòåêàþò îöåíêè

‖(A(ξ) + ε2I)−1‖ 6 q−1/2
− q

1/2
+ (µ−q−q

−1
+ C(a)|ξ|2 + ε2)−1 := S(ξ, ε), ε > 0, ξ ∈ Ω̃;

(3.10)∣∣(〈g0ξ, ξ〉+ i〈α, ξ〉+ ε2)−1
∣∣ 6 (µ−q−C(a)|ξ|2 + ε2)−1 6 S(ξ, ε), ε > 0, ξ ∈ Ω̃. (3.11)

Âòîðîå íåðàâåíñòâî â (3.11) âûïîëíåíî â ñèëó ñâîéñòâà q+ > 1. Èç (2.11), (2.16) ñëåäóþò îöåíêè

‖F (ξ)‖ 6 3

4
Kd0, |ξ| 6 δ0(a, µ); ‖P‖ 6 1

2
Kd0; ‖Q‖ 6 1 +

1

2
Kd0. (3.12)

Ïðåäñòàâëåíèå (2.33) äàåò íåðàâåíñòâî

‖R1(0)‖ 6 K. (3.13)
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Èç (2.5), (2.6) âûòåêàþò îöåíêè

‖∂jA(0)‖ 6 µ+M1(a), j = 1, . . . , d. (3.14)

Èç (2.8), (2.9) ñëåäóþò íåðàâåíñòâà

‖∂k∂lA(0)‖ 6 µ+M2(a), k, l = 1, . . . , d. (3.15)

Ðàâåíñòâî (2.36) âìåñòå ñ îöåíêàìè (3.12)�(3.15) ïðèâîäèò ê ñîîòíîøåíèÿì

‖Gkl‖ 6 S(d0,K, a, µ) :=
(
µ+M2(a) + 6(µ+M1(a))2K

)(1

2
Kd0

)2

, k, l = 1, . . . , d; (3.16)

‖[G]2(ξ)‖ 6 d

2
S(d0,K, a, µ)|ξ|2, ξ ∈ Ω̃. (3.17)

Ñïðàâåäëèâî î÷åâèäíîå òîæäåñòâî

Ξ(ξ, ε) = F (ξ)(A(ξ) + ε2I)−1(F (ξ)− P ) + (F (ξ)− P )(〈g0ξ, ξ〉+ i〈α, ξ〉+ ε2)−1P−
− F (ξ)(A(ξ) + ε2I)−1

(
A(ξ)F (ξ)− (〈g0ξ, ξ〉+ i〈α, ξ〉)P

)
(〈g0ξ, ξ〉+ i〈α, ξ〉+ ε2)−1P. (3.18)

Â ñèëó (2.18), (2.48) è (2.49) òðåòüå ñëàãàåìîå â (3.18) ïðèíèìàåò âèä

− F (ξ)(A(ξ) + ε2I)−1
(
A(ξ)F (ξ)− (〈g0ξ, ξ〉+ i〈α, ξ〉)P

)
(〈g0ξ, ξ〉+ i〈α, ξ〉+ ε2)−1P

= −F (ξ)(A(ξ) + ε2I)−1Ψ(ξ)(〈g0ξ, ξ〉+ i〈α, ξ〉+ ε2)−1P−
− (A(ξ) + ε2I)−1(F (ξ)− P )Q[G]2(ξ)(〈g0ξ, ξ〉+ i〈α, ξ〉+ ε2)−1P. (3.19)

Òåïåðü (3.7) ñëåäóåò èç (2.13), (2.19) è (3.10)�(3.12), (3.17)�(3.19). �

Òåîðåìà 3.2. Ïóñòü âûïîëíåíû óñëîâèÿ (1.1)�(1.3) è M3(a) <∞. Òîãäà ñïðàâåäëèâà îöåíêà∥∥(A(ξ) + ε2I)−1 − (〈g0ξ, ξ〉+ i〈α, ξ〉+ ε2)−1P
∥∥ 6 C5(a, µ)ε−1, ε > 0, |ξ| 6 δ0(a, µ). (3.20)

Ïîñòîÿííàÿ C5(a, µ) êîíòðîëèðóåòñÿ â òåðìèíàõ ïàðàìåòðîâ d0, K, q−, q+, d, µ−, µ+,M1(a),
M2(a), M3(a),M(a), Cπ(a), Cr(a)(a).

Äîêàçàòåëüñòâî. Èç (2.16) è î÷åâèäíîãî ïðåäñòàâëåíèÿ (ñð. (2.33))

R(ξ,−ε2)(I − F (ξ)) =
1

2πi

∮
Γ
(ζ + ε2)−1R(ξ, ζ) dζ, 0 < ε2 < d0/2, |ξ| 6 δ0(a, µ),

âûòåêàåò íåðàâåíñòâî

‖(A(ξ) + ε2I)−1(I − F (ξ))‖ 6 3K, 0 < ε2 6 d0/4, |ξ| 6 δ0(a, µ). (3.21)

Ñ äðóãîé ñòîðîíû, ñîîòíîøåíèÿ (1.40) è (3.12) äàþò îöåíêó

‖(A(ξ) + ε2I)−1(I − F (ξ))‖ 6 q−1/2
− q

1/2
+

(
1 +

3

4
Kd0

)
ε−2, ε > 0, |ξ| 6 δ0(a, µ). (3.22)

Èç (3.21) è (3.22) âûòåêàåò, ÷òî

‖(A(ξ) + ε2I)−1(I − F (ξ))‖ 6
√

3Kq
−1/4
− q

1/4
+

(
1 +

3

4
Kd0

)1/2
ε−1, 0 < ε 6

√
d0

2
, |ξ| 6 δ0(a, µ).

(3.23)
Î÷åâèäíî, èç (3.22) ñëåäóåò, ÷òî

‖(A(ξ) + ε2I)−1(I − F (ξ))‖ 6 q−1/2
− q

1/2
+

(
1 +

3

4
Kd0

)
2d
−1/2
0 ε−1, ε >

√
d0

2
, |ξ| 6 δ0(a, µ). (3.24)

Ñîïîñòàâëÿÿ (3.23) è (3.24), ïîëó÷àåì

‖(A(ξ) + ε2I)−1(I − F (ξ))‖ 6 C(1)
5 ε−1, ε > 0, |ξ| 6 δ0(a, µ),

C
(1)
5 = max

{√
3Kq

−1/4
− q

1/4
+

(
1 +

3

4
Kd0

)1/2
, q
−1/2
− q

1/2
+

(
1 +

3

4
Kd0

)
2d
−1/2
0

}
.

(3.25)
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Èç (3.7) íåïîñðåäñòâåííî âûòåêàåò îöåíêà

‖Ξ(ξ, ε)‖ 6 C(2)
5 ε−1, |ξ| 6 δ0(a, µ), ε > 0,

C
(2)
5 =

C3(a, µ)

(µ−q−q
−1
+ C(a))1/2

+
C4(a, µ)

(µ−q−q
−1
+ C(a))3/2

.
(3.26)

Î÷åâèäíî, îïåðàòîð ïîä çíàêîì íîðìû â (3.20) ðàâåí (A(ξ) + ε2I)−1(I − F (ξ)) + Ξ(ξ, ε),

à ïîòîìó èç (3.25) è (3.26) ñëåäóåò îöåíêà (3.20) ñ ïîñòîÿííîé C5(a, µ) = C
(1)
5 (a, µ) +

C
(2)
5 (a, µ). Èç ñîîòíîøåíèé (1.33), (2.17), (2.31), (3.8), (3.9), (3.16) âèäíî, ÷òî êîíñòàíòà C5(a, µ)

êîíòðîëèðóåòñÿ â òåðìèíàõ ïàðàìåòðîâ d0, K, q−, q+, d, µ−, µ+, M1(a), M2(a), M3(a),M(a),
Cπ(a), Cr(a)(a). �

Ââåäåì ýôôåêòèâíûé îïåðàòîð � ñàìîñîïðÿæåííûé ýëëèïòè÷åñêèé äèôôåðåíöèàëüíûé
îïåðàòîð âòîðîãî ïîðÿäêà ñ ïîñòîÿííûìè êîýôôèöèåíòàìè â L2(Rd):

A0 :=
1

2

d∑
k,l=1

gklDkDl = −div g0∇, DomA0 = H2(Rd). (3.27)

Ïðè ýòîì ýôôåêòèâíàÿ ìàòðèöà g0 � (d× d)-ìàòðèöà ñ ýëåìåíòàìè 1
2gkl, ãäå êîýôôèöèåíòû

gkl, k, l = 1, . . . , d, îïðåäåëåíû â (2.47). Âûïîëíåíà îöåíêà (3.6), òåì ñàìûì ìàòðèöà g0

ïîëîæèòåëüíî îïðåäåëåíà.
Ñ ïîìîùüþ óíèòàðíîãî ïðåîáðàçîâàíèÿ Ãåëüôàíäà îïåðàòîð A0 ðàñêëàäûâàåòñÿ â ïðÿìîé

èíòåãðàë:

A0 = G∗
(∫

Ω̃
⊕A0(ξ) dξ

)
G. (3.28)

Çäåñü A0(ξ) � ñàìîñîïðÿæåííûé îïåðàòîð â ïðîñòðàíñòâå L2(Ω), çàäàííûé âûðàæåíèåì

A0(ξ) = (D + ξ)∗g0(D + ξ), DomA0(ξ) = H̃2(Ω).

Ïðîñòðàíñòâî H̃2(Ω) îïðåäåëÿåòñÿ êàê ïîäïðîñòðàíñòâî â H2(Ω), ñîñòîÿùåå èç ôóíêöèé, Zd-
ïåðèîäè÷åñêîå ïðîäîëæåíèå êîòîðûõ íà Rd ïðèíàäëåæèò êëàññó H2

loc(Rd). Ðàâåíñòâî (3.28)

îçíà÷àåò ñëåäóþùåå. Ïóñòü u ∈ DomA0 = H2(Rd) è v = A0u. Òîãäà Gu(ξ, ·) ∈ DomA0(ξ) =

H̃2(Ω) è Gv(ξ, ·) = A0(ξ)Gu(ξ, ·), ξ ∈ Ω̃.
Íà îáëàñòè îïðåäåëåíèÿ DomA0 îïðåäåëèì îïåðàòîð A0 + i〈D,α〉. Ýòîò îïåðàòîð òàêæå

ðàñêëàäûâàåòñÿ â ïðÿìîé èíòåãðàë.

A0 + i〈D,α〉 = G∗
(∫

Ω̃
⊕(A0(ξ) + i〈D + ξ,α〉) dξ

)
G. (3.29)

Çäåñü îïåðàòîð A0(ξ) + i〈D + ξ,α〉 îïðåäåëåí íà îáëàñòè îïðåäåëåíèÿ DomA0(ξ).
Èç òåîðåìû 3.2 ëåãêî âûâîäèòñÿ ñëåäóþùèé ðåçóëüòàò.

Òåîðåìà 3.3. Ïóñòü âûïîëíåíû óñëîâèÿ (1.1)�(1.3) è M3(a) <∞. Òîãäà ñïðàâåäëèâà îöåíêà∥∥(A(ξ) + ε2I)−1 − (A0(ξ) + i〈D + ξ,α〉+ ε2I)−1[q0]
∥∥
L2(Ω)→L2(Ω)

6 C1(a, µ)ε−1, ε > 0, ξ ∈ Ω̃.

(3.30)
Ïîñòîÿííàÿ C1(a, µ) êîíòðîëèðóåòñÿ â òåðìèíàõ ïàðàìåòðîâ d0, K, q−, q+, d, µ−, µ+,M1(a),
M2(a), M3(a),M(a), Cπ(a), Cr(a)(a).

Äîêàçàòåëüñòâî. Èç (3.10) è (3.11) âûòåêàþò î÷åâèäíûå îöåíêè∥∥(A(ξ) + ε2I)−1
∥∥ 6 q−1/2

− q
1/2
+ (µ−q−q

−1
+ C(a))−1/2(δ0(a, µ))−1ε−1,

ε > 0, ξ ∈ Ω̃, |ξ| > δ0(a, µ),



23∣∣∣(〈g0ξ, ξ〉+ i〈α, ξ〉+ ε2
)−1
∣∣∣ 6 q−1/2

− q
1/2
+ (µ−q−q

−1
+ C(a))−1/2(δ0(a, µ))−1ε−1,

ε > 0, ξ ∈ Ω̃, |ξ| > δ0(a, µ).

Îòñþäà è èç òåîðåìû 3.2 ñ ó÷åòîì (3.12) ñëåäóåò îöåíêà∥∥(A(ξ) + ε2I)−1 − (〈g0ξ, ξ〉+ i〈α, ξ〉+ ε2)−1P
∥∥ 6 C̃5(a, µ)ε−1, ε > 0, ξ ∈ Ω̃, (3.31)

ãäå C̃5(a, µ) = max{C5(a, µ), q
−1/2
− q

1/2
+ (µ−q−q

−1
+ C(a))−1/2(δ0(a, µ))−1(1 +Kd0/2)}.

Äàëåå, îïðåäåëèì îðòîïðîåêòîð P0 = (·,1Ω)1Ω; îòìåòèì ñîîòíîøåíèå P = P0[q0].
Ñïðàâåäëèâî î÷åâèäíîå ðàâåíñòâî

(A0(ξ) + i〈D + ξ,α〉)P0 = (〈g0ξ, ξ〉+ i〈α, ξ〉)P0,

à ïîòîìó

(A0(ξ) + i〈D + ξ,α〉+ ε2I)−1P0 =
(
〈g0ξ, ξ〉+ i〈α, ξ〉+ ε2

)−1
P0.

Ïåðåïèøåì (3.31) â âèäå∥∥(A(ξ) + ε2I)−1 − (A0(ξ) + i〈D + ξ,α〉+ ε2I)−1P0[q0]
∥∥ 6 C̃5(a, µ)ε−1, ε > 0, ξ ∈ Ω̃. (3.32)

Ñ ïîìîùüþ äèñêðåòíîãî ïðåîáðàçîâàíèÿ Ôóðüå èìååì∥∥(A0(ξ) + i〈D + ξ,α〉+ ε2I)−1(I − P0)
∥∥

= sup
06=n∈Zd

∣∣〈g0(2πn + ξ), 2πn + ξ〉+ i〈α, 2πn + ξ〉+ ε2
∣∣−1
6 (µ−q−C(a)π2 + ε2)−1.

Ìû ó÷ëè (3.6) è î÷åâèäíîå íåðàâåíñòâî |2πn + ξ| > π ïðè ξ ∈ Ω̃ è 0 6= n ∈ Zd. Ñëåäîâàòåëüíî,∥∥(A0(ξ) + i〈D + ξ,α〉+ ε2I)−1(I − P0)
∥∥ 6 (µ−q−C(a))−1/2π−1ε−1, ε > 0, ξ ∈ Ω̃.

Îòñþäà è èç (3.32) âûòåêàåò èñêîìàÿ îöåíêà (3.30) ñ ïîñòîÿííîé C1(a, µ) = C̃5(a, µ) +

q+(µ−q−C(a))−1/2π−1. �

3.2. Àïïðîêñèìàöèÿ ðåçîëüâåíòû (A + ε2I)−1.

Òåîðåìà 3.4. Ïóñòü âûïîëíåíû óñëîâèÿ (1.1)�(1.3) è M3(a) <∞. Òîãäà ñïðàâåäëèâà îöåíêà∥∥(A + ε2I)−1 − (A0 + i〈D,α〉+ ε2I)−1[q0]
∥∥
L2(Rd)→L2(Rd)

6 C1(a, µ)ε−1, ε > 0. (3.33)

Äîêàçàòåëüñòâî. Èç ðàçëîæåíèé (1.5) è (3.29) ñëåäóåò, ÷òî îïåðàòîð ïîä çíàêîì íîðìû â (3.33)
ñ ïîìîùüþ ïðåîáðàçîâàíèÿ Ãåëüôàíäà ðàñêëàäûâàåòñÿ â ïðÿìîé èíòåãðàë ïî îïåðàòîðàì
(A(ξ) + ε2I)−1 − (A0(ξ) + i〈D + ξ,α〉+ ε2I)−1[q0]. Ñëåäîâàòåëüíî,∥∥(A + ε2I)−1 − (A0 + i〈D,α〉+ ε2I)−1[q0]

∥∥
L2(Rd)→L2(Rd)

= sup
ξ∈Ω̃

∥∥(A(ξ) + ε2I)−1 − (A0(ξ) + i〈D + ξ,α〉+ ε2I)−1[q0]
∥∥
L2(Ω)→L2(Ω)

.

Ïîýòîìó îöåíêà (3.33) âûòåêàåò èç (3.30). �

� 4. Óñðåäíåíèå íåëîêàëüíîãî îïåðàòîðà ñâ¼ðòî÷íîãî òèïà

4.1. Îñíîâíûå ðåçóëüòàòû. Ïðåäïîëàãàÿ âûïîëíåííûìè óñëîâèÿ (1.1)�(1.3), ðàññìîòðèì
ñåìåéñòâî íåëîêàëüíûõ îïåðàòîðîâ â L2(Rd), çàäàííûõ ïî ïðàâèëó

Aεu(x) := ε−d−2

∫
Rd

a((x− y)/ε)µ(x/ε,y/ε)(u(x)− u(y)) dy, x ∈ Rd, u ∈ L2(Rd), ε > 0.

Ïóñòü ýôôåêòèâíûé îïåðàòîð A0 â L2(Rd) îïðåäåëåí â (3.27). Íàïîìíèì, ÷òî ýôôåêòèâíàÿ
ìàòðèöà g0 � ýòî ìàòðèöà ñ ýëåìåíòàìè 1

2gkl, ãäå êîýôôèöèåíòû gkl, k, l = 1, . . . , d, îïðåäåëåíû
â (2.47). Íàïîìíèì òàêæå îáîçíà÷åíèå α = (α1, . . . , αd)

t, ãäå ÷èñëà αj îïðåäåëåíû â (2.40).
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Èç òåîðåìû 3.4 ñ ïîìîùüþ ìàñøòàáíîãî ïðåîáðàçîâàíèÿ âûâîäèòñÿ îñíîâíîé ðåçóëüòàò
ðàáîòû.

Òåîðåìà 4.1. Ïóñòü âûïîëíåíû óñëîâèÿ (1.1)�(1.3) è M3(a) <∞. Òîãäà ñïðàâåäëèâà îöåíêà

‖(Aε + I)−1 − (A0 + ε−1〈α,∇〉+ I)−1[qε0]‖L2(Rd)→L2(Rd) 6 C1(a, µ)ε, ε > 0. (4.1)

Ïîñòîÿííàÿ C1(a, µ) êîíòðîëèðóåòñÿ ÷åðåç ñëåäóþùèå âåëè÷èíû: d0, K, q−, q+, d, µ−, µ+,

M1(a), M2(a), M3(a),M(a), Cπ(a), Cr(a)(a).

Äîêàçàòåëüñòâî. Ââåäåì ìàñøòàáíîå ïðåîáðàçîâàíèå (ñåìåéñòâî óíèòàðíûõ îïåðàòîðîâ):

Tεu(x) := εd/2u(εx), x ∈ Rd, u ∈ L2(Rd), ε > 0.

Íåòðóäíî ïðîâåðèòü ðàâåíñòâî

Aε = ε−2T ∗εATε, ε > 0.

Ñëåäîâàòåëüíî,

(Aε + I)−1 = T ∗ε ε
2(A + ε2I)−1Tε, ε > 0. (4.2)

Äëÿ ýôôåêòèâíîãî îïåðàòîðà òàêæå âûïîëíåíî òîæäåñòâî

A0 = ε−2T ∗εA0Tε, ε > 0,

à ïîòîìó

(A0 + ε−1i〈D,α〉+ I)−1[qε0] = T ∗ε ε
2(A0 + i〈D,α〉+ ε2I)−1[q0]Tε, ε > 0. (4.3)

Èç (4.2) è (4.3) ñ ó÷åòîì óíèòàðíîñòè îïåðàòîðà Tε âûòåêàåò ðàâåíñòâî

‖(Aε + I)−1 − (A0 + ε−1i〈D,α〉+ I)−1[qε0]‖L2(Rd)→L2(Rd)

= ε2‖(A + ε2I)−1 − (A0 + i〈D,α〉+ ε2I)−1[q0]‖L2(Rd)→L2(Rd).

Îòñþäà è èç òåîðåìû 3.4 âûòåêàåò èñêîìàÿ îöåíêà (4.1). �

4.2. Çàêëþ÷èòåëüíûå çàìå÷àíèÿ. 1. Òåîðåìà 4.1 ñîõðàíÿåò ñèëó, åñëè ðåøåòêó ïåðèîäîâ
Zd çàìåíèòü íà ïðîèçâîëüíóþ ðåøåòêó â Rd. Òîãäà ïîñòîÿííûå â îöåíêàõ áóäóò çàâèñåòü íå
òîëüêî îò êîýôôèöèåíòîâ a è µ, íî è îò ïàðàìåòðîâ ðåøåòêè.
2. Åñëè â óñëîâèÿõ òåîðåìû 4.1 çàìåíèòü óñëîâèå M3(a) <∞ óñëîâèåì

∫
Rd |x|ka(x) dx <∞,

ãäå 2 < k < 3, òî âûïîëíåíà îöåíêà

‖(Aε + I)−1 − (A0 + ε−1〈α,∇〉+ I)−1[qε0]‖L2(Rd)→L2(Rd) 6 Cε
k−2, ε > 0. (4.4)

Åñëè â óñëîâèÿõ òåîðåìû 4.1 çàìåíèòü óñëîâèå M3(a) < ∞ óñëîâèåì M2(a) < ∞, òî èìååò
ìåñòî ñõîäèìîñòü

‖(Aε + I)−1 − (A0 + ε−1〈α,∇〉+ I)−1[qε0]‖L2(Rd)→L2(Rd) → 0, ε→ +0. (4.5)

Â ñàìîì äåëå, ïðè çàìåíå óñëîâèÿ M3(a) < ∞ óñëîâèåì
∫
Rd |x|ka(x) dx < ∞, ãäå 2 < k < 3,

íåðàâåíñòâî (2.19) çàìåíèòñÿ ñîîòíîøåíèåì

‖Ψ(ξ)‖ 6 C2(a, µ)|ξ|k, |ξ| 6 δ0(a, µ),

îòêóäà è âûòåêàåò (4.4). Åñëè æå â ôîðìóëèðîâêå òåîðåìû 4.1 çàìåíèòü óñëîâèå M3(a) < ∞
óñëîâèåì M2(a) < ∞, òî ôîðìóëà (2.18) îñòàåòñÿ â ñèëå, îäíàêî îöåíêà îñòàòî÷íîãî ÷ëåíà â
(2.19) çàìåíèòñÿ íà ñîîòíîøåíèå ‖Ψ(ξ)‖ = o(|ξ|2). Ïîñëåäíåå äàåò (4.5).
3. Ïóñòü âûïîëíåíû óñëîâèÿ (1.1)�(1.3) èM2(a) <∞. Òîãäà èìååò ìåñòî ñèëüíàÿ ñõîäèìîñòü:

(Aε + I)−1 − (A0 + ε−1〈α,∇〉+ I)−1 → 0, ε→ 0. (4.6)
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Äîêàçàòåëüñòâî. Ýòîò ôàêò ëåãêî ïîëó÷èòü, èñïîëüçóÿ èçâåñòíîå �ñâîéñòâî ñðåäíåãî
çíà÷åíèÿ� (ñì., íàïðèìåð, [8]): ïðè ε → 0 îïåðàòîð [qε0] ñëàáî ñõîäèòñÿ ê ñðåäíåìó çíà÷åíèþ
ïåðèîäè÷åñêîé ôóíêöèè q0(x), òî åñòü ê 1. Óáåäèìñÿ, ÷òî

‖(A0 + ε−1〈α,∇〉+ I)−1[qε0]u− (A0 + ε−1〈α,∇〉+ I)−1u‖L2(Rd) → 0, ε→ 0, u ∈ L2(Rd). (4.7)

Â ñèëó îöåíîê

‖(A0 + ε−1〈α,∇〉+ I)−1‖L2→L2 6 1, ‖[qε0]‖L2→L2 6 q+

ñõîäèìîñòü (4.7) äîñòàòî÷íî óñòàíîâèòü ïðè u ∈ C∞0 (Rd). Ïóñòü íîñèòåëü ôóíêöèè u
ñîäåðæèòñÿ â íåêîòîðîì øàðå B. Òîãäà ñïðàâåäëèâî ñîîòíîøåíèå

(A0 + ε−1〈α,∇〉+ I)−1[qε0]u− (A0 + ε−1〈α,∇〉+ I)−1u

= (A0 + I)(A0 + ε−1〈α,∇〉+ I)−1(A0 + I)−1[1B(qε0 − 1)]u.
(4.8)

Ïîñêîëüêó íîðìà îïåðàòîðà (A0 +I)(A0 +ε−1〈α,∇〉+I)−1 íå ïðåâîñõîäèò åäèíèöû, à îïåðàòîð
(A0 + I)−1[1B] êîìïàêòåí â L2(Rd), òî èç ñëàáîé ñõîäèìîñòè (qε0 − 1)u → 0 âûòåêàåò, ÷òî L2-
íîðìà âûðàæåíèÿ (4.8) ñòðåìèòñÿ ê íóëþ ïðè ε→ 0.
Òåïåðü èç (4.5) è (4.7) ñëåäóåò (4.6). �

� 5. Ïðèëîæåíèå. Óñòîé÷èâîñòü èçîëèðîâàííîãî ñîáñòâåííîãî çíà÷åíèÿ

Ïðèâåäåì áåç äîêàçàòåëüñòâà (ñì. [18], ï. I.4.6) ñëåäóþùåå óòâåðæäåíèå.

Ïðåäëîæåíèå 5.1. Ïóñòü P1, P2 � ïðîåêòîðû â H, è ñïðàâåäëèâî óñëîâèå ‖P1 − P2‖ < 1.
Òîãîäà âåðíî ðàâåíñòâî rankP1 = rankP2.

Ïóñòü A � îãðàíè÷åííûé îïåðàòîð â ãèëüáåðòîâîì ïðîñòðàíñòâå H. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî λ0 �
èçîëèðîâàííîå ïðîñòîå ñîáñòâåííîå çíà÷åíèå îïåðàòîðà A, ò.å. îòâå÷àþùèé òî÷êå λ0 ïðîåêòîð
Ðèññà îïåðàòîðà A èìååò ðàíã 1. Îáîçíà÷èì ÷åðåç d0 ðàññòîÿíèå îò λ0 äî îñòàëüíîãî ñïåêòðà
îïåðàòîðà A. Ðåçîëüâåíòà (A − ζI)−1 ãîëîìîðôíà â êðóãå Bd0(λ0) ñ âûêîëîòîé òî÷êîé λ0.
Ñëåäîâàòåëüíî, êîíå÷íà âåëè÷èíà

K := max
d0
3
6|ζ−λ0|6 2d0

3

‖(A− ζI)−1‖.

Ïðåäëîæåíèå 5.2. Ïðè ñäåëàííûõ ïðåäïîëîæåíèÿõ ïóñòü B � îãðàíè÷åííûé îïåðàòîð â H
è âåëè÷èíà ‖A−B‖ íàñòîëüêî ìàëà, ÷òî âûïîëíåíû óñëîâèÿ

K‖A−B‖ < 1,
d0

3
· K2‖A−B‖

1−K‖A−B‖
< 1. (5.1)

Òîãäà ñïðàâåäëèâû ñëåäóþùèå óòâåðæäåíèÿ:

1) êîëüöî {ζ ∈ C : d03 6 |ζ − λ0| 6 2d0
3 } íå ïåðåñåêàåòñÿ ñ σ(B);

2) ñïåêòð îïåðàòîðà B â êðóãå Bd0/3(λ0) ñîñòîèò èç îäíîãî ïðîñòîãî ñîáñòâåííîãî

çíà÷åíèÿ, ò.å. îòâå÷àþùèé ñïåêòðó â êðóãå Bd0/3(λ0) ïðîåêòîð Ðèññà îïåðàòîðà B èìååò

ðàíã 1.

Çàìå÷àíèå 5.3. Óñëîâèÿ (5.1) ýêâèâàëåíòíû íåðàâåíñòâó ‖A−B‖ < 3(d0K
2 + 3K)−1.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïðè óñëîâèè (5.1) äëÿ âñåõ ζ ∈ C : d03 6 |ζ−λ0| 6 2d0
3 ñóùåñòâóåò ðåçîëüâåíòà

îïåðàòîðà B:

(B − ζI)−1 =

∞∑
n=0

((A− ζI)−1(A−B))n(A− ζI)−1,

îòêóäà âûòåêàåò ïåðâîå óòâåðæäåíèå ïðåäëîæåíèÿ 5.2. Êðîìå òîãî, ñïðàâåäëèâà îöåíêà

‖(B − ζI)−1 − (A− ζI)−1‖ 6 K2‖A−B‖
1−K‖A−B‖

, |ζ − λ0| = d0/3. (5.2)
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Îáîçíà÷èì ÷åðåç PA è PB ïðîåêòîðû Ðèññà îïåðàòîðîâ A è B, îòâå÷àþùèå ÷àñòÿì ñïåêòðîâ
σ(A) è σ(B) âíóòðè êðóãà Bd0/3(λ0). Â ñèëó ïðåäñòàâëåíèÿ

PA − PB =
−1

2πi

∮
|ζ−λ0|=d0/3

((A− ζI)−1 − (B − ζI)−1)dζ,

íåðàâåíñòâà (5.2) è óñëîâèÿ (5.1) ñïðàâåäëèâà îöåíêà ‖PA−PB‖ < 1, êîòîðàÿ (ñì. ïðåäëîæåíèå
5.1) è ïðèâîäèò êî âòîðîìó óòâåðæäåíèþ ïðåäëîæåíèÿ 5.2. �

� 6. Ïðèëîæåíèå. Íåîáõîäèìûå ñâîéñòâà îïåðàòîðà G

6.1. Ôîðìóëèðîâêà. Çäåñü ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî ôóíêöèè a(z), z ∈ Rd, è µ(x,y), x,y ∈ Rd,
óäîâëåòâîðÿþò óñëîâèÿì (1.1) è (1.2), (1.3) ñîîòâåòñòâåííî.
Ðàññìîòðèì ôóíêöèþ

ã(z) := ã(0, z) =
∑
n∈Zd

a(z + n), z ∈ Rd, (6.1)

ñì. (1.8). Èç (1.1) è (6.1) ñëåäóåò, ÷òî ã(z) � íåîòðèöàòåëüíàÿ Zd-ïåðèîäè÷åñêàÿ ôóíêöèÿ;
ã ∈ L1(Ω) è ñïðàâåäëèâû ñîîòíîøåíèÿ

‖ã‖L1(Ω) = ‖a‖L1(Rd) > 0. (6.2)

Ðàññìîòðèì òåïåðü îãðàíè÷åííûé îïåðàòîðA := A(0) â L2(Ω), îïðåäåëåííûé ñîãëàñíî (1.6),
(1.7):

Au(x) = p(x)u(x)−Bu(x),

Bu(x) =

∫
Ω

ã(x− y)µ(x,y)u(y) dy, u ∈ L2(Ω),

ãäå

p(x) =

∫
Ω

ã(x− y)µ(x,y) dy,

ñì. (1.9). (Ïðåæäå îïåðàòîð B îáîçíà÷àëñÿ B(0).) Íàïîìíèì îöåíêè

µ−‖ã‖L1(Ω) 6 p(x) 6 µ+‖ã‖L1(Ω), x ∈ Ω.

Îïåðàòîð B êîìïàêòåí (ñì. �1, ï. 1.2). Íàñ èíòåðåñóþò íåêîòîðûå ñâîéñòâà îïåðàòîðà G =
B∗[p−1]. Ëåãêî âèäåòü, ÷òî G∗1Ω = 1Ω, à ïîòîìó 1 ∈ σ(G) ∩ σ(G∗). Â ñèëó êîìïàêòíîñòè
îïåðàòîðîâ G è G∗ íàéäåòñÿ r > 0, äëÿ êîòîðîãî

σ(G) ∩B2r(1) = {1}, σ(G∗) ∩B2r(1) = {1}.

Ââåäåì ïðîåêòîðû Ðèññà îïåðàòîðîâ G è G∗, îòâå÷àþùèå òî÷êå 1:

P =
−1

2πi

∮
|ζ−1|=r

(G− ζI)−1d ζ, P∗ =
−1

2πi

∮
|ζ−1|=r

(G∗ − ζI)−1d ζ.

Òåîðåìà 6.1. Ïðîåêòîðû Ðèññà P è P∗ èìåþò ðàíã 1; ñïðàâåäëèâû ðàâåíñòâà

Ker(G∗ − I) = L{1Ω}, Ker(G− I) = L{ψ0}.

Çäåñü ôóíêöèÿ ψ0 ∈ L2(Ω) óäîâëåòâîðÿåò ñîîòíîøåíèÿì

0 < ψ− 6 ψ0(z) 6 ψ+ < +∞, z ∈ Ω;

∫
Ω
ψ0(z) dz = 1.
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6.2. Äîêàçàòåëüñòâó òåîðåìû 6.1 ïðåäïîøëåì íåñêîëüêî âñïîìîãàòåëüíûõ óòâåðæäåíèé.
Íèæå ÷åðåç (·, ·) îáîçíà÷åíî ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå â L2(Ω).

Ëåììà 6.2. Âñÿêàÿ âåùåñòâåííàÿ íåòðèâèàëüíàÿ ôóíêöèÿ ψ ∈ Ker(G− I) çíàêîîïðåäåëåíà
è îòäåëåíà îò íóëÿ.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü ψ ∈ Ker(G−I) � âåùåñòâåííàÿ íåòðèâèàëüíàÿ ôóíêöèÿ. Ïðè âñÿêîì
N ∈ N ñïðàâåäëèâî ðàâåíñòâî

GNψ = ψ. (6.3)

Îïåðàòîð G � èíòåãðàëüíûé îïåðàòîð ñ ÿäðîì

g1(x,y) := ã(y − x)
µ(y,x)

p(y)
, x,y ∈ Ω.

Îïåðàòîð GN � èíòåãðàëüíûé îïåðàòîð ñ ÿäðîì gN (x,y), óäîâëåòâîðÿþùèì îöåíêå(
µ−

µ+‖ã‖L1(Ω)

)N
FN (y − x) 6 gN (x,y) 6

(
µ+

µ−‖ã‖L1(Ω)

)N
FN (y − x), x,y ∈ Ω.

Çäåñü F1(z) := ã(z), FN (z) :=
∫

Ω F1(t)FN−1(z − t) dt. Íåòðóäíî âèäåòü, ÷òî FN (z) �

íåîòðèöàòåëüíàÿ Zd-ïåðèîäè÷åñêàÿ ôóíêöèÿ, ‖FN‖L1(Ω) = ‖ã‖NL1(Ω) > 0. Â ðàáîòå [12] (ëåììà

4.2) áûëî ïîêàçàíî, ÷òî íàéäóòñÿ N ∈ N è γ > 0 òàêèå, ÷òî FN (z) > γ, z ∈ Ω. Òàêèì îáðàçîì,
ïðè íåêîòîðîì N ∈ N ÿäðî gN (x,y) ïîëîæèòåëüíî è îòäåëåíî îò íóëÿ.
Ôèêñèðóåì òàêîãî ïðåäñòàâèòåëÿ ôóíêöèè ψ, äëÿ êîòîðîãî ðàâåíñòâî (6.3) âûïîëíåíî

ïîòî÷å÷íî. Ðàçîáüåì ôóíêöèþ ψ íà ïîëîæèòåëüíóþ è îòðèöàòåëüíóþ ÷àñòè ψ=ψ+−ψ−.
Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ôóíêöèè ψ− è ψ+ íåòðèâèàëüíû (îòëè÷íû îò íóëÿ íà ìíîæåñòâå
ïîëîæèòåëüíîé ìåðû). Ðàâåíñòâî (6.3) ïðèíèìàåò âèä

GNψ+ − ψ+ = GNψ− − ψ−.
Â òî÷êàõ x ∈ Ω, äëÿ êîòîðûõ ψ+(x) > 0 (à çíà÷èò ψ−(x) = 0), ñïðàâåäëèâû ñîîòíîøåíèÿ

GNψ+(x)− ψ+(x) = GNψ−(x) =

∫
Ω
gN (x,y)ψ−(y) dy >

>

(
µ−

µ+‖ã‖L1(Ω)

)N
γ

∫
Ω
ψ−(y) dy =: c1 > 0. (6.4)

Â òî÷êàõ x ∈ Ω, äëÿ êîòîðûõ ψ+(x) = 0, èìåþò ìåñòî ñîîòíîøåíèÿ

GNψ+(x)− ψ+(x) = GNψ+(x) =

∫
Ω
gN (x,y)ψ+(y) dy >

>

(
µ−

µ+‖ã‖L1(Ω)

)N
γ

∫
Ω
ψ+(y) dy =: c2 > 0. (6.5)

Èç (6.4) è (6.5) âûòåêàåò, ÷òî

0 =
(
ψ+, (G∗)N 1Ω − 1Ω

)
=
(
GNψ+ − ψ+,1Ω

)
=

=

∫
Ω

(GNψ+(y)− ψ+(y)) dy > min{c1, c2} > 0.

Ïîñêîëüêó ïîñëåäíÿÿ îöåíêà íåâîçìîæíà, íàøå ïðåäïîëîæåíèå íåâåðíî, ò.å. ëèáî ψ+ = 0 ëèáî
ψ− = 0. Òåì ñàìûì, ôóíêöèÿ ψ(x) çíàêîîïðåäåëåíà. Ñëåäîâàòåëüíî, âåðíû ñîîòíîøåíèÿ

|ψ(x)| = GN |ψ|(x) =

∫
Ω
gN (x,y)|ψ(y)| dy >

(
µ−

µ+‖ã‖L1(Ω)

)N
γ

∫
Ω
|ψ(y)| dy =: c3 > 0.

Òàêèì îáðàçîì, ôóíêöèÿ ψ(x) îòäåëåíà îò íóëÿ. �
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Ëåììà 6.3. ßäðî Ker(G− I) ñîäåðæèò ôóíêöèþ ψ0 ∈ L2(Ω), óäîâëåòâîðÿþùóþ óñëîâèþ

ψ0(z) > ψ− > 0, z ∈ Ω. (6.6)

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïîñêîëüêó ÿäðî g1(x,y) èíòåãðàëüíîãî îïåðàòîðà G âåùåñòâåííî,
íåòðèâèàëüíóþ ñîáñòâåííóþ ôóíêöèþ ψ0 ∈ Ker(G − I) ìîæíî âûáðàòü âåùåñòâåííîé. Ïî
ëåììå 6.2 ôóíêöèÿ ψ0 çíàêîîïðåäåëåíà è îòäåëåíà îò íóëÿ. Ñëåäîâàòåëüíî, ìîæíî âûáðàòü
ôóíêöèþ ψ0, óäîâëåòâîðÿþùóþ óñëîâèþ (6.6). �

Äàëåå ôèêñèðóåì êàêóþ-ëèáî ôóíêöèþ ψ0 ∈ Ker(G− I), óäîâëåòâîðÿþùóþ óñëîâèþ (6.6).

Ëåììà 6.4. Âñÿêàÿ âåùåñòâåííàÿ ôóíêöèÿ ψ1, óäîâëåòâîðÿþùàÿ óñëîâèþ

(G− I)ψ1 = ψ0,

çíàêîîïðåäåëåíà.

Äîêàçàòåëüñòâî. Î÷åâèäíî ðàâåíñòâî

(GN − I)ψ1 = Nψ0. (6.7)

Âûáåðåì òàêîãî ïðåäñòàâèòåëÿ ôóíêöèè ψ1, ÷òîáû ðàâåíñòâî (6.7) âûïîëíÿëîñü ïîòî÷å÷íî.
Ðàçîáüåì ψ1 íà ïîëîæèòåëüíóþ è îòðèöàòåëüíóþ ÷àñòè ψ1 = ψ+

1 − ψ−1 . Ïðåäïîëîæèì, ÷òî
ôóíêöèè ψ−1 è ψ+

1 íåòðèâèàëüíû. Ðàâåíñòâî (6.7) ïðèíèìàåò âèä

GNψ+
1 − ψ

+
1 = GNψ−1 − ψ

−
1 +Nψ0.

Â òî÷êàõ x ∈ Ω, äëÿ êîòîðûõ ψ+
1 (x) > 0 (à çíà÷èò ψ−1 (x) = 0), ñïðàâåäëèâû ñîîòíîøåíèÿ

GNψ+
1 (x)− ψ+

1 (x) = GNψ−1 (x) +Nψ0(x) =

∫
Ω
gN (x,y)ψ−1 (y) dy +Nψ0(x) >

>

(
µ−

µ+‖ã‖L1(Ω)

)N
γ

∫
Ω
ψ−1 (y) dy +Nψ− =: s1 > 0. (6.8)

Â òî÷êàõ x ∈ Ω, äëÿ êîòîðûõ ψ+
1 (x) = 0, èìåþò ìåñòî ñîîòíîøåíèÿ

GNψ+
1 (x)− ψ+

1 (x) = GNψ+
1 (x) =

∫
Ω
gN (x,y)ψ+

1 (y) dy >

>

(
µ−

µ+‖ã‖L1(Ω)

)N
γ

∫
Ω
ψ+

1 (y) dy =: s2 > 0. (6.9)

Èç (6.8) è (6.9) âûòåêàåò, ÷òî

0 =
(
ψ+

1 , (G
∗)N 1Ω − 1Ω

)
=
(
GNψ+

1 − ψ
+
1 ,1Ω

)
=

=

∫
Ω

(GNψ+
1 (y)− ψ+

1 (y)) dy > min{s1, s2} > 0.

Ïîñêîëüêó ïîñëåäíÿÿ îöåíêà íåâîçìîæíà, íàøå ïðåäïîëîæåíèå íåâåðíî, ò.å. ëèáî ψ+
1 = 0 ëèáî

ψ−1 = 0. Ñëåäîâàòåëüíî, ôóíêöèÿ ψ1(x) çíàêîîïðåäåëåíà. �

Ëåììà 6.5. Âñÿêàÿ âåùåñòâåííàÿ ôóíêöèÿ ψ ∈ Ker(G− I) ïðîïîðöèîíàëüíà ψ0.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ðàññìîòðèì ôóíêöèþ

u = ψ − (ψ,ψ0)

(ψ0, ψ0)
ψ0.

Îòìåòèì, ÷òî ôóíêöèÿ u ∈ Ker(G − I) âåùåñòâåííà è îðòîãîíàëüíà ψ0. Åñëè ôóíêöèÿ u
íåòðèâèàëüíà, òî ïî ëåììå 6.2 îíà çíàêîîïðåäåëåíà è îòäåëåíà îò íóëÿ, à ïîòîìó

|(u, ψ0)| =
∫

Ω
|u(y)|ψ0(y) dy > ψ−

∫
Ω
|u(y)| dy > 0.
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Ïîñëåäíÿÿ îöåíêà íåâîçìîæíà. Ñëåäîâàòåëüíî, âåðíî ðàâåíñòâî u = 0, ò.å. ψ = (ψ,ψ0)
(ψ0,ψ0)ψ0. �

Ëåììà 6.6. Ñïðàâåäëèâî ñîîòíîøåíèå

Ker(G− I)2 = Ker(G− I) = L{ψ0}.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïîñêîëüêó G � èíòåãðàëüíûé îïåðàòîð ñ âåùåñòâåííûì ÿäðîì, äëÿ âñÿêîé
ôóíêöèè ψ ∈ Ker(G − I) ñïðàâåäëèâû âêëþ÷åíèÿ Reψ ∈ Ker(G − I), Imψ ∈ Ker(G − I). Ïî
ëåììå 6.5 Reψ = λψ0, Imψ = νψ0; ñëåäîâàòåëüíî, ψ = (λ+ iν)ψ0, ò.å. Ker(G− I) = L{ψ0}.
Ïðåäïîëîæèì, ÷òî íàéäåòñÿ ψ ∈ Ker(G− I)2 \Ker(G− I). Â ýòîì ñëó÷àå (G− I)ψ = αψ0,

α 6= 0. Ñëåäîâàòåëüíî, ñïðàâåäëèâî ðàâåíñòâî (G− I)(α−1ψ) = ψ0, à ïîòîìó

(G− I) Re(α−1ψ) = ψ0, (G− I) Im(α−1ψ) = 0.

Òàêèì îáðàçîì, íàéäåòñÿ âåùåñòâåííàÿ ôóíêöèÿ ψ1, óäîâëåòâîðÿþùàÿ óñëîâèþ

(G− I)ψ1 = ψ0.

Ðàññìîòðèì ôóíêöèþ u = ψ1− (ψ1,ψ0)
(ψ0,ψ0)ψ0. Îòìåòèì, ÷òî ôóíêöèÿ u âåùåñòâåííà, îðòîãîíàëüíà

ôóíêöèè ψ0 è óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ (G − I)u = ψ0. Ñîãëàñíî ëåììå 6.4 ôóíêöèÿ u
çíàêîîïðåäåëåíà. Ñëåäîâàòåëüíî, ñïðàâåäëèâû ñîîòíîøåíèÿ

0 = |(u, ψ0)| =
∫

Ω
|u(y)|ψ0(y) dy > ψ−

∫
Ω
|u(y)| dy.

Òàêèì îáðàçîì, u = 0, ÷òî íåâîçìîæíî â ñèëó ðàâåíñòâà (G − I)u = ψ0. Ìû ïðèøëè ê
ïðîòèâîðå÷èþ, à ïîòîìó

Ker(G− I)2 = Ker(G− I).

�

Çàôèêñèðóåì âûáîð ôóíêöèè ψ0 ∈ Ker(G− I) òðåáîâàíèÿìè

ψ0(z) > ψ− > 0, z ∈ Ω;

∫
Ω
ψ0(y) dy = 1.

Èç ëåììû 6.6 âûòåêàåò ñëåäóþùåå óòâåðæäåíèå.

Ïðåäëîæåíèå 6.7. Ïðîåêòîðû Ðèññà P è P∗ èìåþò ðàíã 1; ñïðàâåäëèâû ðàâåíñòâà

Ker(G− I) = L{ψ0}, Ker(G∗ − I) = L{1Ω};

P = (·,1Ω)ψ0, P∗ = (·, ψ0)1Ω.

Äëÿ çàâåðøåíèÿ äîêàçàòåëüñòâà òåîðåìû 6.1 îñòàåòñÿ ïðîâåðèòü îãðàíè÷åííîñòü ôóíêöèè
ψ0. Ýòîìó ïîñâÿùåíû ñëåäóþùèå ÷åòûðå ïóíêòà.

6.3. Àïïðîêñèìàöèÿ ôóíêöèè ã îãðàíè÷åííûìè. Ïðè êàæäîì N ∈ N ïîëîæèì

ãN (z) :=

{
ã(z), åñëè ã(z) 6 N,

N, åñëè ã(z) > N.
(6.10)

Î÷åâèäíî, ãN (z) � Zd-ïåðèîäè÷åñêàÿ ôóíêöèÿ, ïðè÷åì

0 6 ãN (z) 6 ã(z), z ∈ Rd, N ∈ N,

è

lim
N→∞

ãN (z) = ã(z), z ∈ Rd.

Òîãäà â ñèëó òåîðåìû Ëåáåãà

‖ãN − ã‖L1(Ω) → 0 ïðè N →∞. (6.11)
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Äëÿ êàæäîé ôóíêöèè ãN ðàññìîòðèì ôóíêöèþ aN (z) = ãN (z) · 1Ω(z), z ∈ Rd. Íåòðóäíî
âèäåòü, ÷òî ôóíêöèè aN óäîâëåòâîðÿþò óñëîâèÿì

aN ∈ L1(Rd), aN (z) > 0, z ∈ Rd, ‖aN‖L1(Rd) = ‖ãN‖L1(Ω),

ãN (z) =
∑
n∈Zd

aN (z + n).

Ñîãëàñíî (6.2), ã(z) > 0 íà ìíîæåñòâå ïîëîæèòåëüíîé ìåðû íà Ω. Èç (6.10) ñëåäóåò, ÷òî
ãN (z) > 0 íà òîì æå ìíîæåñòâå (ïðè âñåõ N ∈ N). Êðîìå òîãî,

ãN (z) 6 ãN+1(z), z ∈ Rd, N ∈ N.
Ñëåäîâàòåëüíî,

0 < ‖ã1‖L1(Ω) 6 ‖ãN‖L1(Ω) 6 ‖ã‖L1(Ω), N ∈ N.
Òàêèì îáðàçîì, aN óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ (1.1).
Ïðè êàæäîì N ∈ N îïðåäåëèì îãðàíè÷åííûé îïåðàòîð AN â L2(Ω) ïî ïðàâèëó

ANu(x) := pN (x)u(x)−BNu(x),

BNu(x) :=

∫
Ω

ãN (x− y)µ(x,y)u(y) dy, u ∈ L2(Ω),

ãäå

pN (x) =

∫
Ω

ãN (x− y)µ(x,y) dy.

Î÷åâèäíî,

0 < µ−‖ã1‖L1(Ω) 6 µ−‖ãN‖L1(Ω) 6 pN (x) 6 µ+‖ãN‖L1(Ω),

‖pN − p‖L∞ 6 µ+‖ãN − ã‖L1(Ω).

Â ñèëó ëåììû Øóðà

‖BN −B‖L2(Ω)→L2(Ω) 6 µ+‖ãN − ã‖L1(Ω). (6.12)

Ñëåäîâàòåëüíî,

‖AN −A‖L2(Ω)→L2(Ω) 6 2µ+‖ãN − ã‖L1(Ω).

Ñ ó÷åòîì (6.11) îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî ‖AN −A‖L2(Ω)→L2(Ω) → 0 ïðè N →∞.

Îáîçíà÷èì ÷åðåç GN îïåðàòîð B∗N [p−1
N ]. Â ñèëó (6.11), (6.12) è íåðàâåíñòâà

‖p−1
N − p

−1‖L∞ 6 (µ−‖ã1‖L1(Ω))
−2µ+‖ãN − ã‖L1(Ω)

ñïðàâåäëèâî ñîîòíîøåíèå

‖GN −G‖ → 0, N → +∞. (6.13)

6.4. Ïðèáëèæåíèå ïðîåêòîðà Ðèññà P è ôóíêöèè ψ0. Ïîñêîëüêó G∗N1Ω = 1Ω, èìååì
1 ∈ σ(GN )∩σ(G∗N ). Â ñèëó êîìïàêòíîñòè îïåðàòîðîâGN èG∗N íàéäåòñÿ rN > 0, äëÿ êîòîðîãî

σ(GN ) ∩B2rN (1) = {1}, σ(G∗N ) ∩B2rN (1) = {1}.
Ââåäåì ïðîåêòîðû Ðèññà îïåðàòîðîâ GN è G∗N , îòâå÷àþùèå òî÷êå 1:

PN =
−1

2πi

∮
|ζ−1|=rN

(GN − ζI)−1 dζ, P∗N =
−1

2πi

∮
|ζ−1|=rN

(G∗N − ζI)−1 dζ.

Ñîãëàñíî ïðåäëîæåíèþ 6.7 ñóùåñòâóþò ôóíêöèè ψN ∈ Ker(GN − I), óäîâëåòâîðÿþùèå
óñëîâèÿì

ψN (z) > γN > 0, z ∈ Ω, (ψN ,1Ω) = 1, Ker(GN − I) = L{ψN}, PN = (·,1Ω)ψN .

Ëåììà 6.8. Èìåþò ìåñòî ñõîäèìîñòè

‖PN − P‖ → 0, ‖ψN − ψ0‖L2(Ω) → 0, N → +∞.
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Äîêàçàòåëüñòâî. Òî÷êà 1 � ïðîñòîå èçîëèðîâàííîå ñîáñòâåííîå çíà÷åíèå îïåðàòîðà G;
îáîçíà÷èì ÷åðåç d0 ðàññòîÿíèå îò òî÷êè 1 äî îñòàëüíîãî ñïåêòðà îïåðàòîðà G. Ñîãëàñíî
ïðåäëîæåíèþ 5.2, êîëüöî {ζ ∈ C : d0/3 6 |ζ − 1| 6 2d0/3} íå ïåðåñåêàåòñÿ ñî ñïåêòðàìè
îïåðàòîðîâ GN , N > N0. Ïðè ýòîì ñïåêòð îïåðàòîðà GN â êðóãå {ζ ∈ C : |ζ − 1| < d0/3}
ñîñòîèò èç îäíîãî ïðîñòîãî ñîáñòâåííîãî çíà÷åíèÿ, à ìû çíàåì, ÷òî ýòî òî÷êà 1. Òàêèì îáðàçîì,
ñïðàâåäëèâî ðàâåíñòâî

PN − P =
−1

2πi

∮
|ζ−1|=d0/2

(
(GN − ζI)−1 − (G− ζI)−1

)
dζ, N > N0. (6.14)

Èç (5.2), (6.13) è (6.14) âûòåêàþò ñâîéñòâà

‖PN − P‖ → 0, ψN = PNψ0 → Pψ0 = ψ0 â L2(Ω), N → +∞.

�

6.5. Ðàâíîìåðíàÿ îöåíêà íîðìû ôóíêöèè ψN â L∞. Â ñèëó ðàâåíñòâà

ψN (x) = GNψN (x) =

∫
Ω
ãN (y − x)µ(y,x)p−1

N (y)ψN (y) dy, (6.15)

èç ñîîòíîøåíèé ãN 6 N , µ 6 µ+, p
−1
N 6 (µ−‖ã1‖L1(Ω))

−1, ψN > 0 è (ψN ,1Ω) = 1 âûòåêàåò
îãðàíè÷åííîñòü ôóíêöèè ψN è îöåíêà

‖ψN‖L∞ 6 Nµ+(µ−‖ã1‖L1(Ω))
−1.

Íàøà öåëü â ýòîì ïóíêòå � ïîëó÷èòü îöåíêó íîðìû ôóíêöèè ψN â êëàññå L∞, íå çàâèñÿùóþ
îò N .
Îáîçíà÷èì äëÿ êðàòêîñòè

C0 := µ+(µ−‖ã1‖L1(Ω))
−1, ΩN,1 := {x ∈ Ω : ψN (x) > ‖ψN‖1/2L∞

}, ΩN,2 := Ω \ ΩN,1.

Ëåììà 6.9. Ñïðàâåäëèâà îöåíêà

|ψN (x)| 6 C(ã, C0), x ∈ Ω, N ∈ N. (6.16)

Äîêàçàòåëüñòâî. Èç ðàâåíñòâà (6.15) ñëåäóþò ñîîòíîøåíèÿ

ψN (x) 6 C0‖ψN‖L∞

∫
ΩN,1

ãN (y − x) dy + C0‖ψN‖1/2L∞

∫
ΩN,2

ãN (y − x) dy 6

6 C0‖ψN‖L∞

∫
ΩN,1

ã(y − x) dy + C0‖ψN‖1/2L∞

∫
Ω
ã(y − x) dy, x ∈ Ω. (6.17)

Îöåíèì ìåðó ìíîæåñòâà ΩN,1:

mes ΩN,1 6
∫

ΩN,1

‖ψN‖−1/2
L∞

ψN (y) dy 6 ‖ψN‖−1/2
L∞

∫
Ω
ψN (y) dy = ‖ψN‖−1/2

L∞
. (6.18)

Ââåäåì îáîçíà÷åíèå

Fã(t) := sup

{∫
O
ã(z) dz : O ⊂ [−2, 2]d, mesO 6 t

}
, t > 0. (6.19)

Î÷åâèäíî, ôóíêöèÿ Fã(t) � ìîíîòîííî íåóáûâàþùàÿ è Fã(t)→ 0 ïðè t→ +0. Èç (6.18), (6.19)
âûòåêàåò îöåíêà ∫

ΩN,1

ã(y − x) dy 6 Fã
(
‖ψN‖−1/2

L∞

)
.

Âìåñòå ñ (6.17) ýòî âëå÷åò

‖ψN‖L∞ 6 C0‖ψN‖L∞Fã

(
‖ψN‖−1/2

L∞

)
+ C0‖ψN‖1/2L∞

‖ã‖L1(Ω). (6.20)
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Ôèêñèðóåì ÷èñëî t0 = t0(ã, C0) > 0 òàê, ÷òîáû âûïîëíÿëîñü íåðàâåíñòâî

C0 · Fã(t0) 6
1

2
.

Â ñëó÷àå, êîãäà ‖ψN‖−1/2
L∞

> t0, î÷åâèäíî, ÷òî

‖ψN‖L∞ 6 t
−2
0 (ã, C0).

Â ñëó÷àå, êîãäà ‖ψN‖−1/2
L∞

6 t0, èç (6.20) ñëåäóåò íåðàâåíñòâî

‖ψN‖L∞ 6
1

2
‖ψN‖L∞ + C0‖ψN‖1/2L∞

‖ã‖L1(Ω),

îòêóäà ïîëó÷àåì
‖ψN‖L∞ 6 4C2

0‖ã‖2L1(Ω).

Â èòîãå ïðèõîäèì ê îöåíêå

‖ψN‖L∞(Ω) 6 max{t−2
0 (ã, C0), 4C2

0‖ã‖2L1(Ω)} =: C(ã, C0).

�

6.6. Îãðàíè÷åííîñòü ôóíêöèè ψ0. Ñîãëàñíî ëåììå 6.8

‖ψN − ψ0‖L2(Ω) → 0 ïðè N →∞.
Òîãäà â ñèëó òåîðåìû Ðèññà ñóùåñòâóåò ïîäïîñëåäîâàòåëüíîñòü Nk →∞, òàêàÿ ÷òî

ψNk
(x)→ ψ0(x), k →∞, ïðè ïî÷òè âñåõ x ∈ Ω.

Îòñþäà ñ ó÷åòîì (6.16) ñëåäóåò íåðàâåíñòâî |ψ0(x)| 6 C(ã, C0), x ∈ Ω.
Ýòî çàâåðøàåò äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû 6.1.
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