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ция в явном виде. Доказано путем явного построения, что существуют функции, удовлетворяющие
критерию в более строгой формулировке.
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1 Введение

В различных моделях квантовой теории поля [1,2] возникают расходящиеся интегралы. Как прави-
ло, это связано с тем фактом, что обобщенные функции [3], которые должны рассматриваться на
определенном тестовом классе, действуют на другие обобщенные функции. Это приводит к появле-
нию неинтегрируемых особенностей. Для работы с такими объектами необходима промежуточная
регуляризация, выбор которой зависит от симметрий модели и существенным образом влияет на
процесс дальнейших исследований.

В работе [4] была предложена регуляризация обрезанием в координатном представлении. Поз-
же она была усовершенствована [5] и успешно применена к ряду моделей [6–8]. В данной работе
планируется сформулировать критерий допустимости для такой регуляризации, доказать его вы-
полнимость и привести конкретные примеры.

Пусть n ∈ N и n > 2. Рассмотрим евклидово пространство Rn со стандартным скалярным
произведением векторов ( · , · ). Определим оператор Лапласа An(x) и его фундаментальное решение
Gn(x), которые в декартовых координатах имеют вид

An(x) = −
n∑

k=1

∂2
xk
, Gn(x) =

|x|2−n

(n− 2)Sn−1
, Sn−1 =

2πn/2

Γ(n/2)
.

Именно Gn(·), как правило, используется в качестве главного приближения функции Грина, и по-
этому исследование его свойств является важной задачей. Ясно, что последние объекты решают
уравнение An(x)Gn(x− y) = δ(x− y) в смысле обобщенных функций на классе Шварца S(Rn).

Упомянутая выше регуляризация заключается в деформации следующего вида

Gn(x)
рег.−−→ GΛ,f

n (x) =
Λn−2

(n− 2)Sn−1
f
(
|x|2Λ2

)
+

1

(n− 2)Sn−1

{
Λn−2, для |x| ⩽ 1/Λ;

|x|2−n, для |x| > 1/Λ,
(1)

=
Λn−2

(n− 2)Sn−1
f
(
|x|2Λ2

)
+GΛ,0

n (x),

где Λ – регуляризующий параметр, и f(·) ∈ C
(
[0,+∞),R

)
– вспомогательная деформирующая функ-

ция, удовлетворяющая свойствам

supp
(
f(·)
)
⊂ [0, 1] и An(x)Λ

n−2f
(
|x− y|2Λ2

) Λ→+∞−−−−−→ 0.

Для такого вида деформации справедлив переход An(x)G
Λ,f
n (x− y) → 0 при снятии регуляризации

Λ → +∞ в смысле обобщенных функций на S(Rn). Из построения следует, что деформация произ-
водится только в замкнутом шаре B1/Λ радиуса 1/Λ с центром в нуле, поэтому при |x| > 1/Λ верно
равенство Gn(x) = GΛ,f

n (x). Простыми словами можно сказать, что при введении регуляризации
производится обрезание растущей функции в области B1/Λ.

При изучении квантово-полевых моделей регуляризованное фундаментальное решение являет-
ся ядром оператора в квадратичной форме, значение которой не должно быть отрицательным.
Другими словами, преобразование Фурье функции GΛ,f

n (·) не должно принимать отрицательных
значений при всех значениях аргумента и всех Λ > N > 0 для некоторого фиксированного числа
N . На математическом языке такое соотношение можно сформулировать так

ĜΛ,f
n (y) =

∫
Rn

dnx e(y,x)GΛ,f
n (x) ⩾ 0, (2)

для всех y ∈ Rn и Λ > N > 0. Данное соотношение является критерием допустимости для регуля-
ризации. Оно определяет класс допустимых функций f(·), для которых спектральная плотность не
будет иметь отрицательных значений.

В краткой форме основные результаты работы можно изложить следующим образом:

• лемма 1 содержит формулировку критерия относительно деформирующей функции;

3



• в лемме 2 показано, что множество функций, удовлетворяющих критерию, не пусто;

• в лемме 3 приведен явный вид функции, удовлетворяющей критерию;

• в лемме 4 построена функция, удовлетворяющая критерию в строгой формулировке.

2 Результаты

Лемма 1. С учетом всего вышеизложенного критерий допустимости (2) можно эквивалентно
представить условием

s2

n− 2

∫ 1

0

dt tn−1ρn(ts)f
(
t2
)
+ ρn(s) ⩾ 0 для всех s ⩾ 0, (3)

где
ρn(s) = Γ(n/2)(s/2)1−n/2Jn/2−1(s), (4)

и Jn/2−1(·) – функция Бесселя первого рода.

Доказательство. Подставим явный вид деформированного фундаментального решения (1) в нера-
венство (2) и воспользуемся соотношениями, см. формулы (20) и (30) в [5] и теорему 4.15 в [9],∫

Rn

dnxGΛ,0
n (x)e(x,y) =

ρn(|y|/Λ)
|y|2

и ρn(|y|) =
1

Sn−1

∫
Sn−1

dn−1σ(x̂) e(x̂,y), (5)

где в последнем равенстве было использовано интегрирование по единичной сфере Sn−1 с центром
в нуле со стандартной мерой, x̂ = x/|x|. Далее, используя тот факт, что |y| ⩾ 0 и Λ > N > 0, можно
перейти к параметру s = |y|/Λ, из чего и следует окончательный вид (3).

Лемма 2. Пусть k ∈ N \ {0}. Рассмотрим набор мультииндексов {αi}ki=1, компоненты которых
являются положительными числами из интервала (0, 1/2] и удовлетворяют соотношению

2

dim(αi)∑
j=1

(αi)j ⩽ 1 для всех i ∈ {1, . . . , k}. (6)

Далее для каждого мультииндекса αi определим интегральный оператор вида

HΛ
αi

: g(x) → HΛ
αi
(g)(x) =

(
2 dim(αi)∏

j=1

∫
Sn−1

dn−1xj

Sn−1

)
g

(
x+ Λ−1

dim(αi)∑
m=1

(
x2m + x2m−1

)
(αi)m

)
, (7)

где g(·) – вспомогательная функция, для которой интегралы существуют. Также определим набор
положительных чисел {κi}ki=1, таких что κ1 + . . .+ κk = 1. Тогда функция

k∑
i=1

κiH
Λ
αi
(Gn)(x) (8)

имеет деформацию GΛ,fn
n (x) вида (1), и деформирующая функция fn(·) ∈ C

(
[0,+∞),R

)
выписыва-

ется в виде

fn(s) = (n− 2)Sn−1

k∑
i=1

κiH
1
αi
(Gn)(

√
sx̂)−

{
1, для s ⩽ 1;

s1−n/2, для s > 1.
(9)

Доказательство. Обратим внимание, что если каждая функция из набора удовлетворяет критерию
(3), то их выпуклая линейная комбинация тоже будет ему удовлетворять. Поэтому без ограничения
общности достаточно рассмотреть лишь случай αi для одного фиксированного i.
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Заметим, по определению (7) оператор является многократным усреднением (2 dim(αi) раз).
При этом из формул (5) следует, что уже однократное усреднение с радиусом r > 0 функции Gn(x)
равно

1

Sn−1

∫
Sn−1

dn−1σ(x̂)Gn(y + rx̂) = G1/r,0
n (y)

и является ограниченной функцией. Следовательно, оператор HΛ
αi

регуляризует фундаментальное
решение. Убедимся, что при такой деформации выполняется критерий (2). Для этого применим
преобразование Фурье и воспользуемся формулами (5), тогда получим неотрицательную плотность

∫
Rn

dnx e(y,x)HΛ
αi
(Gn)(x) =

1

|y|2

dim(αi)∏
j=1

(
ρn
(
|y|(αi)j/Λ

))2
⩾ 0.

Далее проверим, что функция HΛ
αi
(Gn)(x) вписывается в представление (1). Для этого заметим,

что если носитель некоторой вспомогательной функции g(·) лежит в шаре Br1 радиуса r1, то для
носителя усреднения с радиусом r2 выполнено соотношение

supp

(∫
Sn−1

dn−1σ(ŷ)

Sn−1
g( · + r2ŷ)

)
⊂ Br1+r2 .

Следовательно, если на каком-то шаге получается функция G̃(x), которая может быть получена из
Gn(x) путем деформации в шаре Br1 , то есть G̃(x) = Gn(x) в Rn\Br1 , то дополнительное усреднение
с радиусом r2 приведет к соотношению∫

Sn−1

dn−1σ(ŷ)

Sn−1
G̃(x+ r2ŷ) =

∫
Sn−1

dn−1σ(ŷ)

Sn−1

(
G̃(x+ r2ŷ)−Gn(x+ r2ŷ)

)
+G1/r2,0

n = Gn(x)

для всех x ∈ Rn \ Br1+r2 . Такая процедура шаг за шагом может быть применена к усреднениям из
(7). Таким образом, учитывая соотношение (6), можно утверждать, что HΛ

αi
(Gn)(x) = Gn(x) для

всех x ∈ Rn \ B1/Λ. В том числе и для |x| = 1/Λ в силу непрерывности усредненной функции. Это
означает, что функция HΛ

αi
(Gn)(·) имеет деформацию вида (1).

Последнее соотношение (9) получается обращением равенства (1) с дополнительным масштаби-
рованием переменных. Полученная функция является сферически симметричной и в действитель-
ности не зависит от выбора единичного вектора x̂.

Лемма 3. Пусть верны предположения леммы 2. Выберем k = 1, dim(α1) = 1 и (α1)1 = 1/2,
тогда функция (9) выписывается в явном виде

fn(s) = 2n−2 − 1− 2n−1
√
sSn−2

Sn−1
2F1

(
1

2
,
3− n

2
;
3

2
; s

)
+

2n−1
√
sSn−2

(n− 1)Sn−1
2F1

(
3− n

2
,
n− 1

2
;
n+ 1

2
; s

)
(10)

при s ∈ [0, 1], и fn(s) = 0 при s > 1. Здесь 2F1 обозначает гипергеометрическую функцию. В
частности, в размерностях n ∈ {3, 4, 5, 6} в области s ∈ [0, 1] имеем следующий явный вид

f3(s) = 1−
√
s,

f4(s) = 3− 4s+ 2

π

(
1− s

s

)1/2

+
2

π

(
1

s
− 4

)
arcsin

(√
s
)
,

f5(s) = 7− 9
√
s+ 2s3/2,

f6(s) = 15 +
2

3π

(
16s3 − 56s2 − 2s− 3

)(1− s

s3

)1/2

+
2

π

(
1

s2
− 16

)
arssin

(√
s
)
.

Функции изображены на рис. 1.
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Доказательство. Подействуем оператором Лапласа на функцию (8) при условии Λ = 1, тогда
можно выписать следующее соотношение с δ-функцией в n-мерном пространстве

An(x)H
1
α1
(Gn)(x) =

∫
Sn−1

dn−1σ(ŷ)

Sn−1

∫
Sn−1

dn−1σ(ẑ)

Sn−1
δ(x+ ŷ/2 + ẑ/2). (11)

Далее воспользуемся формулой∫
Sn−1

dn−1σ(ẑ) δ(x+ ŷ/2 + ẑ/2) = 2n−1δ(|x+ y/2| − 1/2), (12)

где в правой части стоит уже δ-функция в 1-мерном пространстве. Затем в оставшемся интегриро-
вании по сфере перейдем в сферические координаты

ŷ1 = cos(ϕ1), ŷ2 = sin(ϕ1) cos(ϕ2), . . . ŷn−1 = sin(ϕ1) · . . . · sin(ϕn−2) cos(ϕn−1),

dn−1σ(ŷ) = sinn−2(ϕ1) sin
n−3(ϕ2) · . . . · sin(ϕn−2) dϕ1 . . . dϕn−1,

где ϕi ∈ [0, π] при i ∈ {1, . . . , n− 2}, и ϕn−1 ∈ [0, 2π). Из удобства выберем их таким образом, чтобы
выполнялось соотношение

(x, ŷ) = |x| cos(ϕ1).

Тогда, с учетом (12), правая часть (11) переписывается в виде

2n−1

S2
n−1

∫
Sn−1

dn−1σ(ŷ) δ(|x+ y/2| − 1/2) =
2n−1Sn−2

S2
n−1

∫ π

0

dϕ1 sinn−2(ϕ1)δ

(√
|x|2 + |x| cos(ϕ1) +

1

4
− 1

2

)
.

Последний интеграл явно вычисляется, и промежуточный ответ принимает вид

An(x)H
1
α1
(Gn)(x) =

2n−1Sn−2

S2
n−1

{
|x|−1

(
1− |x|2

) (n−3)
2 , для |x| ⩽ 1;

0, для |x| > 1.
(13)

Используя тот факт, что последняя функция зависит лишь от |x|, оператор An(x) можно пред-
ставить в виде −|x|1−n∂|x||x|n−1∂|x|. Тогда, интегрируя функцию (13), с учетом того условия, что
результат должен совпадать с Gn(x) при |x| > 1, и подставляя ее в формулу (9), получаем заявлен-
ное соотношение (10). Частные случаи следуют из определения гипергеометрической функции.

Рис. 1: Функция fn(s) для n ∈ {3, 4, 5, 6} и s ∈ [0, 1]. На изображении f3(0) < f4(0) < f5(0) < f6(0).
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Лемма 4. Пусть выполнены условия леммы 3. Рассмотрим два набора положительных чисел
{κi}+∞

i=1 и {ri}+∞
i=1 , удовлетворяющих следующим условиям

+∞∑
i=1

κi = 1, lim
i→+∞

(ri) = 0,

+∞∑
i=1

κi r
−n
i = κ < +∞. (14)

Пусть r = maxi⩾1(ri). Далее каждому ri сопоставим деформированное фундаментальное решение
G

Λ/ri,fn
n , где fn(·) из (10). Тогда функция

+∞∑
i=1

κiG
Λ/ri,fn
n (15)

является деформацией G
Λ/r,̃fn
n вида (1) для решения Gn(x), а соответствующая деформирующая

функция f̃n(·) решает неравенство (3) в строгой формулировке, то есть со знаком > вместо ⩾.

Замечание. В качестве примеров последовательностей можно взять κi = 2−i и ri = 2−i/(2n).

Доказательство. Заметим, что каждое отдельное слагаемое в сумме (15) имеет деформацию вида
(1). Более того, функция G

Λ/ri,fn
n совпадает с Gn(x) при всех i ⩾ 1 и x ∈ Rn \Br/Λ. Следовательно,

учитывая первое равенство из (14), убеждаемся, что сумма (15) равна Gn(x) в области x ∈ Rn\Br/Λ.
Далее проверим, что сумма конечна в области Br/Λ. Определим следующее число

M = max
x∈B1

(∣∣fn(|x|2)∣∣+ 1

(n− 2)Sn−1

)
.

Тогда, учитывая справедливость Bri/Λ ⊂ Br/Λ для всех i ⩾ 1, каждую функцию G
Λ/ri,fn
n в шаре

радиусом r/Λ можно оценить следующим образом∣∣GΛ/ri,fn
n (x)

∣∣ ⩽ (Λ/ri)
n−2

(n− 2)Sn−1

∣∣fn(|x|2Λ2/r2i
)∣∣+ (Λ/ri)

n−2

(n− 2)Sn−1
⩽ (Λ/ri)

n−2M.

Таким образом, справедлива следующая оценка∣∣∣∣+∞∑
i=1

κiG
Λ/ri,fn
n (x)

∣∣∣∣ ⩽ +∞∑
i=1

κi

∣∣∣GΛ/ri,fn
n (x)

∣∣∣ ⩽ Λn−2Mr2
+∞∑
i=1

κi r
−n
i (ri/r)

2 ⩽ Λn−2Mr2κ,

из которой следует ограниченность и существование деформированной функции. Непрерывность
предельной функции следует из равномерной сходимости, которая может быть получена с при-
менением признака Вейерштрасса. Несмотря на то, что для последней оценки достаточно иметь
сходимость ряда с членами κi r

2−n
i , запас в степени (r−n

i вместо r2−n
i ) обеспечивает существование

двух производных.
Покажем, что соотношение (2) выполняется в строгой форме для функции G

Λ/r,̃fn
n . Для этого

применим преобразование Фурье

ĜΛ/r,̃fn
n (y) =

+∞∑
i=1

κiĜ
Λ/ri,fn
n (y) =

1

|y|2
+∞∑
i=1

κi

(
ρn
(
|y|ri/(2Λ)

))2
. (16)

Далее необходимо показать, что для любого значения y ∈ Rn и для всех Λ > N > 0 для некоторого
фиксированного N последняя сумма строго больше нуля. Заметим, что функция ρn(·) является
осциллирующей, см. (4), при этом она начинается с точки ρn(0) = 1. Пусть число θ обозначает
первый нуль. Затем обратим внимание, что из второго соотношения из (14) следует, что существуют
числа rj со сколь угодно малой величиной. Далее фиксируем произвольное N > 0. Тогда для любого
y ∈ Rn можно найти такое малое rj , что неравенство |y|rj/Λ ⩽ θ будет выполняться для всех Λ > N .
В этом случае, продолжая (16), можно написать

ĜΛ/r,̃fn
n (y) ⩾

κjm
2

|y|2
> 0, где m = min

s∈[0,|y|]

(
ρn
(
srj/(2Λ)

))
,

из чего и следует выполнимость неравенства в строгой форме.
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3 Заключение

В работе изучен критерий допустимости для регуляризации обрезанием в координатном представ-
лении в евклидовом пространстве с размерностью больше двух. Построены примеры деформаций,
удовлетворяющих критерию. Разобрано условие в более строгой формулировке.

В тексте целенаправленно опущен случай с размерностью n = 2. Это связано с тем фактом,
что в деформации могут участвовать логарифмические особенности вида ln(Λ/σ), поэтому анзац
может содержать несколько слагаемых. Такой случай предполагается изучить в отдельной работе
с соответствующими примерами. Применение регуляризации с n = 2 может быть найдено в [10].
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