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Abstra
t. Ñ ïîìîùüþ ðàñøèðåíèé êâàäðàòè÷íîé �îðìû ïîòåíöèàëüíîé

÷àñòè îïåðàòîðà �àìèëüòîíà ìû ñòðîèì àëüòåðíàòèâíûå ñîáñòâåííûå �óíêöè-

îíàëû óðàâíåíèÿ îñíîâíîãî ñîñòîÿíèÿ ñâîáîäíîãî êâàíòîâîãî ïîëÿ â ïðåäñòàâ-

ëåíèè Øðåäèíãåðà. Îêàçûâàåòñÿ, ÷òî â ðàññìàòðèâàåìîì ñëó÷àå äîïóñòèìûå

(ïîëîæèòåëüíûå) ðàñøèðåíèÿ ãåíåðèðóþòñÿ íå ìåíåå ÷åì äâóìÿ èñòî÷íèêàìè

âíåøíåãî ïîëÿ, ïðè ýòîì ðàññòîÿíèå ìåæäó èñòî÷íèêàìè îãðàíè÷åíî ïàðà-

ìåòðîì ðàñøèðåíèÿ. Ïîñòðîåííûå �óíêöèîíàëû, â îòëè÷èå îò �óíêöèîíàëà

îñíîâíîãî ñîñòîÿíèÿ ñâîáîäíîé òåîðèè, îòâå÷àþò äðóãèì ãðàíè÷íûì óñëîâèÿì

è ìîãóò áûòü ïðîèíòåðïðåòèðîâàíû êàê ñîáñòâåííûå �óíêöèîíàëû íåñâîáîä-

íîãî (àñèìïòîòè÷åñêè-ñâîáîäíîãî) êâàíòîâîãî ãàìèëüòîíèàíà.

Êëþ÷åâûå ñëîâà: ðàñøèðåíèÿ çàìêíóòûõ ïîëóîãðàíè÷åííûõ êâàäðà-

òè÷íûõ �îðì, êâàäðàòíûé êîðåíü èç îïåðàòîðà, êâàíòîâàÿ òåîðèÿ ïîëÿ

â ïðåäñòàâëåíèè Øðåäèíãåðà, �óíêöèîíàë îñíîâíîãî ñîñòîÿíèÿ, �óíê-

öèîíàë âàêóóìíîãî ñîñòîÿíèÿ.
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1 Óðàâíåíèå îñíîâíîãî ñîñòîÿíèÿ ñâîáîäíîé

êâàíòîâîé òåîðèè

�àìèëüòîíèàí òåîðèè êàëèáðîâî÷íîãî ïîëÿ ïðåäñòàâëÿåò èç ñåáÿ âûðà-

æåíèå [1℄, [2℄

H =
1

2

∫

R3

(

E2
l + g∂k∆

−1(A)[Al, El])
2 +

1

2
(∂kAl − ∂lAk + g[Ak, Al])

2
)

d3x,

êîòîðîå çàâèñèò îò ïîëÿ Al(x), ñîïðÿæåííîãî ê íåìó èìïóëüñà El(x)
è ñòðåìÿùåéñÿ ê íóëþ êîíñòàíòû âçàèìîäåéñòâèÿ g. Çäåñü ìû òàêæå

îáîçíà÷èëè çà ∆(A) îïåðàòîð Ôàääååâà-Ïîïîâà â êàëèáðîâêå Êóëîíà [3℄

∆(A) = ∂l(∂l + g[Al, · ]).

Ïðîöåäóðà êâàíòîâàíèÿ ñîïîñòàâëÿåò íàáëþäàåìîé H îïåðàòîð Hg, äåé-

ñòâóþùèé íà �óíêöèîíàëû Ω(A) îò êîí�èãóðàöèîííîé ïåðåìåííîé Al,

òàêèì îáðàçîì, ÷òî íàáëþäàåìàÿ Al(x) ïåðåõîäèò â îïåðàòîð óìíîæåíèÿ
íà Al(x)

Al(x) : Ω(A) → Al(x)Ω(A),

à èìïóëüñ El ïåðåõîäèò â îïåðàöèþ âçÿòèÿ âàðèàöèîííîé ïðîèçâîäíîé

El(x) : Ω(A) → δ

iδAl(x)
Ω(A).

Â ðåçóëüòàòå, ñ òî÷íîñòüþ äî íåòðèâèàëüíûõ êîììóòàòîðîâ îïåðàòîðîâ

Al(x) è El(x), äëÿ Hg ïîëó÷àåòñÿ âûðàæåíèå âèäà

Hg =
1

2

∫

R3

(

E2
l + g∂k∆

−1(A)[Al, El])2 +
1

2
(∂kAl − ∂lAk + g[Ak,Al])

2
)

d3x,

Êâàíòîâûé ãàìèëüòîíèàí Hg îïðåäåëåí íà ñâÿçíîì ìíîæåñòâå �óíê-

öèé, äëÿ êîòîðûõ îïåðàòîð ∆(A), ñòîÿùèé â çíàìåíàòåëå â êèíåòè÷å-

ñêîé ÷àñòè, ÿâëÿåòñÿ ïîëîæèòåëüíûì îïåðàòîðîì (ïåðâûé ðåãèîí �ðè-

áîâà [4℄), è ïðè ýòîì êîíå÷íà ïîòåíöèàëüíàÿ ÷àñòü

∫

R3

(∂kAl − ∂lAk + g[Ak, Al])
2 d3x < ∞. (1)
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Êàëèáðîâî÷íûå ïîëÿ, ëåæàùèå íà ãðàíèöå ðåãèîíà �ðèáîâà (â ãîðèçîíòå

�ðèáîâà) è îáðàùàþùèå â áåñêîíå÷íîñòü ñëàãàåìîå (1) ÿâëÿþòñÿ âîçìîæ-

íûìè îñîáûìè òî÷êàìè êâàíòîâîãî ãàìèëüòîíèàíà â ñìûñëå òåîðèè ñèí-

ãóëÿðíûõ âîçìóùåíèé äè��åðåíöèàëüíûõ îïåðàòîðîâ [5℄. Òî åñòü âû-

ðàæåíèå Hg ìîæåò îïðåäåëÿòü ðàçëè÷íûå îïåðàòîðû, â çàâèñèìîñòè îò

ïîâåäåíèÿ �óíêöèîíàëîâ èç èõ îáëàñòåé îïðåäåëåíèÿ â ýòèõ îñîáûõ òî÷-

êàõ.

Ïðîöåäóðà ïåðåíîðìèðîâêè g → 0 ïðåâðàùàåò âûðàæåíèå Hg â äåé-

ñòâèå îïåðàòîðà ñâîáîäíîãî êâàíòîâîãî ïîëÿ

HΩ(A) =

∫

R3

d3x
(

− δ2

δAl(x)2
+ (∂mAl)

2
)

Ω(A). (2)

Åñòâåñòâåííî ïðåäïîëîæèòü, ÷òî äåéñòâèå H òàêæå ìîæåò çàäàâàòü ðàç-

ëè÷íûå îïåðàòîðû, â çàâèñèìîñòè îò ïîâåäåíèÿ �óíêöèîíàëîâ èç èõ îá-

ëàñòåé îïðåäåëåíèÿ â îñîáûõ òî÷êàõ.

Çà ñ÷åò òîãî, ÷òî ãðàíèöà ðåãèîíà �ðèáîâà ïðè ïåðåíîðìèðîâêå ñäâè-

ãàåòñÿ íà áåñêîíå÷íîñòü, ïåðâîå ñëàãàåìîå â (2) íå èìååò ÿâíîé ñèíãó-

ëÿðíîñòè, ïðè ýòîì âòîðîå ñëàãàåìîå � êâàäðàòè÷íàÿ �îðìà îïåðàòîðà

Ëàïëàñà L �

l(A) =

∫

R3

d3x (∂mAl)
2 ≡ (A,LA) (3)

ïî-ïðåæíåìó èìååò îáëàñòü îïðåäåëåíèÿ D(l) ñîñòîÿùóþ èç ìíîæåñòâû

�óíêöèé ñ îïðåäåëåííûì ðîñòîì â îòäåëüíûõ òî÷êàõ òðåõìåðíîãî ïðî-

ñòðàíñòâà. Áëèæàéøèì íàáîðîì �óíêöèé, ëåæàùèõ âíå îáëàñòè D(l),
ÿâëÿþòñÿ �óíêöèè ñ ïîâåäåíèåì

Al(x)
x→xn=

Cnl

|x− xn|1/2
(4)

â êîíå÷íîì íàáîðå òî÷åê xn ∈ R3
. Äåéñòâèòåëüíî, ïðè ëþáîì ǫ > 0, åñëè

Al(x) âåäåò ñåáÿ â ýòèõ òî÷êàõ êàê

Al(x) = O
( 1

|x− xn|1/2−ǫ

)

, xn ∈ R
3,

òî ïîäèíòåãðàëüíîå âûðàæåíèå â (3) èìååò ñèíãóëÿðíîñòü ïîðÿäêà

(∂mAl(x))
2 = O

( 1

|x− xn|3−2ǫ

)

,
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à çíà÷èò ÿâëÿåòñÿ èíòåãðèðóåìîé �óíêöèåé íà ïðîñòðàíñòâå R3
. Ïðè

ýòîì â ñëó÷àå ǫ = 0 èíòåãðàë îò êâàäðàòè÷íîé �îðìû ëîãàðè�ìè÷åñêè

ðàñõîäèòñÿ â îêðåñòíîñòÿõ òî÷åê xn.

2 Ôóíêöèîíàë îñíîâíîãî ñîñòîÿíèÿ îïåðàòî-

ðà ñâîáîäíîãî ïîëÿ

Ôóíêöèîíàë îñíîâíîãî ñîñòîÿíèÿ îïåðàòîðà ñâîáîäíîãî ïîëÿ ÿâëÿåòñÿ

ãàóññèàíîì êâàäðàòè÷íîé �îðìû ω(A) êâàäðàòíîãî êîðíÿ îïåðàòîðà Ëà-
ïëàñà L

Ω0(A) = exp{−1

2
ω(A)} = exp{−1

2
(A,L1/2A)}.

Çäåñü ìû çàïèñàëè �îðìàëüíîå ðàâåíñòâî äëÿ äåéñòâèÿ êâàäðàòè÷íîé

�îðìû ÷åðåç ñîîòâåòñòâóþùèé åé îïåðàòîð è ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå

â ïðîñòðàíñòâå R3
. Îäíàêî, ñëåäóåò èìåòü â âèäó, ÷òî îáëàñòü îïðåäå-

ëåíèÿ ïîëóîãðàíè÷åííîé êâàäðàòè÷íîé �îðìû D(ω) øèðå, ÷åì îáëàñòü

îïðåäåëåíèÿ îïåðàòîðà D(L1/2).
Çà ñ÷åò òîãî, ÷òî âûïîëíÿåòñÿ óðàâíåíèå

∫

R3

d3x
( δ

δAl(x)
ω(A)

)2
= (L1/2A,L1/2A) = l(A), A ∈ D(l), (5)

äåéñòâèå îïåðàöèè (2) íà �óíêöèîíàë Ω0(A) ñâîäèòñÿ ê óìíîæåíèþ íà

ñêàëÿð TrL1/2

HΩ(A) =

∫

R3

d3x
(

− δ2

δAl(x)2
+ (∂mAl)

2
)

Ω(A) =

=

∫

R3

d3x
( δ2

δAl(x)2
ω(A)

)

Ω0(A) = TrL1/2Ω0(A).

Îòìåòèì, ÷òî ïëîñêîå ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå âàðèàöèîííûõ ïðîèçâîä-

íûõ â ïåðâîì ñëàãàåìîì îïåðàöèè (2) îïðåäåëÿåò âûáîð ïëîñêîãî ñêà-

ëÿðíîãî ïðîèçâåäåíèÿ ïðè ïîñòðîåíèè êâàäðàòè÷íîé �îðìû ω(A)

(f(x), g(x)) =

∫

R3

d3x f(x)g(x). (6)
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3 Äðóãèå ñîáñòâåííûå �óíêöèîíàëû

Ïðåäïîëîæèì òåïåðü, ÷òî â ñêàëÿðíîì ïðîèçâåäåíèè (6) ñóùåñòâóåò çà-

ìêíóòîå íåîòðèöàòåëüíîå ðàñøèðåíèå lκ(A) êâàäðàòè÷íîé �îðìû l(A)
íà êàêóþ-ëèáî èç �óíêöèé ñ ïîâåäåíèåì (4)

lκ(A) = l(A), A ∈ D(l), (7)

lκ(A) < ∞, Al
x→xn=

Cnl

|x− xn|1/2
. (8)

Òîãäà, åñëè âìåñòî êâàäðàòè÷íîé �îðìû ω(A) âçÿòü �îðìó êâàäðàòíîãî
êîðíÿ èç îïåðàòîðà Lκ, îïðåäåëÿþùåãî lκ(A), òî ñîîòâåòñòâóþùèé ãàóñ-

ñîâ �óíêöèîíàë

Ωκ(A) = exp{−1

2
ωκ(A)} = exp{−1

2
(A,L1/2

κ A)},

ïðè óñëîâèè âûïîëíåíèÿ ðàâåíñòâà

∫

R3

d3x
( δ

δAl(x)
ωκ(A)

)2
= (L1/2

κ A,L1/2
κ A) = lκ(A) = l(A), A ∈ D(l), (9)

áóäåò òàêæå �îðìàëüíî óäîâëåòâîðÿòü óðàâíåíèþ íà ñîáñòâåííûå �óíê-

öèîíàëû îïåðàöèè H

HΩκ(A) =

∫

R3

d3x
( δ2

δAl(x)2
ωκ(A)

)

Ωκ(A) = TrL1/2
κ Ωκ(A). (10)

Äëÿ òîãî, ÷òîáû ïðîâåðèòü âûïîëíåíèå ðàâåíñòâ (9) è (10) íåîáõîäè-

ìî çà�èêñèðîâàòü ìíîæåñòâî, ïî êîòîðîìó ïðîèçâîäèòñÿ îïåðàöèÿ âçÿ-

òèÿ âàðèàöèîííîé ïðîèçâîäíîé. Â óðàâíåíèè (5) êâàäðàòè÷íàÿ �îðìà

ω(A), îïðåäåëÿåìàÿ ñ ïîìîùüþ ïðåîáðàçîâàíèÿ Ôóðüå, äîëæíà âîññòà-

íàâëèâàòüñÿ ïðè âàðèàöèè ïî îáëàñòè îïðåäåëåíèÿ êâàäðàòè÷íîé �îðìû

l(A)
ω|D(l) = ω.

Çäåñü â ëåâîé ÷àñòè ñòîèò çàìûêàíèå ñóæåíèÿ �îðìû ω(A) íà ìíîæåñòâî
D(l) è, òàêèì îáðàçîì, ðàâåíñòâî îçíà÷àåò, ÷òî äëÿ ëþáîãî A ∈ D(ω)
ñóùåñòâóåò ïîñëåäîâàòåëüíîñòü An ∈ D(l), òàêàÿ, ÷òî

||An −A||L2(R3)
n→∞→ 0, ω(An −A)

n→∞→ 0.
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Î÷åâèäíî, ÷òî ýòî æå ìíîæåñòâî íåîáõîäèìî èñïîëüçîâàòü è äëÿ âàðèà-

öèè â (10) ïðè ïðîñòðîåíèè àëüòåðíàòèâíûõ ñîáñòâåííûõ �óíêöèé îïå-

ðàöèè H. Òî åñòü íåîáõîäèìî óáåäèòüñÿ, ÷òî äëÿ èññëåäóåìîé êâàäðà-

òè÷íîé �îðìû ωκ(A) âûïîëíÿåòñÿ ðàâåíñòâî

ωκ|D(l) = ωκ.

Êàê ìû óâèäèì äàëåå, ïðîâåðêà ýòîãî ðàâåíñòâà òðåáóåò îòäåëüíûõ âû-

÷èñëåíèé è âîçìîæíà íå äëÿ êàæäîãî ðàñøèðåíèÿ lκ êâàäðàòè÷íîé �îð-

ìû îïåðàòîðà Ëàïëàñà.

Òàêæå íóæíî îòìåòèòü, ÷òî íåîáõîäèìûì óñëîâèåì ïðåäñòàâëåííîãî

ïîñòðîåíèÿ ÿâëÿåòñÿ ïîëîæèòåëüíîñòü êâàäðàòè÷íîé �îðìû lκ. Â ïðî-

òèâíîì ñëó÷àå, ïðè íàëè÷èè îòðèöàòåëüíîãî ñîáñòâåííîãî ïîäïðîñòðàí-

ñòâà ó îïåðàòîðà Lκ, êâàäðàòè÷íàÿ �îðìà ωκ íà ýòîì ïîäïðîñòðàíñòâå

ïðèíèìàåò ÷èñòî ìíèìûå çíà÷åíèÿ. Ýòî, â ñâîþ î÷åðåäü, ïðîòèâîðå÷èò

òðåáîâàíèþ ñàìîñîïðÿæåííîñòè îïåðàöèè H è íå ïîçâîëÿåò ââåñòè íà

ìíîæåñòâå �óíêöèîíàëîâ ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå, â êîòîðîì Ωκ èìååò

êîíå÷íóþ íîðìó.

4 �àñøèðåíèÿ êâàäðàòè÷íîé �îðìû

Ïåðåéäåì ê äåòàëüíîìó îïèñàíèþ èíòåðåñóþùèõ íàñ ðàñøèðåíèé êâàä-

ðàòè÷íîé �îðìû îïåðàòîðà Ëàïëàñà (7), (8). Îãðàíè÷èìñÿ ðàññìîòðåíè-

åì ñëó÷àÿ ñêàëàðíîãî ïîëÿ A(x), ïðè ýòîì ñòîèò ó÷èòûâàòü, ÷òî ðàñøè-

ðåíèÿ êâàäðàòè÷íîé �îðìû îïåðàòîðà Ëàïëàñà íà ïðîñòðàíñòâå �óíê-

öèé â êàëèáðîâêå Êóëîíà (ñîëåíîèäàëüíûõ �óíêöèé) ìîãóò èìåòü ñâîè

îñîáåííîñòè. Ìû áóäåì ïîëüçîâàòüñÿ èìïóëüñíûì ïðåäñòàâëåíèåì (Ôóðüå-

îáðàçîì) äëÿ ïîëÿ A

Â(p) =
1

(2π)3/2

∫

R3

A(x)e−ip·x d3x

è äëÿ ñîêðàùåíèÿ çàïèñè áóäåì îïóñêàòü ó ïîëÿ A(p) çíàê ïðåîáðàçîâà-
íèÿ Ôóðüå. Äåéñòâèå H â ýòîì ïðåäñòàâëåíèè èìååò âèä

HΩ(A) =

∫

R3

d3p
(

− δ2

δA(p)2
+ p2A2(p)

)

Ω(A).
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Êâàäðàòè÷íûå �îðìû l(A) è ω(A) òåïåðü äèàãîíàëüíû

l(A) =

∫

R3

p2|A(p)|2 d3p, L :A(p) → p2A(p),

ω(A) =

∫

R3

p|A(p)|2 d3p, L1/2 :A(p) → pA(p),

à ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå, ñâÿçûâàþùåå êâàäðàòè÷íûå �îðìû è îïåðà-

òîðû, ïî-ïðåæíåìó ïëîñêîå

(f(p), g(p)) =

∫

R3

d3p f(p)g(p). (11)

Êëþ÷åâûìè îáúåêòàìè äëÿ ïîñòðîåíèÿ ðàñøèðåíèé êâàäðàòè÷íîé

�îðìû l(A) ÿâëÿþòñÿ ðåçîëüâåíòà ñîîòâåòñâóþùåãî åé ñàìîñîïðÿæåí-

íîãî îïåðàòîðà L

Rµ = (L− µ)−1 : A(p) → 1

p2 − µ
A(p), µ ∈ C \ R+ ∪ 0

è ñèíãóëÿðíûé ïîòåíöèàë v(p) � îáîáùåííàÿ �óíêöèÿ, óäîâëåòâîðÿþ-

ùàÿ óñëîâèÿì

Rµv ∈ L2(R
3) èëè (Rµv, Rνv) < ∞ (12)

(v, R(µ)v) =

∫

R3

|v(p)|2
p2 − µ

d3p = ∞. (13)

Â êà÷åñòâå êàíäèäàòîâ â ïîòåíöèàëû v(p) ðàññìîòðèì ñòåïåííûå �óíê-

öèè ìîäóëÿ âåêòîðà p

vα(p) = pα.

Òàêèå ïîòåíöèàëû â êîîðäèíàòíîì ïðåäñòàâëåíèè èìåþò îïðåäåëåííóþ

ëîêàëèçàöèþ

1

(2π)3/2

∫

R3

vα(p)e
ip·x d3p =

{

(2π)3/2δ(x), α = 0,
23/2+αΓ( 3+α

2
)

Γ(−α
2
)

x−α−3, α 6= 0,

ïîýòîìó òàêæå èìååò ñìûñë ðàññìàòðèâàòü èõ ñäâèãè â êîîðäèíàòíîì

ïðåäñòàâëåíèè

vα,x(p) = eip·xvα(p).
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Òåîðèÿ Áèðìàíà-Âèøèêà-Êðåéíà [6℄ ïîçâîëÿåò ïîñòðîèòü ðàñøèðå-

íèÿ lκ êâàäðàòè÷íîé �îðìû l òàêèì îáðàçîì, ÷òî â îáëàñòü îïðåäåëåíèÿ

�îðìû lκ ïîïàäàþò âåêòîðû Rνv

Rµv ∈ D(lκ), µ ∈ C \ R+ ∪ 0.

Êàê ïîêàçàíî â ðàáîòå [7℄, åñëè äëÿ ïîòåíöèàëà v(p) íå âûïîëíåíî óñëî-
âèå (13), òî âåêòîð Rµv ïðèíàäëåæèò òàêæå îáëàñòè îïðåäåëåíèÿ D(l),
òî åñòü íàøå ðàñøèðåíèå ìåíÿåò äåéñòâèå �îðìû l, à çíà÷èò è äåéñòâèå

îïåðàöèè H. Â òåðìèíàõ ïàðàìåòðà α ðàñõîäèìîñòü èíòåãðàëà â (13)

îçíà÷àåò, ÷òî

−1

2
≤ α.

Íåñëîæíî óâèäåòü, ÷òî èç óñëîâèÿ (12) ñëåäóåò îãðàíè÷åíèå íà α ñ äðó-

ãîé ñòîðîíû, à èìåííî ñòðîãîå íåðàâåíñòâî

α <
1

2
.

Â îáëàñòü îïðåäåëåíèÿ îïåðàòîðà Lκ, ñîîòâåòñòâóþùåãî êâàäðàòè÷-

íîé �îðìå lκ, ïîïàäàþò ëèíåéíûå êîìáèíàöèè âåêòîðîâ Rρv, R
2
ρv âèäà

Rρv + ξ(κ, ρ)R2
ρv, ρ < 0, ξ ∈ C,

íî íàì óäîáíåå èìåòü îïèñàíèå ðåçîëüâåíòû ýòîãî îïåðàòîðà. Ôîðìóëà

Êðåéíà îïèñûâàåò ðåçîëüâåíòó îïåðàòîðà Lκ ñëåäóþùèì îáðàçîì

Rκ
µ = Rµ +

Rµv(Rµ̄v, · )
κ− γ(µ)

, (14)

ãäå κ � ýòî âåùåñòâåííûé ïàðàìåòð ðàñøèðåíèÿ, à γ(µ) � �óíêöèÿ

Íåâàíëèííû (�åðãëîòöà) [8℄, îïðåäåëÿåìàÿ ñîîòíîøåíèåì

γ(µ)− γ(ν) = (µ− ν)(Rµ̄v, Rνv) = (v, (Rµ −Rν)v).

Çàìåòèì, ÷òî â ñëó÷àå κ = ∞ âòîðîå ñëàãàåìîå â ïðàâîé ÷àñòè (14)

ïðîïàäàåò è ìû ïðèõîäèì ê ðåçîëüâåíòå Rµ îïåðàòîðà L

R∞
µ = Rµ.
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Äàëåå ìû îãðàíè÷èìñÿ ðàññìîòðåíèåì ïîíòåíöèàëîâ v(p) âèäà p−1/2
,

òàêèõ, ÷òî âåêòîðû Rµv ëåæàò ìàêñèìàëüíî áëèçêî ê îáëàñòè îïðåäå-

ëåíèÿ êâàäðàòè÷íîé �îðìû l(A). Äåéñòâèòåëüíî, â êîîðäèíàòíîì ïðåä-

ñòàâëåíèè âåêòîð Rµv çàäàåòñÿ èíòåãðàëîì

(Rµv)(x) =
1

(2π)3/2

∫

R3

eip·x d3p

(p2 − µ)p1/2
=

4π

(2π)3/2x

∫ ∞

0

sin px

p2 − µ
p1/2 dp,

êîòîðûé ïîñëå çàìåíû ïåðåìåííîé èíòåãðèðîâàíèÿ ïðåâðàùàåòñÿ â âû-

ðàæåíèå

(Rµv)(x) =
4π

(2π)3/2x1/2

∫ ∞

0

sin s

s2 − µx2
s1/2 ds.

Èíòåãðàë ïî ïåðåìåííîé s íå èìååò îñîáåííîñòè â îêðåñòíîñòè x = 0 è
íå ðàâåí íóëþ â ýòîé òî÷êå, îòñþäà ìîæíî ñäåëàòü âûâîä, ÷òî �óíêöèÿ

(Rµv)(x) èìååò îñîáåííîñòü ñòåïåíè −1/2, òî åñòü ïðèâîäèòñÿ ê âèäó (4).
Äëÿ ñèíãóëÿðíîãî ïîòåíöèàëà v(p) = p−1/2

�óíêöèÿ Íåâàíëèííû

γ(µ) çàäàåòñÿ ñëåäóþùèì ñîîòíîøåíèåì

γ(µ)− γ(λ) =

∫

R3

( 1

p2 − µ
− 1

p2 − λ

)d3p

p
= 2π(ln(−λ)− ln(−µ)), (15)

çäåñü ó ëîãàðè�ìà âûáðàíà ãëàâíàÿ âåòâü, à ðàçðåç íàïðàâëåí âäîëü îò-

ðèöàòåëüíîé ïîëóîñè, òàêèì îáðàçîì, ÷òî ïðàâàÿ ÷àñòü (15) îïðåäåëåíà

ïðè µ, λ ∈ C \ R+ ∪ 0. Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî çíàìåíàòåëü â ïðàâîé ÷àñòè

(14) ìîæíî âûáðàòü â ñëåäóþùåì âèäå

κ− γ(µ) = 2π ln(−µ

κ̃
), 0 < κ̃, (16)

ãäå κ̃ � ýòî íåîòðèöàòåëüíûé ïàðàìåòð, âêëþ÷àþùèé â ñåáÿ ðàçìåðíóþ

êîíñòàíòó, íåîáõîäèìóþ äëÿ îïðåäåëåíèÿ ëîãàðè�ìà, è ïàðàìåòð ðàñ-

øèðåíèÿ κ.
Êàê íåñëîæíî çàìåòèòü, �óíêöèÿ (16) ïðè ëþáîì çíà÷åíèè κ íåïðå-

ðûâíî óáûâàåò íà èíòåðâàëå −∞ < µ < 0 è ìåíÿåò çíàê. Ñëåäîâàòåëüíî,
ïðè ëþáîì κ ðåçîëüâåíòà (14) èìååò ïîëþñ â òî÷êå µ = −κ̃, à ñîîò-

âåòñòâóþùèé åé îïåðàòîð è êâàäðàòè÷íàÿ �îðìà èìåþò îòðèöàòåëüíûå

ñîáñòâåííûå ïîäïðîñòðàíñòâà. Ýòî îáñòîÿòåëüñòâî ïðîòèâîðå÷èò òðåáî-

âàíèþ ïîëîæèòåëüíîñòè èñêîìîãî ðàñøèðåíèÿ lκ êâàäðàòè÷íîé �îðìû

îïåðàòîðà Ëàïëàñà è ïîêàçûâàåò, ÷òî íåòðèâèàëüíûå ðåøåíèÿ óðàâíå-

íèÿ íà ñîáñòâåííûå �óíêöèîíàëû îïåðàöèè H, ñâÿçàííûå ñ îäèíî÷íûìè

ëîêàëèçîâàííûìè âíåøíèìè èñòî÷íèêàìè, îòñóòñòâóþò.
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5 Âçàèìîäåéñòâèå ñ äâóìÿ èñòî÷íèêàìè

Äëÿ èñïðàâëåíèÿ îïèñàííîé â ïðåäûäóùåé ÷àñòè ñèòóàöèè ïîïðîáóåì

ïîäîáðàòü áîëåå ñëîæíûé ïîòåíöèàë. Ôîðìóëà Êðåéíà (14) â îðèãèíàëü-

íîé ðàáîòå [9℄ áûëà âûâåäåíà äëÿ ñëó÷àÿ âçàèìîäåéñòâèÿ ñ íåñêîëüêèìè

èñòî÷íèêàìè vm(p)

Rκ
µ = Rµ +Rµvm(κ− γ(µ))−1

ml(Rµ̄vl, · ),
ãäå κjk � ýòî âåùåñòâåííàÿ ñèììåòðè÷íàÿ ìàòðèöà, à ìàòðèöà γjk îïðå-
äåëÿåòñÿ ñîîòíîøåíèåì

γjk(µ)− γjk(ν) = (vj , (Rµ − Rν)vk).

Â íàøåé ñèòóàöèè, íàðÿäó ñ ïîòåíöèàëîì v(p) = p−1/2
, åñòåñòâåííî ðàñ-

ñìîòðåòü ïîòåíöèàë vx(p) = eip·xv(p), ñäâèíóòûé â êîîðäèíàòíîì ïðåä-

ñòàâëåíèè íà âåêòîð x. Äëÿ òîãî, ÷òîáû íå çàíèìàòüñÿ àíàëèçîì íóëåé

2× 2 ìàòðèöû κjk − γjk(λ) ìû ñðàçó ïåðåéäåì ê áàçèñó

v−(p) =
1

2
(v(p)− eip·xv(p)) =

1

2
p−1/2(1− eip·x),

v+(p) =
1

2
(v(p) + eip·xv(p)) =

1

2
p−1/2(1 + eip·x)

è îñòàíîâèìñÿ íà ðåçîëüâåíòàõ ñ íåòðèâèàëüíûì âòîðûì ñëàãàåìûì, ïî-

ðîæäåííûì òîëüêî ïîòåíöèàëîì v−(p)

Rκ
µ = Rµ +

Rµv−(Rµ̄v−, · )
κ− γ−(µ)

. (17)

Â ýòîì ñëó÷àå ìû èìååì äëÿ �óíêöèè γ−(µ) ñëåäóþùåå ñîîòíîøåíèå

γ−(µ)− γ−(λ) =

∫

R3

(1− cos(p · x)
p2 − µ

− 1− cos(p · x)
p2 − λ

)d3p

p
=

= 4π

∫ ∞

0

(

p− sin px

x

)( 1

p2 − µ
− 1

p2 − λ

)

dp. (18)

Êàê è â �îðìóëå (16) ââåäåì ðàçìåðíûé ïàðàìåòð κ̃ âêëþ÷àþùèé â ñåáÿ
ïàðàìåòð ðàñøèðåíèÿ κ è îïðåäåëèì γ−(µ) ñëåäóþùèì îáðàçîì

γ−(µ)− κ = 4π

∫ ∞

0

( p

p2 − µ
− sin px

x(p2 − µ)
− p

p2 + κ̃

)

dp =

= 2π ln
κ̃

−µ
− 4π

∫ ∞

0

sin px

x

dp

p2 − µ
. (19)
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Ôóíêöèÿ γ−(µ) êîððåêòíî îïðåäåëåíà ïðè âñåõ µ ∈ C \ R+ ∪ 0 è óäîâëå-
òâîðÿåò ñîîòíîøåíèþ (18).

�àññìîòðèì ïîâåäåíèå �óíêöèè γ−(µ) íà îòðèöàòåëüíîé ïîëóîñè. Ïðè
µ → −∞ îñöèëëèðóþùèé èíòåãðàë â ïðàâîé ÷àñòè (19) èìååò ñëåäóþùåå

ðàçëîæåíèå

4π

∫ ∞

0

sin px

x

dp

p2 − µ
=

4π

µx2
− 8π

µ2x4
+O(

1

µ3x6
), (20)

è, òàêèì îáðàçîì, âñÿ ñóììà (19) ñòðåìèòñÿ ê −∞

γ−(µ)− κ = 2π ln
κ̃

−µ
− 4π

µx2
+O(µ−2) → −∞, µ → −∞.

Ïðîèçâîäíàÿ �óíêöèè γ−(µ) íà èíòåðâàëå −∞ < µ < 0 ñòðîãî ïîëîæè-
òåëüíà

γ′
−(µ) = 4π

∫ ∞

0

(

p− sin px

x

) dp

(p2 − µ)2
> 0, (21)

ñëåäîâàòåëüíî ýòà �óíêöèÿ ìîíîòîííî âîçðàñòàåò. Äëÿ òîãî, ÷òîáû îïðå-

äåëèòü âåëè÷èíó γ−(0) çàïèøåì çíà÷åíèå îñöèëëèðóþùåãî èíòåãðàëà

ïðè êîíå÷íûõ µ, x â òåðìèíàõ èíòåãðàëüíîãî ñèíóñà è êîñèíóñà

4π

∫ ∞

0

sin px

x

dp

p2 − µ
=

4π√
µx

(

cos
√
µx Si

√
µx− sin

√
µx Ci

√
µx

)

=

µx2→0
= 4π(1− γ − 1

2
ln(−µx2) +O(µx2)),

ãäå γ � ýòî êîíñòàíòà Ýéëåðà. Ïîäñòàâëÿÿ ýòî âûðàæåíèå â (19) ìû

ïðèõîäèì ê ñëåäóþùåìó ðàçëîæåíèþ äëÿ �óíêöèè γ−(µ) â íóëå

γ−(µ)− κ = 2π ln κ̃x2 + 4π(γ − 1) +O(µx2), µ → 0. (22)

Ýòa �îðìóëà ïîêàçûâàåò, ÷òî ìû âñåãäà ìîæåì âûáðàòü ïàðàìåòð κ̃ òà-

êèì îáðàçîì, ÷òîáû ïðàâàÿ ÷àñòü áûëà îòðèöàòåëüíîé â îêðåñòíîñòè

íóëÿ. Èç ÷åãî ñëåäóåò, ââèäó ïîëîæèòåëüíîñòè ïðîèçâîäíîé (21), ÷òî

�óíêöèÿ γ−(µ) − κ íå áóäåò îáðàùàòüñÿ â íîëü íà âñåé îòðèöàòåëüíîé

ïîëóîñè è çíà÷èò ïðè òàêèõ κ̃ ðåçîëüâåíòà (17) áóäåò îïðåäåëÿòü ïîëî-

æèòåëüíûé îïåðàòîð Lκ è âåùåñòâåííûé �óíêöèîíàë Ωκ(A).
Ïîñìîòðèì íà �îðìóëó (22) ñ äðóãîé ñòîðîíû. Ïóñòü äëÿ âûáðàí-

íûõ çíà÷åíèé κ̃ è x = x1 ïðåäåë â ïðàâîé ÷àñòè (22) îòðèöàòåëüíûé è
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ìû ìîæåì êîððåêòíî îïðåäåëèòü �óíêöèîíàë Ωκ(A). Ïðè óâåëè÷åíèè

ðàññòîÿíèÿ x ìåæäó èñòî÷íèêàìè ïðåäåë â ïðàâîé ÷àñòè (22) âîçðàñòàåò
è ïðè íåêîòîðîì x = x2 îáðàùàåòñÿ â íîëü

γ−(µ, x2)|µ=0 − κ = 0.

Ïðè x > x2 ó �óíêöèè γ−(µ, x) − κ ïîÿâëÿåòñÿ íîëü óæå íà èíòåðâàëå

−∞ < µ < 0, à ó ñîîòâåòñòâóþùåãî îïåðàòîðà Lκ ïîÿâëÿåòñÿ îòðèöà-

òåëüíîå ñîáñòâåííîå çíà÷åíèå. Òî åñòü ïðè ëþáîì âûáðàííîì çíà÷åíèè

ïàðàìåòðà ðàñøèðåíèÿ κ̃ äîïóñòèìûå ïîëîæåíèÿ èñòî÷íèêîâ äðóã îò-

íîñèòåëüíî äðóãà âñåãäà ñóùåñòâóþò è âñåãäà îãðàíè÷åíû íåêîòîðûì

øàðîì, êâàäðàò ðàäèóñà êîòîðîãî îáðàòíî ïðîïîðöèîíàëåí ïàðàìåòðó

κ̃.

6 Îïåðàòîð L
1/2
κ

Îïåðàòîð êâàäðàòíîãî êîðíÿ çàïèñûâàåòñÿ ñ ïîìîùüþ ñïåêòðàëüíîãî

ðàçëîæåíèÿ îïåðàòîðà ÷åðåç åãî ðåçîëüâåíòó ñëåäóþùèì îáðàçîì

L1/2
κ = lim

ǫ→0

1

2πi

∫ ∞

0

(Rκ
λ+iǫ −Rκ

λ−iǫ)λ
1/2 dλ.

Ïîäñòàâèì ñþäà âûðàæåíèå äëÿ Rκ
λ è âîñïîëüçóåìñÿ ñòàíäàðòíûì îáî-

çíà÷åíèåì ±i0 äëÿ ïðåäåëà ïî ǫ

L1/2
κ =

1

2πi

∫ ∞

0

(

Rλ+i0 −Rλ−i0+

+
Rλ+i0v−(Rλ−i0v−, · )

κ− γ−(λ+ i0)
− Rλ−i0v−(Rλ+i0v−, · )

κ− γ−(λ− i0)

)

λ1/2 dλ =

= p+
1

2πi

∫ ∞

0

(Rλ+i0v−(Rλ−i0v−, · )
κ− γ−(λ+ i0)

− Rλ−i0v−(Rλ+i0v−, · )
κ− γ−(λ− i0)

)

λ1/2 dλ, (23)

ãäå p � ýòî îïåðàöèÿ óìíîæåíèÿ íà çíà÷åíèå ìîäóëÿ èìïóëüñíîé ïåðå-

ìåííîé p. Â âûðàæåíèè, ñòîÿùåì ïîä èíòåãðàëîì, �óíêöèÿ Rλ±i0 èìååò

ñèíãóëÿðíîñòü ïî ïåðåìåííîé p ïðè p2 = λ, à �óíêöèè γ−(λ ± i0) îòëè-
÷àþòñÿ äðóãî îò äðóãà íà âåëè÷èíó ñêà÷êà

γ−(λ+ i0)− γ−(λ− i0) = 2π ln
κ̃

−λ− i0
− 2π ln

κ̃

−λ+ i0
−

− 4π

∫ ∞

0

sin px

x
(

1

p2 − λ− i0
− 1

p2 − λ + i0
) dp = 4π2i− 8π2i

sin λx

x
. (24)
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7 Âîññòàíîâëåíèå êâàäðàòè÷íîé �îðìû îïå-

ðàòîðà L
1/2
κ

Êàê áûëî ñêàçàíî â ÷àñòè 1, äëÿ ïîñòðîåíèÿ ñîáñòâåííûõ �óíêöèîíà-

ëîâ îïåðàöèè H íåîáõîäèìî ïîêàçàòü, ÷òî êâàäðàòè÷íàÿ �îðìà îïåðàòî-

ðà L
1/2
κ âîññòàíàâëèâàåòñÿ ïî ñâîåìó äåéñòâèþ íà ìíîæåñòâå D(l), âñþ-

äó ïëîòíîì â ïðîñòðàíñòâå L2(R
3). Ïóñòü �óíêöèÿ A(p) ïðèíàäëåæèò

D(ωκ), òîãäà ñóùåñòâóåò ïîñëåäîâàòåëüíîñòü An ∈ D(L
1/2
κ ), ñõîäÿùàÿñÿ

ê A ïî íîðìå, èíäóöèðîâàííîé �îðìîé ωκ,

||A− An||L2(R3) → 0, ωκ(A− An) → 0, n → ∞.

Òàêèì îáðàçîì, íàì äîñòàòî÷íî ïîêàçàòü, ÷òî ëþáàÿ �óíêöèÿ An(p) èç

D(L
1/2
κ ) ìîæåò áûòü ñêîëü óãîäíî òî÷íî ïðèáëèæåíà ïî íîðìå �îðìû

ωκ �óíêöèÿìè èç D(l). Åñëè ýëåìåíò An ïðèíàäëåæèò D(L
1/2
κ ), òî îí

ïðèíàäëåæèò è îáëàñòè îïðåäåëåíèÿ êâàäðàòè÷íîé �îðìû lκ îïåðàòîðà

Lκ

lκ(An) = (L1/2
κ An, L

1/2
κ An) < ∞.

Òàê êàê îáëàñòü D(lκ) ÿâëÿåòñÿ ïðÿìîé ñóììîé D(l) è ëèíåéíîãî ïîäïðî-
ñòðàíñòâà, ïîðîæäàåìîãî âåêòîðîì Rρv−, ρ < 0, òî ëþáîé òàêîé ýëåìåíò
An îäíîçíà÷íî ðàñêëàäûâàåòñÿ â ñóììó

An = an + χnRρv−, an ∈ D(l), χn ∈ C, ρ < 0.

Òàêìè îáðàçîì, íàì íåîáõîäèìî ïîêàçàòü, ÷òî �óíêöèÿ Rρv− äëÿ íåêî-

òîðîãî ρ < 0 ìîæåò áûòü ïðèáëèæåíà ýëåìåíòàìè èç D(l) ïî íîðìå êâàä-
ðàòè÷íîé �îðìû ωκ.

Äëÿ ïðîâåðêè ýòîãî óòâåðæäåíèÿ âîñïîëüçóåìñÿ ÿâíûì âûðàæåíèåì

(23) äëÿ îïåðàòîðà L
1/2
κ è çàïèøåì äåéñòâèå åãî êâàäðàòè÷íîé �îðìû

ωκ(Rρv−) = ω(Rρv−) +
1

2πi

∫ ∞

0

((Rρv−, Rλ+i0v−)(Rλ−i0v−, Rρv−)

κ− γ−(λ+ i0)
−

− (Rρv−, Rλ−i0v−)(Rλ+i0v−, Rρv−)

κ− γ−(λ− i0)

)

λ1/2 dλ. (25)

Êàæäîå èç ñëàãàåìûõ, ñòîÿùèõ ïîä èíòåãðàëîì ìîæåò áûòü ïðåîáðàçî-
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âàíî ê ñëåäóþùåìó âèäó

(Rρv−, Rλ±i0v−)(Rλ∓i0v−, Rρv−)

κ− γ−(λ± i0)
=

(γ−(λ± i0)− γ−(ρ))
2

(λ− ρ)2(κ− γ−(λ± i0))
=

=
(2γ(ρ)− κ− γ−(λ± i0)

(λ− ρ)2
+

(κ− γ−(ρ))
2

(λ− ρ)2(κ− γ−(λ± i0))
, (26)

è â ðåçóëüòàòå

ωκ(Rρv−) = 4π

∫ ∞

0

p2 dp

(p2 − ρ)2
− 1

2πi

∫ ∞

0

γ−(λ+ i0)− γ−(λ− i0)

(λ− ρ)2
λ1/2dλ

+
1

2πi
(κ− γ−(ρ))

2

∫ ∞

0

γ−(λ+ i0)− γ−(λ− i0)

(λ− ρ)2(κ− γ−(λ+ i0))(κ− γ−(λ− i0))
λ1/2dλ

(27)

Ñêà÷îê �óíêöèè γ−(λ), âû÷èñëåííûé â (24), îãðàíè÷åí ïî ìîäóëþ, ïî-

ýòîìó âñå òðè èíòåãðàëà â (27) ñõîäÿòñÿ àáñîëþòíî. Äàëåå äëÿ ïðèáëè-

æåíèÿ �óíêöèè Rρv− �óíêöèåé (Λ + ρ)R−ΛRρv− ∈ D(l) ìîæíî âîñïîëü-
çîâàòüñÿ ïðåäåëîì ïî íîðìå L2(R

3)

Rρv− − (Λ + ρ)R−ΛRρv− = R−Λv− =
1

(p2 + Λ)p1/2
L2(R3)→ 0, Λ → ∞.

Ýòîò æå ïðåäåë âåðåí è ïî íîðìå �îðìû ω

ω(R−Λv−) =

∫

R3

d3p

(p2 + Λ)2
→ 0, Λ → ∞,

òî åñòü, äëÿ òîãî, ÷òîáû ïîêàçàòü, ÷òî

ωκ(R−Λv−) → 0, Λ → ∞,

íåîáõîäèìî óáåäèòüñÿ, ÷òî âòîðîé è òðåòèé èíòåãðàëû â (27) ñòðåìÿòñÿ ê

íóëþ, åñëè ρ = −Λ → −∞. Çàìåíîé λ̃ = λ/Λ ýòè èíòåãðàëû ïðèâîäÿòñÿ,

ñîîòâåòñòâåííî, ê âèäó

− 1

2πiΛ1/2

∫ ∞

0

γ−(λ̃Λ + i0)− γ−(λ̃Λ− i0)

(λ̃+ 1)2
λ̃1/2dλ̃

(κ− γ−(−Λ))2

2πiΛ1/2

∫ ∞

0

γ−(λ̃Λ + i0)− γ−(λ̃Λ− i0)

(λ̃+ 1)2(κ− γ−(λ̃Λ+ i0))(κ− γ−(λ̃Λ− i0))
λ̃1/2dλ̃.
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Çäåñü îáà èíòåãðàëà ñõîäÿòñÿ àáñîëþòíî è, ââèäó îãðàíè÷åííîñòè ñêà÷êà

�óíêöèè γ−(λ), îãðàíè÷åíû ïî Λ. Ó÷èòûâàÿ êîý��èöèåíòû Λ−1/2
ìîæ-

íî ñäåëàòü âûâîä, ÷òî âñÿ êâàäðàòè÷íàÿ �îðìà ωκ(R−Λv−) ñòðåìèòñÿ ê

íóëþ ïðè Λ → ∞.

Òàêèì îáðàçîì, ìû ïîêàçàëè, ÷òî êâàäðàòè÷íàÿ �îðìà îïåðàòîðà

L
1/2
κ âîññòàíàâëèâàåòñÿ ïî ñâîåìó äåéñòâèþ íà ìíîæåñòâå D(l).

8 Âîññòàíîâëåíèå êâàäðàòè÷íîé �îðìû äëÿ

âçàèìîäåéñòâèÿ ñ δ-ïîòåíöèàëîì

�àññìîòðèì, êàê êâàäðàòè÷íàÿ �îðìà ωκ âîññòàíàâëèâàåòñÿ ïî ñâîåìó

äåéñòâèþ íà ìíîæåñòâå D(l) äëÿ ñëó÷àÿ ñèíãóëÿðíîãî ïîòåíöèàëà òèïà

δ-�óíêöèè [10℄. Òàêîé ñèíãóëÿðíûé ïîòåíöèàë â èìïóëüñíîì ïðåäñòàâ-

ëåíèè ÿâëÿåòñÿ êîíñòàíòîé

vc(p) =
1

(2π)3/2

∫

R3

δ(x)e−ip·x d3x =
1

(2π)3/2
.

Ñîîòâåòñòâóþùèé åìó àíàëèòè÷åñêèé äå�åêòíûé âåêòîð èìååò âèä

Rµvc =
(2π)−3/2

k2 − µ
,

à �óíêöèÿ Íåâàíëèííû ïðîïîðöèîíàëüíà êâàäðàòíîìó êîðíþ èç ñïåê-

òðàëüíîãî ïàðàìåòðà ñî çíà÷åíèåì â âåðõíåé ïîëóïëîñêîñòè

γc(µ)− γc(λ) = (v, (Rµ − Rλ)) =
1

(2π)3

∫

R3

( 1

p2 − µ
− 1

p2 − λ

)

d3p =

=
i
√
µ

4π
− i

√
λ

4π
.

Ñàìîñîïðÿæåííûå îïåðàòîðû ðàñøèðåíèé êâàäðàòè÷íîé �îðìû Ëàïëà-

ñèàíà îïðåäåëÿþòñÿ ðåçîëüâåíòàìè

Rκ
µ = Rµ + 4π

Rµvc(Rµ̄vc, · )
4πκ− i

√
µ

.

Äëÿ òîãî, ÷òîáû çíàìåíàòåëü âòîðîãî ñëàãàåìîãî íå îáðàùàëñÿ â íîëü

ïðè µ < 0, íåîáõîäèìî è äîñòàòî÷íî, ÷òîáû áûëî âûïîëíåíî óñëîâèå

κ > 0.
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Äåéñòâèå êâàäðàòè÷íîé �îðìû ω íà âåêòîð Rρvc ëîãàðè�ìè÷åñêè ðàñ-

õîäèòñÿ

ω(Rρvc) =

∫

R3

p d3p

(p2 − ρ)2
= ∞, ρ ∈ C \ R+ ∪ 0, (28)

íî, â òî æå âðåìÿ, äåéñòâèå �îðìû ωκ íà ýòîì âåêòîðå âïîëíå êîíå÷-

íî. Äëÿ òîãî, ÷òîáû ýòî óâèäåòü, íåîáõîäèìî ââåñòè ðåãóëÿðèçàöèþ. Â

ñëó÷àå ðàñøèðåíèÿ ñ ïîìîùüþ δ-ïîòåíöèàëà �îðìà ωκ èìååò âèä ñóììû

(27), â êîòîðîé ïåðâîå ñëàãàåìîå çàìåíåíî íà (28). Äëÿ ðåãóëÿðèçàöèè

ýòîé ñóììû çàìåíèì, â ñîîòâåòñòâèè ñ ðàçìåðíîñòüþ ïåðåìåííîé èíòå-

ãðèðîâàíèÿ, âåðõíèé ïðåäåë â (28) íà Λ, à âåðõíèé ïðåäåë âî âòîðîì

èíòåãðàëå â (27) íà Λ2
, ïîëó÷èì

ωκ(Rρvc) = lim
Λ→∞

( 4π

(2π)3

∫ Λ

0

p3 dp

(p2 − ρ)2
− 1

(2πi)

i

4π

∫ Λ2

0

2λ dλ

(λ− ρ)2
)

+

+
1

2πi
(4πκ− i

√
ρ)2

∫ ∞

0

2iλ dλ

(λ− ρ)2(4πκ− i
√
λ)(4πκ+ i

√
λ)

.

Ïåðâûå äâà èíòåãðàëà ñîêðàùàþò äðóã äðóãà, çàâèñèìîñòü îò ïàðàìåòðà

ðåãóëÿðèçàöèè ïðîïàäàåò, â èòîãå îñòàåòñÿ

ωκ(Rρvc) =
1

π
(4πκ− i

√
ρ)2

∫ ∞

0

λ dλ

(λ− ρ)2(16π2κ2 + λ)
=

=
(4πκ− i

√
ρ)2

−πρ

∫ ∞

0

λ̃ dλ̃

(λ̃+ 1)2(λ̃− 16π2κ2/ρ)
, λ̃ =

λ

−ρ
. (29)

Ïðàâàÿ ÷àñòü ïðè ρ → −∞ ñòðåìèòñÿ ê

1
π
, à íå ê íóëþ, êàê ìû îæèäàåì, â

ñëó÷àå åñëè çíà÷åíèå �îðìû ωκ(Rρ̃vc) âîññòàíàâëèâàåòñÿ ïî åå äåéñòâèþ
íà âåêòîðàõ èç D(l) âèäà

Rρ̃vc − Rρvc = (ρ̃− ρ)RρRρ̃vc.

Áîëåå òîãî, ìîæíî ïîêàçàòü, ÷òî çíà÷åíèå ïðåäåëà âûðàæåíèÿ òèïà (29)

çàâèñèò îò ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ñòðåìÿùèõñÿ ê íóëþ âåêòîðîâ. Îäíàêî,

äîêàçàòåëüñòâà òîãî, ÷òî ýòîò ïðåäåë íå ìîæåò áûòü íóëåì äëÿ êàêîé-

ëèáî ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ðàçíîñòåé âåêòîðà Rρ̃vc è âåêòîðîâ èç D(l) ó
àâòîðà íå èìååòñÿ.

Òàêèì îáðàçîì, ìû ìîæåì ñäåëàòü ïðåäïîëîæåíèå, ÷òî êâàäðàòè÷íàÿ

�îðìà ωκ äëÿ ðàñøèðåíèÿ ñ ïîìîùüþ δ-ïîòåíöèàëà íå âîññòàíàâëèâàåò-
ñÿ ïî ñâîåìó äåéñòâèþ íà îáëàñòè D(l).
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Çàêëþ÷åíèå

Ñõåìà ïîñòðîåíèÿ ðåøåíèé óðàâíåíèÿ îñíîâíîãî ñîñòîÿíèÿ ñâîáîäíîãî

êâàíòîâîãî ïîëÿ ÷åðåç ðàñøèðåíèÿ êâàäðàòè÷íîé �îðìû ïîòåíöèàëü-

íîé ÷àñòè �àìèëüòîíèàíà áûëà ïðåäëîæåíà â [11℄ äëÿ ðàñøèðåíèé, ñâÿ-

çàííûõ ñ δ-ïîòåíöèàëîì. Îäíàêî, äîêàçàòåëüñòâî âîçìîæíîñòè âîññòà-

íîâëåíèÿ �îðìû êâàäðàòíîãî êîðíÿ ïî åå äåéñòâèþ íà îáëàñòü îïðåäå-

ëåíèÿ Ëàïëàñèàíà íàòîëêíóëîñü íà îïðåäåëåííûå òðóäíîñòè. Â íàñòîÿ-

ùåé ðàáîòå èñïîëüçóåòñÿ òàêàÿ æå òåõíèêà, íî ðàñøèðåíèÿ êâàäðàòè÷-

íîé �îðìû îïåðàòîðà Ëàïëàñà ñòðîÿòñÿ ñ ïîìîùüþ ïîòåíöèàëà ñ ñèíãó-

ëÿðíîñòÿìè òèïà x−5/2
, à íå δ(x). Ìû ïîêàçûâàåì, ÷òî äëÿ ïîñòðîåíèÿ

ðåøåíèé óðàâíåíèÿ îñíîâíîãî ñîñòîÿíèÿ êâàíòîâîé òåîðèè íåîáõîäèìî

èñïîëüçîâàòü ïîòåíöèàë, îïðåäåëÿåìûé äâóìÿ ñâÿçàííûìè ñèíãóëÿðíî-

ñòÿìè, ðàññòîÿíèå ìåæäó êîòîðûìè îêàçûâàåòñÿ îãðàíè÷åíî êîíñòàíòîé

ðàñøèðåíèÿ. Äëÿ äàííîãî ïîòåíöèàëà ìû ïðèâîäèì äîêàçàòåëüñòâî, ÷òî

äåéñòâèå �îðìû êâàäðàòíîãî êîðíÿ âîññòàíàâëèâàåòñÿ ïî äåéñòâèþ íà

îáëàñòè îïðåäåëåíèÿ êâàäðàòè÷íîé �îðìû Ëàïëàñèàíà.
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