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ÀÍÍÎÒÀÖÈß

Â L2(Rd) ðàññìàòðèâàåòñÿ ñàìîñîïðÿæåííûé îãðàíè÷åííûé îïåðàòîð Aε, ε > 0, âèäà

(Aεu)(x) = ε−d−2

∫
Rd

a((x− y)/ε)µ(x/ε,y/ε) (u(x)− u(y)) dy.

Ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî a(x) � íåîòðèöàòåëüíàÿ ôóíêöèÿ êëàññà L1(Rd), òàêàÿ ÷òî a(−x) = a(x),
à µ(x,y) � ôóíêöèÿ, Zd-ïåðèîäè÷åñêàÿ ïî êàæäîé ïåðåìåííîé, ïðè÷åì µ(x,y) = µ(y,x) è
0 < µ− 6 µ(x,y) 6 µ+ < ∞. Êðîìå òîãî, ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî êîíå÷íû ìîìåíòû Mk =∫
Rd |x|ka(x) dx, k = 1, 2, 3, 4. Ïîëó÷åíà àïïðîêñèìàöèÿ ðåçîëüâåíòû (Aε + I)−1 ïðè ìàëîì ε ïî

îïåðàòîðíîé íîðìå â L2(Rd) ñ îöåíêîé ïîãðåøíîñòè ïîðÿäêà O(ε2).
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Ââåäåíèå

Ðàáîòà îòíîñèòñÿ ê òåîðèè óñðåäíåíèÿ ïåðèîäè÷åñêèõ îïåðàòîðîâ. Ýòî îáøèðíàÿ îáëàñòü
òåîðåòè÷åñêîé è ïðèêëàäíîé íàóêè; ìû óêàæåì çäåñü ëèøü íåñêîëüêî îñíîâíûõ ìîíîãðàôèé:
[1, 2, 8].
Ìû ïîëó÷àåì îïåðàòîðíûå îöåíêè â çàäà÷å óñðåäíåíèÿ ïåðèîäè÷åñêîãî íåëîêàëüíîãî

îïåðàòîðà ñâ¼ðòî÷íîãî òèïà. Ñòàòüÿ ÿâëÿåòñÿ ïðîäîëæåíèåì èññëåäîâàíèÿ, íà÷àòîãî â [14];
ïî ïîâîäó ìîòèâàöèè ñì. ââåäåíèå ê ýòîé ñòàòüå. Ìåòîä ÿâëÿåòñÿ ìîäèôèêàöèåé òåîðåòèêî-
îïåðàòîðíîãî ïîäõîäà.

0.1. Îïåðàòîðíûå îöåíêè â òåîðèè óñðåäíåíèÿ. Òåîðåòèêî-îïåðàòîðíûé ïîäõîä.
Â ðàáîòàõ Áèðìàíà è Ñóñëèíîé [3, 4, 5] áûë ïðåäëîæåí è ðàçâèò òåîðåòèêî-îïåðàòîðíûé
ïîäõîä ê çàäà÷àì óñðåäíåíèÿ ïåðèîäè÷åñêèõ äèôôåðåíöèàëüíûõ îïåðàòîðîâ â Rd (âàðèàíò
ñïåêòðàëüíîãî ìåòîäà). Ñ ïîìîùüþ ýòîãî ïîäõîäà áûëè íàéäåíû òàê íàçûâàåìûå îïåðàòîðíûå
îöåíêè ïîãðåøíîñòè äëÿ øèðîêîãî êëàññà çàäà÷ ãîìîãåíèçàöèè. Ïîÿñíèì õàðàêòåð
ðåçóëüòàòîâ íà ïðèìåðå óñðåäíåíèÿ ýëëèïòè÷åñêîãî îïåðàòîðà Aε = −div g(x/ε)∇, ε > 0,
â L2(Rd). Çäåñü ìàòðèöà êîýôôèöèåíòîâ g(x) ïðåäïîëàãàåòñÿ îãðàíè÷åííîé, ïîëîæèòåëüíî
îïðåäåëåííîé è Zd-ïåðèîäè÷åñêîé. Â [3] áûëî ïîêàçàíî, ÷òî ïðè ε→ 0 ðåçîëüâåíòà (Aε + I)−1

ñõîäèòñÿ ïî îïåðàòîðíîé íîðìå â L2(Rd) ê ðåçîëüâåíòå îïåðàòîðà A0 è âûïîëíåíà îöåíêà

‖(Aε + I)−1 − (A0 + I)−1‖L2(Rd)→L2(Rd) 6 Cε. (0.1)

Çäåñü A0 = −div ghom∇ � òàê íàçûâàåìûé ýôôåêòèâíûé îïåðàòîð ñ ïîñòîÿííîé
ïîëîæèòåëüíîé ýôôåêòèâíîé ìàòðèöåé ghom. Íåðàâåíñòâà òàêîãî òèïà ïîëó÷èëè íàçâàíèå
îïåðàòîðíûõ îöåíîê ïîãðåøíîñòè â òåîðèè óñðåäíåíèÿ. Â [4] ïîëó÷åíà áîëåå òî÷íàÿ
àïïðîêñèìàöèÿ ðåçîëüâåíòû (Aε + I)−1 ïî îïåðàòîðíîé íîðìå â L2(Rd) ïðè ó÷åòå êîððåêòîðà
ñ îöåíêîé ïîãðåøíîñòè ïîðÿäêà O(ε2), à â [5] íàéäåíà àïïðîêñèìàöèÿ ðåçîëüâåíòû (Aε + I)−1

ïî íîðìå îïåðàòîðîâ, äåéñòâóþùèõ èç L2(Rd) â ïðîñòðàíñòâî Ñîáîëåâà H1(Rd) (òàêæå ïðè
ó÷åòå êîððåêòîðà) ñ îöåíêîé ïîãðåøíîñòè ïîðÿäêà O(ε).
Òåîðåòèêî-îïåðàòîðíûé ïîäõîä îñíîâàí íà ìàñøòàáíîì ïðåîáðàçîâàíèè, òåîðèè Ôëîêå�

Áëîõà è àíàëèòè÷åñêîé òåîðèè âîçìóùåíèé. Ïîÿñíèì ìåòîä íà ïðèìåðå âûâîäà îöåíêè (0.1).
Çà ñ÷åò ìàñøòàáíîãî ïðåîáðàçîâàíèÿ îöåíêà (0.1) ðàâíîñèëüíà íåðàâåíñòâó

‖(A+ ε2I)−1 − (A0 + ε2I)−1‖L2(Rd)→L2(Rd) 6 Cε
−1, (0.2)

ãäå A = −div g(x)∇ = D∗g(x)D, D = −i∇. Äàëåå, ñ ïîìîùüþ óíèòàðíîãî ïðåîáðàçîâàíèÿ
Ãåëüôàíäà îïåðàòîð A ðàñêëàäûâàåòñÿ â ïðÿìîé èíòåãðàë ïî îïåðàòîðàì A(ξ), äåéñòâóþùèì

â L2(Ω) è çàâèñÿùèì îò ïàðàìåòðà ξ ∈ Ω̃ (êâàçèèìïóëüñà). Çäåñü Ω = [0, 1)d � ÿ÷åéêà ðåøåòêè

Zd, à Ω̃ = [−π, π)d � ÿ÷åéêà äâîéñòâåííîé ðåøåòêè. Îïåðàòîð A(ξ) çàäàåòñÿ âûðàæåíèåì
A = (D + ξ)∗g(x)(D + ξ) ïðè ïåðèîäè÷åñêèõ ãðàíè÷íûõ óñëîâèÿõ. Îöåíêà (0.2) ýêâèâàëåíòíà
àíàëîãè÷íîé îöåíêå äëÿ îïåðàòîðîâ, çàâèñÿùèõ îò êâàçèèìïóëüñà:

‖(A(ξ) + ε2I)−1 − (A0(ξ) + ε2I)−1‖L2(Ω)→L2(Ω) 6 Cε
−1, ξ ∈ Ω̃.

Îñíîâíàÿ ÷àñòü èññëåäîâàíèÿ ñîñòîèò â èçó÷åíèè îïåðàòîðíîãî ñåìåéñòâà A(ξ), êîòîðîå
ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé àíàëèòè÷åñêîå ñåìåéñòâî ñ êîìïàêòíîé ðåçîëüâåíòîé. Ïîýòîìó ìîæíî
ïðèìåíèòü ìåòîäû àíàëèòè÷åñêîé òåîðèè âîçìóùåíèé. Âûÿñíÿåòñÿ, ÷òî ðåçîëüâåíòó
(A(ξ) + ε2I)−1 ìîæíî ïðèáëèçèòü â òåðìèíàõ ñïåêòðàëüíûõ õàðàêòåðèñòèê îïåðàòîðà íà êðàþ
ñïåêòðà. Â ÷àñòíîñòè, ýôôåêòèâíàÿ ìàòðèöà âûðàæàåòñÿ ÷åðåç ìàòðèöó Ãåññå äëÿ ïåðâîãî
ñîáñòâåííîãî çíà÷åíèÿ λ1(ξ) îïåðàòîðà A(ξ) â òî÷êå ξ = 0. Ïîýòîìó ýôôåêò óñðåäíåíèÿ
ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ñïåêòðàëüíûé ïîðîãîâûé ýôôåêò íà êðàþ ñïåêòðà ýëëèïòè÷åñêîãî
îïåðàòîðà.
Äðóãîé ïîäõîä ê ïîëó÷åíèþ îïåðàòîðíûõ îöåíîê ïîãðåøíîñòè â çàäà÷àõ ãîìîãåíèçàöèè

(òàê íàçûâàåìûé �ìåòîä ñäâèãà�) áûë ïðåäëîæåí â ðàáîòàõ Æèêîâà è Ïàñòóõîâîé (ñì. [7, 9],
à òàêæå îáçîð [10] è öèòèðîâàííóþ òàì ëèòåðàòóðó).
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Â ïîñëåäíèå ãîäû îïåðàòîðíûå îöåíêè ïîãðåøíîñòè â ðàçëè÷íûõ çàäà÷àõ ãîìîãåíèçàöèè
äëÿ äèôôåðåíöèàëüíûõ îïåðàòîðîâ ïðèâëåêàþò âíèìàíèå âñå áîëüøåãî ÷èñëà èññëåäîâàòåëåé;
ïîëó÷åíî ìíîãî ñîäåðæàòåëüíûõ ðåçóëüòàòîâ. Äîñòàòî÷íî ïîäðîáíûé îáçîð ñîâðåìåííîãî
ñîñòîÿíèÿ ýòîé îáëàñòè ìîæíî íàéòè â [14, ïóíêò 0.2] è â [16, ââåäåíèå].
Ïîä÷åðêíåì, îäíàêî, ÷òî äî ïîÿâëåíèÿ ðàáîòû àâòîðîâ [14] îïåðàòîðíûå îöåíêè äëÿ

íåëîêàëüíûõ îïåðàòîðîâ íå èçó÷àëèñü.

0.2. Ïîñòàíîâêà çàäà÷è. Îñíîâíîé ðåçóëüòàò. Â L2(Rd) èçó÷àåòñÿ íåëîêàëüíûé îïåðàòîð
Aε, çàäàííûé ñîîòíîøåíèåì

Aεu(x) =
1

εd+2

∫
Rd

a
(x− y

ε

)
µ
(x
ε
,
y

ε

)(
u(x)− u(y)

)
dy, x ∈ Rd, u ∈ L2(Rd). (0.3)

Çäåñü ε � ìàëûé ïîëîæèòåëüíûé ïàðàìåòð. Ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî a(x) � ÷åòíàÿ
íåîòðèöàòåëüíàÿ ôóíêöèÿ êëàññà L1(Rd), ‖a‖L1 > 0; µ(x,y) � îãðàíè÷åííàÿ è ïîëîæèòåëüíî
îïðåäåëåííàÿ ôóíêöèÿ, Zd-ïåðèîäè÷åñêàÿ ïî êàæäîé ïåðåìåííîé, ïðè÷åì µ(x,y) = µ(y,x).
Ïðè ýòèõ óñëîâèÿõ îïåðàòîð Aε îãðàíè÷åí, ñàìîñîïðÿæåí è íåîòðèöàòåëåí. Êðîìå òîãî,
ïðåäïîëàãàþòñÿ êîíå÷íûìè íåñêîëüêî ïåðâûõ ìîìåíòîâ Mk(a) =

∫
Rd |x|ka(x) dx.

Îïåðàòîð âèäà (0.3) âîçíèêàåò â ìîäåëÿõ ìàòåìàòè÷åñêîé áèîëîãèè è ïîïóëÿöèîííîé
äèíàìèêè è àêòèâíî èçó÷àåòñÿ â ïîñëåäíåå âðåìÿ. Óñðåäíåíèþ òàêèõ îïåðàòîðîâ áûëà
ïîñâÿùåíà ðàáîòà [12], â êîòîðîé â ïðåäïîëîæåíèè, ÷òî M2(a) < ∞, áûëî ïîêàçàíî, ÷òî
ïðè ε → 0 ðåçîëüâåíòà (Aε + I)−1 ñèëüíî ñõîäèòñÿ ê ðåçîëüâåíòå (A0 + I)−1 ýôôåêòèâíîãî
îïåðàòîðà. Ýôôåêòèâíûé îïåðàòîð ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ýëëèïòè÷åñêèé äèôôåðåíöèàëüíûé
îïåðàòîð âòîðîãî ïîðÿäêà ñ ïîñòîÿííûìè êîýôôèöèåíòàìè A0 = −div g0∇. Òåì ñàìûì, â
äàííîé çàäà÷å íàáëþäàåòñÿ èíòåðåñíûé ýôôåêò: ïðè óñðåäíåíèè îãðàíè÷åííîãî íåëîêàëüíîãî
îïåðàòîðà Aε âîçíèêàåò íåîãðàíè÷åííûé ëîêàëüíûé îïåðàòîð A0.
Äëÿ îïåðàòîðîâ ñ íåñèììåòðè÷íûì ÿäðîì àíàëîãè÷íûå çàäà÷è èçó÷àëèñü â [13], ãäå

äëÿ ñîîòâåòñòâóþùèõ ïàðàáîëè÷åñêèõ óðàâíåíèé ðåçóëüòàò îá óñðåäíåíèè ñïðàâåäëèâ â
äâèæóùèõñÿ êîîðäèíàòàõ. Çàäà÷à â ïåðèîäè÷åñêè ïåðôîðèðîâàííîé îáëàñòè èññëåäîâàëàñü
âàðèàöèîííûìè ìåòîäàìè â [6].
Â ðàáîòå àâòîðîâ [14] ïðè óñëîâèè M3(a) < ∞ áûëà óñòàíîâëåíà ñõîäèìîñòü ðåçîëüâåíòû

(Aε + I)−1 ê ðåçîëüâåíòå (A0 + I)−1 ýôôåêòèâíîãî îïåðàòîðà ïî îïåðàòîðíîé íîðìå â L2(Rd)
è áûëà ïîëó÷åíà òî÷íàÿ ïî ïîðÿäêó îöåíêà ïîãðåøíîñòè:

‖(Aε + I)−1 − (A0 + I)−1‖L2(Rd)→L2(Rd) 6 C(a, µ)ε, ε > 0.

Îïèøåì ýôôåêòèâíûé îïåðàòîð. Êàê îáû÷íî â òåîðèè óñðåäíåíèÿ, äëÿ îïèñàíèÿ
ýôôåêòèâíîé ìàòðèöû g0 íóæíî ðàññìîòðåòü âñïîìîãàòåëüíûå çàäà÷è íà ÿ÷åéêå. Êàê è
â ïóíêòå 0.1, ïóñòü Ω := [0, 1)d � ÿ÷åéêà ðåøåòêè Zd. Ïóñòü âåêòîð-ôóíêöèÿ v(x) =
(v1(x), . . . , vd(x))t, x ∈ Rd, ÿâëÿåòñÿ Zd-ïåðèîäè÷åñêèì ðåøåíèåì çàäà÷è

∫
Rd a(x− y)µ(x,y)(v(x)− v(y)) dy =

∫
Rd a(x− y)µ(x,y)(x− y) dy,∫

Ω v(y) dy = 0.
(0.4)

Îòìåòèì, ÷òî çàäà÷à (0.4) èìååò åäèíñòâåííîå Zd-ïåðèîäè÷åñêîå ðåøåíèå. Ìû ïîêàçûâàåì, ÷òî
ýòî ðåøåíèå îãðàíè÷åíî (ñì. �5). Ïóñòü g0 � (d× d)-ìàòðèöà ñ ýëåìåíòàìè 1

2gkl, k, l = 1, . . . , d,
îïðåäåëåííûìè ñîîòíîøåíèÿìè

gkl =

∫
Ω
dx

∫
Rd

dy
(

(xk−yk)(xl−yl)−vl(x)(xk−yk)−vk(x)(xl−yl)
)
a(x−y)µ(x,y), k, l = 1, . . . , d.

Ìàòðèöà g0 îêàçûâàåòñÿ ïîëîæèòåëüíî îïðåäåëåííîé. Ýôôåêòèâíûé îïåðàòîð A0 = −div g0∇
îïðåäåëåí íà ïðîñòðàíñòâå Ñîáîëåâà H2(Rd).
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Íàøà öåëü � ïîëó÷èòü áîëåå òî÷íóþ àïïðîêñèìàöèþ ðåçîëüâåíòû (Aε + I)−1 ïðè ìàëîì ε.
Ìû íàêëàäûâàåì óñëîâèå M4(a) <∞. Îñíîâíîé ðåçóëüòàò ðàáîòû (òåîðåìà 4.2) � îöåíêà

‖(Aε + I)−1 − (A0 + I)−1 − εKε‖L2(Rd)→L2(Rd) 6 C(a, µ)ε2, ε > 0.

Êîððåêòîð Kε çàäàí ðàâåíñòâîì

Kε = −
d∑
j=1

[vεj ]∂j(A0 + I)−1 +

d∑
j=1

(A0 + I)−1∂j [v
ε
j ],

ãäå [vεj ] � îïåðàòîð óìíîæåíèÿ íà ôóíêöèþ vj(x/ε).

0.3. Ìåòîä. Êàê è â ðàáîòå [14], äëÿ èññëåäîâàíèÿ çàäà÷è îá àïïðîêñèìàöèè ðåçîëüâåíòû
îïåðàòîðà (0.3) ìû ìîäèôèöèðóåì òåîðåòèêî-îïåðàòîðíûé ïîäõîä, ðàçâèòûé â ðàáîòàõ
Áèðìàíà è Ñóñëèíîé, î êîòîðîì øëà ðå÷ü â ïóíêòå 0.1.
Ïåðâûå äâà øàãà � ìàñøòàáíîå ïðåîáðàçîâàíèå è ðàçëîæåíèå îïåðàòîðà A â ïðÿìîé

èíòåãðàë ïî îïåðàòîðàì A(ξ) ñ ïîìîùüþ óíèòàðíîãî ïðåîáðàçîâàíèÿ Ãåëüôàíäà � îñòàþòñÿ
ïðåæíèìè. Çäåñü A = Aε0 , ε0 = 1. Äåëî ñâîäèòñÿ ê èçó÷åíèþ àñèìïòîòèêè ðåçîëüâåíòû
(A(ξ) + ε2I)−1 ïðè ìàëîì ε > 0. Îäíàêî, ê ñåìåéñòâó îïåðàòîðîâ A(ξ), äåéñòâóþùèõ

â ïðîñòðàíñòâå L2(Ω) è çàâèñÿùèõ îò ïàðàìåòðà ξ ∈ Ω̃, ìåòîäû àíàëèòè÷åñêîé òåîðèè
âîçìóùåíèé óæå íåïðèìåíèìû. Â îòëè÷èå îò ñëó÷àÿ äèôôåðåíöèàëüíûõ îïåðàòîðîâ ýòî
îïåðàòîðíîå ñåìåéñòâî íå ÿâëÿåòñÿ àíàëèòè÷åñêèì. Âçàìåí ìû èñïîëüçóåì êîíå÷íóþ
ãëàäêîñòü ñåìåéñòâà A(ξ), êîòîðàÿ îáåñïå÷åíà ïðåäïîëîæåíèåì î êîíå÷íîñòè íåñêîëüêèõ
ïåðâûõ ìîìåíòîâ êîýôôèöèåíòà a(x).
Ñîãëàñíî òåîðåòèêî-îïåðàòîðíîìó ïîäõîäó äëÿ ïîëó÷åíèÿ àïïðîêñèìàöèè ðåçîëüâåíòû

(A(ξ) + ε2I)−1 ïðè ìàëîì ε äîñòàòî÷íî íàéòè àñèìïòîòèêó îïåðàòîð-ôóíêöèè A(ξ)F (ξ),
ξ → 0; çäåñü F (ξ) � ñïåêòðàëüíûé ïðîåêòîð îïåðàòîðà A(ξ), îòâå÷àþùèé íåêîòîðîé
îêðåñòíîñòè íóëÿ. Òðàäèöèîííî àñèìïòîòèêà îïåðàòîðà A(ξ)F (ξ) ïðè ξ → 0 âû÷èñëÿëàñü
÷åðåç àñèìïòîòèêó ïåðâîãî ñîáñòâåííîãî çíà÷åíèÿ λ1(ξ) îïåðàòîðà A(ξ). Ìû ïîñëåäîâàòåëüíî
ïðèìåíÿåì àëüòåðíàòèâíûé ñïîñîá âû÷èñëåíèÿ àñèìïòîòèêè îïåðàòîðà A(ξ)F (ξ) ïðè ξ → 0
� ìåòîä èíòåãðèðîâàíèÿ ðåçîëüâåíòû (A(ξ) − ζI)−1 ïî ïîäõîäÿùåìó êîíòóðó â êîìïëåêñíîé
ïëîñêîñòè. Â [14, ïóíêò 4.2] ýòîò ïîäõîä áûë íàìå÷åí êàê �òðåòèé ñïîñîá�.
Êàê è â ñëó÷àå äèôôåðåíöèàëüíûõ îïåðàòîðîâ, âûÿñíÿåòñÿ, ÷òî ãëàâíóþ ðîëü â äàííîé

çàäà÷å èãðàþò ñïåêòðàëüíûå õàðàêòåðèñòèêè îïåðàòîðà A âáëèçè íèæíåãî êðàÿ ñïåêòðà (òàê
íàçûâàåìûå ïîðîãîâûå õàðàêòåðèñòèêè). Òåì ñàìûì, ýôôåêò óñðåäíåíèÿ äëÿ íåëîêàëüíîãî
îïåðàòîðà Aε òàêæå ÿâëÿåòñÿ ïîðîãîâûì ýôôåêòîì íà êðàþ ñïåêòðà.

0.4. Ïëàí ñòàòüè. Ñòàòüÿ ñîñòîèò èç ââåäåíèÿ è ïÿòè ïàðàãðàôîâ. Â �1 ââîäèòñÿ îïåðàòîð
A, îáñóæäàþòñÿ ðàçëîæåíèå ýòîãî îïåðàòîðà â ïðÿìîé èíòåãðàë ïî ñåìåéñòâó îïåðàòîðîâ
A(ξ) è îöåíêè ñíèçó äëÿ êâàäðàòè÷íîé ôîðìû îïåðàòîðà A(ξ). Â �2 èññëåäîâàíû ïîðîãîâûå
õàðàêòåðèñòèêè îïåðàòîðíîãî ñåìåéñòâà A(ξ) âáëèçè íèæíåãî êðàÿ ñïåêòðà. Â �3 íàéäåíà
àïïðîêñèìàöèÿ ðåçîëüâåíòû (A(ξ) + ε2I)−1 ïðè ìàëîì ε, îòêóäà ñ ïîìîùüþ ðàçëîæåíèÿ
îïåðàòîðà A â ïðÿìîé èíòåãðàë ïîëó÷åíà àïïðîêñèìàöèÿ ðåçîëüâåíòû (A + ε2I)−1. Â �4 èç
ðåçóëüòàòîâ �3 ñ ïîìîùüþ ìàñøòàáíîãî ïðåîáðàçîâàíèÿ âûâîäèòñÿ îñíîâíîé ðåçóëüòàò ðàáîòû
� àïïðîêñèìàöèÿ ðåçîëüâåíòû (Aε + I)−1 ïî îïåðàòîðíîé íîðìå â L2(Rd). Â Ïðèëîæåíèå (�5)
âûíåñåí âñïîìîãàòåëüíûé ìàòåðèàë: äîêàçàòåëüñòâî îãðàíè÷åííîñòè ðåøåíèÿ çàäà÷è (0.4).

0.5. Îáîçíà÷åíèÿ. Íîðìà â íîðìèðîâàííîì ïðîñòðàíñòâå X îáîçíà÷àåòñÿ ÷åðåç ‖ · ‖X (ëèáî
áåç èíäåêñà, åñëè ýòî íå âåäåò ê íåäîðàçóìåíèÿì); åñëè ïðîñòðàíñòâà X, Y íîðìèðîâàíû,
òî ñòàíäàðòíàÿ íîðìà ëèíåéíîãî îãðàíè÷åííîãî îïåðàòîðà T : X → Y îáîçíà÷àåòñÿ ÷åðåç
‖T‖X→Y ëèáî ‖T‖ (áåç èíäåêñà). Ëèíåéíàÿ îáîëî÷êà ñèñòåìû âåêòîðîâ F ⊂ X îáîçíà÷àåòñÿ
÷åðåç L{F}. Ïðîñòðàíñòâî îãðàíè÷åííûõ ëèíåéíûõ îïåðàòîðîâ â íîðìèðîâàííîì ïðîñòðàíñòâå
X îáîçíà÷àåòñÿ ÷åðåç B(X).



6

Ïóñòü H, H∗ � êîìïëåêñíûå ñåïàðàáåëüíûå ãèëüáåðòîâû ïðîñòðàíñòâà. Åñëè A : H→ H∗ �
ëèíåéíûé îïåðàòîð, òî ÷åðåç DomA îáîçíà÷àåòñÿ åãî îáëàñòü îïðåäåëåíèÿ, à ÷åðåç KerA �
åãî ÿäðî. Åñëè N � ïîäïðîñòðàíñòâî â H, òî N⊥ � åãî îðòîãîíàëüíîå äîïîëíåíèå. Åñëè P �
îðòîïðîåêòîð ïðîñòðàíñòâà H íà N, òî P⊥ � îðòîïðîåêòîð íà N⊥. Äëÿ ñàìîñîïðÿæåííîãî
îïåðàòîðà A â ãèëüáåðòîâîì ïðîñòðàíñòâå H ÷åðåç σ(A) è σe(A) îáîçíà÷àþòñÿ ñïåêòð è
ñóùåñòâåííûé ñïåêòð îïåðàòîðà A; åñëè δ � áîðåëåâñêîå ìíîæåñòâî íà îñè R, òî EA(δ) îçíà÷àåò
ñïåêòðàëüíûé ïðîåêòîð îïåðàòîðà A, îòâå÷àþùèé ìíîæåñòâó δ.
Åñëè O � îáëàñòü â Rd, òî ÷åðåç Lp(O), 1 6 p 6∞, îáîçíà÷àþòñÿ ñòàíäàðòíûå Lp-êëàññû.

Ñòàíäàðòíîå ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå â ïðîñòðàíñòâå L2(O) îáîçíà÷àåòñÿ ÷åðåç (·, ·)L2(O) ëèáî
áåç èíäåêñà. Åñëè f ∈ L∞(O), òî ñèìâîë [f ] îçíà÷àåò îïåðàòîð óìíîæåíèÿ íà ôóíêöèþ f(x) â
ïðîñòðàíñòâå L2(O). Ñòàíäàðòíûå êëàññû Ñîáîëåâà ïîðÿäêà s > 0 â îáëàñòè O îáîçíà÷àþòñÿ
÷åðåç Hs(O).
Ñòàíäàðòíîå ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå â Rd è Cd îáîçíà÷àåòñÿ ÷åðåç 〈·, ·〉. Äàëåå, èñïîëüçóåì

îáîçíà÷åíèÿ x = (x1, . . . , xd)
t ∈ Rd, iDj = ∂j = ∂/∂xj , j = 1, . . . , d; D = −i∇ = (D1, . . . , Dd)

t.

×åðåç S(Rd) îáîçíà÷èì êëàññ Øâàðöà â Rd. Õàðàêòåðèñòè÷åñêàÿ ôóíêöèÿ ìíîæåñòâà E ⊂ Rd
îáîçíà÷àåòñÿ ÷åðåç 1E .

� 1. Íåëîêàëüíûé îïåðàòîð ñâ¼ðòî÷íîãî òèïà:

ðàçëîæåíèå â ïðÿìîé èíòåãðàë è îöåíêè

1.1. Îïåðàòîð A(a, µ). Ïóñòü a ∈ L1(Rd), µ ∈ L∞(Rd×Rd). Â ïðîñòðàíñòâå L2(Rd) îïðåäåëèì
íåëîêàëüíûé îïåðàòîð ñâ¼ðòî÷íîãî òèïà A = A(a, µ) ñîîòíîøåíèåì

A(a, µ)u(x) :=

∫
Rd

a(x− y)µ(x,y)(u(x)− u(y)) dy, x ∈ Rd.

Îïåðàòîð A ìîæíî çàïèñàòü â âèäå A = p(x; a, µ)− B(a, µ), ãäå

p(x; a, µ) :=

∫
Rd

a(x− y)µ(x,y) dy, x ∈ Rd,

B(a, µ)u(x) :=

∫
Rd

a(x− y)µ(x,y)u(y) dy, x ∈ Rd.

Ñîãëàñíî ëåììå Øóðà (ñì., íàïðèìåð, [14, ëåììà 4.1]) îïåðàòîð B(a, µ) : L2(Rd)→ L2(Rd)
îãðàíè÷åí, è ñïðàâåäëèâà îöåíêà ‖B(a, µ)‖ 6 ‖µ‖L∞‖a‖L1 . Êðîìå òîãî, ïîòåíöèàë p(x; a, µ)
óäîâëåòâîðÿåò îöåíêå ‖p(·; a, µ)‖L∞ 6 ‖µ‖L∞‖a‖L1 . Ñëåäîâàòåëüíî, îïåðàòîð A(a, µ) :
L2(Rd) → L2(Rd) îãðàíè÷åí. Ââåäåì îáîçíà÷åíèÿ A0(a) := A(a, µ0), ãäå µ0 ≡ 1; p0(x; a) :=
p(x; a, µ0); B0(a) := B(a, µ0). Î÷åâèäíî, îïåðàòîð B0(a) � ýòî îïåðàòîð ñâåðòêè ñ ôóíêöèåé a,
à ïîòåíöèàë p0(x; a) =

∫
Rd a(y) dy � ïîñòîÿííûé.

Äàëåå ïðåäïîëàãàþòñÿ âûïîëíåííûìè áîëåå æåñòêèå îãðàíè÷åíèÿ íà ôóíêöèè a è µ:

a ∈ L1(Rd), mes{x ∈ Rd : a(x) 6= 0} > 0, a(x) > 0, a(−x) = a(x), x ∈ Rd; (1.1)

0 < µ− 6 µ(x,y) 6 µ+ < +∞, µ(x,y) = µ(y,x), x,y ∈ Rd; (1.2)

µ(x + m,y + n) = µ(x,y), x,y ∈ Rd, m,n ∈ Zd. (1.3)

Ââåäåì îáîçíà÷åíèÿ äëÿ ìîìåíòîâ ôóíêöèè a(x):

Mk(a) :=

∫
Rd

|x|ka(x) dx, k ∈ N.

Ñ ó÷åòîì óñëîâèÿ 0 <
∫
Rd a(x) dx < ∞ èç êîíå÷íîñòè ìîìåíòà Mk(a) àâòîìàòè÷åñêè

âûòåêàåò êîíå÷íîñòü ìîìåíòîâ M1(a), . . . ,Mk−1(a). Íèæå â ðàçëè÷íûõ óòâåðæäåíèÿõ ìû
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áóäåì ïðåäïîëàãàòü êîíå÷íîñòü ìîìåíòà Mk(a) ïðè ðàçëè÷íûõ çíà÷åíèÿõ k 6 4. Â ÷àñòíîñòè,
îñíîâíîé ðåçóëüòàò (òåîðåìà 4.2) ñïðàâåäëèâ ïðè óñëîâèè M4(a) <∞.
Î÷åâèäíî, ïðè óñëîâèÿõ (1.1), (1.2) ïîòåíöèàë p(x) = p(x; a, µ) âåùåñòâåíåí, à îïåðàòîð

B(a, µ) ñàìîñîïðÿæåí. Ñëåäîâàòåëüíî, îïåðàòîð A(a, µ) ñàìîñîïðÿæåí. Íåòðóäíî âèäåòü, ÷òî
ïîòåíöèàë p(x; a, µ) óäîâëåòâîðÿåò îöåíêàì

µ−‖a‖L1(Rd) 6 p(x) 6 µ+‖a‖L1(Rd), x ∈ Rd. (1.4)

1.2. Îöåíêè êâàäðàòè÷íîé ôîðìû îïåðàòîðà A(a, µ). Ïðè óñëîâèÿõ (1.1), (1.2)
êâàäðàòè÷íàÿ ôîðìà îïåðàòîðà A(a, µ) äîïóñêàåò ñëåäóþùåå ïðåäñòàâëåíèå (ñì., íàïðèìåð,
[11] èëè [14, ï. 1.2])

(A(a, µ)u, u) =
1

2

∫
Rd

∫
Rd

dx dy a(x− y)µ(x,y)|u(x)− u(y)|2, u ∈ L2(Rd). (1.5)

Â ñèëó (1.5) îïåðàòîð A(a, µ) íåîòðèöàòåëåí è âûïîëíåíû îöåíêè

µ−(A0(a)u, u) 6 (A(a, µ)u, u) 6 µ+(A0(a)u, u), u ∈ L2(Rd). (1.6)

Ïîñêîëüêó B0(a) � îïåðàòîð ñâåðòêè, ïðåîáðàçîâàíèå Ôóðüå ïåðåâîäèò B0(a) â îïåðàòîð
óìíîæåíèÿ íà ôóíêöèþ â(ξ), ξ ∈ Rd, ãäå

â(ξ) :=

∫
Rd

e−i〈ξ,z〉a(z) dz, ξ ∈ Rd.

Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî îïåðàòîð A0(a) óíèòàðíî ýêâèâàëåíòåí îïåðàòîðó óìíîæåíèÿ íà ôóíêöèþ
â(0) − â(ξ). Ñëåäîâàòåëüíî, λ0 = 0 ÿâëÿåòñÿ òî÷êîé ñïåêòðà îïåðàòîðà A0(a). Ïîñêîëüêó
îïåðàòîð A0(a) íåîòðèöàòåëåí, òî λ0 � ýòî êðàé ñïåêòðà. Â ñèëó îöåíîê (1.6) òî÷êà λ0 = 0
ÿâëÿåòñÿ òàêæå íèæíèì êðàåì ñïåêòðà îïåðàòîðà A(a, µ).

1.3. Ðàçëîæåíèå îïåðàòîðà A(a, µ) â ïðÿìîé èíòåãðàë. Íåòðóäíî âèäåòü, ÷òî ïðè
óñëîâèÿõ (1.1)�(1.3) îïåðàòîð óìíîæåíèÿ íà ïîòåíöèàë p(x; a, µ) è îïåðàòîð B(a, µ) (à çíà÷èò,
è îïåðàòîð A(a, µ)) êîììóòèðóþò ñ îïåðàòîðàìè Sn öåëî÷èñëåííîãî ñäâèãà, îïðåäåëåííûìè
ïî ïðàâèëó

Snu(x) = u(x + n), x ∈ Rd, n ∈ Zd.

Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî A(a, µ) è B(a, µ) � ïåðèîäè÷åñêèå îïåðàòîðû ñ ðåøåòêîé ïåðèîäîâ Zd.
Îáîçíà÷èì ÷åðåç Ω := [0, 1)d ÿ÷åéêó ðåøåòêè Zd è ÷åðåç Ω̃ := [−π, π)d � ÿ÷åéêó äâîéñòâåííîé
ðåøåòêè (2πZ)d.
Îïðåäåëèì ïðåîáðàçîâàíèå Ãåëüôàíäà G (ñì., íàïðèìåð, [15] èëè [3, ãëàâà 2]).

Ïåðâîíà÷àëüíî G çàäàåòñÿ íà êëàññå Øâàðöà S(Rd) ðàâåíñòâîì

Gu(ξ,x) := (2π)−d/2
∑
n∈Zd

u(x + n)e−i〈ξ,x+n〉, ξ ∈ Ω̃, x ∈ Ω, u ∈ S(Rd).

Çàòåì G ðàñïðîñòðàíÿåòñÿ ïî íåïðåðûâíîñòè äî óíèòàðíîãî îòîáðàæåíèÿ

L2(Rd)→
∫

Ω̃
⊕L2(Ω) dξ = L2(Ω̃× Ω).

Êàê è âñå ïåðèîäè÷åñêèå îïåðàòîðû, A(a, µ) è B(a, µ) ðàñêëàäûâàþòñÿ â ïðÿìîé èíòåãðàë ñ
ïîìîùüþ ïðåîáðàçîâàíèÿ Ãåëüôàíäà (ò. å. ÷àñòè÷íî äèàãîíàëèçóþòñÿ):

A(a, µ) = G∗
(∫

Ω̃
⊕A(ξ; a, µ) dξ

)
G, B(a, µ) = G∗

(∫
Ω̃
⊕B(ξ; a, µ) dξ

)
G. (1.7)
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Çäåñü îïåðàòîðû A(ξ) = A(ξ; a, µ) è B(ξ) = B(ξ; a, µ) � ñàìîñîïðÿæåííûå îãðàíè÷åííûå
îïåðàòîðû â L2(Ω), çàäàííûå ñîîòíîøåíèÿìè:

A(ξ; a, µ)u(x) = p(x; a, µ)u(x)− B(ξ; a, µ)u(x), u ∈ L2(Ω), (1.8)

B(ξ; a, µ)u(x) =

∫
Ω

ã(ξ,x− y)µ(x,y)u(y) dy, u ∈ L2(Ω), (1.9)

ãäå

ã(ξ, z) :=
∑
n∈Zd

a(z + n)e−i〈ξ,z+n〉, ξ ∈ Ω̃, z ∈ Rd. (1.10)

Îòìåòèì ðàâåíñòâî

p(x; a, µ) =

∫
Ω

ã(0,x− y)µ(x,y) dy. (1.11)

Ïîÿñíèì, êàê ïîíèìàåòñÿ (1.7), íà ïðèìåðå ïåðâîãî ðàâåíñòâà. Ïóñòü u ∈ L2(Rd) è v = Au.
Òîãäà Gv(ξ, ·) = A(ξ)Gu(ξ, ·), ξ ∈ Ω̃.
Îïåðàòîð B(ξ; a, µ) êîìïàêòåí (ñì. [14, ïóíêò 4.1]); â ñèëó ëåììûØóðà åãî íîðìà äîïóñêàåò

îöåíêó

‖B(ξ; a, µ)‖ 6 µ+‖a‖L1(Rd), ξ ∈ Ω̃.

Îïåðàòîð A(ξ; a, µ), ξ ∈ Ω̃, îáëàäàåò ñóùåñòâåííûì ñïåêòðîì

σe(A(ξ; a, µ)) = ess-Ran p(·; a, µ).

Â ñèëó êîìïàêòíîñòè îïåðàòîðà B(ξ; a, µ) è íèæíåé îöåíêè (1.4) ïðè âñÿêîì ξ ∈ Ω̃ ñïåêòð
îïåðàòîðà A(ξ; a, µ) ëåâåå òî÷êè µ−‖a‖L1 äèñêðåòåí.
Â [14, ëåììà 1.1] ïîëó÷åíî óäîáíîå ïðåäñòàâëåíèå äëÿ êâàäðàòè÷íîé ôîðìû îïåðàòîðà

A(ξ; a, µ).

Ëåììà 1.1 ([14]). Ïðè óñëîâèÿõ (1.1)�(1.3) ñïðàâåäëèâî ðàâåíñòâî

(A(ξ; a, µ)u, u) =
1

2

∫
Ω

dx

∫
Rd

dy a(x− y)µ(x,y)
∣∣ei〈ξ,x〉u(x)− ei〈ξ,y〉u(y)

∣∣2, u ∈ L2(Ω), ξ ∈ Ω̃.

(1.12)
Çäåñü ïîäðàçóìåâàåòñÿ, ÷òî ôóíêöèÿ u ∈ L2(Ω) ïåðèîäè÷åñêè ïðîäîëæåíà íà âñå Rd.

1.4. Îöåíêè êâàäðàòè÷íîé ôîðìû îïåðàòîðà A(ξ; a, µ). Êàê è âûøå, ïîëåçíî îòäåëüíî
ðàññìîòðåòü ñëó÷àé µ = µ0 ≡ 1. Ââåäåì îáîçíà÷åíèÿ A0(ξ; a) := A(ξ; a, µ0), B0(ξ; a) :=
B(ξ; a, µ0). Èç ñîîòíîøåíèé (1.2) è (1.12) âûòåêàþò äâóñòîðîííèå îöåíêè

µ−(A0(ξ; a)u, u) 6 (A(ξ; a, µ)u, u) 6 µ+(A0(ξ; a)u, u), u ∈ L2(Ω), ξ ∈ Ω̃. (1.13)

Îïåðàòîðû A0(ξ; a), ξ ∈ Ω̃, äèàãîíàëèçóþòñÿ óíèòàðíûì äèñêðåòíûì ïðåîáðàçîâàíèåì Ôóðüå
F : L2(Ω)→ `2(Zd), çàäàííûì ñîîòíîøåíèÿìè:

Fu(n) =

∫
Ω

u(x)e−2πi〈n,x〉dx, n ∈ Zd, u ∈ L2(Ω);

F∗v(x) =
∑
n∈Zd

vne
2πi〈n,x〉, x ∈ Ω, v = {vn}n∈Zd ∈ `2(Zd).

Èìååì:

A0(ξ; a) = F∗
[
â(0)− â(2πn + ξ)

]
F , â(k) :=

∫
Rd

a(x)e−i〈k,x〉dx, k ∈ Rd. (1.14)
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Çäåñü ÷åðåç [â(0) − â(2πn + ξ)], îáîçíà÷àåòñÿ îïåðàòîð óìíîæåíèÿ íà ôóíêöèþ
â(0)− â(2πn + ξ) â ïðîñòðàíñòâå `2(Zd). Òàêèì îáðàçîì, ñèìâîëîì îïåðàòîðà A0(ξ; a) ÿâëÿåòñÿ

ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {Ân(ξ)}n∈Zd , ãäå

Ân(ξ) = Â(ξ + 2πn) = â(0)− â(2πn + ξ) =

∫
Rd

(
1− cos(〈z, ξ + 2πn〉)

)
a(z) dz, n ∈ Zd, ξ ∈ Ω̃.

Ìû ó÷ëè, ÷òî èíòåãðàë
∫
Rd sin(〈z, ξ+ 2πn〉)a(z) dz îáðàùàåòñÿ â íóëü, ïîñêîëüêó a(z) = a(−z).

Èç îïèñàííîé äèàãîíàëèçàöèè ëåãêî ñëåäóåò, ÷òî KerA0(0; a) = L{1Ω}. Ñëåäîâàòåëüíî, â
ñèëó (1.13) èìååò ìåñòî KerA(0; a, µ) = L{1Ω}. Ìû ïðèõîäèì ê ñëåäóþùåìó óòâåðæäåíèþ
(ñì. [14, ëåììà 1.2]).

Ëåììà 1.2 ([14]). Ïðè óñëîâèÿõ (1.1)�(1.3) ÷èñëî λ0 = 0 ÿâëÿåòñÿ ïðîñòûì ñîáñòâåííûì

çíà÷åíèåì îïåðàòîðà A(0; a, µ). Ïðè ýòîì KerA(0; a, µ) = L{1Ω}.

Èññëåäóåì ïîäðîáíåå ñèìâîë îïåðàòîðà A0(ξ; a), ξ ∈ Ω̃, è ïîëó÷èì íåêîòîðûå îöåíêè äëÿ
êâàäðàòè÷íîé ôîðìû îïåðàòîðà A(ξ; a, µ). Âåëè÷èíà

Â(y) :=

∫
Rd

(
1− cos(〈z,y〉)

)
a(z) dz = 2

∫
Rd

sin2

(
〈z,y〉

2

)
a(z) dz, y ∈ Rd,

ïðè óñëîâèè (1.1) íåïðåðûâíî çàâèñèò îò y ∈ Rd è (ñîãëàñíî ëåììå Ðèìàíà�Ëåáåãà) ñòðåìèòñÿ
ê ‖a‖L1 > 0 ïðè |y| → ∞. Êðîìå òîãî, íåòðóäíî âèäåòü, ÷òî Â(y) > 0 ïðè y 6= 0. Ñëåäîâàòåëüíî,
ñïðàâåäëèâà îöåíêà

min
|y|>r

Â(y) =: Cr(a) > 0, r > 0. (1.15)

Ïîñêîëüêó ïðè ξ ∈ Ω̃ è n ∈ Zd \ {0} âûïîëíåíî |ξ + 2πn| > π, òî

Â(ξ + 2πn) > Cπ(a), ξ ∈ Ω̃, n ∈ Zd \ {0}. (1.16)

Äàëåå, ïðè óñëîâèè M2(a) <∞ âåëè÷èíà∫
Rd

a(z)〈z,y〉2 dz =: Ma(y)

íåïðåðûâíî çàâèñèò îò y ∈ Rd è ïðè íåíóëåâûõ y íå îáðàùàåòñÿ â íóëü. Ñëåäîâàòåëüíî,

min
|θ|=1

Ma(θ) =:M(a) > 0. (1.17)

Ñëåäóþùåå óòâåðæäåíèå ïîëó÷åíî â [14, ëåììà 1.3].

Ëåììà 1.3 ([14]). Ïðè óñëîâèÿõ (1.1)�(1.3) è óñëîâèè M3(a) <∞ ñïðàâåäëèâà îöåíêà

Â(ξ + 2πn) > C(a)|ξ|2, ξ ∈ Ω̃, n ∈ Zd.

Çäåñü

C(a) := min
{1

4
M(a), Cr(a)(a)π−2d−1, Cπ(a)π−2d−1

}
> 0, (1.18)

âåëè÷èíà Cr(a), r > 0, îïðåäåëåíà â (1.15), ïîñòîÿííàÿM(a) îïðåäåëåíà â (1.17),

r(a) :=
3M(a)

2M3(a)
.

Ïðè óñëîâèÿõ (1.1)�(1.3) èç (1.13), (1.14) è (1.16) âûòåêàåò îöåíêà

(A(ξ; a, µ)u, u) > µ−Cπ(a)‖u‖2L2(Ω), u ∈ L2(Ω)	 L{1Ω}, ξ ∈ Ω̃. (1.19)

Èç ñîîòíîøåíèé (1.13), (1.14) è ëåììû 1.3 âûòåêàåò ñëåäóþùåå óòâåðæäåíèå; ñì. [14,
ïðåäëîæåíèå 1.4].
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Ïðåäëîæåíèå 1.4 ([14]). Ïðè óñëîâèÿõ (1.1)�(1.3) è óñëîâèè M3(a) <∞ ñïðàâåäëèâà îöåíêà

(A(ξ; a, µ)u, u) > µ−C(a)|ξ|2‖u‖2L2(Ω), u ∈ L2(Ω), ξ ∈ Ω̃. (1.20)

Íàì ïîòðåáóåòñÿ òàêæå ñëåäóþùàÿ îöåíêà, êîòîðàÿ ïðîâåðÿåòñÿ ïðèìåíåíèåì ëåììû Øóðà
ïðè óñëîâèÿõ (1.1)�(1.3) è óñëîâèè M1(a) <∞:

‖A(ξ; a, µ)− A(η; a, µ)‖ 6 µ+M1(a)|ξ − η|, ξ,η ∈ Ω̃. (1.21)

� 2. Ïîðîãîâûå õàðàêòåðèñòèêè íåëîêàëüíîãî îïåðàòîðà ñâ¼ðòî÷íîãî òèïà

âáëèçè íèæíåãî êðàÿ ñïåêòðà

2.1. Êðàé ñïåêòðà îïåðàòîðà A(ξ; a, µ). Ñîãëàñíî ëåììå 1.2 ïðè óñëîâèÿõ (1.1)�(1.3)
íèæíèé êðàé ñïåêòðà îïåðàòîðà A(0; a, µ) åñòü èçîëèðîâàííîå ïðîñòîå ñîáñòâåííîå çíà÷åíèå
λ0 = 0. Äëÿ êðàòêîñòè îáîçíà÷èì ÷åðåç d0 := d0(a, µ) ðàññòîÿíèå îò òî÷êè λ0 äî îñòàëüíîãî
ñïåêòðà îïåðàòîðà A(0; a, µ). Èç îöåíêè (1.19) âûòåêàåò, ÷òî ïðè óñëîâèÿõ (1.1)�(1.3)
ñïðàâåäëèâî íåðàâåíñòâî

d0(a, µ) > µ−Cπ(a). (2.1)

Ïîëîæèì

δ0(a, µ) :=
µ−Cπ(a)

3M1(a)µ+
. (2.2)

Íåòðóäíî âèäåòü, ÷òî δ0(a, µ) < π, à ïîòîìó øàð |ξ| 6 δ0(a, µ) ëåæèò âíóòðè ìíîæåñòâà Ω̃.
Èç îöåíêè (1.21) è òåîðèè âîçìóùåíèé ñëåäóåò, ÷òî ïðè óñëîâèÿõ (1.1)�(1.3) è M1(a) < ∞
âûïîëíåíî

rankEA(ξ;a,µ)[0, d0/3] = 1, σ(A(ξ; a, µ)) ∩ (d0/3; 2d0/3) = ∅, |ξ| 6 δ0(a, µ).

Ìû ïðèøëè ê ñëåäóþùåìó óòâåðæäåíèþ.

Ïðåäëîæåíèå 2.1. Ïóñòü âûïîëíåíû óñëîâèÿ (1.1)�(1.3) è M1(a) <∞. Ïóñòü ÷èñëî δ0(a, µ)
îïðåäåëåíî â (2.2). Ïðè |ξ| 6 δ0(a, µ) ñïåêòð îïåðàòîðà A(ξ) = A(ξ; a, µ) íà îòðåçêå [0, d0/3]
ñîñòîèò èç îäíîêðàòíîãî ñîáñòâåííîãî çíà÷åíèÿ; íà èíòåðâàëå (d0/3, 2d0/3) íåò òî÷åê

ñïåêòðà îïåðàòîðà A(ξ; a, µ).

Ïðè óñëîâèÿõ (1.1)�(1.3) è Mk(a) < ∞ îïåðàòîð-ôóíêöèÿ A(·; a, µ) k ðàç íåïðåðûâíî
äèôôåðåíöèðóåìà ïî îïåðàòîðíîé íîðìå â B(L2(Ω)). Ïðè ýòîì ñïðàâåäëèâû ðàâåíñòâà

∂αA(ξ; a, µ)u(x) =

∫
Ω

ãα(ξ,x− y)µ(x,y)u(y) dy, x ∈ Ω, u ∈ L2(Ω);

ãα(ξ, z) = (−1)(−i)|α|
∑
n∈Zd

(z + n)αa(z + n)e−i〈ξ,z+n〉, α ∈ Zd+, |α| 6 k.
(2.3)

Ëåììà 2.2. Ïóñòü âûïîëíåíû óñëîâèÿ (1.1)�(1.3).
1◦. Åñëè M1(a) <∞, òî

‖A(ξ)− A(0)‖ 6 µ+M1(a)|ξ|, |ξ| 6 δ0(a, µ). (2.4)

2◦. Åñëè M2(a) <∞, òî

A(ξ) = A(0) + [∆1A](ξ) + K1(ξ), [∆1A](ξ) :=

d∑
j=1

∂jA(0)ξj , (2.5)

‖K1(ξ)‖ 6 1

2
µ+M2(a)|ξ|2, |ξ| 6 δ0(a, µ). (2.6)
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3◦. Åñëè M3(a) <∞, òî

A(ξ) = A(0) + [∆1A](ξ) + [∆2A](ξ) + K2(ξ), [∆2A](ξ) :=
1

2

d∑
k,l=1

∂k∂lA(0)ξkξl, (2.7)

‖K2(ξ)‖ 6 1

6
µ+M3(a)|ξ|3, |ξ| 6 δ0(a, µ). (2.8)

4◦. Åñëè M4(a) <∞, òî
A(ξ) = A(0) + [∆1A](ξ) + [∆2A](ξ) + [∆3A](ξ) + K3(ξ),

[∆3A](ξ) :=
1

6

d∑
j,k,l=1

∂j∂k∂lA(0)ξjξkξl,
(2.9)

‖K3(ξ)‖ 6 1

24
µ+M4(a)|ξ|4, |ξ| 6 δ0(a, µ). (2.10)

Äîêàçàòåëüñòâî. Äîêàçàòåëüñòâî âñåõ ÷åòûðåõ óòâåðæäåíèé ïîëó÷àåòñÿ ïðèìåíåíèåì ëåììû
Àäàìàðà è ëåììû Øóðà. Äëÿ ïðèìåðà, äîêàæåì óòâåðæäåíèå 4◦.
Â ñèëó ëåììû Àäàìàðà îïåðàòîð-ôóíêöèÿ A(ξ) äîïóñêàåò ðàçëîæåíèå (2.9), ãäå

K3(ξ) =
d∑
j=1

d∑
k=1

d∑
l=1

d∑
m=1

ξjξkξlξm

1∫
0

ds1s
3
1

1∫
0

ds2 s
2
2

1∫
0

ds3 s3

1∫
0

ds4 ∂j∂k∂l∂mA(s1s2s3s4ξ).

Ñ ó÷åòîì (2.3) îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî K3(ξ) : L2(Ω)→ L2(Ω) � èíòåãðàëüíûé îïåðàòîð ñ ÿäðîì

K(ξ;x,y) =

= −µ(x,y)
∑
n∈Zd

〈x− y + n, ξ〉4a(x− y + n)

1∫
0

ds1s
3
1

1∫
0

ds2 s
2
2

1∫
0

ds3 s3

1∫
0

ds4 e
−is1s2s3s4〈ξ,x−y+n〉.

Ñëåäîâàòåëüíî,∫
Ω

|K(ξ;x,y)| dy 6 1

24
µ+

∫
Rd

a(x− y)〈x− y, ξ〉4 dy 6 1

24
µ+M4(a)|ξ|4.

Òàêóþ æå îöåíêó äîïóñêàåò âåëè÷èíà
∫

Ω |K(ξ;x,y)| dx. Òåïåðü èç ëåììû Øóðà âûòåêàåò
îöåíêà (2.10). �

Ïðèìåíÿÿ ëåììó Øóðà, ëåãêî ïðîâåðèòü ñëåäóþùèå îöåíêè:

‖[∆1A](ξ)‖ 6 µ+M1(a)|ξ|; (2.11)

‖[∆2A](ξ)‖ 6 1

2
µ+M2(a)|ξ|2. (2.12)

2.2. Ïîðîãîâûå àïïðîêñèìàöèè. Îáîçíà÷èì ÷åðåç F (ξ) ñïåêòðàëüíûé ïðîåêòîð îïåðàòîðà
A(ξ; a, µ), îòâå÷àþùèé îòðåçêó [0, d0/3]. ×åðåç N îáîçíà÷èì ÿäðî KerA(0; a, µ) = L{1Ω};
÷åðåç P îáîçíà÷èì îðòîïðîåêòîð íà N; èìååì P = (·,1Ω)1Ω. Ïóñòü Γ � êîíòóð íà
êîìïëåêñíîé ïëîñêîñòè, ïðîõîäÿùèé ÷åðåç ñåðåäèíó èíòåðâàëà (d0/3, 2d0/3) è ýêâèäèñòàíòíî
îõâàòûâàþùèé îòðåçîê [0, d0/3]. Â ñèëó ôîðìóëû Ðèññà ñïðàâåäëèâû ïðåäñòàâëåíèÿ

F (ξ) = − 1

2πi

∮
Γ

(A(ξ)− ζI)−1 dζ, |ξ| 6 δ0(a, µ), (2.13)

A(ξ)F (ξ) = − 1

2πi

∮
Γ

(A(ξ)− ζI)−1ζ dζ, |ξ| 6 δ0(a, µ). (2.14)

Çäåñü â èíòåãðàëàõ íàïðàâëåíèå îáõîäà êîíòóðà èäåò ïðîòèâ ÷àñîâîé ñòðåëêè.



12

Íàøà öåëü � ïîëó÷èòü ïðèáëèæåíèå ê îïåðàòîðó F (ξ) ñ ïîãðåøíîñòüþ O(|ξ|2) è
ïðèáëèæåíèå ê îïåðàòîðó A(ξ)F (ξ) ñ ïîãðåøíîñòüþ O(|ξ|4). Ðàíåå â ðàáîòå [14] áûëè
ïîëó÷åíû ìåíåå òî÷íûå ïðèáëèæåíèÿ ê F (ξ) è A(ξ)F (ξ) (ñ ïîãðåøíîñòÿìè O(|ξ|) è O(|ξ|3)
ñîîòâåòñòâåííî). Íàì óäîáíî âîñïðîèçâåñòè çäåñü ýòè ðåçóëüòàòû (ñì. íèæå ïðåäëîæåíèÿ 2.3
è 2.6); ïðè âû÷èñëåíèè àïïðîêñèìàöèé ìû ïîñëåäîâàòåëüíî ïðèìåíÿåì ìåòîä èíòåãðèðîâàíèÿ
ðåçîëüâåíòû ïî êîíòóðó (íàçâàííûé �òðåòüèì ñïîñîáîì� â [14, � 4]).

Ïðåäëîæåíèå 2.3. Ïóñòü âûïîëíåíû óñëîâèÿ (1.1)�(1.3) è M1(a) < ∞. Òîãäà ñïðàâåäëèâà

îöåíêà

‖F (ξ)− P‖ 6 C1(a, µ)|ξ|, |ξ| 6 δ0(a, µ). (2.15)

Ïîñòîÿííàÿ C1(a, µ) îïðåäåëåíà íèæå â (2.19) è êîíòðîëèðóåòñÿ â òåðìèíàõ âåëè÷èí µ−,
µ+, Cπ(a), M1(a).

Äîêàçàòåëüñòâî. Ââåäåì îáîçíà÷åíèÿ

R(ξ, ζ) := (A(ξ)− ζI)−1, |ξ| 6 δ0(a, µ), ζ ∈ Γ;

R0(ζ) := R(0, ζ), ζ ∈ Γ;

∆A(ξ) := A(ξ)− A(0), |ξ| 6 δ0(a, µ).

Â ñèëó ôîðìóëû Ðèññà (2.13) ðàçíîñòü F (ξ)− P äîïóñêàåò ïðåäñòàâëåíèå

F (ξ)− P = − 1

2πi

∮
Γ

(R(ξ, ζ)−R0(ζ)) dζ, |ξ| 6 δ0(a, µ). (2.16)

Ñïðàâåäëèâî ðåçîëüâåíòíîå òîæäåñòâî

R(ξ, ζ) = R0(ζ)−R(ξ, ζ)∆A(ξ)R0(ζ), |ξ| 6 δ0(a, µ), ζ ∈ Γ. (2.17)

Äëèíà êîíòóðà Γ åñòü π+2
3 d0, è îáå ðåçîëüâåíòû äîïóñêàþò íà êîíòóðå Γ îöåíêè

‖R(ξ, ζ)‖ 6 6d−1
0 , ‖R0(ζ)‖ 6 6d−1

0 , |ξ| 6 δ0(a, µ), ζ ∈ Γ. (2.18)

Òåïåðü èç (2.4) è (2.16)�(2.18) âûòåêàåò îöåíêà (2.15) ñ ïîñòîÿííîé

C1(a, µ) :=
6(π + 2)µ+M1(a)

πd0
. (2.19)

�

Ïðåäëîæåíèå 2.4. Ïóñòü âûïîëíåíû óñëîâèÿ (1.1)�(1.3) è M2(a) < ∞. Òîãäà ñïðàâåäëèâî

ïðåäñòàâëåíèå

F (ξ) = P + [F ]1(ξ) + Φ(ξ), [F ]1(ξ) :=

d∑
j=1

Fjξj , (2.20)

è îöåíêà

‖Φ(ξ)‖ 6 C2(a, µ)|ξ|2, |ξ| 6 δ0(a, µ). (2.21)

Îïåðàòîðû Fj èìåþò âèä

Fj = −P∂jA(0)P⊥A(0)−1P⊥ − P⊥A(0)−1P⊥∂jA(0)P, j = 1, . . . , d. (2.22)

Çäåñü ïîä A(0)−1 ïîäðàçóìåâàåòñÿ îïåðàòîð, îáðàòíûé ê A(0)|N⊥ : N⊥ → N⊥. Ïîñòîÿííàÿ
C2(a, µ) îïðåäåëåíà íèæå â (2.32) è êîíòðîëèðóåòñÿ â òåðìèíàõ âåëè÷èí µ−, µ+, Cπ(a),
M1(a), M2(a). Îïåðàòîð [F ]1(ξ) äîïóñêàåò îöåíêó

‖[F ]1(ξ)‖ 6 C1(a, µ)|ξ|, ξ ∈ Ω̃. (2.23)
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Äîêàçàòåëüñòâî. Èòåðèðóÿ ðåçîëüâåíòíîå òîæäåñòâî (2.17), ïîëó÷àåì

R(ξ, ζ) = R0(ζ)−R0(ζ)∆A(ξ)R0(ζ) +R(ξ, ζ)∆A(ξ)R0(ζ)∆A(ξ)R0(ζ), |ξ| 6 δ0(a, µ), ζ ∈ Γ.
(2.24)

Â ñèëó (2.4) è (2.18) äëÿ îïåðàòîðà Z1(ξ, ζ) := R(ξ, ζ)∆A(ξ)R0(ζ)∆A(ξ)R0(ζ) ñïðàâåäëèâà
îöåíêà

‖Z1(ξ, ζ)‖ 6 (6d−1
0 )3µ2

+M1(a)2|ξ|2, |ξ| 6 δ0(a, µ), ζ ∈ Γ. (2.25)

Äàëåå, ñ ó÷åòîì (2.5) èç (2.24) âûòåêàåò ïðåäñòàâëåíèå

R(ξ, ζ) = R0(ζ)−R0(ζ)[∆1A](ξ)R0(ζ) + Z1(ξ, ζ) + Z2(ξ, ζ), |ξ| 6 δ0(a, µ), ζ ∈ Γ, (2.26)

ãäå Z2(ξ, ζ) = −R0(ζ)K1(ξ)R0(ζ). Â ñèëó (2.6) è (2.18)

‖Z2(ξ, ζ)‖ 6 18d−2
0 µ+M2(a)|ξ|2, |ξ| 6 δ0(a, µ), ζ ∈ Γ. (2.27)

Ïðèìåíÿÿ ôîðìóëó Ðèññà (2.13) è ïðåäñòàâëåíèå (2.26), ïîëó÷àåì

F (ξ) = P +
d∑
j=1

Fjξj + Φ(ξ), |ξ| 6 δ0(a, µ), (2.28)

ãäå

Fj =
1

2πi

∮
Γ

R0(ζ)∂jA(0)R0(ζ) dζ, (2.29)

Φ(ξ) = − 1

2πi

∮
Γ

(Z1(ξ, ζ) + Z2(ξ, ζ)) dζ. (2.30)

Èç (2.25) è (2.27) âûòåêàåò îöåíêà äëÿ îïåðàòîðà (2.30):

‖Φ(ξ)‖ 6 C2(a, µ)|ξ|2, |ξ| 6 δ0(a, µ), (2.31)

C2(a, µ) :=
(π + 2)

π

(
36µ2

+M1(a)2

d2
0

+
3µ+M2(a)

d0

)
. (2.32)

Òåïåðü ïðåäñòàâëåíèå (2.20) è îöåíêà (2.21) âûòåêàþò èç (2.28) è (2.31).
Äëÿ âû÷èñëåíèÿ èíòåãðàëà â (2.29) èñïîëüçóåì ðàçëîæåíèå ðåçîëüâåíòû îïåðàòîðà A(0):

R0(ζ) = R0(ζ)P +R0(ζ)P⊥ = −1

ζ
P +R0(ζ)P⊥, ζ ∈ Γ. (2.33)

Ïîäñòàâèì ðàçëîæåíèå (2.33) â êîíòóðíûé èíòåãðàë (2.29) è âîñïîëüçóåìñÿ òåì, ÷òî îïåðàòîð-
ôóíêöèÿ R⊥0 (ζ) := R0(ζ)P⊥ ãîëîìîðôíà âíóòðè êîíòóðà Γ. Ïîëó÷àåì

Fj =
1

2πi

∮
Γ

(
−1

ζ
P +R⊥0 (ζ)

)
∂jA(0)

(
−1

ζ
P +R⊥0 (ζ)

)
dζ

= − 1

2πi

∮
Γ

1

ζ

(
P∂jA(0)R⊥0 (ζ) +R⊥0 (ζ)∂jA(0)P

)
dζ

= −P∂jA(0)R⊥0 (0)−R⊥0 (0)∂jA(0)P, j = 1, . . . , d.

Îïåðàòîð R⊥0 (0) çàïèøåì â âèäå R⊥0 (0) = P⊥A(0)−1P⊥. Çäåñü ïîä A(0)−1 ïîäðàçóìåâàåòñÿ
îïåðàòîð, îáðàòíûé ê A(0)|N⊥ : N⊥ → N⊥; ýòîò îïåðàòîð êîððåêòíî îïðåäåëåí è îãðàíè÷åí.
Ìû ïðèõîäèì ê ïðåäñòàâëåíèþ (2.22).
Îñòàëîñü ïðîâåðèòü îöåíêó (2.23). Â ñèëó (2.29), îöåíêè ‖R0(ζ)‖ 6 6d−1

0 ïðè ζ ∈ Γ è (2.11),
èìååì

‖[F ]1(ξ)‖ 6 6(π + 2)

πd0
‖[∆1A](ξ)‖ 6 6(π + 2)µ+M1(a)

πd0
|ξ| = C1(a, µ)|ξ|, ξ ∈ Ω̃.

�
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Ïðåäñòàâëåíèå (2.22) ìîæíî �ðàñøèôðîâàòü� â òåðìèíàõ ðåøåíèé âñïîìîãàòåëüíûõ çàäà÷.
Èç ðàâåíñòâà P = (·,1Ω)1Ω ñëåäóþò ñîîòíîøåíèÿ

∂jA(0)P = i(·,1Ω)wj , ãäå iwj = ∂jA(0)1Ω, j = 1, . . . , d. (2.34)

Â ñèëó (2.3) ñïðàâåäëèâû ðàâåíñòâà

wj(x) = wj(x) =

∫
Ω

∑
n∈Zd

(xj − yj + nj)a(x− y + n)µ(x,y) dy =

=

∫
Rd

(xj − yj)a(x− y)µ(x,y) dy, x ∈ Ω, j = 1, . . . , d. (2.35)

Ìû ó÷ëè óñëîâèå ïåðèîäè÷íîñòè ôóíêöèè µ. Ëåãêî âèäåòü, ÷òî Pwj = 0, ò. å. wj = P⊥wj .
Ñëåäîâàòåëüíî,

P∂jA(0)P = 0, j = 1, . . . , d. (2.36)

Èç (2.34) è (2.36) ñëåäóåò, ÷òî

P⊥A(0)−1P⊥∂jA(0)P = i(·,1Ω)vj , vj = P⊥A(0)−1P⊥wj , j = 1, . . . , d. (2.37)

Ôóíêöèè vj = vj ∈ L2(Ω), j = 1, . . . , d, ÿâëÿþòñÿ ðåøåíèÿìè ñëåäóþùèõ çàäà÷ íà ÿ÷åéêå Ω:∫
Ω

ã(0,x− y)µ(x,y)(vj(x)− vj(y)) dy = wj(x), x ∈ Ω;

∫
Ω

vj(x) dx = 0. (2.38)

Ñ÷èòàÿ, ÷òî ôóíêöèè vj ∈ L2(Ω), j = 1, . . . , d, ïåðèîäè÷åñêè ïðîäîëæåíû íà âñå Rd, ìîæíî
ïåðåïèñàòü âñïîìîãàòåëüíûå çàäà÷è íà ÿ÷åéêå â ñëåäóþùåì âèäå∫
Rd

a(x− y)µ(x,y)(vj(x)− vj(y)) dy =

∫
Rd

a(x− y)µ(x,y)(xj − yj) dy, x ∈ Ω;

∫
Ω

vj(x) dx = 0.

(2.39)
Çàäà÷è (2.39) îäíîçíà÷íî ðàçðåøèìû. Â �5 ïîêàçàíî, ÷òî vj ∈ L∞(Ω).
Èç (2.37) ñëåäóåò, ÷òî

P∂jA(0)P⊥A(0)−1P⊥ =
(
P⊥A(0)−1P⊥∂jA(0)P

)∗
= −i(·, vj)1Ω, j = 1, . . . , d. (2.40)

Â èòîãå, èç (2.22), (2.37) è (2.40) âûòåêàåò ñëåäóþùåå óòâåðæäåíèå.

Ïðåäëîæåíèå 2.5. Â óñëîâèÿõ ïðåäëîæåíèÿ 2.4 äëÿ îïåðàòîðîâ Fj ñïðàâåäëèâû

ïðåäñòàâëåíèÿ

Fj = i(·, vj)1Ω − i(·,1Ω)vj , j = 1, . . . , d, (2.41)

ãäå vj � ïåðèîäè÷åñêîå ðåøåíèå çàäà÷è (2.39).

Ïåðåéäåì ê ïîðîãîâûì àïïðîêñèìàöèÿì äëÿ îïåðàòîðà A(ξ)F (ξ).

Ïðåäëîæåíèå 2.6. Ïóñòü âûïîëíåíû óñëîâèÿ (1.1)�(1.3) è M3(a) < ∞. Òîãäà ñïðàâåäëèâî

ïðåäñòàâëåíèå

A(ξ)F (ξ) = [G]2(ξ) + Ψ(ξ), [G]2(ξ) :=
1

2

d∑
k,l=1

Gklξkξl, (2.42)

è îöåíêà

‖Ψ(ξ)‖ 6 C3(a, µ)|ξ|3, |ξ| 6 δ0(a, µ). (2.43)

Îïåðàòîðû Gkl èìåþò âèä

Gkl =P∂k∂lA(0)P − P∂kA(0)P⊥A(0)−1P⊥∂lA(0)P

− P∂lA(0)P⊥A(0)−1P⊥∂kA(0)P, k, l = 1, . . . , d.
(2.44)



15

Ïîñòîÿííàÿ C3(a, µ) îïðåäåëåíà íèæå â (2.54) è êîíòðîëèðóåòñÿ â òåðìèíàõ âåëè÷èí µ−,
µ+, Cπ(a), M1(a), M2(a), M3(a).

Äîêàçàòåëüñòâî. Èòåðèðóÿ åùå ðàç ðåçîëüâåíòíîå òîæäåñòâî (2.17), ïîëó÷àåì

R(ξ, ζ) =R0(ζ)−R0(ζ)∆A(ξ)R0(ζ) +R0(ζ)∆A(ξ)R0(ζ)∆A(ξ)R0(ζ) + Z3(ξ, ζ),

Z3(ξ, ζ) :=−R(ξ, ζ)∆A(ξ)R0(ζ)∆A(ξ)R0(ζ)∆A(ξ)R0(ζ), |ξ| 6 δ0(a, µ), ζ ∈ Γ.
(2.45)

Èç (2.4) è (2.18) âûòåêàåò îöåíêà

‖Z3(ξ, ζ)‖ 6 (6d−1
0 )4µ3

+M1(a)3|ξ|3, |ξ| 6 δ0(a, µ), ζ ∈ Γ. (2.46)

Äàëåå, ïîäñòàâëÿÿ (2.7) âî âòîðîå ñëàãàåìîå â ïðàâîé ÷àñòè (2.45) è (2.5) � â òðåòüå ñëàãàåìîå,
ïîëó÷àåì

R(ξ, ζ) =R0(ζ)−R0(ζ) ([∆1A](ξ) + [∆2A](ξ))R0(ζ)

+R0(ζ)[∆1A](ξ)R0(ζ)[∆1A](ξ)R0(ζ) + Z3(ξ, ζ) + Z4(ξ, ζ),

Z4(ξ, ζ) :=−R0(ζ)K2(ξ)R0(ζ) +R0(ζ)K1(ξ)R0(ζ)∆A(ξ)R0(ζ)

+R0(ζ)[∆1A](ξ)R0(ζ)K1(ξ)R0(ζ), |ξ| 6 δ0(a, µ), ζ ∈ Γ.

(2.47)

Èç (2.4), (2.6), (2.8), (2.11) è (2.18) âûòåêàåò îöåíêà

‖Z4(ξ, ζ)‖ 6
(
6d−2

0 µ+M3(a) + (6d−1
0 )3µ2

+M1(a)M2(a)
)
|ξ|3, |ξ| 6 δ0(a, µ), ζ ∈ Γ. (2.48)

Ïðèìåíÿÿ ôîðìóëó Ðèññà (2.14) è ïðåäñòàâëåíèå (2.47), ïîëó÷àåì

A(ξ)F (ξ) = G0 +
d∑
j=1

Gjξj +
1

2

d∑
k,l=1

Gklξkξl + Ψ(ξ), |ξ| 6 δ0(a, µ), (2.49)

ãäå

G0 = − 1

2πi

∮
Γ
R0(ζ)ζ dζ, (2.50)

Gj =
1

2πi

∮
Γ
R0(ζ)∂jA(0)R0(ζ)ζ dζ, (2.51)

Gkl =
1

2πi

∮
Γ
R0(ζ)∂k∂lA(0)R0(ζ)ζ dζ

− 1

2πi

∮
Γ

(R0(ζ)∂kA(0)R0(ζ)∂lA(0)R0(ζ) +R0(ζ)∂lA(0)R0(ζ)∂kA(0)R0(ζ)) ζ dζ,

(2.52)

Ψ(ξ) = − 1

2πi

∮
Γ
(Z3(ξ, ζ) + Z4(ξ, ζ))ζ dζ. (2.53)

Èç (2.46) è (2.48) âûòåêàåò îöåíêà (2.43) äëÿ îïåðàòîðà (2.53) ñ ïîñòîÿííîé

C3(a, µ) :=
(π + 2)

2π

(
63µ3

+M1(a)3

d2
0

+ µ+M3(a) +
36µ2

+M1(a)M2(a)

d0

)
. (2.54)

×òîáû âû÷èñëèòü èíòåãðàëû â (2.50)�(2.52), âîñïîëüçóåìñÿ ðàçëîæåíèåì (2.33) è ó÷òåì, ÷òî
îïåðàòîð-ôóíêöèÿ R⊥0 (ζ) ãîëîìîðôíà âíóòðè êîíòóðà Γ. Ïîëó÷àåì:

G0 = − 1

2πi

∮
Γ

(
−1

ζ
P +R⊥0 (ζ)

)
ζ dζ = 0; (2.55)

Gj =
1

2πi

∮
Γ

(
−1

ζ
P +R⊥0 (ζ)

)
∂jA(0)

(
−1

ζ
P +R⊥0 (ζ)

)
ζ dζ =

=
1

2πi

∮
Γ

1

ζ
P∂jA(0)P dζ = P∂jA(0)P = 0, j = 1, . . . , d. (2.56)
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Ìû ó÷ëè ðàâåíñòâî (2.36). Äàëåå, èìååì

Gkl =
1

2πi

∮
Γ

(
−1

ζ
P +R⊥0 (ζ)

)
∂k∂lA(0)

(
−1

ζ
P +R⊥0 (ζ)

)
ζ dζ

− 1

2πi

∮
Γ

(
−1

ζ
P +R⊥0 (ζ)

)
∂kA(0)

(
−1

ζ
P +R⊥0 (ζ)

)
∂lA(0)

(
−1

ζ
P +R⊥0 (ζ)

)
ζ dζ

− 1

2πi

∮
Γ

(
−1

ζ
P +R⊥0 (ζ)

)
∂lA(0)

(
−1

ζ
P +R⊥0 (ζ)

)
∂kA(0)

(
−1

ζ
P +R⊥0 (ζ)

)
ζ dζ

= P∂k∂lA(0)P − P∂kA(0)R⊥0 (0)∂lA(0)P − P∂lA(0)R⊥0 (0)∂kA(0)P, k, l = 1, . . . , d.

Ìû ó÷ëè ãîëîìîðôíîñòü îïåðàòîð-ôóíêöèè R⊥0 (ζ) âíóòðè êîíòóðà Γ, à òàêæå ðàâåíñòâî (2.36).
Ýòèì äîêàçàíî ïðåäñòàâëåíèå (2.44).
Ïðåäñòàâëåíèå (2.42) âûòåêàåò èç (2.49), (2.55) è (2.56). �

Ðàñøèôðóåì òåïåðü ïðåäñòàâëåíèå (2.44) â òåðìèíàõ ðåøåíèé âñïîìîãàòåëüíûõ çàäà÷. Èç
(2.34) è (2.37) ñëåäóþò ðàâåíñòâà

P∂kA(0)P⊥A(0)−1P⊥∂lA(0)P = (vl, wk)P, k, l = 1, . . . , d, (2.57)

ãäå ôóíêöèè wj ∈ L2(Ω), j = 1, . . . , d, îïðåäåëåíû â (2.35) è ôóíêöèè vj ∈ L2(Ω), j = 1, . . . , d,
óäîâëåòâîðÿþò âñïîìîãàòåëüíûì çàäà÷àì (2.39). Ïîñêîëüêó P = (·,1Ω)1Ω, òî ñïðàâåäëèâî
ðàâåíñòâî

P∂k∂lA(0)P = (wkl,1Ω)P, k, l = 1, . . . , d. (2.58)

Çäåñü

wkl = wkl = ∂k∂lA(0)1Ω ∈ L2(Ω), (2.59)

ò. å.

wkl(x) =

∫
Ω

∑
n∈Zd

(xk − yk + nk)(xl − yl + nl)a(x− y + n)µ(x,y) dy =

=

∫
Rd

(xk − yk)(xl − yl)a(x− y)µ(x,y) dy, x ∈ Ω, k, l = 1, . . . , d. (2.60)

Òàêèì îáðàçîì, èç (2.44) è (2.57)�(2.60) âûòåêàåò ñëåäóþùåå óòâåðæäåíèå.

Ïðåäëîæåíèå 2.7. Â óñëîâèÿõ ïðåäëîæåíèÿ 2.6 äëÿ îïåðàòîðîâ Gkl ñïðàâåäëèâû

ïðåäñòàâëåíèÿ

Gkl = gklP, k, l = 1, . . . , d,

ãäå

gkl = (wkl,1Ω)− (vk, wl)− (vl, wk)

=

∫
Ω

dx

∫
Rd

dy((xk − yk)(xl − yl)− vk(x)(xl − yl)− vl(x)(xk − yk))a(x− y)µ(x,y), (2.61)

à vj � ïåðèîäè÷åñêîå ðåøåíèå çàäà÷è (2.39). Òàêèì îáðàçîì,

[G]2(ξ) =
1

2

d∑
k,l=1

Gklξkξl =
1

2

d∑
k,l=1

gklξkξlP = 〈g0ξ, ξ〉P, ξ ∈ Rd, (2.62)

ãäå g0 � (d× d)-ìàòðèöà ñ ýëåìåíòàìè 1
2gkl, k, l = 1, . . . , d.

Ìàòðèöó g0 íàçîâåì ýôôåêòèâíîé ìàòðèöåé; íèæå â ïóíêòå 3.1 ìû óáåäèìñÿ, ÷òî ìàòðèöà
g0 ïîëîæèòåëüíî îïðåäåëåíà.
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Ïðåäëîæåíèå 2.8. Ïóñòü âûïîëíåíû óñëîâèÿ (1.1)�(1.3) è M4(a) < ∞. Òîãäà ñïðàâåäëèâî

ïðåäñòàâëåíèå

A(ξ)F (ξ) = [G]2(ξ) + [G]3(ξ) + Υ(ξ) (2.63)

è îöåíêà

‖Υ(ξ)‖ 6 C4(a, µ)|ξ|4, |ξ| 6 δ0(a, µ). (2.64)

Çäåñü [G]2(ξ) îïðåäåëåíî â (2.42), (2.44), à [G]3(ξ) èìååò âèä

[G]3(ξ) :=
1

6

d∑
j,k,l=1

Gjklξjξkξl

=P [∆3A](ξ)P − P [∆1A](ξ)R⊥0 (0)[∆2A](ξ)P

−P [∆2A](ξ)R⊥0 (0)[∆1A](ξ)P + P [∆1A](ξ)R⊥0 (0)[∆1A](ξ)R⊥0 (0)[∆1A](ξ)P

−R⊥0 (0)[∆1A](ξ)P [∆2A](ξ)P − P [∆2A](ξ)P [∆1A](ξ)R⊥0 (0)

+R⊥0 (0)[∆1A](ξ)P [∆1A](ξ)R⊥0 (0)[∆1A](ξ)P

+P [∆1A](ξ)R⊥0 (0)[∆1A](ξ)P [∆1A](ξ)R⊥0 (0).

(2.65)

Ïîñòîÿííàÿ C4(a, µ) îïðåäåëåíà íèæå â (2.72) è êîíòðîëèðóåòñÿ â òåðìèíàõ âåëè÷èí µ−,
µ+, Cπ(a), M1(a), M2(a), M3(a), M4(a).

Äîêàçàòåëüñòâî. Èòåðèðóÿ åùå ðàç ðåçîëüâåíòíîå òîæäåñòâî (2.17), ïîëó÷àåì

R(ξ, ζ) =R0(ζ)−R0(ζ)∆A(ξ)R0(ζ) +R0(ζ)∆A(ξ)R0(ζ)∆A(ξ)R0(ζ)

−R0(ζ)∆A(ξ)R0(ζ)∆A(ξ)R0(ζ)∆A(ξ)R0(ζ) + Z5(ξ, ζ),

Z5(ξ, ζ) :=R(ξ, ζ)∆A(ξ)R0(ζ)∆A(ξ)R0(ζ)∆A(ξ)R0(ζ)∆A(ξ)R0(ζ),

(2.66)

ïðè |ξ| 6 δ0(a, µ) è ζ ∈ Γ. Èç (2.4) è (2.18) âûòåêàåò îöåíêà

‖Z5(ξ, ζ)‖ 6 (6d−1
0 )5µ4

+M1(a)4|ξ|4, |ξ| 6 δ0(a, µ), ζ ∈ Γ. (2.67)

Ïîäñòàâëÿÿ (2.9) âî âòîðîå ñëàãàåìîå â ïðàâîé ÷àñòè (2.66), (2.7) � â òðåòüå ñëàãàåìîå è
(2.5) � â ÷åòâåðòîå ñëàãàåìîå, ïîëó÷àåì

R(ξ, ζ) =R0(ζ)−R0(ζ) ([∆1A](ξ) + [∆2A](ξ) + [∆3A](ξ))R0(ζ)

+R0(ζ)[∆1A](ξ)R0(ζ)[∆1A](ξ)R0(ζ)

+R0(ζ)[∆1A](ξ)R0(ζ)[∆2A](ξ)R0(ζ)

+R0(ζ)[∆2A](ξ)R0(ζ)[∆1A](ξ)R0(ζ)

−R0(ζ)[∆1A](ξ)R0(ζ)[∆1A](ξ)R0(ζ)[∆1A](ξ)R0(ζ)

+Z5(ξ, ζ) + Z6(ξ, ζ), |ξ| 6 δ0(a, µ), ζ ∈ Γ.

(2.68)

ãäå
Z6(ξ, ζ) :=−R0(ζ)K3(ξ)R0(ζ) +R0(ζ)K2(ξ)R0(ζ)∆A(ξ)R0(ζ)

+R0(ζ)[∆2A](ξ)R0(ζ)K1(ξ)R0(ζ)

+R0(ζ)[∆1A](ξ)R0(ζ)K2(ξ)R0(ζ)

−R0(ζ)∆A(ξ)R0(ζ)∆A(ξ)R0(ζ)K1(ξ)R0(ζ)

−R0(ζ)∆A(ξ)R0(ζ)K1(ξ)R0(ζ)[∆1A](ξ)R0(ζ)

−R0(ζ)K1(ξ)R0(ζ)[∆1A](ξ)R0(ζ)[∆1A](ξ)R0(ζ).

Èç (2.4), (2.6), (2.8), (2.10)�(2.12) è (2.18) âûòåêàåò îöåíêà

|Z6(ξ, ζ)‖6
(3

2
d−2

0 µ+M4(a)+d−3
0 µ2

+(72M1(a)M3(a)+54M2(a)2)+
3

2
· 64d−4

0 µ3
+M1(a)2M2(a)

)
|ξ|4,

|ξ| 6 δ0(a, µ), ζ ∈ Γ. (2.69)
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Ïðèìåíÿÿ ôîðìóëó Ðèññà (2.14) è ïðåäñòàâëåíèå (2.68), ïîëó÷àåì

A(ξ)F (ξ) = G0 +
d∑
j=1

Gjξj +
1

2

d∑
k,l=1

Gklξkξl +
1

6

d∑
j,k,l=1

Gjklξjξkξl + Υ(ξ), |ξ| 6 δ0(a, µ),

ãäå îïåðàòîðû G0, Gj , Gkl îïðåäåëåíû â (2.50)�(2.52), à ÷åòâåðòîå è ïÿòîå ñëàãàåìûå ñïðàâà
çàäàíû ñîîòíîøåíèÿìè

[G]3(ξ) =
1

6

d∑
j,k,l=1

Gjklξjξkξl =
1

2πi

∮
Γ
R0(ζ)[∆3A](ξ)R0(ζ)ζ dζ

− 1

2πi

∮
Γ
R0(ζ)[∆1A](ξ)R0(ζ)[∆2A](ξ)R0(ζ)ζ dζ

− 1

2πi

∮
Γ
R0(ζ)[∆2A](ξ)R0(ζ)[∆1A](ξ)R0(ζ)ζ dζ

+
1

2πi

∮
Γ
R0(ζ)[∆1A](ξ)R0(ζ)[∆1A](ξ)R0(ζ)[∆1A](ξ)R0(ζ)ζ dζ,

(2.70)

Υ(ξ) = − 1

2πi

∮
Γ
(Z5(ξ, ζ) + Z6(ξ, ζ))ζ dζ. (2.71)

Èç (2.67) è (2.69) âûòåêàåò îöåíêà (2.64) äëÿ îïåðàòîðà (2.71) ñ ïîñòîÿííîé

C4(a, µ) :=
(π+2)

2π

(64µ4
+M1(a)4

d3
0

+
µ+M4(a)

4
+
µ2

+(12M1(a)M3(a)+9M2(a)2)

d0
+

64µ3
+M1(a)2M2(a)

4d2
0

)
.

(2.72)
Îïåðàòîðû G0, Gj , Gkl óæå áûëè íàéäåíû: G0 = 0, Gj = 0, j = 1, . . . , d, à Gkl çàäàíû

ñîîòíîøåíèÿìè (2.44). ×òîáû âû÷èñëèòü èíòåãðàëû â (2.70), ïîäñòàâèì ðàçëîæåíèå (2.33) è
ó÷òåì, ÷òî îïåðàòîð-ôóíêöèÿ R⊥0 (ζ) ãîëîìîðôíà âíóòðè êîíòóðà Γ. Äëÿ ïåðâîãî ñëàãàåìîãî
ñïðàâà ïîëó÷àåì:

1

2πi

∮
Γ
R0(ζ)[∆3A](ξ)R0(ζ)ζ dζ = P [∆3A](ξ)P.

Ïðè âû÷èñëåíèè âòîðîãî ñëàãàåìîãî ó÷òåì ðàâåíñòâî (2.36). Èìååì:

− 1

2πi

∮
Γ
R0(ζ)[∆1A](ξ)R0(ζ)[∆2A](ξ)R0(ζ)ζ dζ

= −R⊥0 (0)[∆1A](ξ)P [∆2A](ξ)P − P [∆1A](ξ)R⊥0 (0)[∆2A](ξ)P.

Àíàëîãè÷íî, òðåòüå ñëàãàåìîå ïðåäñòàâëÿåòñÿ â âèäå

− 1

2πi

∮
Γ
R0(ζ)[∆2A](ξ)R0(ζ)[∆1A](ξ)R0(ζ)ζ dζ

= −P [∆2A](ξ)R⊥0 (0)[∆1A](ξ)P − P [∆2A](ξ)P [∆1A](ξ)R⊥0 (0).

Íàêîíåö, ÷åòâåðòîå ñëàãàåìîå ïðèíèìàåò âèä

1

2πi

∮
Γ
R0(ζ)[∆1A](ξ)R0(ζ)[∆1A](ξ)R0(ζ)[∆1A](ξ)R0(ζ)ζ dζ

= R⊥0 (0)[∆1A](ξ)P [∆1A](ξ)R⊥0 (0)[∆1A](ξ)P

+P [∆1A](ξ)R⊥0 (0)[∆1A](ξ)P [∆1A](ξ)R⊥0 (0)

+P [∆1A](ξ)R⊥0 (0)[∆1A](ξ)R⊥0 (0)[∆1A](ξ)P.

Â èòîãå ïîëó÷àåì ïðåäñòàâëåíèå (2.65). �

Ïðåäëîæåíèå 2.9. Â óñëîâèÿõ ïðåäëîæåíèÿ 2.8 ñïðàâåäëèâî ðàâåíñòâî

P [G]3(ξ)P = 0. (2.73)
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Äîêàçàòåëüñòâî. Ñîãëàñíî (2.65) èìååì

P [G]3(ξ)P =P [∆3A](ξ)P − P [∆1A](ξ)R⊥0 (0)[∆2A](ξ)P

−P [∆2A](ξ)R⊥0 (0)[∆1A](ξ)P + P [∆1A](ξ)R⊥0 (0)[∆1A](ξ)R⊥0 (0)[∆1A](ξ)P.
(2.74)

Â ñîîòâåòñòâèè ñ (2.9) âûïîëíåíî

P [∆3A](ξ)P =
1

6

d∑
j,k,l=1

ξjξkξl(fjkl,1Ω)P, fjkl := ∂j∂k∂lA(0)1Ω.

Èç (2.3) ñëåäóåò, ÷òî ôóíêöèÿ fjkl(x) ïðèíèìàåò ÷èñòî ìíèìûå çíà÷åíèÿ, à ïîòîìó ÷èñëî
(fjkl,1Ω) � ÷èñòî ìíèìîå. Ñëåäîâàòåëüíî,

(P [∆3A](ξ)P )∗ = −1

6

d∑
j,k,l=1

ξjξkξl(fjkl,1Ω)P.

Ñ äðóãîé ñòîðîíû, îïåðàòîð P [∆3A](ξ)P ñàìîñîïðÿæåí, à ïîòîìó

P [∆3A](ξ)P = 0. (2.75)

Äàëåå, ñîãëàñíî (2.37) èìååì

R⊥0 (0)[∆1A](ξ)P = i

d∑
j=1

ξj(·,1Ω)vj . (2.76)

Â ñèëó (2.59)

[∆2A](ξ)P =
1

2

d∑
k,l=1

ξkξl(·,1Ω)wkl,

à ïîòîìó

P [∆2A](ξ) =
1

2

d∑
k,l=1

ξkξl(·, wkl)1Ω. (2.77)

Èç (2.76) è (2.77) âûòåêàåò, ÷òî

P [∆2A](ξ)R⊥0 (0)[∆1A](ξ)P =
i

2

d∑
j,k,l=1

ξjξkξl(vj , wkl)P.

Ñ ó÷åòîì ðàâåíñòâ vj = vj , wkl = wkl îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî

P [∆1A](ξ)R⊥0 (0)[∆2A](ξ)P = (P [∆2A](ξ)R⊥0 (0)[∆1A](ξ)P )∗ = − i
2

d∑
j,k,l=1

ξjξkξl(vj , wkl)P.

Ïîýòîìó ñóììà âòîðîãî è òðåòüåãî ÷ëåíîâ â ïðàâîé ÷àñòè (2.74) ðàâíà íóëþ:

P [∆1A](ξ)R⊥0 (0)[∆2A](ξ)P + P [∆2A](ξ)R⊥0 (0)[∆1A](ξ)P = 0. (2.78)

Íàêîíåö, ñ ó÷åòîì (2.76) ïîëó÷àåì

P [∆1A](ξ)R⊥0 (0)[∆1A](ξ)R⊥0 (0)[∆1A](ξ)P =
d∑

j,k,l=1

ξjξkξl(hkj , vl)P,

ãäå hkj := ∂kA(0)vj . Èç (2.3) è ðàâåíñòâà vj = vj âèäíî, ÷òî ôóíêöèÿ hkj(x) ïðèíèìàåò
÷èñòî ìíèìûå çíà÷åíèÿ. Ïîýòîìó ÷èñëî (hkj , vl) � ÷èñòî ìíèìîå. Ñ äðóãîé ñòîðîíû, îïåðàòîð

P [∆1A](ξ)R⊥0 (0)[∆1A](ξ)R⊥0 (0)[∆1A](ξ)P ñàìîñîïðÿæåí. Ñëåäîâàòåëüíî,

P [∆1A](ξ)R⊥0 (0)[∆1A](ξ)R⊥0 (0)[∆1A](ξ)P = 0. (2.79)

Â èòîãå, èç (2.74), (2.75), (2.78) è (2.79) âûòåêàåò èñêîìîå ðàâåíñòâî (2.73). �
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� 3. Àïïðîêñèìàöèÿ ðåçîëüâåíòû (A + ε2I)−1

3.1. Àïïðîêñèìàöèÿ ðåçîëüâåíòû îïåðàòîðà A(ξ) â ñòàðøåì ïîðÿäêå. Àïïðîêñèìàöèÿ
ðåçîëüâåíòû (A(ξ) + ε2I)−1 ïðè ìàëîì ε > 0 ñ ïîãðåøíîñòüþ O(ε−1) áûëà íàéäåíà â [14, �2].
Íàì óäîáíî âîñïðîèçâåñòè çäåñü ýòîò ðåçóëüòàò (ñì. òåîðåìó 3.2), à çàòåì ïåðåéòè ê âûâîäó
áîëåå òî÷íîãî ïðèáëèæåíèÿ.
Èç (1.20) ñëåäóåò íåðàâåíñòâî

(A(ξ; a, µ)F (ξ)u, u) > µ−C(a)|ξ|2(F (ξ)u, u), u ∈ L2(Ω), |ξ| 6 δ0(a, µ). (3.1)

Ïîäñòàâëÿÿ â (3.1) ðàçëîæåíèÿ F (ξ) = P +O(|ξ|) (ñì. (2.15)) è A(ξ)F (ξ) = 〈g0ξ, ξ〉P +O(|ξ|3)
(ñì. (2.42), (2.43) è (2.62)) è ïîëàãàÿ u = 1Ω, ïîëó÷àåì

〈g0ξ, ξ〉 > µ−C(a)|ξ|2 +O(|ξ|3), |ξ| → 0.

Ïîäåëèì ïîñëåäíåå ñîîòíîøåíèå íà |ξ|2 è óñòðåìèì |ξ| → 0. Â èòîãå ìû óáåäèëèñü, ÷òî ìàòðèöà
g0 ïîëîæèòåëüíî îïðåäåëåíà:

〈g0θ,θ〉 > µ−C(a), θ ∈ Sd−1,

èëè îêîí÷àòåëüíî
〈g0ξ, ξ〉 > µ−C(a)|ξ|2, ξ ∈ Rd. (3.2)

Ïðåäëîæåíèå 3.1. Ïóñòü âûïîëíåíû óñëîâèÿ (1.1)�(1.3) è M3(a) <∞. Ïîëîæèì

Ξ(ξ, ε) := (A(ξ) + ε2I)−1F (ξ)−
(
〈g0ξ, ξ〉+ ε2

)−1
P, ξ ∈ Ω̃, ε > 0. (3.3)

Ñïðàâåäëèâà îöåíêà

‖Ξ(ξ, ε)‖ 6 2C1(a, µ)|ξ|
µ−C(a)|ξ|2 + ε2

+
C3(a, µ)|ξ|3

(µ−C(a)|ξ|2 + ε2)2
, |ξ| 6 δ0(a, µ), ε > 0. (3.4)

Äîêàçàòåëüñòâî. Èç (1.20) è (3.2) âûòåêàþò îöåíêè

‖(A(ξ) + ε2I)−1‖ 6 (µ−C(a)|ξ|2 + ε2)−1, ε > 0, ξ ∈ Ω̃; (3.5)

(〈g0ξ, ξ〉+ ε2)−1 6 (µ−C(a)|ξ|2 + ε2)−1, ε > 0, ξ ∈ Ω̃. (3.6)

Ñïðàâåäëèâî î÷åâèäíîå òîæäåñòâî

Ξ(ξ, ε) = F (ξ)(A(ξ) + ε2I)−1(F (ξ)− P ) + (F (ξ)− P )(〈g0ξ, ξ〉+ ε2)−1P−
− F (ξ)(A(ξ) + ε2I)−1

(
A(ξ)F (ξ)− 〈g0ξ, ξ〉P

)
(〈g0ξ, ξ〉+ ε2)−1P. (3.7)

Òåïåðü (3.4) ñëåäóåò èç (2.15), (2.43) è (3.5)�(3.7). �

Òåîðåìà 3.2. Ïóñòü âûïîëíåíû óñëîâèÿ (1.1)�(1.3) è M3(a) <∞. Òîãäà ñïðàâåäëèâà îöåíêà∥∥(A(ξ) + ε2I)−1 − (〈g0ξ, ξ〉+ ε2)−1P
∥∥ 6 C5(a, µ)ε−1, ε > 0, |ξ| 6 δ0(a, µ). (3.8)

Çäåñü âåëè÷èíà C5(a, µ) îïðåäåëÿåòñÿ ðàâåíñòâîì

C5(a, µ) :=
( 3

d0

)1/2
+

C1(a, µ)

(µ−C(a))1/2
+

C3(a, µ)

(µ−C(a))3/2

è (ñ ó÷åòîì (1.18), (2.1), (2.19), (2.54)) êîíòðîëèðóåòñÿ â òåðìèíàõ ïàðàìåòðîâ d, µ−, µ+,

M1(a), M2(a), M3(a),M(a), Cπ(a), Cr(a)(a).

Äîêàçàòåëüñòâî. Èç îïðåäåëåíèÿ F (ξ) âûòåêàåò î÷åâèäíîå íåðàâåíñòâî

‖(A(ξ) + ε2I)−1(I − F (ξ))‖ 6 3

d0
, |ξ| 6 δ0(a, µ), ε > 0. (3.9)

Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî

‖(A(ξ) + ε2I)−1(I − F (ξ))‖ 6
( 3

d0

)1/2
ε−1, |ξ| 6 δ0(a, µ), ε > 0. (3.10)
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Èç (3.4) íåïîñðåäñòâåííî âûòåêàåò îöåíêà

‖Ξ(ξ, ε)‖ 6
(

C1(a, µ)

(µ−C(a))1/2
+

C3(a, µ)

(µ−C(a))3/2

)
ε−1, |ξ| 6 δ0(a, µ), ε > 0. (3.11)

Î÷åâèäíî, îïåðàòîð ïîä çíàêîì íîðìû â (3.8) ðàâåí (A(ξ) + ε2I)−1(I − F (ξ)) + Ξ(ξ, ε), à
ïîòîìó îöåíêà (3.8) ñëåäóåò èç (3.10) è (3.11). �

Ââåäåì ýôôåêòèâíûé îïåðàòîð � ñàìîñîïðÿæåííûé ýëëèïòè÷åñêèé äèôôåðåíöèàëüíûé
îïåðàòîð âòîðîãî ïîðÿäêà ñ ïîñòîÿííûìè êîýôôèöèåíòàìè â L2(Rd):

A0 :=
1

2

d∑
k,l=1

gklDkDl = −div g0∇, DomA0 = H2(Rd). (3.12)

Ïðè ýòîì ýôôåêòèâíàÿ ìàòðèöà g0 � (d× d)-ìàòðèöà ñ ýëåìåíòàìè 1
2gkl, ãäå êîýôôèöèåíòû

gkl, k, l = 1, . . . , d, îïðåäåëåíû â (2.61). Âûïîëíåíà îöåíêà (3.2), òåì ñàìûì ìàòðèöà g0

ïîëîæèòåëüíî îïðåäåëåíà.
Ñ ïîìîùüþ óíèòàðíîãî ïðåîáðàçîâàíèÿ Ãåëüôàíäà îïåðàòîð A0 ðàñêëàäûâàåòñÿ â ïðÿìîé

èíòåãðàë:

A0 = G∗
(∫

Ω̃
⊕A0(ξ) dξ

)
G. (3.13)

Çäåñü A0(ξ) � ñàìîñîïðÿæåííûé îïåðàòîð â ïðîñòðàíñòâå L2(Ω), çàäàííûé âûðàæåíèåì

A0(ξ) = (D + ξ)∗g0(D + ξ), DomA0(ξ) = H̃2(Ω).

Ïðîñòðàíñòâî H̃2(Ω) îïðåäåëÿåòñÿ êàê ïîäïðîñòðàíñòâî â H2(Ω), ñîñòîÿùåå èç ôóíêöèé, Zd-
ïåðèîäè÷åñêîå ïðîäîëæåíèå êîòîðûõ íà Rd ïðèíàäëåæèò êëàññó H2

loc(Rd). Ðàâåíñòâî (3.13)

îçíà÷àåò ñëåäóþùåå. Ïóñòü u ∈ DomA0 = H2(Rd) è v = A0u. Òîãäà Gu(ξ, ·) ∈ DomA0(ξ) =

H̃2(Ω) è Gv(ξ, ·) = A0(ξ)Gu(ξ, ·), ξ ∈ Ω̃.
Èç òåîðåìû 3.2 ëåãêî âûâîäèòñÿ ñëåäóþùèé ðåçóëüòàò.

Òåîðåìà 3.3. Ïóñòü âûïîëíåíû óñëîâèÿ (1.1)�(1.3) è M3(a) <∞. Òîãäà ñïðàâåäëèâà îöåíêà∥∥(A(ξ) + ε2I)−1 − (A0(ξ) + ε2I)−1
∥∥
L2(Ω)→L2(Ω)

6 C1(a, µ)ε−1, ε > 0, ξ ∈ Ω̃. (3.14)

Ïîñòîÿííàÿ C1(a, µ) êîíòðîëèðóåòñÿ â òåðìèíàõ ïàðàìåòðîâ d, µ−, µ+, M1(a), M2(a),
M3(a),M(a), Cπ(a), Cr(a)(a).

Äîêàçàòåëüñòâî. Èç (3.5) è (3.6) âûòåêàþò î÷åâèäíûå îöåíêè∥∥(A(ξ) + ε2I)−1
∥∥ 6 (µ−C(a))−1/2(δ0(a, µ))−1ε−1, ε > 0, ξ ∈ Ω̃, |ξ| > δ0(a, µ),(

〈g0ξ, ξ〉+ ε2
)−1
6 (µ−C(a))−1/2(δ0(a, µ))−1ε−1, ε > 0, ξ ∈ Ω̃, |ξ| > δ0(a, µ).

Îòñþäà è èç òåîðåìû 3.2 ñëåäóåò îöåíêà∥∥(A(ξ) + ε2I)−1 − (〈g0ξ, ξ〉+ ε2)−1P
∥∥ 6 C̃5(a, µ)ε−1, ε > 0, ξ ∈ Ω̃, (3.15)

ãäå C̃5(a, µ) = max{C5(a, µ), 2(µ−C(a))−1/2(δ0(a, µ))−1}.
Äàëåå, ñïðàâåäëèâî î÷åâèäíîå ðàâåíñòâî

A0(ξ)P = 〈g0ξ, ξ〉P,

à ïîòîìó

(A0(ξ) + ε2I)−1P =
(
〈g0ξ, ξ〉+ ε2

)−1
P. (3.16)

Ïåðåïèøåì (3.15) â âèäå∥∥(A(ξ) + ε2I)−1 − (A0(ξ) + ε2I)−1P
∥∥ 6 C̃5(a, µ)ε−1, ε > 0, ξ ∈ Ω̃. (3.17)
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Ñ ïîìîùüþ äèñêðåòíîãî ïðåîáðàçîâàíèÿ Ôóðüå èìååì∥∥(A0(ξ) + ε2I)−1(I − P )
∥∥ = sup

0 6=n∈Zd

(〈g0(2πn + ξ), 2πn + ξ〉+ ε2)−1 6 (µ−C(a)π2 + ε2)−1. (3.18)

Ìû ó÷ëè (3.2) è î÷åâèäíîå íåðàâåíñòâî |2πn + ξ| > π ïðè ξ ∈ Ω̃ è 0 6= n ∈ Zd. Ñëåäîâàòåëüíî,∥∥(A0(ξ) + ε2I)−1(I − P )
∥∥ 6 (µ−C(a))−1/2π−1ε−1, ε > 0, ξ ∈ Ω̃.

Îòñþäà è èç (3.17) âûòåêàåò èñêîìàÿ îöåíêà (3.14) ñ ïîñòîÿííîé C1(a, µ) = C̃5(a, µ) +

(µ−C(a))−1/2π−1. �

3.2. Áîëåå òî÷íàÿ àïïðîêñèìàöèÿ ðåçîëüâåíòû îïåðàòîðà A(ξ).

Òåîðåìà 3.4. Ïóñòü âûïîëíåíû óñëîâèÿ (1.1)�(1.3) è M4(a) < ∞. Òîãäà ñïðàâåäëèâî

ïðåäñòàâëåíèå

(A(ξ) + ε2I)−1 =(〈g0ξ, ξ〉+ ε2)−1P+[F ]1(ξ)(〈g0ξ, ξ〉+ ε2)−1P+(〈g0ξ, ξ〉+ ε2)−1P [F ]1(ξ)+Y (ξ, ε)
(3.19)

è îöåíêà

‖Y (ξ, ε)‖ 6 C6(a, µ), ε > 0, |ξ| 6 δ0(a, µ). (3.20)

Çäåñü [F ]1(ξ) =
∑d

j=1 Fjξj, à îïåðàòîðû Fj îïðåäåëåíû â (2.41). Âåëè÷èíà C6(a, µ)
îïðåäåëÿåòñÿ ðàâåíñòâîì

C6(a, µ) :=
3

d0
+

2C1(a, µ)2 + 2C2(a, µ)

µ−C(a)
+

3C1(a, µ)C3(a, µ) + C4(a, µ)

(µ−C(a))2
+

C3(a, µ)2

(µ−C(a))3

è (ñ ó÷åòîì (1.18), (2.1), (2.19), (2.32), (2.54), (2.72)) êîíòðîëèðóåòñÿ â òåðìèíàõ ïàðàìåòðîâ
d, µ−, µ+, M1(a), M2(a), M3(a), M4(a),M(a), Cπ(a), Cr(a)(a).

Äîêàçàòåëüñòâî. Âîñïîëüçóåìñÿ ïðåäñòàâëåíèåì (3.7) è çàìåíèì îïåðàòîð F (ξ)(A(ξ)+ε2I)−1

íà (〈g0ξ, ξ〉+ ε2)−1P + Ξ(ξ, ε) â ïåðâîì è òðåòüåì ÷ëåíàõ â ïðàâîé ÷àñòè. Ïîëó÷àåì

Ξ(ξ, ε) = Ξ̃(ξ, ε) + Y1(ξ, ε), (3.21)

ãäå

Ξ̃(ξ, ε) = (〈g0ξ, ξ〉+ ε2)−1P (F (ξ)− P ) + (F (ξ)− P )(〈g0ξ, ξ〉+ ε2)−1P

− (〈g0ξ, ξ〉+ ε2)−1P
(
A(ξ)F (ξ)− 〈g0ξ, ξ〉P

)
(〈g0ξ, ξ〉+ ε2)−1P (3.22)

è
Y1(ξ, ε) = Ξ(ξ, ε)(F (ξ)− P )− Ξ(ξ, ε)Ψ(ξ)(〈g0ξ, ξ〉+ ε2)−1P. (3.23)

Çäåñü îïåðàòîð Ψ(ξ) îïðåäåëåí â (2.42). Èç (2.15), (2.43), (3.4) è (3.6) âûòåêàåò ñëåäóþùàÿ
îöåíêà îïåðàòîðà (3.23):

‖Y1(ξ, ε)‖ 6
(

2C1(a, µ)|ξ|
µ−C(a)|ξ|2 + ε2

+
C3(a, µ)|ξ|3

(µ−C(a)|ξ|2 + ε2)2

)(
C1(a, µ)|ξ|+ C3(a, µ)|ξ|3

µ−C(a)|ξ|2 + ε2

)
6

2C1(a, µ)2

µ−C(a)
+

3C1(a, µ)C3(a, µ)

(µ−C(a))2
+

C3(a, µ)2

(µ−C(a))3
, |ξ| 6 δ0(a, µ), ε > 0. (3.24)

Òåïåðü ïîäñòàâèì ðàçëîæåíèå (2.20) â ïåðâûå äâà ÷ëåíà â ïðàâîé ÷àñòè (3.22) è ðàçëîæåíèå
(2.63) � â òðåòèé ÷ëåí. Ïîëó÷àåì

Ξ̃(ξ, ε) = Ξ0(ξ, ε) + Y2(ξ, ε), (3.25)

ãäå

Ξ0(ξ, ε) = (〈g0ξ, ξ〉+ ε2)−1P [F ]1(ξ) + [F ]1(ξ)(〈g0ξ, ξ〉+ ε2)−1P

− (〈g0ξ, ξ〉+ ε2)−1P [G]3(ξ)(〈g0ξ, ξ〉+ ε2)−1P, (3.26)
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Y2(ξ, ε) = (〈g0ξ, ξ〉+ε2)−1PΦ(ξ)+Φ(ξ)(〈g0ξ, ξ〉+ε2)−1P−(〈g0ξ, ξ〉+ε2)−1PΥ(ξ)(〈g0ξ, ξ〉+ε2)−1P.
(3.27)

Èç (2.21), (2.64) è (3.6) âûòåêàåò ñëåäóþùàÿ îöåíêà îïåðàòîðà (3.27):

‖Y2(ξ, ε)‖ 6 2C2(a, µ)|ξ|2

µ−C(a)|ξ|2 + ε2
+

C4(a, µ)|ξ|4

(µ−C(a)|ξ|2 + ε2)2

6
2C2(a, µ)

µ−C(a)
+

C4(a, µ)

(µ−C(a))2
, |ξ| 6 δ0(a, µ), ε > 0. (3.28)

Â ñèëó ïðåäëîæåíèÿ 2.9 òðåòèé ÷ëåí â ïðàâîé ÷àñòè (3.26) îáðàùàåòñÿ â íîëü, à ïîòîìó

Ξ0(ξ, ε) = (〈g0ξ, ξ〉+ ε2)−1P [F ]1(ξ) + [F ]1(ξ)(〈g0ξ, ξ〉+ ε2)−1P. (3.29)

Ñîïîñòàâëÿÿ (3.3), (3.21), (3.25) è (3.29), ïðèõîäèì ê ïðåäñòàâëåíèþ (3.19), â êîòîðîì

Y (ξ, ε) = (A(ξ) + ε2I)−1(I − F (ξ)) + Y1(ξ, ε) + Y2(ξ, ε).

Èç (3.9), (3.24) è (3.28) âûòåêàåò îöåíêà (3.20). �

Èç òåîðåìû 3.4 ñ ïîìîùüþ ñëåäñòâèÿ 5.5 âûâîäèì ñëåäóþùèé ðåçóëüòàò.

Òåîðåìà 3.5. Ïóñòü âûïîëíåíû óñëîâèÿ (1.1)�(1.3) è M4(a) <∞. Òîãäà ñïðàâåäëèâà îöåíêà∥∥(A(ξ) + ε2I)−1 − (A0(ξ) + ε2I)−1 −K(ξ, ε)
∥∥
L2(Ω)→L2(Ω)

6 C2(a, µ), ε > 0, ξ ∈ Ω̃. (3.30)

Çäåñü

K(ξ, ε) := −i
d∑
j=1

[vj ](Dj + ξj)(A0(ξ) + ε2I)−1 + i
d∑
j=1

(A0(ξ) + ε2I)−1(Dj + ξj)[vj ],

ôóíêöèè vj(x) ÿâëÿþòñÿ ðåøåíèÿìè çàäà÷ (2.39); ñèìâîë [vj ] îçíà÷àåò îïåðàòîð óìíîæåíèÿ

íà ôóíêöèþ vj(x). Êîíñòàíòà C2(a, µ) êîíòðîëèðóåòñÿ â òåðìèíàõ ïàðàìåòðîâ d, µ−, µ+,

M1(a), M2(a), M3(a), M4(a),M(a), Cπ(a), Cr(a)(a) è êîíñòàíòû C(ã, µ), îïðåäåëåííîé â (5.27).

Äîêàçàòåëüñòâî. Èç (2.23), (3.5) è (3.6) âûòåêàþò î÷åâèäíûå îöåíêè∥∥(A(ξ) + ε2I)−1
∥∥ 6 (µ−C(a))−1(δ0(a, µ))−2, ε > 0, ξ ∈ Ω̃, |ξ| > δ0(a, µ),(

〈g0ξ, ξ〉+ ε2
)−1
6 (µ−C(a))−1(δ0(a, µ))−2, ε > 0, ξ ∈ Ω̃, |ξ| > δ0(a, µ),

‖[F ]1(ξ)‖
(
〈g0ξ, ξ〉+ ε2

)−1
6 C1(a, µ)(µ−C(a)δ0(a, µ))−1, ε > 0, ξ ∈ Ω̃, |ξ| > δ0(a, µ).

Îòñþäà è èç òåîðåìû 3.4 ñëåäóåò îöåíêà∥∥∥(A(ξ) + ε2I)−1−
(
〈g0ξ, ξ〉+ ε2

)−1
P − [F ]1(ξ)

(
〈g0ξ, ξ〉+ ε2

)−1
P −

(
〈g0ξ, ξ〉+ ε2

)−1
P [F ]1(ξ)

∥∥∥
6 C̃6(a, µ), ε > 0, ξ ∈ Ω̃, (3.31)

ãäå C̃6(a, µ) = max{C6(a, µ), 2(µ−C(a))−1(δ0(a, µ))−2 + 2C1(a, µ)(µ−C(a)δ0(a, µ))−1}.
Ó÷òåì òåïåðü (3.16) è ðàâåíñòâî

[F ]1(ξ)P =

d∑
j=1

FjξjP = −i
d∑
j=1

[vj ]ξjP = −i
d∑
j=1

[vj ](Dj + ξj)P ;

ñì. (2.20) è (2.41). Òîãäà

[F ]1(ξ)
(
〈g0ξ, ξ〉+ ε2

)−1
P = −i

d∑
j=1

[vj ](Dj + ξj)(A0(ξ) + ε2I)−1P.
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Ïåðåïèøåì (3.31) â âèäå

∥∥∥(A(ξ) + ε2I)−1 − (A0(ξ) + ε2I)−1P + i

d∑
j=1

[vj ](Dj + ξj)(A0(ξ) + ε2I)−1P

− i
d∑
j=1

(A0(ξ) + ε2I)−1(Dj + ξj)P [vj ]
∥∥∥ 6 C̃6(a, µ), ε > 0, ξ ∈ Ω̃. (3.32)

Â ñèëó (3.18) âûïîëíåíî ∥∥(A0(ξ) + ε2I)−1(I − P )
∥∥ 6 (µ−C(a))−1π−2. (3.33)

Èñïîëüçóÿ äèñêðåòíîå ïðåîáðàçîâàíèå Ôóðüå è ñëåäñòâèå 5.5, èìååì

∥∥∥ d∑
j=1

[vj ](Dj + ξj)(A0(ξ) + ε2I)−1(I − P )
∥∥∥ 6

6
d∑
j=1

‖vj‖L∞ sup
0 6=n∈Zd

|2πnj + ξj |(〈g0(2πn + ξ), 2πn + ξ〉+ ε2)−1 6

6
( d∑
j=1

‖vj‖2L∞

)1/2
(µ−C(a)π)−1. (3.34)

Â èòîãå, èç (3.32)�(3.34) âûòåêàåò èñêîìàÿ îöåíêà (3.30) ñ ïîñòîÿííîé

C2(a, µ) = C̃6(a, µ) + (µ−C(a))−1π−2 + 2
( d∑
j=1

‖vj‖2L∞

)1/2
(µ−C(a)π)−1.

Çàìåòèì, ÷òî íîðìû ‖vj‖L∞ ïîä÷èíåíû îöåíêàì (5.29). �

3.3. Àïïðîêñèìàöèÿ ðåçîëüâåíòû (A + ε2I)−1.

Òåîðåìà 3.6. Ïóñòü âûïîëíåíû óñëîâèÿ (1.1)�(1.3) è M3(a) <∞. Òîãäà ñïðàâåäëèâà îöåíêà∥∥(A + ε2I)−1 − (A0 + ε2I)−1
∥∥
L2(Rd)→L2(Rd)

6 C1(a, µ)ε−1, ε > 0. (3.35)

Äîêàçàòåëüñòâî. Èç ðàçëîæåíèé (1.7) è (3.13) ñëåäóåò, ÷òî îïåðàòîð ïîä çíàêîì íîðìû â (3.35)
ñ ïîìîùüþ ïðåîáðàçîâàíèÿ Ãåëüôàíäà ðàñêëàäûâàåòñÿ â ïðÿìîé èíòåãðàë ïî îïåðàòîðàì
(A(ξ) + ε2I)−1 − (A0(ξ) + ε2I)−1. Ñëåäîâàòåëüíî,∥∥(A + ε2I)−1 − (A0 + ε2I)−1

∥∥
L2(Rd)→L2(Rd)

= sup
ξ∈Ω̃

∥∥(A(ξ) + ε2I)−1 − (A0(ξ) + ε2I)−1
∥∥
L2(Ω)→L2(Ω)

.

Ïîýòîìó îöåíêà (3.35) âûòåêàåò èç (3.14). �

Òåîðåìà 3.7. Ïóñòü âûïîëíåíû óñëîâèÿ (1.1)�(1.3) è M4(a) <∞. Òîãäà ñïðàâåäëèâà îöåíêà∥∥(A + ε2I)−1 − (A0 + ε2I)−1 −K(ε)
∥∥
L2(Rd)→L2(Rd)

6 C2(a, µ), ε > 0. (3.36)

Çäåñü

K(ε) := −
d∑
j=1

[vj ]∂j(A0 + ε2I)−1 +
d∑
j=1

(A0 + ε2I)−1∂j [vj ], (3.37)

ñèìâîë [vj ] îçíà÷àåò îïåðàòîð óìíîæåíèÿ íà ôóíêöèþ vj(x).
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Äîêàçàòåëüñòâî. Îïåðàòîð ïîä çíàêîì íîðìû â (3.36) ñ ïîìîùüþ ïðåîáðàçîâàíèÿ Ãåëüôàíäà
ðàñêëàäûâàåòñÿ â ïðÿìîé èíòåãðàë ïî îïåðàòîðàì (A(ξ) + ε2I)−1 − (A0(ξ) + ε2I)−1 −K(ξ, ε).
Ñëåäîâàòåëüíî,∥∥(A + ε2I)−1 − (A0 + ε2I)−1 −K(ε)

∥∥
L2(Rd)→L2(Rd)

= sup
ξ∈Ω̃

∥∥(A(ξ) + ε2I)−1 − (A0(ξ) + ε2I)−1 −K(ξ, ε)
∥∥
L2(Ω)→L2(Ω)

.

Îòñþäà è èç (3.30) âûòåêàåò îöåíêà (3.36). �

� 4. Óñðåäíåíèå íåëîêàëüíîãî îïåðàòîðà ñâ¼ðòî÷íîãî òèïà

4.1. Îñíîâíûå ðåçóëüòàòû. Ïðåäïîëàãàÿ âûïîëíåííûìè óñëîâèÿ (1.1)�(1.3), ðàññìîòðèì
ñåìåéñòâî íåëîêàëüíûõ îïåðàòîðîâ â L2(Rd), çàäàííûõ ïî ïðàâèëó

Aεu(x) := ε−d−2

∫
Rd

a((x− y)/ε)µ(x/ε,y/ε)(u(x)− u(y)) dy, x ∈ Rd, u ∈ L2(Rd), ε > 0.

Ïóñòü ýôôåêòèâíûé îïåðàòîð A0 â L2(Rd) îïðåäåëåí â (3.12). Íàïîìíèì, ÷òî ýôôåêòèâíàÿ
ìàòðèöà g0 � ýòî ìàòðèöà ñ ýëåìåíòàìè 1

2gkl, ãäå êîýôôèöèåíòû gkl, k, l = 1, . . . , d, îïðåäåëåíû
â (2.61).
Èç òåîðåìû 3.6 ñ ïîìîùüþ ìàñøòàáíîãî ïðåîáðàçîâàíèÿ âûâîäèòñÿ ñëåäóþùèé ðåçóëüòàò,

ïîëó÷åííûé â [14, òåîðåìà 4.1]; äëÿ ïîëíîòû èçëîæåíèÿ ìû ïðèâîäèì äîêàçàòåëüñòâî.

Òåîðåìà 4.1. Ïóñòü âûïîëíåíû óñëîâèÿ (1.1)�(1.3) è M3(a) <∞. Òîãäà ñïðàâåäëèâà îöåíêà
‖(Aε + I)−1 − (A0 + I)−1‖L2(Rd)→L2(Rd) 6 C1(a, µ)ε, ε > 0. (4.1)

Ïîñòîÿííàÿ C1(a, µ) êîíòðîëèðóåòñÿ ÷åðåç ñëåäóþùèå âåëè÷èíû: d, µ−, µ+, M1(a), M2(a),
M3(a),M(a), Cπ(a), Cr(a)(a).

Äîêàçàòåëüñòâî. Ââåäåì ìàñøòàáíîå ïðåîáðàçîâàíèå (ñåìåéñòâî óíèòàðíûõ îïåðàòîðîâ):

Tεu(x) := εd/2u(εx), x ∈ Rd, u ∈ L2(Rd), ε > 0.

Íåòðóäíî ïðîâåðèòü ðàâåíñòâî

Aε = ε−2T ∗εATε, ε > 0.

Ñëåäîâàòåëüíî,
(Aε + I)−1 = T ∗ε ε

2(A + ε2I)−1Tε, ε > 0. (4.2)

Äëÿ ýôôåêòèâíîãî îïåðàòîðà òàêæå âûïîëíåíî òîæäåñòâî

A0 = ε−2T ∗εA0Tε, ε > 0,

à ïîòîìó
(A0 + I)−1 = T ∗ε ε

2(A0 + ε2I)−1Tε, ε > 0. (4.3)

Èç (4.2) è (4.3) ñ ó÷åòîì óíèòàðíîñòè îïåðàòîðà Tε âûòåêàåò ðàâåíñòâî

‖(Aε + I)−1 − (A0 + I)−1‖L2(Rd)→L2(Rd) = ε2‖(A + ε2I)−1 − (A0 + ε2I)−1‖L2(Rd)→L2(Rd).

Îòñþäà è èç òåîðåìû 3.6 âûòåêàåò èñêîìàÿ îöåíêà (4.1). �

Íàø îñíîâíîé íîâûé ðåçóëüòàò ïðåäñòàâëÿåò ñëåäóþùàÿ òåîðåìà.

Òåîðåìà 4.2. Ïóñòü âûïîëíåíû óñëîâèÿ (1.1)�(1.3) è M4(a) <∞. Òîãäà ñïðàâåäëèâà îöåíêà
‖(Aε + I)−1 − (A0 + I)−1 − εKε‖L2(Rd)→L2(Rd) 6 C2(a, µ)ε2, ε > 0. (4.4)

Êîððåêòîð Kε çàäàí ñîîòíîøåíèåì

Kε = −
d∑
j=1

[vεj ]∂j(A0 + I)−1 +

d∑
j=1

(A0 + I)−1∂j [v
ε
j ],
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ôóíêöèè vj(x) ÿâëÿþòñÿ ðåøåíèÿìè çàäà÷ (2.39); [vεj ] � îïåðàòîð óìíîæåíèÿ íà ôóíêöèþ

vj(x/ε). Ïîñòîÿííàÿ C2(a, µ) êîíòðîëèðóåòñÿ ÷åðåç ñëåäóþùèå âåëè÷èíû: d, µ−, µ+, M1(a),
M2(a), M3(a), M4(a),M(a), Cπ(a), Cr(a)(a) è C(ã, µ).

Äîêàçàòåëüñòâî. Âîñïîëüçóåìñÿ ñîîòíîøåíèÿìè (4.2), (4.3), à òàêæå ðàâåíñòâîì

Kε = T ∗ε εK(ε)Tε, ε > 0,

ãäå K(ε) � îïåðàòîð (3.37). C ó÷åòîì óíèòàðíîñòè îïåðàòîðà Tε ïîëó÷àåì

‖(Aε+I)−1−(A0 +I)−1−εKε‖L2(Rd)→L2(Rd) = ε2‖(A+ε2I)−1−(A0 +ε2I)−1−K(ε)‖L2(Rd)→L2(Rd).

Îòñþäà è èç òåîðåìû 3.7 âûòåêàåò èñêîìàÿ îöåíêà (4.4). �

4.2. Çàêëþ÷èòåëüíûå çàìå÷àíèÿ. 1. Òåîðåìû 4.1 è 4.2 ñîõðàíÿþò ñèëó, åñëè ðåøåòêó
ïåðèîäîâ Zd çàìåíèòü íà ïðîèçâîëüíóþ ðåøåòêó â Rd. Òîãäà ïîñòîÿííûå â îöåíêàõ áóäóò
çàâèñåòü íå òîëüêî îò êîýôôèöèåíòîâ a è µ, íî è îò ïàðàìåòðîâ ðåøåòêè.
2. Â [14, �4], ïðè äîïîëíèòåëüíîì óñëîâèè a ∈ L2(Rd) ïîëó÷åíû îöåíêè âåëè÷èí M(a),

Cπ(a), Cr(a)(a), èç êîòîðûõ ñëåäóåò, ÷òî êîíñòàíòó C1(a, µ) ìîæíî îöåíèòü ñâåðõó â òåðìèíàõ
ïàðàìåòðîâ d, µ−, µ+, ‖a‖L1 , ‖a‖L2 , M1(a), M2(a), M3(a). Íèæå â çàìå÷àíèè 5.6 îòìå÷åíî,
÷òî ïðè äîïîëíèòåëüíîì óñëîâèè ã = ã(0, ·) ∈ L2(Ω) íîðìû ‖vj‖L∞ , j = 1, . . . , d, äîïóñêàþò
êîíòðîëü â òåðìèíàõ µ−, µ+, ‖a‖L1 , ‖ã‖L2(Ω), Cπ(a) è M1(a). Òåì ñàìûì, ïðè äîïîëíèòåëüíîì

óñëîâèè ã ∈ L2(Ω) (à òîãäà óñëîâèå a ∈ L2(Rd) àâòîìàòè÷åñêè âûïîëíåíî) êîíñòàíòó C2(a, µ)
ìîæíî îöåíèòü ñâåðõó â òåðìèíàõ ïàðàìåòðîâ d, µ−, µ+, ‖a‖L1 , ‖ã‖L2(Ω), M1(a), M2(a), M3(a),
M4(a).
3. Åñëè â óñëîâèÿõ òåîðåìû 4.1 çàìåíèòü óñëîâèå M3(a) <∞ óñëîâèåì∫

Rd

|x|ka(x) dx <∞, (4.5)

ãäå 2 < k < 3, òî âûïîëíåíà îöåíêà

‖(Aε + I)−1 − (A0 + I)−1‖L2(Rd)→L2(Rd) 6 Cε
k−2, ε > 0.

Åñëè â óñëîâèÿõ òåîðåìû 4.2 çàìåíèòü óñëîâèå M4(a) < ∞ óñëîâèåì (4.5) ïðè 3 < k < 4, òî
âûïîëíåíà îöåíêà

‖(Aε + I)−1 − (A0 + I)−1 − εKε‖L2(Rd)→L2(Rd) 6 Cε
k−2, ε > 0.

� 5. Ïðèëîæåíèå: îãðàíè÷åííîñòü ðåøåíèé âñïîìîãàòåëüíûõ çàäà÷

5.1. Ïðèáëèæåíèå îïåðàòîðà A(0). Ðàññìîòðèì ôóíêöèþ

ã(z) := ã(0, z) =
∑
n∈Zd

a(z + n), z ∈ Rd, (5.1)

ñì. (1.10). Èç (1.1) è (5.1) ñëåäóåò, ÷òî ã(z) � íåîòðèöàòåëüíàÿ Zd-ïåðèîäè÷åñêàÿ ôóíêöèÿ,
ïðè÷åì ã(z) = ã(−z), z ∈ Rd; ã ∈ L1(Ω) è

‖ã‖L1(Ω) = ‖a‖L1(Rd) > 0. (5.2)

Ïðè êàæäîì N ∈ N ïîëîæèì

ãN (z) :=

{
ã(z), åñëè ã(z) 6 N,

N, åñëè ã(z) > N.
(5.3)

Î÷åâèäíî, ãN (z) � Zd-ïåðèîäè÷åñêàÿ ôóíêöèÿ, ïðè÷åì

0 6 ãN (z) 6 ã(z), ãN (z) = ãN (−z), z ∈ Rd, N ∈ N,
è

lim
N→∞

ãN (z) = ã(z), z ∈ Rd.
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Òîãäà â ñèëó òåîðåìû Ëåáåãà

‖ãN − ã‖L1(Ω) → 0 ïðè N →∞. (5.4)

Ñîãëàñíî (5.2), ã(z) > 0 íà ìíîæåñòâå ïîëîæèòåëüíîé ìåðû íà Ω. Èç (5.3) ñëåäóåò, ÷òî
ãN (z) > 0 íà òîì æå ìíîæåñòâå (ïðè âñåõ N ∈ N). Êðîìå òîãî,

ãN (z) 6 ãN+1(z), z ∈ Rd, N ∈ N. (5.5)

Ñëåäîâàòåëüíî,

0 < ‖ã1‖L1(Ω) 6 ‖ãN‖L1(Ω) 6 ‖ã‖L1(Ω), N ∈ N. (5.6)

Ðàññìîòðèì òåïåðü îãðàíè÷åííûé ñàìîñîïðÿæåííûé îïåðàòîð A := A(0) â L2(Ω),
îïðåäåëåííûé ñîãëàñíî (1.8), (1.9):

Au(x) = p(x)u(x)−Bu(x),

Bu(x) =

∫
Ω

ã(x− y)µ(x,y)u(y) dy, u ∈ L2(Ω),

ãäå

p(x) =

∫
Ω

ã(x− y)µ(x,y) dy,

ñì. (1.11). (Ïðåæäå îïåðàòîð B îáîçíà÷àëñÿ B(0).) Íàïîìíèì îöåíêè

µ−‖ã‖L1(Ω) 6 p(x) 6 µ+‖ã‖L1(Ω), x ∈ Ω. (5.7)

Ïðè êàæäîì N ∈ N îïðåäåëèì îãðàíè÷åííûé ñàìîñîïðÿæåííûé îïåðàòîð AN â L2(Ω) ïî
ïðàâèëó

ANu(x) := pN (x)u(x)−BNu(x),

BNu(x) :=

∫
Ω

ãN (x− y)µ(x,y)u(y) dy, u ∈ L2(Ω), (5.8)

ãäå

pN (x) =

∫
Ω

ãN (x− y)µ(x,y) dy. (5.9)

Î÷åâèäíî,

0 < µ−‖ãN‖L1(Ω) 6 pN (x) 6 µ+‖ãN‖L1(Ω), (5.10)

‖pN − p‖L∞ 6 µ+‖ãN − ã‖L1(Ω).

Â ñèëó ëåììû Øóðà

‖BN −B‖L2(Ω)→L2(Ω) 6 µ+‖ãN − ã‖L1(Ω).

Ñëåäîâàòåëüíî,

‖AN −A‖L2(Ω)→L2(Ω) 6 2µ+‖ãN − ã‖L1(Ω). (5.11)

Ñ ó÷åòîì (5.4) îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî ‖AN −A‖L2(Ω)→L2(Ω) → 0 ïðè N →∞.

5.2. Ïðèáëèæåíèå îïåðàòîðà A−1
⊥ . Íàïîìíèì, ÷òî ÿäðî KerA îäíîìåðíî è ñîñòîèò èç

êîíñòàíò: N := KerA = L{1Ω}. Â ñèëó ñàìîñîïðÿæåííîñòè îïåðàòîðà A èìååì RanA =
N⊥. Êîððåêòíî îïðåäåëåí îïåðàòîð A⊥ : N⊥ → N⊥, ÿâëÿþùèéñÿ ñóæåíèåì îïåðàòîðà A íà
ïîäïðîñòðàíñòâî

N⊥ =

{
u ∈ L2(Ω) :

∫
Ω
u(x) dx = 0

}
.

Îïåðàòîð A⊥ îáðàòèì è, ñîãëàñíî (1.19), ñïðàâåäëèâà îöåíêà

‖A−1
⊥ ‖N⊥→N⊥ 6 (µ−Cπ(a))−1 . (5.12)
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Ëåììà 5.1. Ïðè âñåõ N ∈ N âûïîëíåíî KerAN = N. Êîððåêòíî îïðåäåëåí îïåðàòîð AN,⊥ :

N⊥ → N⊥, ÿâëÿþùèéñÿ ñóæåíèåì îïåðàòîðà AN íà ïîäïðîñòðàíñòâî N⊥. Îïåðàòîð AN,⊥
îáðàòèì è ñïðàâåäëèâà îöåíêà

‖A−1
N,⊥‖N⊥→N⊥ 6 ‖A−1

1,⊥‖N⊥→N⊥ 6
(
µ−C̃2π(ã1)

)−1
, N ∈ N, (5.13)

ãäå âåëè÷èíà C̃2π(ã1) îïðåäåëåíà íèæå ñîãëàñíî (5.17), (5.18).

Äîêàçàòåëüñòâî. Èç (5.8), (5.9) âèäíî, ÷òî 1Ω ∈ KerAN . Ïîêàæåì, ÷òî KerAN = N.
Íåòðóäíî ïðîâåðèòü ñïðàâåäëèâîñòü ïðåäñòàâëåíèÿ

(ANu, u)L2(Ω) =
1

2

∫
Ω

dx

∫
Ω

dy ãN (x− y)µ(x,y)
∣∣u(x)− u(y)

∣∣2, u ∈ L2(Ω), (5.14)

ñð. (1.12). Îòñþäà ñ ó÷åòîì (5.5) ñëåäóåò, ÷òî

(ANu, u)L2(Ω) 6 (AN+1u, u)L2(Ω), u ∈ L2(Ω), N ∈ N. (5.15)

Ïîýòîìó äëÿ íàøåé öåëè äîñòàòî÷íî ðàññìîòðåòü îïåðàòîð A1 (ñëó÷àé N = 1).
Èç (5.14) ïðè N = 1 ñ ó÷åòîì îöåíîê äëÿ ôóíêöèè µ (ñì. (1.2)) âûòåêàþò íåðàâåíñòâà

µ−A
0
1 6 A1 6 µ+A

0
1, (5.16)

ãäåA0
1 � îïåðàòîð âèäà (5.8) ñ êîýôôèöèåíòàìè ã1 è µ = µ0 ≡ 1. ÎïåðàòîðA0

1 äèàãîíàëèçóåòñÿ
ñ ïîìîùüþ äèñêðåòíîãî ïðåîáðàçîâàíèÿ Ôóðüå F (ñð. ï. 1.4): A0

1 óíèòàðíî ýêâèâàëåíòåí
îïåðàòîðó óìíîæåíèÿ íà ñèìâîë

Â1(2πn) := (F ã1)(0)− (F ã1)(n) =

∫
Ω
ã1(z)(1− cos〈z, 2πn〉) dz, n ∈ Zd,

â ïðîñòðàíñòâå `2(Zd). Ïî àíàëîãèè ñ àðãóìåíòàìè èç ï. 1.4, ðàññìîòðèì âåëè÷èíó

Â1(y) =

∫
Ω
ã1(z)(1− cos〈z,y〉) dz =

1

2

∫
Ω
ã1(z) sin2

(
〈z,y〉

2

)
dz. (5.17)

Ñ ó÷åòîì (5.6) ñïðàâåäëèâî ñëåäóþùåå: ôóíêöèÿ Â1(y) íåïðåðûâíà, ñòðåìèòñÿ ê ‖ã1‖L1(Ω) > 0

ïðè |y| → ∞ è Â1(y) > 0 ïðè y 6= 0. Ñëåäîâàòåëüíî,

C̃2π(ã1) := min
|y|>2π

Â1(y) > 0. (5.18)

Ïîñêîëüêó Â1(2πn) > C̃2π(ã1) ïðè 0 6= n ∈ Zd, òî

(A0
1u, u)L2(Ω) > C̃2π(ã1)‖u‖2L2(Ω), u ∈ N⊥.

Âìåñòå ñ (5.16) ýòî âëå÷åò

(A1u, u)L2(Ω) > µ−C̃2π(ã1)‖u‖2L2(Ω), u ∈ N⊥.

Îòñþäà, ó÷èòûâàÿ (5.15) è âñïîìèíàÿ, ÷òî 1Ω ∈ KerAN , ïîëó÷àåì, ÷òî KerAN = N ïðè
âñåõ N ∈ N. Òîãäà êîððåêòíî îïðåäåëåí îïåðàòîð AN,⊥ : N⊥ → N⊥, ÿâëÿþùèéñÿ ñóæåíèåì

îïåðàòîðà AN íà ïîäïðîñòðàíñòâî N⊥. Ïðè ýòîì ñïðàâåäëèâà îöåíêà (5.13). �

Ëåììà 5.2. Ñïðàâåäëèâî ñîîòíîøåíèå

‖A−1
N,⊥ −A−1

⊥ ‖N⊥→N⊥ → 0 ïðè N →∞.

Äîêàçàòåëüñòâî. Çàïèøåì ðåçîëüâåíòíîå òîæäåñòâî

A−1
N,⊥ −A−1

⊥ = A−1
N,⊥ (A−AN )A−1

⊥ .

Îòñþäà è èç îöåíîê (5.11)�(5.13) ñëåäóåò íåðàâåíñòâî

‖A−1
N,⊥ −A−1

⊥ ‖N⊥→N⊥ 6 2µ+

(
µ2
−Cπ(a)C̃2π(ã1)

)−1
‖ãN − ã‖L1(Ω).
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Îñòàåòñÿ ó÷åñòü (5.4). �

5.3. Ðàâíîìåðíàÿ îöåíêà íîðìû ðåøåíèÿ vN = A−1
N,⊥w â L∞. Â ïðîñòðàíñòâå L∞(Ω)

ðàññìîòðèì ïîäïðîñòðàíñòâî ôóíêöèé ñ íóëåâûì ñðåäíèì:

L⊥∞(Ω) :=

{
u ∈ L∞(Ω) :

∫
Ω
u(x) dx = 0

}
.

Ïóñòü w ∈ L⊥∞(Ω) è vN := A−1
N,⊥w, òî åñòü vN ∈ L2(Ω) ÿâëÿåòñÿ ðåøåíèåì çàäà÷è∫

Ω

ãN (x− y)µ(x,y)(vN (x)− vN (y)) dy = w(x), x ∈ Ω;

∫
Ω

vN (x) dx = 0. (5.19)

Ó÷èòûâàÿ (5.9) è (5.10), ïåðåïèøåì çàäà÷ó (5.19) â âèäå

vN (x) =
w(x)

pN (x)
− 1

pN (x)

∫
Ω

ãN (x− y)µ(x,y)vN (y) dy, x ∈ Ω;

∫
Ω

vN (x) dx = 0. (5.20)

Îòñþäà ñ ó÷åòîì (5.3), (5.10) è ëåììû 5.1 ñëåäóåò, ÷òî ðåøåíèå vN (x) îãðàíè÷åíî:

‖vN‖L∞(Ω) 6
‖w‖L∞(Ω)

µ−‖ãN‖L1(Ω)
+
Nµ+‖vN‖L2(Ω)

µ−‖ãN‖L1(Ω)
6
‖w‖L∞(Ω)

µ−‖ãN‖L1(Ω)
+

Nµ+‖w‖L2(Ω)

µ2
−C̃2π(ã1)‖ãN‖L1(Ω)

6 CN‖w‖L∞(Ω), CN =
(
µ−‖ãN‖L1(Ω)

)−1
+Nµ+

(
µ2
−C̃2π(ã1)‖ãN‖L1(Ω)

)−1
.

Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî îïåðàòîð A−1
N,⊥ ïåðåâîäèò L⊥∞(Ω) â ñåáÿ è âûïîëíåíà îöåíêà

‖A−1
N,⊥‖L⊥

∞(Ω)→L⊥
∞(Ω) 6 CN .

Íàøà áëèæàéøàÿ öåëü � ïîëó÷èòü ðàâíîìåðíóþ îöåíêó íîðìû ýòîãî îïåðàòîðà.

Ëåììà 5.3. Ñïðàâåäëèâà îöåíêà

‖A−1
N,⊥‖L⊥

∞(Ω)→L⊥
∞(Ω) 6 C, N ∈ N.

Ïîñòîÿííàÿ C = C(ã, µ) îïðåäåëåíà íèæå â (5.27).

Äîêàçàòåëüñòâî. Êàê è âûøå, ïóñòü w ∈ L⊥∞(Ω) è vN := A−1
N,⊥w. Îöåíèì íîðìó ðåøåíèÿ vN

â L∞(Ω); äîñòàòî÷íî ñ÷èòàòü, ÷òî ‖w‖L∞(Ω) > 0. Èç (5.20) ñ ó÷åòîì (5.6) è (5.10) ñëåäóåò, ÷òî

|vN (x)| 6
‖w‖L∞(Ω)

µ−‖ã1‖L1(Ω)
+

1

µ−‖ã1‖L1(Ω)

∫
Ω

ãN (x− y)µ(x,y)|vN (y)| dy, x ∈ Ω. (5.21)

Ïðåäñòàâèì èíòåãðàë â ïðàâîé ÷àñòè â âèäå ñóììû äâóõ èíòåãðàëîâ � ïî ìíîæåñòâàì ΩN,1 è
ΩN,2 := Ω \ ΩN,1. Çäåñü

ΩN,1 :=
{
x ∈ Ω : |vN (x)| > ‖w‖1/2L∞(Ω)‖vN‖

1/2
L∞(Ω)

}
.

Ïîñêîëüêó ïðè x ∈ ΩN,2 âûïîëíåíî |vN (x)| 6 ‖w‖1/2L∞(Ω)‖vN‖
1/2
L∞(Ω), ïîëó÷àåì∫

ΩN,2

ãN (x− y)µ(x,y)|vN (y)| dy 6 µ+‖w‖1/2L∞(Ω)‖vN‖
1/2
L∞(Ω)‖ã‖L1(Ω). (5.22)

Ìû ó÷ëè î÷åâèäíîå íåðàâåíñòâî ãN (z) 6 ã(z).
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Èç îïðåäåëåíèÿ ìíîæåñòâà ΩN,1 è ëåììû 5.1 âûòåêàåò îöåíêà

mes ΩN,1 6
∫

ΩN,1

|vN (x)|
‖w‖1/2L∞(Ω)‖vN‖

1/2
L∞(Ω)

dx 6
‖vN‖L2(Ω)

‖w‖1/2L∞(Ω)‖vN‖
1/2
L∞(Ω)

6
‖w‖L2(Ω)

µ−C̃2π(ã1)‖w‖1/2L∞(Ω)‖vN‖
1/2
L∞(Ω)

6
‖w‖1/2L∞(Ω)

µ−C̃2π(ã1)‖vN‖1/2L∞(Ω)

.

(5.23)

Ïîñêîëüêó ãN (z) 6 ã(z), èìååì∫
ΩN,1

ãN (x− y)µ(x,y)|vN (y)| dy 6 µ+‖vN‖L∞(Ω)

∫
ΩN,1

ãN (x− y) dy

6 µ+‖vN‖L∞(Ω)

∫
ΩN,1

ã(x− y) dy.

(5.24)

Ââåäåì îáîçíà÷åíèå

Fã(t) := sup

{∫
O
ã(z) dz : O ⊂ [−2, 2]d, mesO 6 t

}
, t > 0. (5.25)

Î÷åâèäíî, ôóíêöèÿ Fã(t) � ìîíîòîííî íåóáûâàþùàÿ è Fã(t)→ 0 ïðè t→ +0. Èç (5.23)�(5.25)
âûòåêàåò îöåíêà∫

ΩN,1

ãN (x− y)µ(x,y)|vN (y)| dy 6 µ+‖vN‖L∞(Ω)Fã

((
µ−C̃2π(ã1)

)−1‖w‖1/2L∞(Ω)‖vN‖
−1/2
L∞(Ω)

)
.

Âìåñòå ñ (5.21) è (5.22) ýòî âëå÷åò

‖vN‖L∞(Ω) 6
1

µ−‖ã1‖L1(Ω)

(
‖w‖L∞(Ω) + µ+‖w‖1/2L∞(Ω)‖vN‖

1/2
L∞(Ω)‖ã‖L1(Ω)

+µ+‖vN‖L∞(Ω)Fã

((
µ−C̃2π(ã1)

)−1‖w‖1/2L∞(Ω)‖vN‖
−1/2
L∞(Ω)

))
.

(5.26)

Ôèêñèðóåì ÷èñëî t0 = t0(ã, µ) > 0 òàê, ÷òîáû âûïîëíÿëîñü íåðàâåíñòâî

µ+Fã(t0)

µ−‖ã1‖L1(Ω)
6

1

2
.

Â ñëó÷àå, êîãäà
(
µ−C̃2π(ã1)

)−1‖w‖1/2L∞(Ω)‖vN‖
−1/2
L∞(Ω) > t0, î÷åâèäíî, ÷òî

‖vN‖L∞(Ω) 6
‖w‖L∞(Ω)(

t0µ−C̃2π(ã1)
)2 .

Â ñëó÷àå, êîãäà
(
µ−C̃2π(ã1)

)−1‖w‖1/2L∞(Ω)‖vN‖
−1/2
L∞(Ω) 6 t0, èç (5.26) ñëåäóåò íåðàâåíñòâî

1

2
‖vN‖L∞(Ω) 6

1

µ−‖ã1‖L1(Ω)

(
‖w‖L∞(Ω) + µ+‖w‖1/2L∞(Ω)‖vN‖

1/2
L∞(Ω)‖ã‖L1(Ω)

)
.

Ýòî êâàäðàòè÷íîå íåðàâåíñòâî îòíîñèòåëüíî X := ‖vN‖1/2L∞(Ω). Ïåðåïèøåì åãî â âèäå

X2 −
2µ+‖w‖1/2L∞(Ω)

µ−
X 6

2‖w‖L∞(Ω)

µ−‖ã1‖L1(Ω)
.

Ðåøàÿ ýòî íåðàâåíñòâî, ïîëó÷àåì

‖vN‖L∞(Ω) 6

(
µ+

µ−
+

(
2

µ−‖ã1‖L1(Ω)
+
µ2

+

µ2
−

)1/2
)2

‖w‖L∞(Ω).
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Â èòîãå ïðèõîäèì ê îöåíêå

‖vN‖L∞(Ω) 6 C‖w‖L∞(Ω),

C = C(ã, µ) := max

 1(
t0µ−C̃2π(ã1)

)2 ,
(
µ+

µ−
+

(
2

µ−‖ã1‖L1(Ω)
+
µ2

+

µ2
−

)1/2
)2
 .

(5.27)

�

5.4. Îãðàíè÷åííîñòü ðåøåíèÿ v = A−1
⊥ w. Ïóñòü, êàê è ïðåæäå, w ∈ L⊥∞(Ω) è v := A−1

⊥ w,
òî åñòü v ∈ L2(Ω) ÿâëÿåòñÿ ðåøåíèåì çàäà÷è∫

Ω

ã(x− y)µ(x,y)(v(x)− v(y)) dy = w(x), x ∈ Ω;

∫
Ω

v(x) dx = 0. (5.28)

Êàê è â ïóíêòå 5.3, ïóñòü vN := A−1
N,⊥w � ðåøåíèå çàäà÷è (5.19). Èç ëåììû 5.2 ñëåäóåò, ÷òî

‖vN − v‖L2(Ω) → 0 ïðè N →∞.
Òîãäà â ñèëó òåîðåìû Ðèññà ñóùåñòâóåò ïîäïîñëåäîâàòåëüíîñòü Nk →∞, òàêàÿ ÷òî

vNk
(x)→ v(x), k →∞, ïðè ïî÷òè âñåõ x ∈ Ω.

Â ñèëó ëåììû 5.3
|vNk

(x)| 6 C‖w‖L∞(Ω) ïðè ïî÷òè âñåõ x ∈ Ω.

Ñëåäîâàòåëüíî,
|v(x)| 6 C‖w‖L∞(Ω) ïðè ïî÷òè âñåõ x ∈ Ω.

Ìû óñòàíîâèëè ñëåäóþùèé ðåçóëüòàò.

Òåîðåìà 5.4. Îïåðàòîð A−1
⊥ ïåðåâîäèò L⊥∞(Ω) â ñåáÿ è ñïðàâåäëèâà îöåíêà

‖A−1
⊥ ‖L⊥

∞(Ω)→L⊥
∞(Ω) 6 C.

Ïîñòîÿííàÿ C = C(ã, µ) îïðåäåëåíà â (5.27).

Ñëåäñòâèå 5.5. Ïóñòü âûïîëíåíû óñëîâèÿ (1.1)�(1.3) è M1(a) < ∞. Òîãäà ðåøåíèÿ vj(x),
j = 1, . . . , d, çàäà÷ (2.38) îãðàíè÷åíû. Ñïðàâåäëèâû îöåíêè

‖vj‖L∞(Ω) 6 µ+M1(a)C(ã, µ), j = 1, . . . , d. (5.29)

Äîêàçàòåëüñòâî. Íàïîìíèì, ÷òî vj = A−1
⊥ wj , ãäå ôóíêöèÿ wj(x) îïðåäåëåíà â (2.35). Ëåãêî

âèäåòü, ÷òî ïðè óñëîâèÿõ (1.1), (1.2) è M1(a) <∞ âûïîëíåíî wj ∈ L⊥∞(Ω), ïðè÷åì

‖wj‖L∞(Ω) 6 µ+M1(a).

Îòñþäà è èç òåîðåìû 5.4 âûòåêàåò (5.29). �

Çàìå÷àíèå 5.6. Ïðè äîïîëíèòåëüíîì óñëîâèè ã ∈ L2(Ω) îöåíêà ðåøåíèÿ çàäà÷è (5.28)
ïîëó÷àåòñÿ íåïîñðåäñòâåííî èç óðàâíåíèÿ

v(x) =
w(x)

p(x)
− 1

p(x)

∫
Ω

ã(x− y)µ(x,y)v(y) dy

ïðèìåíåíèåì (5.7), (5.12) è íåðàâåíñòâà Øâàðöà:

‖v‖L∞(Ω) 6
‖w‖L∞

µ−‖ã‖L1(Ω)
+
µ+‖ã‖L2(Ω)‖v‖L2(Ω)

µ−‖ã‖L1(Ω)
6

(
1

µ−‖ã‖L1(Ω)
+

µ+‖ã‖L2(Ω)

µ2
−Cπ(a)‖ã‖L1(Ω)

)
‖w‖L∞(Ω).

Òîãäà ðåøåíèÿ vj , j = 1, . . . , d, çàäà÷ (2.38) óäîâëåòâîðÿþò îöåíêàì

‖vj‖L∞(Ω) 6 µ+M1(a)

(
1

µ−‖ã‖L1(Ω)
+

µ+‖ã‖L2(Ω)

µ2
−Cπ(a)‖ã‖L1(Ω)

)
, j = 1, . . . , d,
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è òåì ñàìûì äîïóñêàþò êîíòðîëü â òåðìèíàõ âåëè÷èí µ−, µ+, ‖ã‖L1(Ω), ‖ã‖L2(Ω), Cπ(a),
M1(a).
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