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ÀÍÍÎÒÀÖÈß

Ïóñòü O ⊂ Rd � îãðàíè÷åííàÿ îáëàñòü ñ ãðàíèöåé êëàññà C1,1. Â ïðîñòðàíñòâå L2(O;Cn)
ðàññìàòðèâàåòñÿ ñàìîñîïðÿæåííûé ìàòðè÷íûé ýëëèïòè÷åñêèé äèôôåðåíöèàëüíûé
îïåðàòîð BN,ε, 0 < ε 6 1, âòîðîãî ïîðÿäêà ïðè óñëîâèè Íåéìàíà íà ãðàíèöå. Ñòàðøàÿ
÷àñòü îïåðàòîðà çàäàíà â ôàêòîðèçîâàííîé ôîðìå. Îïåðàòîð âêëþ÷àåò ÷ëåíû ïåðâîãî
è íóëåâîãî ïîðÿäêîâ. Êîýôôèöèåíòû îïåðàòîðà BN,ε ïåðèîäè÷íû è çàâèñÿò îò x/ε.

Èçó÷àåòñÿ îáîáùåííàÿ ðåçîëüâåíòà (BN,ε − ζQ0(·/ε))−1, ãäå Q0 � ïåðèîäè÷åñêàÿ
îãðàíè÷åííàÿ è ïîëîæèòåëüíî îïðåäåëåííàÿ ìàòðèöà-ôóíêöèÿ, à ζ � êîìïëåêñíûé
ïàðàìåòð. Ïîëó÷åíû àïïðîêñèìàöèè îáîáùåííîé ðåçîëüâåíòû ïî îïåðàòîðíîé íîðìå â
L2(O;Cn) è ïî íîðìå îïåðàòîðîâ, äåéñòâóþùèõ èç L2(O;Cn) â êëàññ Ñîáîëåâà H1(O;Cn),
ñ äâóõïàðàìåòðè÷åñêèìè (îòíîñèòåëüíî ε è ζ) îöåíêàìè ïîãðåøíîñòè. Ðåçóëüòàòû
ïðèìåíÿþòñÿ ê èçó÷åíèþ ïîâåäåíèÿ ðåøåíèé íà÷àëüíî-êðàåâîé çàäà÷è ñ óñëîâèåì
Íåéìàíà äëÿ ïàðàáîëè÷åñêîãî óðàâíåíèÿ Q0(x/ε)∂tuε(x, t) = −(BN,εuε)(x, t) â öèëèíäðå
O × (0, T ), ãäå 0 < T 6∞.

Êëþ÷åâûå ñëîâà: ïåðèîäè÷åñêèå äèôôåðåíöèàëüíûå îïåðàòîðû, ýëëèïòè÷åñêèå ñèñòåìû,
ïàðàáîëè÷åñêèå ñèñòåìû, óñðåäíåíèå, îïåðàòîðíûå îöåíêè ïîãðåøíîñòè.

Èññëåäîâàíèå âûïîëíåíî ïðè ïîääåðæêå ÐÔÔÈ (ïðîåêò 16-01-00087).
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Ââåäåíèå

Ðàáîòà îòíîñèòñÿ ê òåîðèè óñðåäíåíèÿ (ãîìîãåíèçàöèè) ïåðèîäè÷åñêèõ
äèôôåðåíöèàëüíûõ îïåðàòîðîâ (ÄÎ). Òåîðèè óñðåäíåíèÿ ïîñâÿùåíà îáøèðíàÿ ëèòåðàòóðà.
Óêàæåì â ïåðâóþ î÷åðåäü êíèãè [BeLPap, BaPa, OISh, ZhKO].

0.1. Êëàññ îïåðàòîðîâ. Ïóñòü Γ � ðåøåòêà â Rd, Ω � ÿ÷åéêà ðåøåòêè Γ. Äëÿ
Γ-ïåðèîäè÷åñêèõ ôóíêöèé â Rd èñïîëüçóåì îáîçíà÷åíèÿ ψε(x) := ψ(x/ε), ψ :=
|Ω|−1

∫
Ω ψ(x) dx.

Ïóñòü O ⊂ Rd � îãðàíè÷åííàÿ îáëàñòü ñ ãðàíèöåé êëàññà C1,1. Â ïðîñòðàíñòâå L2(O;Cn)
èçó÷àåòñÿ ñàìîñîïðÿæåííûé ìàòðè÷íûé ñèëüíî ýëëèïòè÷åñêèé ÄÎ âòîðîãî ïîðÿäêà BN,ε,
0 < ε 6 1, ïðè óñëîâèè Íåéìàíà íà ãðàíèöå. Ñòàðøàÿ ÷àñòü AN,ε îïåðàòîðà BN,ε çàäàåòñÿ
â ôàêòîðèçîâàííîé ôîðìå AN,ε = b(D)∗gε(x)b(D), ãäå b(D) � ìàòðè÷íûé îäíîðîäíûé

ÄÎ ïåðâîãî ïîðÿäêà, g(x) � Γ-ïåðèîäè÷åñêàÿ ìàòðèöà-ôóíêöèÿ â Rd, îãðàíè÷åííàÿ è
ïîëîæèòåëüíî îïðåäåëåííàÿ. Çàäà÷à óñðåäíåíèÿ äëÿ îïåðàòîðà AN,ε èçó÷àëàñü â ðàáîòàõ
[Su6, Su8]. Ñåé÷àñ ìû ðàññìàòðèâàåì áîëåå îáùèé êëàññ ñàìîñîïðÿæåííûõ ÄÎ BN,ε,
âêëþ÷àþùèõ ìëàäøèå ÷ëåíû:

BN,ε = b(D)∗gεb(D) +
d∑
j=1

(
aεj(x)Dj +Dja

ε
j(x)∗

)
+Qε(x). (0.1)

Çäåñü aj(x), j = 1, . . . , d, è Q(x) � Γ-ïåðèîäè÷åñêèå ìàòðèöû-ôóíêöèè, âîîáùå ãîâîðÿ,
íåîãðàíè÷åííûå. Ñòðîãîå îïðåäåëåíèå îïåðàòîðà BN,ε äàåòñÿ ÷åðåç ñîîòâåòñòâóþùóþ
êâàäðàòè÷íóþ ôîðìó, îïðåäåëåííóþ íà êëàññå Ñîáîëåâà H1(O;Cn). Äåëàþòñÿ
ïðåäïîëîæåíèÿ, îáåñïå÷èâàþùèå ñèëüíóþ ýëëèïòè÷íîñòü îïåðàòîðà BN,ε.
Êîýôôèöèåíòû îïåðàòîðà (0.1) áûñòðî îñöèëëèðóþò ïðè ìàëîì ε. Òèïè÷íàÿ çàäà÷à

òåîðèè óñðåäíåíèÿ ïðèìåíèòåëüíî ê îïåðàòîðó BN,ε ñîñòîèò â íàõîæäåíèè àïïðîêñèìàöèè
ïðè ε→ 0 äëÿ ðåçîëüâåíòû (BN,ε−ζI)−1 ëèáî îáîáùåííîé ðåçîëüâåíòû (BN,ε−ζQε0)−1. Çäåñü
Q0(x) � Γ-ïåðèîäè÷åñêàÿ ìàòðèöà-ôóíêöèÿ, ïîëîæèòåëüíî îïðåäåëåííàÿ, îãðàíè÷åííàÿ è
îãðàíè÷åííî îáðàòèìàÿ.

0.2. Îáçîð ðåçóëüòàòîâ ïî îïåðàòîðíûì îöåíêàì ïîãðåøíîñòè. Â ñåðèè ðàáîò
[BSu1�3] Áèðìàí è Ñóñëèíà ðàçðàáîòàëè òåîðåòèêî-îïåðàòîðíûé (ñïåêòðàëüíûé) ïîäõîä
ê çàäà÷àì òåîðèè óñðåäíåíèÿ. Èçó÷àëèñü îïåðàòîðû

Aε = b(D)∗gε(x)b(D), (0.2)

äåéñòâóþùèå â L2(Rd;Cn). Â [BSu1] áûëî ïîêàçàíî, ÷òî ïðè ε → 0 ðåçîëüâåíòà (Aε + I)−1

ñõîäèòñÿ ïî îïåðàòîðíîé íîðìå â L2(Rd;Cn) ê ðåçîëüâåíòå ýôôåêòèâíîãî îïåðàòîðà
A0 = b(D)∗g0b(D). Çäåñü g0 � ïîñòîÿííàÿ ïîëîæèòåëüíàÿ ýôôåêòèâíàÿ ìàòðèöà. Áûëà
óñòàíîâëåíà îöåíêà ∥∥(Aε + I)−1 − (A0 + I)−1

∥∥
L2(Rd)→L2(Rd)

6 Cε. (0.3)

Â [BSu3] áûëà ïîëó÷åíà àïïðîêñèìàöèÿ ðåçîëüâåíòû (Aε + I)−1 ïî íîðìå îïåðàòîðîâ,
äåéñòâóþùèõ èç L2(Rd;Cn) â êëàññ Ñîáîëåâà H1(Rd;Cn):∥∥(Aε + I)−1 − (A0 + I)−1 − εK(ε)

∥∥
L2(Rd)→H1(Rd)

6 Cε. (0.4)

Â ýòîé àïïðîêñèìàöèè ó÷òåí êîððåêòîð K(ε). Îïåðàòîð K(ε) ñîäåðæèò áûñòðî
îñöèëëèðóþùèå ìíîæèòåëè, à ïîòîìó çàâèñèò îò ε. Ïðè ýòîì ‖εK(ε)‖L2→H1 = O(1).
Îöåíêè (0.3), (0.4) òî÷íû ïî ïîðÿäêó. Ïîñòîÿííûå â îöåíêàõ êîíòðîëèðóþòñÿ ÿâíî

â òåðìèíàõ äàííûõ çàäà÷è. Ïîäîáíûå ðåçóëüòàòû ïîëó÷èëè íàçâàíèå îïåðàòîðíûõ

îöåíîê ïîãðåøíîñòè â òåîðèè óñðåäíåíèÿ. Ìåòîä ðàáîò [BSu1�3] îñíîâàí íà ïðèìåíåíèè
ìàñøòàáíîãî ïðåîáðàçîâàíèÿ, òåîðèè Ôëîêå�Áëîõà è àíàëèòè÷åñêîé òåîðèè âîçìóùåíèé.
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Âïîñëåäñòâèè ñïåêòðàëüíûé ìåòîä áûë ðàñïðîñòðàíåí Ñóñëèíîé [Su4, Su7] íà ñëó÷àé
îïåðàòîðà

Bε = Aε +

d∑
j=1

(
aεj(x)Dj +Dj(a

ε
j(x))∗

)
+Qε(x), (0.5)

äåéñòâóþùåãî â L2(Rd;Cn). Óäîáíî ôèêñèðîâàòü âåùåñòâåííûé ïàðàìåòð λ òàê, ÷òîáû
îïåðàòîð Bε := Bε+λQε0 áûë ïîëîæèòåëüíî îïðåäåëåí. Â [Su4] óñòàíîâëåíû àíàëîãè îöåíîê
(0.3), (0.4): ∥∥B−1

ε − (B0)−1
∥∥
L2(Rd)→L2(Rd)

6 Cε, (0.6)∥∥B−1
ε − (B0)−1 − εK(ε)

∥∥
L2(Rd)→H1(Rd)

6 Cε. (0.7)

Çäåñü B0 � ñîîòâåòñòâóþùèé ýôôåêòèâíûé îïåðàòîð è K(ε) � êîððåêòîð.
Ê ïàðàáîëè÷åñêèì ñèñòåìàì ñïåêòðàëüíûé ìåòîä ïðèìåíÿëñÿ â ðàáîòàõ Ñóñëèíîé [Su1,

Su2, Su3]. Â [Su1, Su2] áûë íàéäåí ñòàðøèé ÷ëåí àïïðîêñèìàöèè îïåðàòîðíîé ýêñïîíåíòû
e−Aεt, t > 0, ïî (L2 → L2)-íîðìå, à â [Su3] áûëà óñòàíîâëåíà àïïðîêñèìàöèÿ ýêñïîíåíòû ïî
(L2 → H1)-íîðìå ïðè ó÷åòå êîððåêòîðà:∥∥e−Aεt − e−A0t

∥∥
L2(Rd)→L2(Rd)

6 Cε(t+ ε2)−1/2, t > 0, (0.8)∥∥e−Aεt − e−A0t − εK(t; ε)
∥∥
L2(Rd)→H1(Rd)

6 Cε(t−1/2 + t−1), t > ε2. (0.9)

Ýêñïîíåíòà îò îïåðàòîðà Bε âèäà (0.1) èçó÷àëàñü â ðàáîòå Ìåøêîâîé [M1], ãäå óñòàíîâëåíû
àíàëîãè íåðàâåíñòâ (0.8) è (0.9).
Äðóãîé ïîäõîä ê ïîëó÷åíèþ îïåðàòîðíûõ îöåíîê ïîãðåøíîñòè â òåîðèè óñðåäíåíèÿ

áûë ïðåäëîæåí Æèêîâûì è Ïàñòóõîâîé. Â ðàáîòàõ [Zh1, Zh2, ZhPas1] áûëè ïîëó÷åíû
îöåíêè âèäà (0.3), (0.4) äëÿ îïåðàòîðîâ àêóñòèêè è òåîðèè óïðóãîñòè. Ìåòîä, íàçâàííûé
àâòîðàìè

”
ìîäèôèöèðîâàííûì ìåòîäîì ïåðâîãî ïðèáëèæåíèÿ“ èëè

”
ìåòîäîì ñäâèãà“,

îñíîâàí íà àíàëèçå ïåðâîãî ïðèáëèæåíèÿ ê ðåøåíèþ è ââåäåíèè â çàäà÷ó äîïîëíèòåëüíîãî
ïàðàìåòðà. Ïîìèìî çàäà÷ â Rd â ðàáîòàõ [Zh2, ZhPas1] èçó÷àëèñü çàäà÷è óñðåäíåíèÿ
â îãðàíè÷åííîé îáëàñòè O ⊂ Rd ïðè óñëîâèè Äèðèõëå ëèáî Íåéìàíà íà ãðàíèöå. Ê
ïàðàáîëè÷åñêèì óðàâíåíèÿì ìåòîä ñäâèãà ïðèìåíÿëñÿ â [ZhPas2]. Äàëüíåéøèå ðåçóëüòàòû
Æèêîâà, Ïàñòóõîâîé è èõ ó÷åíèêîâ îòðàæåíû â îáçîðå [ZhPas3].
Â ïðèñóòñòâèè ÷ëåíîâ ìëàäøåãî ïîðÿäêà çàäà÷à óñðåäíåíèÿ äëÿ îïåðàòîðà (0.5) â

Rd èçó÷àëàñü â ñòàòüå Áîðèñîâà [Bo]. Áûëî íàéäåíî âûðàæåíèå äëÿ ýôôåêòèâíîãî
îïåðàòîðà B0 è ïîëó÷åíû îöåíêè ïîãðåøíîñòè âèäà (0.6), (0.7). Ïðè ýòîì ïðåäïîëàãàëîñü,
÷òî êîýôôèöèåíòû îïåðàòîðà çàâèñÿò íå òîëüêî îò áûñòðîé, íî è îò ìåäëåííîé
ïåðåìåííîé. Îäíàêî â [Bo] êîýôôèöèåíòû îïåðàòîðà Bε ïðåäïîëàãàëèñü äîñòàòî÷íî
ãëàäêèìè. Óïîìÿíåì òàêæå ðàáîòó Ñåíèêà [Se], â êîòîðîé èçó÷àëñÿ íåñàìîñîïðÿæåííûé
ñèëüíî ýëëèïòè÷åñêèé îïåðàòîð âòîðîãî ïîðÿäêà (ñ âêëþ÷åíèåì ÷ëåíîâ ìëàäøåãî
ïîðÿäêà) íà áåñêîíå÷íîì öèëèíäðå. Êîýôôèöèåíòû ïåðèîäè÷íû âäîëü öèëèíäðà è áûñòðî
îñöèëëèðóþò; ïîëó÷åíû îöåíêè âèäà (0.6), (0.7).
Îïåðàòîðíûå îöåíêè ïîãðåøíîñòè äëÿ ýëëèïòè÷åñêèõ óðàâíåíèé âòîðîãî ïîðÿäêà (áåç

ìëàäøèõ ÷ëåíîâ) â îãðàíè÷åííîé îáëàñòè ïðè óñëîâèÿõ Äèðèõëå èëè Íåéìàíà èçó÷àëèñü
ìíîãèìè àâòîðàìè. Ïåðâûìè, ïî-âèäèìîìó, áûëè Ìîñêîó è Âîãåëèóñ, óñòàíîâèâøèå îöåíêó
(ñì. [MoV1, ñëåäñòâèå 2.2]), äîïóñêàþùóþ çàïèñü â îïåðàòîðíûõ òåðìèíàõ:∥∥A−1

D,ε − (A0
D)−1

∥∥
L2(O)→L2(O)

6 Cε. (0.10)

Çäåñü îïåðàòîð AD,ε â L2(O), O ⊂ R2, çàäàí âûðàæåíèåì −div gε(x)∇ ïðè óñëîâèè
Äèðèõëå íà ∂O, à ìàòðèöà-ôóíêöèÿ g(x) ïðåäïîëàãàåòñÿ C∞-ãëàäêîé. Â ñëó÷àå óñëîâèÿ
Íåéìàíà àíàëîãè÷íàÿ îöåíêà ïîëó÷åíà â [MoV2, ñëåäñòâèå 1]. Â òîé æå ñòàòüå íàéäåíà
àïïðîêñèìàöèÿ ñ êîððåêòîðîì äëÿ îáðàòíîãî îïåðàòîðà ïî íîðìå îïåðàòîðîâ, äåéñòâóþùèõ
èç L2(O) â êëàññ Ñîáîëåâà H1(O), ñ îöåíêîé ïîãðåøíîñòè ïîðÿäêà O(

√
ε). Óõóäøåíèå
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ïîðÿäêà ïî ñðàâíåíèþ ñ àíàëîãè÷íûì ðåçóëüòàòîì â Rd îáúÿñíÿåòñÿ âëèÿíèåì ãðàíèöû
îáëàñòè.
Â ñëó÷àå ïðîèçâîëüíîé ðàçìåðíîñòè ýëëèïòè÷åñêèå çàäà÷è â îãðàíè÷åííîé îáëàñòè

ñ äîñòàòî÷íî ãëàäêîé ãðàíèöåé èçó÷àëèñü â ðàáîòàõ [Zh2] è [ZhPas1]. Ãëàäêîñòü
êîýôôèöèåíòîâ íå ïðåäïîëàãàëàñü. Äëÿ îïåðàòîðîâ àêóñòèêè è óïðóãîñòè ïðè óñëîâèè
Äèðèõëå ëèáî Íåéìàíà íà ãðàíèöå áûëà ïîëó÷åíà (L2 → H1)-àïïðîêñèìàöèÿ ðåçîëüâåíòû
ïðè ó÷åòå êîððåêòîðà ñ îöåíêîé ïîãðåøíîñòè ïîðÿäêà O(

√
ε). Â êà÷åñòâå ñëåäñòâèÿ áûëà

óñòàíîâëåíà îöåíêà âèäà (0.10), íî ñ ïîãðåøíîñòüþ ïîðÿäêà O(
√
ε). Áëèçêèå ðåçóëüòàòû äëÿ

îïåðàòîðà, çàäàííîãî âûðàæåíèåì −div gε(x)∇ â îãðàíè÷åííîé îáëàñòè O ⊂ Rd ïðè óñëîâèè
Äèðèõëå ëèáî Íåéìàíà íà ∂O, áûëè óñòàíîâëåíû â ðàáîòàõ Ãðèçî [Gr1, Gr2] ñ ïîìîùüþ
ìåòîäà

”
àíôîëäèíãà“. Â [Gr2] äëÿ òîãî æå îïåðàòîðà âïåðâûå áûëà ïîëó÷åíà òî÷íàÿ ïî

ïîðÿäêó îöåíêà (0.10). Äëÿ ýëëèïòè÷åñêèõ ñèñòåì ñõîäíûå ðåçóëüòàòû íåçàâèñèìî ïîëó÷åíû
â [KeLiS] è [PSu, Su5]. Äàëüíåéøèå ïðîäâèæåíèÿ è ïîäðîáíûé îáçîð ìîæíî íàéòè â ðàáîòàõ
[Su6, Su8].
Äëÿ ìàòðè÷íîãî ýëëèïòè÷åñêîãî îïåðàòîðà âòîðîãî ïîðÿäêà (ïðè âêëþ÷åíèè ìëàäøèõ

÷ëåíîâ) â îãðàíè÷åííîé îáëàñòè ïðè êðàåâûõ óñëîâèÿõ Äèðèõëå ëèáî Íåéìàíà îïåðàòîðíûå
îöåíêè ïîãðåøíîñòè óñòàíîâëåíû â ðàáîòàõ Õó [Xu1, Xu2, Xu3]. Îäíàêî â ýòèõ ñòàòüÿõ íà
îïåðàòîð íàëîæåíî âåñüìà æåñòêîå óñëîâèå ðàâíîìåðíîé ýëëèïòè÷íîñòè. Ìû ñðàâíèì íàøè
ðåçóëüòàòû ñ ðåçóëüòàòàìè [Xu3] íèæå â ï. 0.3.
Óïîìÿíåì òàêæå ìîíîãðàôèþ Øåíà [S], ñòàòüþ [SZh] è öèòèðîâàííóþ òàì ëèòåðàòóðó.
Äî ñèõ ïîð ðå÷ü øëà îá àïïðîêñèìàöèè ðåçîëüâåíò â ôèêñèðîâàííîé ðåãóëÿðíîé

òî÷êå. Àïïðîêñèìàöèÿ ðåçîëüâåíòû (Aε − ζI)−1 îïåðàòîðà (0.2) â çàâèñèìîñòè îò ε è
ñïåêòðàëüíîãî ïàðàìåòðà ζ ∈ C\R+ íàéäåíà Ñóñëèíîé [Su8]. Â ýòîé ðàáîòå òàêæå ïîëó÷åíû
äâóõïàðàìåòðè÷åñêèå (îòíîñèòåëüíî ε è ζ) îöåíêè ïîãðåøíîñòè ïðè óñðåäíåíèè ðåçîëüâåíò
îïåðàòîðîâ AD,ε è AN,ε âèäà (0.2), äåéñòâóþùèõ â îãðàíè÷åííîé îáëàñòè ïðè óñëîâèè
Äèðèõëå ëèáî Íåéìàíà íà ãðàíèöå.
Ñòèìóëîì ê ïîëó÷åíèþ äâóõïàðàìåòðè÷åñêèõ îöåíîê ïîñëóæèëî èçó÷åíèå óñðåäíåíèÿ

ïàðàáîëè÷åñêèõ ñèñòåì. Àïïðîêñèìàöèÿ ýêñïîíåíòû îò îïåðàòîðîâ AD,ε è AN,ε íàéäåíà â
ðàáîòå Ìåøêîâîé è Ñóñëèíîé [MSu2]:∥∥e−A[,εt − e−A0

[
t
∥∥
L2(O)→L2(O)

6 Cε(t+ ε2)−1/2e−ct, t > 0,∥∥e−A[,εt − e−A0
[
t − εK[(t; ε)

∥∥
L2(O)→H1(O)

6 Cε1/2t−3/4e−ct, t > ε2.

Çäåñü [ = D,N . Ìåòîä ðàáîòû [MSu2] îñíîâàí íà èñïîëüçîâàíèè òîæäåñòâà

e−A[,εt = − 1

2πi

∫
γ
e−ζt(A[,ε − ζI)−1 dζ,

ãäå γ ⊂ C � êîíòóð, îáõîäÿùèé ñïåêòð îïåðàòîðà A[,ε â ïîëîæèòåëüíîì íàïðàâëåíèè.

Ýòî òîæäåñòâî ïîçâîëÿåò âûâåñòè àïïðîêñèìàöèè îïåðàòîðíîé ýêñïîíåíòû e−A[,εt èç
ñîîòâåòñòâóþùèõ àïïðîêñèìàöèé ðåçîëüâåíòû (A[,ε − ζI)−1 ñ äâóõïàðàìåòðè÷åñêèìè
(îòíîñèòåëüíî ε è ζ) îöåíêàìè ïîãðåøíîñòè.
Îïåðàòîð ñ êîýôôèöèåíòàìè, ïåðèîäè÷åñêèìè ïî ïðîñòðàíñòâåííûì ïåðåìåííûì è

ïî âðåìåíè, èçó÷àëñÿ Ãåíãîì è Øåíîì [GeS]. Â [GeS] ïîëó÷åíû îïåðàòîðíûå îöåíêè
ïîãðåøíîñòè äëÿ óðàâíåíèÿ

∂tuε(x, t) = −div g(ε−1x, ε−2t)∇uε(x, t)

â öèëèíäðå O× (0, T ), ãäå O � îãðàíè÷åííàÿ îáëàñòü êëàññà C1,1, ïðè ãðàíè÷íûõ óñëîâèÿõ
Äèðèõëå ëèáî Íåéìàíà.
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Íàñòîÿùàÿ ðàáîòà îïèðàåòñÿ íà ñëåäóþùèå äâóõïàðàìåòðè÷åñêèå îöåíêè äëÿ îïåðàòîðà
Bε, ïîëó÷åííûå â [MSu1]:∥∥(Bε − ζQε0)−1 − (B0 − ζQ0)−1

∥∥
L2(Rd)→L2(Rd)

6 C(φ)ε|ζ|−1/2, (0.11)∥∥(Bε − ζQε0)−1 − (B0 − ζQ0)−1 − εK(ε; ζ)
∥∥
L2(Rd)→H1(Rd)

6 C(φ)ε. (0.12)

Çäåñü φ = arg ζ ∈ (0, 2π), |ζ| > 1. Çàâèñèìîñòü êîíñòàíò â îöåíêàõ îò óãëà φ ïðîñëåæåíà.
Îöåíêè (0.11), (0.12) ðàâíîìåðíû ïî óãëó φ â ëþáîé îáëàñòè âèäà

{ζ = |ζ|eiφ ∈ C : |ζ| > 1, φ0 6 φ 6 2π − φ0} (0.13)

ïðè ñêîëü óãîäíî ìàëîì φ0 > 0. Â [MSu1] ïîëó÷åíû òàêæå è îöåíêè ïðè |ζ| < 1, φ ∈ (0, 2π).

0.3. Îñíîâíûå ðåçóëüòàòû. Ïðåæäå ÷åì ôîðìóëèðîâàòü ðåçóëüòàòû, óäîáíî ïåðåéòè
ê ïîëîæèòåëüíî îïðåäåëåííîìó îïåðàòîðó BN,ε = BN,ε + λQε0, âûáèðàÿ ïîäõîäÿùóþ
ïîñòîÿííóþ λ. Ïóñòü B0

N � ñîîòâåòñòâóþùèé ýôôåêòèâíûé îïåðàòîð.
Îñíîâíûå ðåçóëüòàòû ðàáîòû � îöåíêè∥∥(BN,ε − ζQε0)−1 − (B0

N − ζQ0)−1
∥∥
L2(O)→L2(O)

6 C(φ)ε|ζ|−1/2, (0.14)∥∥(BN,ε − ζQε0)−1 − (B0
N − ζQ0)−1 − εKN (ε; ζ)

∥∥
L2(O)→H1(O)

6 C(φ)
(
ε1/2|ζ|−1/4 + ε

)
, (0.15)

ñïðàâåäëèâûå ïðè ζ ∈ C\R+, |ζ| > 1, è äîñòàòî÷íî ìàëîì ε. Âåëè÷èíû C(φ) êîíòðîëèðóþòñÿ
ÿâíî â òåðìèíàõ äàííûõ çàäà÷è è óãëà φ. Îöåíêè (0.14), (0.15) ðàâíîìåðíû ïî φ â ëþáîé
îáëàñòè âèäà (0.13) ïðè ñêîëü óãîäíî ìàëîì φ0 > 0.
Ïðè ôèêñèðîâàííîì ζ îöåíêà (0.14) èìååò òî÷íûé ïîðÿäîê O(ε). Ïîðÿäîê îöåíêè (0.15)

õóæå, ÷åì â Rd (ñð. (0.7)), èç-çà âëèÿíèÿ ãðàíèöû îáëàñòè.
Êîððåêòîð â (0.15) â îáùåì ñëó÷àå ñîäåðæèò ñãëàæèâàþùèé îïåðàòîð. Ìû âûäåëÿåì

ñëó÷àè, êîãäà ìîæíî èñïîëüçîâàòü áîëåå ïðîñòîé êîððåêòîð. Ïîìèìî îöåíîê äëÿ
îáîáùåííîé ðåçîëüâåíòû ìû íàõîäèì òàêæå àïïðîêñèìàöèè ïî (L2 → L2)-íîðìå äëÿ
îïåðàòîðîâ gεb(D)(BN,ε − ζQε0)−1, îòâå÷àþùèõ ïîòîêàì. Ïîêàçàíî, ÷òî â ñòðîãî âíóòðåííåé
ïîäîáëàñòè O′ îáëàñòè O ìîæíî ïîëó÷èòü àïïðîêñèìàöèþ îïåðàòîðà (BN,ε − ζQε0)−1 ïî
(L2(O)→ H1(O′))-íîðìå ñ îöåíêîé ïîãðåøíîñòè òî÷íîãî ïîðÿäêà O(ε).
Ìû íàõîäèì òàêæå àïïðîêñèìàöèè îïåðàòîðà (BN,ε − ζQε0)−1, ñïðàâåäëèâûå â áîëåå

øèðîêîé îáëàñòè èçìåíåíèÿ ñïåêòðàëüíîãî ïàðàìåòðà ζ, ñ îöåíêàìè ïîãðåøíîñòè,
èìåþùèìè äðóãîå ïîâåäåíèå îòíîñèòåëüíî ζ. (Ïîäðîáíåå ñì. �9 íèæå.)
Äâóõïàðàìåòðè÷åñêèå îöåíêè (0.14), (0.15) ïðèìåíÿþòñÿ ê èçó÷åíèþ ïîâåäåíèÿ ðåøåíèÿ

íà÷àëüíî-êðàåâîé çàäà÷è äëÿ ïàðàáîëè÷åñêîãî óðàâíåíèÿ:{
Qε0(x)∂tuε(x, t) = −(Bεuε)(x, t), x ∈ O, t > 0;

Qε0(x)uε(x, 0) = ϕ(x), x ∈ O,
(0.16)

ïðè åñòåñòâåííîì óñëîâèè (óñëîâèè Íåéìàíà) íà ∂O × R+. Çäåñü ϕ ∈ L2(O;Cn). Ïîêàçàíî,
÷òî ïðè ε→ 0 ðåøåíèå uε( · , t) ñõîäèòñÿ â L2(O;Cn) ê ðåøåíèþ u0( · , t) ýôôåêòèâíîé çàäà÷è
ñ ïîñòîÿííûìè êîýôôèöèåíòàìè:{

Q0∂tu0(x, t) = −(B0u0)(x, t), x ∈ O, t > 0;

Q0u0(x, 0) = ϕ(x), x ∈ O,

ïðè óñëîâèè Íåéìàíà íà ∂O × R+. Ìû óñòàíàâëèâàåì îöåíêó

‖uε( · , t)− u0( · , t)‖L2(O) 6 Cε(t+ ε2)−1/2e−ct‖ϕ‖L2(O), t > 0, (0.17)

ñïðàâåäëèâóþ ïðè äîñòàòî÷íî ìàëîì ε. Ïðè ôèêñèðîâàííîì çíà÷åíèè âðåìåíè t > 0 ýòà
îöåíêà èìååò òî÷íûé ïîðÿäîê O(ε). Âòîðîé ðåçóëüòàò äëÿ çàäà÷è (0.16) � àïïðîêñèìàöèÿ
ðåøåíèÿ uε( · , t) ïî ýíåðãåòè÷åñêîé íîðìå:

‖uε( · , t)− vε( · , t)‖H1(O) 6 C(ε1/2t−3/4 + εt−1)e−ct‖ϕ‖L2(O), t > 0. (0.18)
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Çäåñü vε( · , t) = u0( · , t)+εKN (t; ε)ϕ( · ) � ïåðâîå ïðèáëèæåíèå ê ðåøåíèþ uε( · , t), îïåðàòîð
KN (t; ε) � êîððåêòîð. Ïðè ôèêñèðîâàííîì t îöåíêà (0.18) èìååò ïîðÿäîê O(ε1/2) èç-çà
âëèÿíèÿ ãðàíèöû.
Â îáùåì ñëó÷àå êîððåêòîð ñîäåðæèò ñãëàæèâàþùèé îïåðàòîð. Ìû âûäåëÿåì óñëîâèÿ,

ïðè êîòîðûõ ìîæíî èñïîëüçîâàòü áîëåå ïðîñòîé êîððåêòîð áåç ñãëàæèâàþùåãî îïåðàòîðà.
Ïîìèìî îöåíêè (0.18) ìû ïîëó÷àåì àïïðîêñèìàöèþ ïîòîêà gεb(D)uε( · , t) ïî L2-íîðìå. Â
ñòðîãî âíóòðåííåé ïîäîáëàñòè O′ ⊂ O íàéäåíà àïïðîêñèìàöèÿ ðåøåíèÿ uε(·, t) ïî íîðìå â
H1(O′;Cn) ñ ïîãðåøíîñòüþ òî÷íîãî ïîðÿäêà O(ε).
Îöåíêè (0.17) è (0.18) ìîæíî ïåðåïèñàòü â ðàâíîìåðíîé îïåðàòîðíîé òîïîëîãèè. Â áîëåå

ïðîñòîì ñëó÷àå, êîãäà Q0(x) = 1n, ôîðìóëèðîâêè òàêîâû:∥∥e−BN,εt − e−B0
N t
∥∥
L2(O)→L2(O)

6 Cε(t+ ε2)−1/2e−ct, t > 0,∥∥e−BN,εt − e−B0
N t − εKN (t; ε)

∥∥
L2(O)→H1(O)

6 C(ε1/2t−3/4 + εt−1)e−ct, t > 0.

Àíàëîãè÷íûå ðåçóëüòàòû äëÿ îïåðàòîðà BD,ε ñ óñëîâèåì Äèðèõëå ïîëó÷åíû â ðàáîòàõ
Ìåøêîâîé è Ñóñëèíîé: ñòàòüÿ [MSu4] (ñì. òàêæå [MSu5]) ïîñâÿùåíà ýëëèïòè÷åñêîé çàäà÷å
Äèðèõëå, à ðàáîòà [MSu3] ïîñâÿùåíà ïåðâîé íà÷àëüíî-êðàåâîé çàäà÷å äëÿ ïàðàáîëè÷åñêîãî
óðàâíåíèÿ.
Îòìåòèì, ÷òî äâóõïàðàìåòðè÷åñêèå îöåíêè ïîãðåøíîñòè äëÿ ýëëèïòè÷åñêèõ çàäà÷

óæå íàøëè ïðèìåíåíèå ê ïîëó÷åíèþ îïåðàòîðíûõ îöåíîê ïîãðåøíîñòè íå òîëüêî â
ïàðàáîëè÷åñêèõ, íî è â ãèïåðáîëè÷åñêèõ çàäà÷àõ (ñì. [M2]).
Ñîïîñòàâèì íàøè ðåçóëüòàòû äëÿ ýëëèïòè÷åñêèõ çàäà÷ ñ ðåçóëüòàòàìè áëèçêîé ñòàòüè

[Xu3]. Ïåðå÷èñëèì íàøè ïðåèìóùåñòâà. Âî-ïåðâûõ, ìû èçó÷àåì ñèëüíî ýëëèïòè÷åñêèé
îïåðàòîð âèäà (0.1), à â [Xu3] (êàê è â [KeLiS, Xu1, Xu2]) íà îïåðàòîð íàêëàäûâàåòñÿ
âåñüìà îãðàíè÷èòåëüíîå óñëîâèå ðàâíîìåðíîé ýëëèïòè÷íîñòè. Âî-âòîðûõ, ìû âêëþ÷àåì
â ðàññìîòðåíèå ìëàäøèå ÷ëåíû ñ íåîãðàíè÷åííûìè êîýôôèöèåíòàìè (èç ïîäõîäÿùèõ
Lp(Ω)-êëàññîâ), à â [Xu3] êîýôôèöèåíòû ìëàäøèõ ÷ëåíîâ ïðåäïîëàãàþòñÿ îãðàíè÷åííûìè.
Â-òðåòüèõ, ìû ïîëó÷àåì äâóõïàðàìåòðè÷åñêèå îöåíêè ïîãðåøíîñòè (îòíîñèòåëüíî ε
è ζ), à â [Xu3] îöåíêè îäíîïàðàìåòðè÷åñêèå (ïî ïàðàìåòðó ε). Ñ äðóãîé ñòîðîíû,
îòìåòèì ïðåèìóùåñòâà ðàáîòû [Xu3]: íåêîòîðûå ðåçóëüòàòû ïîëó÷åíû â îáëàñòÿõ ñ
ëèïøèöåâîé ãðàíèöåé; äîïóñêàþòñÿ íåñàìîñîïðÿæåííûå îïåðàòîðû (ñ ñàìîñîïðÿæåííîé
ñòàðøåé ÷àñòüþ).

0.4. Ìåòîä äîêàçàòåëüñòâà. Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà îöåíîê (0.14), (0.15) èñïîëüçóåòñÿ
ìåòîä èç ðàáîò [Su6, Su8]. Îí îñíîâàí íà ðàññìîòðåíèè àññîöèèðîâàííîé çàäà÷è â Rd,
èñïîëüçîâàíèè îöåíîê (0.11), (0.12) (ïîëó÷åííûõ â [MSu1]), ââåäåíèè ïîïðàâêè òèïà
ïîãðàíè÷íîãî ñëîÿ è åå òùàòåëüíîì àíàëèçå. Ñóùåñòâåííóþ òåõíè÷åñêóþ ðîëü èãðàåò
èñïîëüçîâàíèå ñãëàæèâàíèÿ ïî Ñòåêëîâó (çàèìñòâîâàííîå èç ðàáîòû [ZhPas1]) è îöåíîê
â ε-îêðåñòíîñòè ãðàíèöû. Çàâèñèìîñòü îò ñïåêòðàëüíîãî ïàðàìåòðà â îöåíêàõ òùàòåëüíî
îòñëåæèâàåòñÿ. Ïðèñóòñòâèå ìëàäøèõ ÷ëåíîâ ñ íåîãðàíè÷åííûìè êîýôôèöèåíòàìè âíîñèò
äîïîëíèòåëüíûå òåõíè÷åñêèå òðóäíîñòè (ïî ñðàâíåíèþ ñ [Su8]). Ñíà÷àëà ðàññìàòðèâàåòñÿ
ñëó÷àé Re ζ 6 0, |ζ| > 1. Ìû äîêàçûâàåì îöåíêó (0.15), à çàòåì îöåíêó (0.14), îïèðàÿñü
íà íåðàâåíñòâî (0.15) è ñîîáðàæåíèÿ äâîéñòâåííîñòè. Çàòåì ìû ïåðåíîñèì óæå äîêàçàííûå
îöåíêè èç òî÷êè ζ â ëåâîé ïîëóïëîñêîñòè â ñèììåòðè÷íóþ òî÷êó ïðàâîé ïîëóïëîñêîñòè,
èñïîëüçóÿ ïîäõîäÿùèå òîæäåñòâà äëÿ ðåçîëüâåíò.
Àïïðîêñèìàöèè, ñïðàâåäëèâûå â áîëåå øèðîêîé îáëàñòè èçìåíåíèÿ ïàðàìåòðà ζ,

âûâîäÿòñÿ èç óæå äîêàçàííûõ îöåíîê â òî÷êå ζ = −1 è ïîäõîäÿùèõ ðåçîëüâåíòíûõ
òîæäåñòâ.

0.5. Ñòðóêòóðà ðàáîòû. Ðàáîòà ñîñòîèò èç îäèííàäöàòè ïàðàãðàôîâ. Â �1 ââîäèòñÿ
êëàññ îïåðàòîðîâ Bε, äåéñòâóþùèõ â L2(Rd;Cn), è ôîðìóëèðóþòñÿ ðåçóëüòàòû óñðåäíåíèÿ
îáîáùåííîé ðåçîëüâåíòû (Bε − ζQε0)−1, ïîëó÷åííûå â [MSu1]. Â �2 îïèñûâàåòñÿ êëàññ
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îïåðàòîðîâ BN,ε è îïðåäåëÿåòñÿ ýôôåêòèâíûé îïåðàòîð B
0
N . Â �3 ôîðìóëèðóþòñÿ îñíîâíûå

ðåçóëüòàòû ðàáîòû, ââîäèòñÿ ïîïðàâêà òèïà ïîãðàíè÷íîãî ñëîÿ è óñòàíàâëèâàåòñÿ òåîðåìà
îá àïïðîêñèìàöèè ðåøåíèÿ uε = (BN,ε−ζQε0)−1F ïðè ó÷åòå ýòîé ïîïðàâêè. Â �4 ñîäåðæèòñÿ
âñïîìîãàòåëüíûé ìàòåðèàë. Â �5 óñòàíîâëåíà îöåíêà ïîïðàâêè ïî H1-íîðìå è íàéäåíà
àïïðîêñèìàöèÿ (0.15) äëÿ îáîáùåííîé ðåçîëüâåíòû ïî (L2 → H1)-íîðìå â ñëó÷àå Re ζ 6 0.
Â �6 ïîëó÷åíà îöåíêà ïîïðàâêè ïî L2-íîðìå è äëÿ îáîáùåííîé ðåçîëüâåíòû ïîëó÷åíà
àïïðîêñèìàöèÿ ïî (L2 → L2)-íîðìå ñ îöåíêîé (0.14) â ñëó÷àå Re ζ 6 0. Â �7 ðåçóëüòàòû
ïåðåíåñåíû â òî÷êó ζ â ïðàâîé ïîëóïëîñêîñòè; çàâåðøåíî äîêàçàòåëüñòâî îñíîâíûõ
ðåçóëüòàòîâ äëÿ îáîáùåííîé ðåçîëüâåíòû. Â �8 âûäåëåíû óñëîâèÿ, êîãäà ñãëàæèâàþùèé
îïåðàòîð â êîððåêòîðå ìîæíî óñòðàíèòü; ðàññìîòðåíû ñïåöèàëüíûå ñëó÷àè; ïîëó÷åíû
îöåíêè â ñòðîãî âíóòðåííåé ïîäîáëàñòè. Îöåíêè, ñïðàâåäëèâûå â áîëåå øèðîêîé îáëàñòè
èçìåíåíèÿ ñïåêòðàëüíîãî ïàðàìåòðà, óñòàíîâëåíû â �9. �10 ïîñâÿùåí óñðåäíåíèþ ðåøåíèé
âòîðîé íà÷àëüíî-êðàåâîé çàäà÷è äëÿ ïàðàáîëè÷åñêîãî óðàâíåíèÿ. Ïðèìåð ïðèìåíåíèÿ
îáùèõ ðåçóëüòàòîâ ðàññìîòðåí â �11.

0.6. Îáîçíà÷åíèÿ. Ïóñòü H, H∗ � êîìïëåêñíûå ñåïàðàáåëüíûå ãèëüáåðòîâû ïðîñòðàíñòâà.
Ñèìâîëû (·, ·)H è ‖ · ‖H îçíà÷àþò ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå è íîðìó â H; ñèìâîë ‖ · ‖H→H∗
îçíà÷àåò íîðìó ëèíåéíîãî íåïðåðûâíîãî îïåðàòîðà èç H â H∗.
Ñèìâîëû 〈·, ·〉 è | · | îçíà÷àþò ñîîòâåòñòâåííî ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå è íîðìó â Cn, 1n �

åäèíè÷íàÿ (n×n)-ìàòðèöà. Åñëè a� (m×n)-ìàòðèöà, òî ñèìâîë |a| îçíà÷àåò íîðìó ìàòðèöû
a êàê îïåðàòîðà èç Cm â Cn. Äëÿ z ∈ C ÷åðåç z∗ îáîçíà÷àåòñÿ êîìïëåêñíî ñîïðÿæåííîå
÷èñëî. (Ìû èñïîëüçóåì òàêîå íåñòàíäàðòíîå îáîçíà÷åíèå, òàê êàê âåðõíÿÿ ÷åðòà îçíà÷àåò
ñðåäíåå çíà÷åíèå ïåðèîäè÷åñêîé ôóíêöèè ïî ÿ÷åéêå ïåðèîäîâ.) Èñïîëüçóåì îáîçíà÷åíèÿ
x = (x1, . . . , xd) ∈ Rd, iDj = ∂j = ∂/∂xj , j = 1, . . . , d, D = −i∇ = (D1, . . . , Dd). Êëàññû Lp
ôóíêöèé â îáëàñòè O ⊂ Rd ñî çíà÷åíèÿìè â Cn îáîçíà÷àåì ÷åðåç Lp(O;Cn), 1 6 p 6 ∞.

Êëàññû Ñîáîëåâà Cn-çíà÷íûõ ôóíêöèé â îáëàñòè O ⊂ Rd îáîçíà÷àþòñÿ ÷åðåç Hs(O;Cn).
×åðåç H1

0 (O;Cn) îáîçíà÷àåòñÿ çàìûêàíèå êëàññà C∞0 (O;Cn) â H1(O;Cn). Ïðè n = 1 ïèøåì
ïðîñòî Lp(O), Hs(O) è ò. ä., íî ÷àñòî ìû ïðèìåíÿåì òàêèå óïðîùåííûå îáîçíà÷åíèÿ è äëÿ
ïðîñòðàíñòâ âåêòîð-ôóíêöèé èëè ìàòðè÷íîçíà÷íûõ ôóíêöèé.
Èñïîëüçóåì îáîçíà÷åíèå R+ = [0,∞). Ðàçëè÷íûå îöåíî÷íûå ïîñòîÿííûå îáîçíà÷àþòñÿ

ñèìâîëàìè c, c, C, C, C, C, β, γ (âîçìîæíî, ñ èíäåêñàìè è çíà÷êàìè).

� 1. Çàäà÷à óñðåäíåíèÿ äëÿ ýëëèïòè÷åñêîãî îïåðàòîðà,

äåéñòâóþùåãî â L2(Rd;Cn)

Â ýòîì ïàðàãðàôå ôîðìóëèðóþòñÿ ðåçóëüòàòû óñðåäíåíèÿ äëÿ ýëëèïòè÷åñêèõ ñèñòåì â
Rd, ïîëó÷åííûå â [MSu1].

1.1. Ðåøåòêè â Rd. Ïóñòü Γ ⊂ Rd � ðåøåòêà, ïîðîæäåííàÿ áàçèñîì a1, . . . ,ad ∈ Rd:

Γ =

{
a ∈ Rd : a =

d∑
j=1

νjaj , νj ∈ Z
}
,

è ïóñòü Ω � ýëåìåíòàðíàÿ ÿ÷åéêà ðåøåòêè Γ:

Ω =

{
x ∈ Rd : x =

d∑
j=1

τjaj , −
1

2
< τj <

1

2

}
.

×åðåç |Ω| îáîçíà÷èì îáúåì ÿ÷åéêè Ω. Áàçèñ b1, . . . ,bd â Rd, äâîéñòâåííûé ê a1, . . . ,ad,

îïðåäåëÿåòñÿ ñîîòíîøåíèÿìè 〈bi,aj〉 = 2πδij . Äâîéñòâåííîé ê Γ íàçûâàåòñÿ ðåøåòêà Γ̃,
ïîðîæäåííàÿ äâîéñòâåííûì áàçèñîì. Îáîçíà÷èì

2r0 := min
06=b∈Γ̃

|b|, 2r1 := diam Ω.
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×åðåç H̃1(Ω) îáîçíà÷àåòñÿ ïîäïðîñòðàíñòâî òåõ ôóíêöèé èç H1(Ω), Γ-ïåðèîäè÷åñêîå
ïðîäîëæåíèå êîòîðûõ íà Rd ïðèíàäëåæèò H1

loc(Rd). Åñëè f(x) � Γ-ïåðèîäè÷åñêàÿ ìàòðèöà-

ôóíêöèÿ â Rd, ïîëîæèì f ε(x) := f(x/ε), ε > 0;

f := |Ω|−1

∫
Ω
f(x) dx, f :=

(
|Ω|−1

∫
Ω
f(x)−1 dx

)−1

.

Çäåñü ïðè îïðåäåëåíèè f ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî f ∈ L1,loc(Rd), à ïðè îïðåäåëåíèè f ñ÷èòàåòñÿ,
÷òî ìàòðèöà f êâàäðàòíàÿ è íåîñîáàÿ, ïðè÷åì f−1 ∈ L1,loc(Rd). ×åðåç [f ε] îáîçíà÷àåòñÿ
îïåðàòîð óìíîæåíèÿ íà ìàòðèöó-ôóíêöèþ f ε(x).

1.2. Ñãëàæèâàíèå ïî Ñòåêëîâó. Ðàññìîòðèì îïåðàòîð ñãëàæèâàíèÿ ïî Ñòåêëîâó S
(k)
ε ,

äåéñòâóþùèé â L2(Rd;Ck) (ãäå k ∈ N) ïî ïðàâèëó

(S(k)
ε u)(x) = |Ω|−1

∫
Ω

u(x− εz) dz, u ∈ L2(Rd;Ck). (1.1)

Çíà÷îê (k) áóäåì îïóñêàòü è ïèñàòü ïðîñòî Sε. Î÷åâèäíî, SεD
αu = DαSεu ïðè u ∈

Hs(Rd;Ck) äëÿ ëþáîãî ìóëüòèèíäåêñà α òàêîãî, ÷òî |α| 6 s. Îòìåòèì íåðàâåíñòâî

‖Sε‖Hl(Rd)→Hl(Rd) 6 1, l ∈ Z+. (1.2)

Íàì ïîòðåáóþòñÿ ñëåäóþùèå ñâîéñòâà îïåðàòîðà Sε (ñì. [ZhPas1, ëåììû 1.1 è 1.2] èëè [PSu,
ïðåäëîæåíèÿ 3.1 è 3.2]).

Ïðåäëîæåíèå 1.1. Äëÿ ëþáîé ôóíêöèè u ∈ H1(Rd;Ck) âûïîëíåíà îöåíêà

‖Sεu− u‖L2(Rd) 6 εr1‖Du‖L2(Rd),

ãäå 2r1 = diam Ω.

Ïðåäëîæåíèå 1.2. Ïóñòü f � Γ-ïåðèîäè÷åñêàÿ ôóíêöèÿ â Rd òàêàÿ, ÷òî f ∈ L2(Ω).
Òîãäà îïåðàòîð [f ε]Sε íåïðåðûâåí â L2(Rd) è ñïðàâåäëèâà îöåíêà

‖[f ε]Sε‖L2(Rd)→L2(Rd) 6 |Ω|−1/2‖f‖L2(Ω).

1.3. Êëàññ îïåðàòîðîâ Aε. Â L2(Rd;Cn) ðàññìîòðèì îïåðàòîð Aε, ôîðìàëüíî çàäàííûé
äèôôåðåíöèàëüíûì âûðàæåíèåì Aε = b(D)∗gε(x)b(D). Çäåñü g(x) � Γ-ïåðèîäè÷åñêàÿ
ýðìèòîâà (m × m)-ìàòðèöà-ôóíêöèÿ (âîîáùå ãîâîðÿ, ñ êîìïëåêñíûìè ýëåìåíòàìè).
Ñ÷èòàåì, ÷òî g(x) > 0 è g, g−1 ∈ L∞(Rd). Äèôôåðåíöèàëüíûé îïåðàòîð b(D) èìååò âèä

b(D) =
d∑
j=1

bjDj , (1.3)

ãäå bj , j = 1, . . . , d, � ïîñòîÿííûå ìàòðèöû ðàçìåðà m×n (âîîáùå ãîâîðÿ, ñ êîìïëåêñíûìè

ýëåìåíòàìè). Ñ÷èòàåì, ÷òî m > n è ÷òî ñèìâîë b(ξ) =
∑d

j=1 bjξj îïåðàòîðà b(D) èìååò
ìàêñèìàëüíûé ðàíã:

rank b(ξ) = n, 0 6= ξ ∈ Rd. (1.4)

Ýòî óñëîâèå ðàâíîñèëüíî ñóùåñòâîâàíèþ òàêèõ ïîñòîÿííûõ α0 è α1, ÷òî

α01n 6 b(θ)∗b(θ) 6 α11n, θ ∈ Sd−1, 0 < α0 6 α1 <∞. (1.5)

Îòìåòèì ñðàçó îöåíêè, âûòåêàþùèå èç (1.5):

|bj | 6 α1/2
1 , j = 1, . . . , d. (1.6)

Òî÷íîå îïðåäåëåíèå îïåðàòîðà Aε äàåòñÿ ÷åðåç êâàäðàòè÷íóþ ôîðìó

aε[u,u] =

∫
Rd
〈gε(x)b(D)u, b(D)u〉 dx, u ∈ H1(Rd;Cn).
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Ïðè ñäåëàííûõ ïðåäïîëîæåíèÿõ ýòà ôîðìà çàìêíóòà è íåîòðèöàòåëüíà. Ñ ïîìîùüþ
ïðåîáðàçîâàíèÿ Ôóðüå è óñëîâèÿ (1.5) ìîæíî ïîêàçàòü, ÷òî

α0‖g−1‖−1
L∞
‖Du‖2L2(Rd) 6 aε[u,u] 6 α1‖g‖L∞‖Du‖2L2(Rd), u ∈ H1(Rd;Cn). (1.7)

Ïîëîæèì c1 := α
−1/2
0 ‖g−1‖1/2L∞

. Òîãäà íèæíþþ îöåíêó (1.7) ìîæíî çàïèñàòü òàê:

‖Du‖2L2(Rd) 6 c
2
1aε[u,u], u ∈ H1(Rd;Cn). (1.8)

1.4. Îïåðàòîð Bε. Ìû èçó÷àåì ñàìîñîïðÿæåííûé îïåðàòîð Bε, ñòàðøàÿ ÷àñòü êîòîðîãî
ñîâïàäàåò ñ Aε. ×òîáû îïðåäåëèòü ìëàäøèå ÷ëåíû îïåðàòîðà, ââåäåì Γ-ïåðèîäè÷åñêèå (n×
n)-ìàòðèöû-ôóíêöèè (âîîáùå ãîâîðÿ, ñ êîìïëåêñíûìè ýëåìåíòàìè) aj , j = 1, . . . , d, òàêèå,
÷òî

aj ∈ Lρ(Ω), ρ = 2 ïðè d = 1, ρ > d ïðè d > 2, j = 1, . . . , d. (1.9)

Äàëåå, ïóñòü Q è Q0 � òàêèå Γ-ïåðèîäè÷åñêèå ýðìèòîâû (n × n)-ìàòðèöû-ôóíêöèè (ñ
êîìïëåêñíûìè ýëåìåíòàìè), ÷òî

Q ∈ Ls(Ω), s = 1 ïðè d = 1, s > d/2 ïðè d > 2; (1.10)

Q0(x) > 0; Q0, Q
−1
0 ∈ L∞(Rd).

(Ïðè íàøåì âûáîðå óñëîâèé íà ìàòðèöó-ôóíêöèþ Q ðåàëèçóåòñÿ ïðèìåð 2.4 èç [MSu1].)
Íèæå ñ÷èòàåì, ÷òî 0 < ε 6 1. Ðàññìîòðèì êâàäðàòè÷íóþ ôîðìó

bε[u,u] = aε[u,u] + 2Re

d∑
j=1

(aεjDju,u)L2(Rd)

+ (Qεu,u)L2(Rd) + λ(Qε0u,u)L2(Rd), u ∈ H1(Rd;Cn).

(1.11)

Çäåñü ïîñòîÿííàÿ λ âûáèðàåòñÿ òàê (ñì. (1.16) íèæå), ÷òîáû ôîðìà bε áûëà íåîòðèöàòåëüíà.
Äëÿ óäîáñòâà äàëüíåéøèõ ññûëîê íàçîâåì ½èñõîäíûìè äàííûìè� ñëåäóþùèå âåëè÷èíû

d, m, n, ρ, s; α0, α1, ‖g‖L∞ , ‖g−1‖L∞ , ‖aj‖Lρ(Ω), j = 1, . . . , d;

‖Q‖Ls(Ω); ‖Q0‖L∞ , ‖Q−1
0 ‖L∞ , λ; ïàðàìåòðû ðåøåòêè Γ.

(1.12)

Ïðîâåðèì çàìêíóòîñòü ôîðìû bε. Ïðèìåíÿÿ íåðàâåíñòâî Ã¼ëüäåðà è òåîðåìó âëîæåíèÿ
Ñîáîëåâà, ìîæíî ïîêàçàòü (ñì. [Su4, (5.11)�(5.14)]), ÷òî äëÿ ëþáîãî ν > 0 íàéäóòñÿ òàêèå
ïîñòîÿííûå Cj(ν) > 0, ÷òî

‖a∗ju‖2L2(Rd) 6 ν‖Du‖2L2(Rd) + Cj(ν)‖u‖2L2(Rd), u ∈ H1(Rd;Cn), j = 1, . . . , d.

Äåëàÿ çàìåíó ïåðåìåííîé y := ε−1x è îáîçíà÷àÿ u(x) =: v(y), îòñþäà ïîëó÷àåì

‖(aεj)∗u‖2L2(Rd) =

∫
Rd
|aj(ε−1x)∗u(x)|2 dx = εd

∫
Rd
|aj(y)∗v(y)|2 dy

6 εdν
∫
Rd
|Dyv(y)|2 dy + εdCj(ν)

∫
Rd
|v(y)|2 dy

6 ν‖Du‖2L2(Rd) + Cj(ν)‖u‖2L2(Rd), u ∈ H1(Rd;Cn), 0 < ε 6 1.

Òîãäà ñ ó÷åòîì (1.7) äëÿ ëþáîãî ν > 0 íàéäåòñÿ òàêàÿ ïîñòîÿííàÿ C(ν) > 0, ÷òî

d∑
j=1

‖(aεj)∗u‖2L2(Rd) 6 νaε[u,u] + C(ν)‖u‖2L2(Rd), u ∈ H1(Rd;Cn). (1.13)

Åñëè ν ôèêñèðîâàíî, òî C(ν) çàâèñèò ëèøü îò d, ρ, α0, îò íîðì ‖g−1‖L∞ , ‖aj‖Lρ(Ω), j =
1, . . . , d, è îò ïàðàìåòðîâ ðåøåòêè Γ.



11

Ñ ó÷åòîì (1.8) èç (1.13) âûòåêàåò, ÷òî

2

∣∣∣∣Re
d∑
j=1

(Dju, (a
ε
j)
∗u)L2(Rd)

∣∣∣∣ 6 1

4
aε[u,u] + c2‖u‖2L2(Rd), u ∈ H1(Rd;Cn), (1.14)

ãäå c2 = 8c2
1C(ν0) ïðè ν0 = 2−6α0‖g−1‖−1

L∞
.

Äàëåå, â ñèëó óñëîâèÿ (1.10) íà Q äëÿ ëþáîãî ν > 0 íàéäåòñÿ ïîñòîÿííàÿ CQ(ν) > 0
òàêàÿ, ÷òî

|(Qεu,u)L2(Rd)| 6 ν‖Du‖2L2(Rd) + CQ(ν)‖u‖2L2(Rd), u ∈ H1(Rd;Cn). (1.15)

Ïðè ôèêñèðîâàííîì ν âåëè÷èíà CQ(ν) êîíòðîëèðóåòñÿ ÷åðåç d, s, ‖Q‖Ls(Ω) è ïàðàìåòðû
ðåøåòêè Γ.
Ìû ïîä÷èíÿåì ïîñòîÿííóþ λ â (1.11) îãðàíè÷åíèþ

λ > λ∗ := (CQ(ν∗) + c2)‖Q−1
0 ‖L∞ ïðè ν∗ = 2−1α0‖g−1‖−1

L∞
. (1.16)

Òåïåðü èç (1.14), (1.15) ïðè ν = ν∗ è (1.16) ñ ó÷åòîì (1.8) ïîëó÷àåì îöåíêó ñíèçó äëÿ
ôîðìû (1.11):

bε[u,u] >
1

4
aε[u,u] > c∗‖Du‖2L2(Rd), u ∈ H1(Rd;Cn); (1.17)

c∗ =
1

4
α0‖g−1‖−1

L∞
. (1.18)

Â ñèëó (1.7), (1.14) è (1.15) ïðè ν = 1 âûïîëíåíî

bε[u,u] 6 C∗‖Du‖2L2(Rd) + c3‖u‖2L2(Rd), u ∈ H1(Rd;Cn),

C∗ =
5

4
α1‖g‖L∞ + 1, c3 = CQ(1) + λ‖Q0‖L∞ + c2.

Òàêèì îáðàçîì, ôîðìà bε çàìêíóòà è íåîòðèöàòåëüíà. Îòâå÷àþùèé åé ñàìîñîïðÿæåííûé
â L2(Rd;Cn) îïåðàòîð îáîçíà÷èì ÷åðåç Bε. Ôîðìàëüíî ìîæíî íàïèñàòü

Bε = b(D)∗gε(x)b(D) +

d∑
j=1

(
aεj(x)Dj +Dja

ε
j(x)∗

)
+Qε(x) + λQε0(x). (1.19)

1.5. Ýôôåêòèâíàÿ ìàòðèöà. Ýôôåêòèâíûé îïåðàòîð äëÿ Aε çàäàåòñÿ
äèôôåðåíöèàëüíûì âûðàæåíèåì A0 = b(D)∗g0b(D). Çäåñü g0 � ïîñòîÿííàÿ ýôôåêòèâíàÿ
ìàòðèöà ðàçìåðà m ×m. Ìàòðèöà g0 âûðàæàåòñÿ ÷åðåç ðåøåíèå âñïîìîãàòåëüíîé çàäà÷è
íà ÿ÷åéêå. Ïóñòü Γ-ïåðèîäè÷åñêàÿ (n × m)-ìàòðèöà-ôóíêöèÿ Λ(x) � (ñëàáîå) ðåøåíèå
çàäà÷è

b(D)∗g(x)(b(D)Λ(x) + 1m) = 0,

∫
Ω

Λ(x) dx = 0. (1.20)

Òîãäà ýôôåêòèâíàÿ ìàòðèöà çàäàíà âûðàæåíèåì

g0 =|Ω|−1

∫
Ω
g̃(x) dx, (1.21)

g̃(x) :=g(x)(b(D)Λ(x) + 1m). (1.22)

Ìîæíî ïîêàçàòü, ÷òî ìàòðèöà g0 ïîëîæèòåëüíî îïðåäåëåíà.
Íà îñíîâàíèè (1.20) ëåãêî ïðîâåðèòü îöåíêè

‖g1/2b(D)Λ‖L2(Ω) 6 |Ω|1/2‖g‖
1/2
L∞
, (1.23)

‖Λ‖L2(Ω) 6 |Ω|1/2M1, M1 = (2r0)−1α
−1/2
0 ‖g‖1/2L∞

‖g−1‖1/2L∞
, (1.24)

‖DΛ‖L2(Ω) 6 |Ω|1/2M2, M2 = α
−1/2
0 ‖g‖1/2L∞

‖g−1‖1/2L∞
. (1.25)
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Îòìåòèì îöåíêè äëÿ ýôôåêòèâíîé ìàòðèöû, èçâåñòíûå â òåîðèè óñðåäíåíèÿ êàê âèëêà
Ôîéãòà�Ðåéññà (ñì., íàïðèìåð, [BSu1, ãë. 3, òåîðåìà 1.5]).

Ïðåäëîæåíèå 1.3. Ïóñòü g0 � ýôôåêòèâíàÿ ìàòðèöà (1.21). Òîãäà

g 6 g0 6 g. (1.26)

Â ñëó÷àå m = n ñïðàâåäëèâî ðàâåíñòâî g0 = g.

Èç (1.26) âûòåêàþò íåðàâåíñòâà

|g0| 6 ‖g‖L∞ , |(g0)−1| 6 ‖g−1‖L∞ . (1.27)

Âûäåëèì ñëó÷àè, êîãäà â (1.26) ðåàëèçóåòñÿ âåðõíÿÿ èëè íèæíÿÿ ãðàíü, ñì. [BSu1, ãë. 3,
ïðåäëîæåíèÿ 1.6 è 1.7].

Ïðåäëîæåíèå 1.4. Ðàâåíñòâî g0 = g ðàâíîñèëüíî ñîîòíîøåíèÿì

b(D)∗gk(x) = 0, k = 1, . . . ,m, (1.28)

ãäå gk(x), k = 1, . . . ,m, � ñòîëáöû ìàòðèöû g(x).

Ïðåäëîæåíèå 1.5. Ðàâåíñòâî g0 = g ðàâíîñèëüíî ïðåäñòàâëåíèÿì

lk(x) = l0k + b(D)wk, l0k ∈ Cm, wk ∈ H̃1(Ω;Cm), k = 1, . . . ,m, (1.29)

ãäå lk(x), k = 1, . . . ,m, � ñòîëáöû ìàòðèöû g(x)−1.

1.6. Ýôôåêòèâíûé îïåðàòîð. ×òîáû îïèñàòü óñðåäíåíèå ìëàäøèõ ÷ëåíîâ îïåðàòîðà

Bε, ðàññìîòðèì Γ-ïåðèîäè÷åñêóþ (n × n)-ìàòðèöó-ôóíêöèþ Λ̃(x), ÿâëÿþùóþñÿ ðåøåíèåì
çàäà÷è

b(D)∗g(x)b(D)Λ̃(x) +
d∑
j=1

Djaj(x)∗ = 0,

∫
Ω

Λ̃(x) dx = 0. (1.30)

(Óðàâíåíèå ïîíèìàåòñÿ â ñëàáîì ñìûñëå.) Ëåãêî ïðîâåðèòü îöåíêè

‖g1/2b(D)Λ̃‖L2(Ω) 6 Caα
−1/2
0 ‖g−1‖1/2L∞

, (1.31)

‖Λ̃‖L2(Ω) 6 (2r0)−1Caα
−1
0 ‖g

−1‖L∞ =: M̃1|Ω|1/2, (1.32)

‖DΛ̃‖L2(Ω) 6 Caα
−1
0 ‖g

−1‖L∞ =: M̃2|Ω|1/2, (1.33)

ãäå C2
a :=

∑d
j=1

∫
Ω |aj(x)|2 dx.

Îïðåäåëèì ïîñòîÿííûå ìàòðèöû V è W ðàâåíñòâàìè

V = |Ω|−1

∫
Ω

(b(D)Λ(x))∗g(x)(b(D)Λ̃(x)) dx, (1.34)

W = |Ω|−1

∫
Ω

(b(D)Λ̃(x))∗g(x)(b(D)Λ̃(x)) dx. (1.35)

Îòìåòèì îöåíêè, âûòåêàþùèå èç (1.23), (1.31), (1.34) è (1.35):

|V | 6 CV , |W | 6 CW , (1.36)

ãäå CV = α
−1/2
0 ‖g‖1/2L∞

‖g−1‖1/2L∞
Ca|Ω|−1/2, CW = α−1

0 ‖g−1‖L∞C2
a |Ω|−1.

Ýôôåêòèâíûé îïåðàòîð äëÿ îïåðàòîðà (1.19) çàäàí âûðàæåíèåì

B0 = b(D)∗g0b(D)− b(D)∗V − V ∗b(D) +

d∑
j=1

(aj + a∗j )Dj −W +Q+ λQ0. (1.37)
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Îïåðàòîð B0 � ýëëèïòè÷åñêèé îïåðàòîð âòîðîãî ïîðÿäêà ñ ïîñòîÿííûìè êîýôôèöèåíòàìè
ñ ñèìâîëîì

L(ξ) = b(ξ)∗g0b(ξ)− b(ξ)∗V − V ∗b(ξ) +
d∑
j=1

(aj + a∗j )ξj −W +Q+ λQ0. (1.38)

Íåñëîæíî ïðîâåðèòü (ñì. [MSu4, ëåììà 1.6]), ÷òî ñèìâîë (1.38) ïîä÷èíåí îöåíêàì

c∗|ξ|21n 6 L(ξ) 6 CL(|ξ|2 + 1)1n, ξ ∈ Rd. (1.39)

Çäåñü c∗ � ïîñòîÿííàÿ (1.18). Ïîñòîÿííàÿ CL çàâèñèò òîëüêî îò èñõîäíûõ äàííûõ (1.12).
Îòñþäà âûòåêàþò îöåíêè äëÿ êâàäðàòè÷íîé ôîðìû b0 îïåðàòîðà (1.37):

c∗‖Du‖2L2(Rd) 6 b0[u,u] 6 CL‖u‖2H1(Rd), u ∈ H1(Rd;Cn).

1.7. Ðåçóëüòàòû óñðåäíåíèÿ îáîáùåííîé ðåçîëüâåíòû. Â íàñòîÿùåì ïóíêòå ìû
ïðèâîäèì ðåçóëüòàòû, óñòàíîâëåííûå â [MSu1, òåîðåìû 5.1, 5.2 è 5.4].

Òåîðåìà 1.6 ([MSu1]). Ïóñòü âûïîëíåíû óñëîâèÿ ï. 1.3�1.6. Ïóñòü ζ ∈ C \R+, ζ = |ζ|eiφ,
φ ∈ (0, 2π), ïðè÷åì |ζ| > 1. Ïîëîæèì

c(φ) =

{
| sinφ|−1, φ ∈ (0, π/2) ∪ (3π/2, 2π),

1, φ ∈ [π/2, 3π/2].
(1.40)

Òîãäà ïðè 0 < ε 6 1 ñïðàâåäëèâà îöåíêà

‖(Bε − ζQε0)−1 − (B0 − ζQ0)−1‖L2(Rd)→L2(Rd) 6 C1c(φ)2ε|ζ|−1/2.

Ïîñòîÿííàÿ C1 êîíòðîëèðóåòñÿ ÷åðåç èñõîäíûå äàííûå (1.12).

Äàëåå, ââåäåì êîððåêòîð

K(ε; ζ) =
(

[Λε]b(D) + [Λ̃ε]
)
Sε(B

0 − ζQ0)−1. (1.41)

Êîððåêòîð (1.41) îãðàíè÷åí êàê îïåðàòîð, äåéñòâóþùèé èç L2(Rd;Cn) â H1(Rd;Cn). Ýòî

íåòðóäíî óñòàíîâèòü ñ ïîìîùüþ ïðåäëîæåíèÿ 1.2 è âêëþ÷åíèé Λ, Λ̃ ∈ H̃1(Ω). Îòìåòèì, ÷òî
‖εK(ε; ζ)‖L2→H1 = O(1) ïðè ìàëîì ε è ôèêñèðîâàííîì ζ.
Ââåäåì îáîçíà÷åíèå

G(ε; ζ) :=
(
g̃εb(D) + gε(b(D)Λ̃)ε

)
Sε(B

0 − ζQ0)−1. (1.42)

Â ñèëó ïðåäëîæåíèÿ 1.2 è âêëþ÷åíèé g̃, g(b(D)Λ̃) ∈ L2(Ω) îïåðàòîð (1.42) îãðàíè÷åí èç
L2(Rd;Cn) â L2(Rd;Cm), ïðè÷åì ‖G(ε; ζ)‖L2→L2 = O(1).

Òåîðåìà 1.7 ([MSu1]). Ïóñòü âûïîëíåíû óñëîâèÿ òåîðåìû 1.6. Ïóñòü îïåðàòîðû K(ε; ζ)
è G(ε; ζ) îïðåäåëåíû â (1.41) è (1.42) ñîîòâåòñòâåííî. Òîãäà ïðè 0 < ε 6 1 è |ζ| > 1
ñïðàâåäëèâû îöåíêè∥∥(Bε − ζQε0)−1 − (B0 − ζQ0)−1 − εK(ε; ζ)

∥∥
L2(Rd)→L2(Rd)

6 C2c(φ)2ε|ζ|−1/2,∥∥D ((Bε − ζQε0)−1 − (B0 − ζQ0)−1 − εK(ε; ζ)
)∥∥
L2(Rd)→L2(Rd)

6 C3c(φ)2ε,∥∥gεb(D)(Bε − ζQε0)−1 −G(ε; ζ)
∥∥
L2(Rd)→L2(Rd)

6 C4c(φ)2ε.

Ïîñòîÿííûå C2, C3 è C4 êîíòðîëèðóþòñÿ ÷åðåç èñõîäíûå äàííûå (1.12).
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� 2. Ïîñòàíîâêà çàäà÷è. Ýôôåêòèâíûé îïåðàòîð

2.1. Êîýðöèòèâíîñòü. Íà ñèìâîë b(ξ) îïåðàòîðà b(D) íàêëàäûâàåòñÿ äîïîëíèòåëüíîå
îãðàíè÷åíèå.

Óñëîâèå 2.1. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî äëÿ ìàòðèöû-ôóíêöèè b(ξ) =
∑d

l=1 blξl âûïîëíåíî

rank b(ξ) = n, 0 6= ξ ∈ Cd. (2.1)

Îòìåòèì, ÷òî óñëîâèå (2.1) ÿâëÿåòñÿ áîëåå îãðàíè÷èòåëüíûì, ÷åì óñëîâèå (1.4).
Ñëåäóþùåå óòâåðæäåíèå óñòàíîâëåíî â êíèãå [Ne] (ñì. òåîðåìó 7.8 èç �3.7; â ýòîì
óòâåðæäåíèè ãðàíèöó ∂O äîñòàòî÷íî ñ÷èòàòü ëèïøèöåâîé).

Ïðåäëîæåíèå 2.2. ([Ne]) Ïóñòü O ⊂ Rd � îãðàíè÷åííàÿ îáëàñòü ñ ëèïøèöåâîé ãðàíèöåé.

Óñëîâèå 2.1 íåîáõîäèìî è äîñòàòî÷íî äëÿ ñóùåñòâîâàíèÿ ïîñòîÿííûõ k1 > 0, k2 > 0
òàêèõ, ÷òî âûïîëíåíî íåðàâåíñòâî Ãîðäèíãà

‖b(D)u‖2L2(O) + k2‖u‖2L2(O) > k1‖Du‖2L2(O), u ∈ H1(O;Cn). (2.2)

Çàìå÷àíèå 2.3. Ïîñòîÿííûå k1, k2 çàâèñÿò îò ìàòðèöû b(ξ) è îò îáëàñòè O, íî â

îáùåì ñëó÷àå èõ òðóäíî êîíòðîëèðîâàòü ÿâíî. Îäíàêî ÷àñòî äëÿ êîíêðåòíûõ îïåðàòîðîâ

èõ ìîæíî íàéòè. Ïîýòîìó â äàëüíåéøåì ìû áóäåì ññûëàòüñÿ íà çàâèñèìîñòü äðóãèõ

ïîñòîÿííûõ îò k1, k2.

2.2. Îïåðàòîð AN,ε. Íèæå ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî O ⊂ Rd � îãðàíè÷åííàÿ îáëàñòü ñ
ãðàíèöåé êëàññà C1,1. Â ïðîñòðàíñòâå L2(O;Cn) ðàññìîòðèì îïåðàòîð AN,ε, ôîðìàëüíî
çàäàííûé äèôôåðåíöèàëüíûì âûðàæåíèåì b(D)∗gε(x)b(D) ïðè óñëîâèè Íåéìàíà íà
ãðàíèöå. Ñòðîãîå îïðåäåëåíèå: AN,ε åñòü ñàìîñîïðÿæåííûé îïåðàòîð â L2(O;Cn),
ïîðîæäåííûé êâàäðàòè÷íîé ôîðìîé

aN,ε[u,u] =

∫
O
〈gε(x)b(D)u, b(D)u〉 dx, u ∈ H1(O;Cn). (2.3)

Â ñèëó (1.3) è (1.6) âûïîëíåíà îöåíêà ñâåðõó

aN,ε[u,u] 6 dα1‖g‖L∞‖Du‖2L2(O), u ∈ H1(O;Cn). (2.4)

Èç (2.2) ñëåäóåò îöåíêà ñíèçó

aN,ε[u,u] > ‖g−1‖−1
L∞

(
k1‖Du‖2L2(O) − k2‖u‖2L2(O)

)
, u ∈ H1(O;Cn). (2.5)

Èç (2.3)�(2.5) âèäíî, ÷òî ôîðìà aN,ε çàìêíóòà è íåîòðèöàòåëüíà.

2.3. Îïåðàòîð BN,ε. Ïóñòü 0 < ε 6 1. Ðàññìîòðèì òåïåðü áîëåå îáùèé îïåðàòîð
BN,ε, äîáàâëÿÿ ê AN,ε ÷ëåíû ìëàäøåãî ïîðÿäêà. Ôîðìàëüíî îïåðàòîð BN,ε çàäàí
äèôôåðåíöèàëüíûì âûðàæåíèåì

b(D)∗gε(x)b(D) +
d∑
j=1

(
aεj(x)Dj +Dja

ε
j(x)∗

)
+Qε(x) + λQε0(x)

ïðè óñëîâèè Íåéìàíà íà ãðàíèöå. Êîýôôèöèåíòû g, aj , Q,Q0 óäîâëåòâîðÿþò óñëîâèÿì
ïóíêòîâ 1.3, 1.4; îïåðàòîð b(D) âèäà (1.3) ïîä÷èíåí óñëîâèþ 2.1; ïîñòîÿííóþ λ > 0
ôèêñèðóåì íèæå. Òî÷íîå îïðåäåëåíèå îïåðàòîðà BN,ε äàåòñÿ ÷åðåç êâàäðàòè÷íóþ ôîðìó

bN,ε[u,u] = aN,ε[u,u] + 2Re
d∑
j=1

(Dju, (a
ε
j)
∗u)L2(O)

+ (Qεu,u)L2(O) + λ(Qε0u,u)L2(O), u ∈ H1(O;Cn).

(2.6)
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Îöåíèì ôîðìó bN,ε. Íà÷íåì ñ àíàëèçà ìëàäøèõ ÷ëåíîâ. Èìååì∣∣∣∣2Re
d∑
j=1

(Dju, (a
ε
j)
∗u)L2(O)

∣∣∣∣ 6 2‖Du‖L2(O)

( d∑
j=1

∫
O
|aεj(x)|2|u(x)|2 dx

)1/2

. (2.7)

Âîñïîëüçóåìñÿ íåðàâåíñòâîì Ã¼ëüäåðà:∫
O
|aεj(x)|2|u(x)|2 dx 6

(∫
O
|aεj(x)|ρ dx

)2/ρ

‖u‖2Lq(O). (2.8)

Çäåñü ρ � ïîêàçàòåëü èç óñëîâèÿ (1.9), q =∞ ïðè d = 1, q = 2ρ/(ρ− 2) ïðè d > 2. Ïîêðîåì
îáëàñòü O îáúåäèíåíèåì ÿ÷ååê ðåøåòêè εΓ, èìåþùèõ íåïóñòîå ïåðåñå÷åíèå ñ O. ×åðåç Nε

îáîçíà÷èì êîëè÷åñòâî ÿ÷ååê â ýòîì ïîêðûòèè. ßñíî, ÷òî ýòî îáúåäèíåíèå ÿ÷ååê ñîäåðæèòñÿ

â îáëàñòè Õ, ïðåäñòàâëÿþùåé ñîáîé 2r1-îêðåñòíîñòü îáëàñòè O, ãäå 2r1 = diam Ω. Ïîýòîìó
êîëè÷åñòâî ÿ÷ååê Nε ìîæíî îöåíèòü ñâåðõó: Nε 6 c1ε

−d, ãäå âåëè÷èíà c1 çàâèñèò òîëüêî îò
îáëàñòè O è îò ïàðàìåòðîâ ðåøåòêè Γ. Èìååì∫

O
|aεj(x)|ρ dx 6 c1ε

−d
∫
εΩ
|aεj(x)|ρ dx = c1‖aj‖ρLρ(Ω). (2.9)

Òåïåðü èç (2.8) è (2.9) ïîëó÷àåì∫
O
|aεj(x)|2|u(x)|2 dx 6 c

2/ρ
1 ‖aj‖

2
Lρ(Ω)‖u‖

2
Lq(O). (2.10)

Â ñèëó êîìïàêòíîñòè âëîæåíèÿ H1(O;Cn) ↪→ Lq(O;Cn) äëÿ ëþáîãî µ > 0 ñóùåñòâóåò

ïîñòîÿííàÿ Č(µ) > 0 òàêàÿ, ÷òî

‖u‖2Lq(O) 6 µ‖Du‖2L2(O) + Č(µ)‖u‖2L2(O), u ∈ H1(O;Cn). (2.11)

Åñëè µ ôèêñèðîâàíî, òî Č(µ) çàâèñèò ëèøü îò d, ρ è îò îáëàñòè O. Èç (2.7), (2.10) è (2.11)
ñëåäóåò, ÷òî äëÿ ëþáîãî ν > 0 íàéäåòñÿ ïîñòîÿííàÿ C(ν) òàêàÿ, ÷òî∣∣∣∣2Re

d∑
j=1

(Dju, (a
ε
j)
∗u)L2(O)

∣∣∣∣ 6 ν‖Du‖2L2(O) + C(ν)‖u‖2L2(O), u ∈ H1(O;Cn). (2.12)

Åñëè ν ôèêñèðîâàíî, òî C(ν) çàâèñèò ëèøü îò d, ρ, ‖aj‖Lρ(Ω), j = 1, . . . , d, îò îáëàñòè O è
ïàðàìåòðîâ ðåøåòêè Γ.
Àíàëîãè÷íî, èñïîëüçóÿ óñëîâèå (1.10) è íåðàâåíñòâî Ã¼ëüäåðà, èìååì∫

O
|Qε(x)||u(x)|2 dx 6 c

1/s
1 ‖Q‖Ls(Ω)‖u‖2Lq̌(O), (2.13)

ãäå q̌ = ∞ ïðè d = 1, q̌ = 2s/(s − 1) ïðè d > 2. Îòñþäà è èç êîìïàêòíîñòè âëîæåíèÿ
H1(O;Cn) ↪→ Lq̌(O;Cn) ñëåäóåò, ÷òî äëÿ ëþáîãî ν > 0 ñóùåñòâóåò ïîñòîÿííàÿ CQ(ν) > 0
òàêàÿ, ÷òî ∣∣(Qεu,u)L2(O)

∣∣ 6 ν‖Du‖2L2(O) + CQ(ν)‖u‖2L2(O), u ∈ H1(O;Cn). (2.14)

Åñëè ν ôèêñèðîâàíî, òî CQ(ν) çàâèñèò ëèøü îò d, s, ‖Q‖Ls(Ω), îò îáëàñòè O è ïàðàìåòðîâ
ðåøåòêè Γ.
Òåïåðü èç (2.5), (2.6), (2.12) è (2.14) âûòåêàåò îöåíêà

bN,ε[u,u] >
(
k1‖g−1‖−1

L∞
− 2ν

)
‖Du‖2L2(O)

+
(
λ‖Q−1

0 ‖
−1
L∞
− k2‖g−1‖−1

L∞
− C(ν)− CQ(ν)

)
‖u‖2L2(O), u ∈ H1(O;Cn),

(2.15)

ñïðàâåäëèâàÿ ïðè ëþáîì ν > 0. Âûáåðåì ν ðàâíûì ν̂0 := 1
4k1‖g−1‖−1

L∞
. Ïîä÷èíèì

ïîñòîÿííóþ λ â (2.6) îãðàíè÷åíèþ

λ > λ0 := ‖Q−1
0 ‖L∞

(
(k1/2 + k2)‖g−1‖−1

L∞
+ C(ν̂0) + CQ(ν̂0)

)
. (2.16)
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Ïðè òàêîì âûáîðå èç (2.15) âûòåêàåò îöåíêà ôîðìû (2.6) ñíèçó:

bN,ε[u,u] > c4‖u‖2H1(O), u ∈ H1(O;Cn); c4 :=
1

2
k1‖g−1‖−1

L∞
. (2.17)

Îöåíêà ôîðìû (2.6) ñâåðõó âûòåêàåò èç (2.4) è (2.12), (2.14) (ïðè ν = 1):

bN,ε[u,u] 6c5‖u‖2H1(O), u ∈ H1(O;Cn);

c5 := max{dα1‖g‖L∞ + 2; C(1) + CQ(1) + λ‖Q0‖L∞}.
(2.18)

Íåðàâåíñòâà (2.17) è (2.18) ïîêàçûâàþò, ÷òî ôîðìà (2.6) çàìêíóòà è ïîëîæèòåëüíî
îïðåäåëåíà. Ñàìîñîïðÿæåííûé îïåðàòîð â L2(O;Cn), ïîðîæäåííûé ýòîé ôîðìîé, ìû
îáîçíà÷àåì ÷åðåç BN,ε.

Íàì ïîíàäîáèòñÿ âñïîìîãàòåëüíûé îïåðàòîð B̃N,ε. Ôàêòîðèçóåì ìàòðèöó Q0:

Q0(x)−1 = f(x)f(x)∗. (2.19)

Ïóñòü B̃N,ε � ñàìîñîïðÿæåííûé îïåðàòîð â L2(O;Cn), ïîðîæäåííûé êâàäðàòè÷íîé ôîðìîé

b̃N,ε[u,u] := bN,ε[f
εu, fεu],

Dom b̃N,ε = {u ∈ L2(O;Cn) : f εu ∈ H1(O;Cn)}.
(2.20)

Èìååì B̃N,ε = (f ε)∗BN,εf
ε. Îòìåòèì ðàâåíñòâî

(BN,ε − ζQε0)−1 = f ε(B̃N,ε − ζI)−1(f ε)∗. (2.21)

2.4. Îöåíêè îáîáùåííîé ðåçîëüâåíòû (BN,ε − ζQε0)−1. Íàøà öåëü � íàéòè
àïïðîêñèìàöèþ îáîáùåííîé ðåçîëüâåíòû (BN,ε − ζQε0)−1 ñ äâóõïàðàìåòðè÷åñêèìè (ïî ε è
ζ) îöåíêàìè ïîãðåøíîñòè. Ñ÷èòàåì, ÷òî ζ ∈ C\R+. Èíà÷å ãîâîðÿ, íàñ èíòåðåñóåò ïîâåäåíèå
ïðè ìàëîì ε ðåøåíèÿ

uε = (BN,ε − ζQε0)−1F, F ∈ L2(O;Cn),

çàäà÷è Íåéìàíà. Ðåøåíèå uε ∈ H1(O;Cn) óäîâëåòâîðÿåò òîæäåñòâó

bN,ε[uε,η]− ζ(Qε0uε,η)L2(O) = (F,η)L2(O), η ∈ H1(O;Cn). (2.22)

Ëåììà 2.4. Ïóñòü ζ ∈ C \ R+. Ïðè 0 < ε 6 1 ñïðàâåäëèâû îöåíêè∥∥(BN,ε − ζQε0)−1
∥∥
L2(O)→L2(O)

6 c(φ)|ζ|−1‖Q−1
0 ‖L∞ , (2.23)∥∥(BN,ε − ζQε0)−1

∥∥
L2(O)→H1(O)

6 C1c(φ)|ζ|−1/2. (2.24)

Çäåñü c(φ) � âåëè÷èíà (1.40). Ïîñòîÿííàÿ C1 îïðåäåëÿåòñÿ ðàâåíñòâîì C2
1 =

c−1
4 ‖Q

−1
0 ‖L∞

(
1 + ‖Q0‖L∞‖Q−1

0 ‖L∞
)
.

Äîêàçàòåëüñòâî. Â ñèëó (2.19), (2.21) è íåðàâåíñòâà B̃N,ε > 0 èìååì∥∥(BN,ε − ζQε0)−1
∥∥
L2(O)→L2(O)

6 ‖f‖2L∞
∥∥(B̃N,ε − ζI)−1

∥∥
L2(O)→L2(O)

6 (dist {ζ;R+})−1 ‖Q−1
0 ‖L∞ = c(φ)|ζ|−1‖Q−1

0 ‖L∞ ,

÷òî äîêàçûâàåò (2.23).
×òîáû ïðîâåðèòü (2.24), ïîäñòàâèì η = uε â òîæäåñòâî (2.22) è âîñïîëüçóåìñÿ îöåíêîé

(2.17) è óæå äîêàçàííûì íåðàâåíñòâîì (2.23). Ïîëó÷àåì

c4‖uε‖2H1(O) 6 |ζ|
−1
(
c(φ)‖Q−1

0 ‖L∞ + c(φ)2‖Q0‖L∞‖Q−1
0 ‖

2
L∞

)
‖F‖2L2(O).

Ýòî âëå÷åò (2.24). �



17

2.5. Ýôôåêòèâíûé îïåðàòîð. Â ïðîñòðàíñòâå L2(O;Cn) ðàññìîòðèì êâàäðàòè÷íóþ
ôîðìó

b0
N [u,u] =(g0b(D)u, b(D)u)L2(O) + 2Re

d∑
j=1

(ajDju,u)L2(O) − 2Re (V u, b(D)u)L2(O)

− (Wu,u)L2(O) + (Qu,u)L2(O) + λ(Q0u,u)L2(O), u ∈ H1(O;Cn).

(2.25)

Ïîëó÷èì îöåíêè ôîðìû (2.25). Íà÷íåì ñ ìëàäøèõ ÷ëåíîâ. Î÷åâèäíî,∣∣∣∣2Re
d∑
j=1

(ajDju,u)L2(O)

∣∣∣∣ 6 2‖Du‖L2(O)‖u‖L2(O)

( d∑
j=1

|aj |2
)1/2

6 2Ca|Ω|−1/2‖Du‖L2(O)‖u‖L2(O)

6
1

4
k1‖g−1‖−1

L∞
‖Du‖2L2(O) + 4k−1

1 ‖g
−1‖L∞C2

a |Ω|−1‖u‖2L2(O), u ∈ H1(O;Cn).

(2.26)

Äàëåå, èç (1.36) ñëåäóåò íåðàâåíñòâî∣∣2Re(V u, b(D)u)L2(O)

∣∣ 6 2CV ‖b(D)u‖L2(O)‖u‖L2(O)

6
1

4
‖g−1‖−1

L∞
‖b(D)u‖2L2(O) + 4C2

V ‖g−1‖L∞‖u‖2L2(O), u ∈ H1(O;Cn).
(2.27)

Íàêîíåö, ïðè u ∈ H1(O;Cn) âûïîëíåíî∣∣(Wu,u)L2(O)

∣∣ 6 CW ‖u‖2L2(O), (2.28)∣∣(Qu,u)L2(O)

∣∣ 6 |Q|‖u‖2L2(O) 6 |Ω|
−1‖Q‖L1(Ω)‖u‖2L2(O), (2.29)

λ(Q0u,u)L2(O) > λ‖Q−1
0 ‖
−1
L∞
‖u‖2L2(O). (2.30)

Èç (2.26)�(2.30) ñ ó÷åòîì (1.27) âûòåêàåò ñëåäóþùàÿ îöåíêà äëÿ ôîðìû (2.25):

b0
N [u,u] >

3

4
‖g−1‖−1

L∞
‖b(D)u‖2L2(O) −

1

4
k1‖g−1‖−1

L∞
‖Du‖2L2(O)

+
(
λ‖Q−1

0 ‖
−1
L∞
− C5

)
‖u‖2L2(O), u ∈ H1(O;Cn),

C5 := 4k−1
1 ‖g

−1‖L∞C2
a |Ω|−1 + 4C2

V ‖g−1‖L∞ + |Ω|−1‖Q‖L1(Ω) + CW .

Òåïåðü èñïîëüçóåì (2.2) è íàëîæèì íà ÷èñëî λ åùå îäíî îãðàíè÷åíèå

λ > λ̂ := ‖Q−1
0 ‖L∞

((
k1/2 + 3k2/4

)
‖g−1‖−1

L∞
+ C5

)
. (2.31)

Â èòîãå ïðèõîäèì ê îöåíêå

b0
N [u,u] > c4‖u‖2H1(O), u ∈ H1(O;Cn), (2.32)

ãäå ïîñòîÿííàÿ c4 îïðåäåëåíà â (2.17).
Ïåðåéäåì ê îöåíêå ôîðìû (2.25) ñâåðõó. Èç (1.27), (2.26), (2.27) è (2.29) ñ ó÷åòîì

íåðàâåíñòâà W > 0 âûòåêàåò îöåíêà

b0
N [u,u] 6 2‖g‖L∞‖b(D)u‖2L2(O) + ‖Du‖2L2(O) + C6‖u‖2L2(O), u ∈ H1(O;Cn);

C6 := |Ω|−1(C2
a + ‖Q‖L1(Ω)) + C2

V ‖g‖−1
L∞

+ λ‖Q0‖L∞ .

Èñïîëüçóÿ (1.3) è (1.6), îòñþäà ïîëó÷àåì

b0
N [u,u] 6 c6‖u‖2H1(O), u ∈ H1(O;Cn), (2.33)

ãäå c6 = max{2dα1‖g‖L∞ + 1, C6}.
Òàêèì îáðàçîì, â ñèëó (2.32) è (2.33) ôîðìà (2.25) çàìêíóòà è ïîëîæèòåëüíî îïðåäåëåíà.

Îòâå÷àþùèé åé ñàìîñîïðÿæåííûé îïåðàòîð â L2(O;Cn) îáîçíà÷èì ÷åðåç B0
N .
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Òåïåðü ìû îêîí÷àòåëüíî ôèêñèðóåì çíà÷åíèå ïàðàìåòðà λ:

λ = max{λ∗, λ0, λ̂}, (2.34)

ãäå λ∗ îïðåäåëåíî â (1.16), λ0 � â (2.16) è λ̂ � â (2.31). Ýòî îáåñïå÷èâàåò íåîòðèöàòåëüíîñòü
îïåðàòîðà Bε, äåéñòâóþùåãî â L2(Rd;Cn), è ïîëîæèòåëüíóþ îïðåäåëåííîñòü îïåðàòîðîâ
BN,ε è B

0
N , äåéñòâóþùèõ â L2(O;Cn).

Äëÿ óäîáñòâà äàëüíåéøèõ ññûëîê íàçîâåì ½èñõîäíûìè äàííûìè� ñëåäóþùèå âåëè÷èíû

d, m, n, ρ, s; α0, α1, ‖g‖L∞ , ‖g−1‖L∞ , ‖aj‖Lρ(Ω), j = 1, . . . , d;

‖Q‖Ls(Ω), ‖Q0‖L∞ , ‖Q−1
0 ‖L∞ , k1, k2; ïàðàìåòðû ðåøåòêè Γ, îáëàñòü O.

(2.35)

ßñíî, ÷òî ïîñòîÿííàÿ (2.34), à òàêæå ïîñòîÿííûå c4, c5, c6 êîíòðîëèðóþòñÿ ÷åðåç èñõîäíûå
äàííûå (2.35).
Â ñèëó óñëîâèÿ ∂O ∈ C1,1 îïåðàòîð (B0

N )−1 ÿâëÿåòñÿ íåïðåðûâíûì îòîáðàæåíèåì èç
L2(O;Cn) â H2(O;Cn). Ïðè ýòîì âûïîëíåíà îöåíêà

‖(B0
N )−1‖L2(O)→H2(O) 6 ĉ. (2.36)

Çäåñü ïîñòîÿííàÿ ĉ çàâèñèò ëèøü îò èñõîäíûõ äàííûõ (2.35). Äëÿ îïðàâäàíèÿ ýòîãî ôàêòà
ñîøëåìñÿ íà òåîðåìû î ðåãóëÿðíîñòè ðåøåíèé ñèëüíî ýëëèïòè÷åñêèõ ñèñòåì (ñì. [McL,
ãëàâà 4]).

Çàìå÷àíèå 2.5. Âìåñòî óñëîâèÿ ∂O ∈ C1,1 ìîæíî áûëî áû íàëîæèòü íåÿâíîå

òðåáîâàíèå: îãðàíè÷åííàÿ îáëàñòü O ⊂ Rd ñ ëèïøèöåâîé ãðàíèöåé òàêîâà, ÷òî

ñïðàâåäëèâà îöåíêà (2.36). Äëÿ òàêîé îáëàñòè ðåçóëüòàòû ðàáîòû îñòàþòñÿ â ñèëå.

Â ñëó÷àå ñêàëÿðíûõ ýëëèïòè÷åñêèõ îïåðàòîðîâ øèðîêèå äîñòàòî÷íûå óñëîâèÿ íà ∂O,
îáåñïå÷èâàþùèå ñïðàâåäëèâîñòü îöåíêè (2.36), ìîæíî íàéòè â [KoE] è [MaSh, ãë. 7] (â
÷àñòíîñòè, äîñòàòî÷íî, ÷òîáû ∂O ∈ Cα, α > 3/2).

Ôàêòîðèçóåì Q0 = f−2
0 . Îòìåòèì, ÷òî ñîãëàñíî (2.19)

|f0| 6 ‖f‖L∞ = ‖Q−1
0 ‖

1/2
L∞
, |f−1

0 | 6 ‖f
−1‖L∞ = ‖Q0‖1/2L∞

. (2.37)

Íàì ïîòðåáóåòñÿ âñïîìîãàòåëüíûé îïåðàòîð B̃0
N = f0B

0
Nf0. Îòìåòèì ðàâåíñòâî

(B0
N − ζQ0)−1 = f0(B̃0

N − ζI)−1f0. (2.38)

Ïóñòü

u0 = (B0
N − ζQ0)−1F, F ∈ L2(O;Cn),

� ðåøåíèå óñðåäíåííîé çàäà÷è Íåéìàíà. Ðåøåíèå u0 ∈ H1(O;Cn) óäîâëåòâîðÿåò òîæäåñòâó

b0
N [u0,η]− ζ(Q0u0,η)L2(O) = (F,η)L2(O), η ∈ H1(O;Cn). (2.39)

Ëåììà 2.6. Ïðè ζ ∈ C \ R+ ñïðàâåäëèâû îöåíêè∥∥(B0
N − ζQ0)−1

∥∥
L2(O)→L2(O)

6 c(φ)|ζ|−1‖Q−1
0 ‖L∞ , (2.40)∥∥(B0

N − ζQ0)−1
∥∥
L2(O)→H1(O)

6 C1c(φ)|ζ|−1/2, (2.41)∥∥(B0
N − ζQ0)−1

∥∥
L2(O)→H2(O)

6 C2c(φ). (2.42)

Çäåñü ïîñòîÿííàÿ C1 � òà æå, ÷òî â ëåììå 2.4, C2 = ĉ‖Q0‖1/2L∞
‖Q−1

0 ‖
1/2
L∞

.

Äîêàçàòåëüñòâî. Îöåíêè (2.40), (2.41) óñòàíàâëèâàþòñÿ àíàëîãè÷íî îöåíêàì èç ëåììû 2.4.
Ïðîâåðèì (2.42). Î÷åâèäíî,∥∥(B0

N − ζQ0)−1
∥∥
L2(O)→H2(O)

6
∥∥(B0

N )−1
∥∥
L2(O)→H2(O)

∥∥B0
N (B0

N − ζQ0)−1
∥∥
L2(O)→L2(O)

. (2.43)
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Â ñèëó (2.38) èìååì B0
N (B0

N − ζQ0)−1 = B0
Nf0(B̃0

N − ζI)−1f0 = f−1
0 B̃0

N (B̃0
N − ζI)−1f0. Òîãäà∥∥B0

N (B0
N − ζQ0)−1

∥∥
L2(O)→L2(O)

6 |f−1
0 ||f0| sup

x>0

x

|x− ζ|
6 ‖Q0‖1/2L∞

‖Q−1
0 ‖

1/2
L∞
c(φ). (2.44)

Ìû ó÷ëè (2.37). Òåïåðü èç (2.36), (2.43) è (2.44) âûòåêàåò îöåíêà (2.42). �

� 3. Ôîðìóëèðîâêà ðåçóëüòàòîâ. Ââåäåíèå ïîïðàâêè òèïà ïîãðàíè÷íîãî ñëîÿ

3.1. Ðåçóëüòàòû â ñëó÷àå ζ ∈ C \ R+, |ζ| > 1. Ïîëîæèì (∂O)ε :={
x ∈ Rd : dist {x; ∂O} < ε

}
. Âûáåðåì ÷èñëà ε0, ε1 ∈ (0, 1] ñîãëàñíî ñëåäóþùåìó óñëîâèþ.

Óñëîâèå 3.1. Ïóñòü ÷èñëî ε0 ∈ (0, 1] òàêîâî, ÷òî ïîëîñêó (∂O)ε0 ìîæíî

ïîêðûòü êîíå÷íûì íàáîðîì îêðåñòíîñòåé, äîïóñêàþùèõ äèôôåîìîðôèçìû êëàññà C0,1,

ðàñïðÿìëÿþùèå ãðàíèöó ∂O. Îáîçíà÷èì ε1 = ε0(1 + r1)−1, ãäå 2r1 = diam Ω.

ßñíî, ÷òî ε1 çàâèñèò òîëüêî îò îáëàñòè O è îò ïàðàìåòðîâ ðåøåòêè Γ. Îòìåòèì, ÷òî äëÿ
ñïðàâåäëèâîñòè óñëîâèÿ 3.1 äîñòàòî÷íî, ÷òîáû ∂O áûëà ëèïøèöåâîé. Ìû íàëîæèëè áîëåå
îãðàíè÷èòåëüíîå óñëîâèå ∂O ∈ C1,1, ÷òîáû ãàðàíòèðîâàòü ñïðàâåäëèâîñòü îöåíêè (2.36).
Ñôîðìóëèðóåì îñíîâíûå ðåçóëüòàòû ðàáîòû.

Òåîðåìà 3.2. Ïóñòü O ⊂ Rd � îãðàíè÷åííàÿ îáëàñòü ñ ãðàíèöåé êëàññà C1,1. Ïóñòü

ζ = |ζ|eiφ ∈ C \ R+, |ζ| > 1. Ïóñòü uε = (BN,ε − ζQε0)−1F è u0 = (B0
N − ζQ0)−1F, ãäå

F ∈ L2(O;Cn). Ïóñòü ÷èñëî ε1 ïîä÷èíåíî óñëîâèþ 3.1. Òîãäà ïðè 0 < ε 6 ε1 ñïðàâåäëèâà

îöåíêà

‖uε − u0‖L2(O) 6 C3c(φ)2ε|ζ|−1/2‖F‖L2(O). (3.1)

Çäåñü c(φ) � âåëè÷èíà (1.40); ïîñòîÿííàÿ C3 çàâèñèò òîëüêî îò èñõîäíûõ äàííûõ (2.35).
Â îïåðàòîðíûõ òåðìèíàõ,∥∥(BN,ε − ζQε0)−1 − (B0

N − ζQ0)−1
∥∥
L2(O)→L2(O)

6 C3c(φ)2ε|ζ|−1/2. (3.2)

×òîáû àïïðîêñèìèðîâàòü ðåøåíèå â êëàññå Ñîáîëåâà H1(O;Cn), ââåäåì êîððåêòîð. Äëÿ
ýòîãî ôèêñèðóåì ëèíåéíûé íåïðåðûâíûé îïåðàòîð ïðîäîëæåíèÿ

PO : H l(O;Cn)→ H l(Rd;Cn), l ∈ Z+. (3.3)

Òàêîé ½óíèâåðñàëüíûé� îïåðàòîð ïðîäîëæåíèÿ ñóùåñòâóåò äëÿ ëþáîé îãðàíè÷åííîé
îáëàñòè ñ ëèïøèöåâîé ãðàíèöåé (ñì. [St] èëè [R]). Ïðè ýòîì

‖PO‖Hl(O)→Hl(Rd) 6 C
(l)
O , l ∈ Z+, (3.4)

ãäå ïîñòîÿííàÿ C
(l)
O çàâèñèò ëèøü îò l è îò îáëàñòè O. ×åðåç RO îáîçíà÷èì îïåðàòîð

ñóæåíèÿ ôóíêöèé â Rd íà îáëàñòü O. Ïîëîæèì
KN (ε; ζ) := RO

(
[Λε]b(D) + [Λ̃ε]

)
SεPO(B0

N − ζQ0)−1. (3.5)

Íàì ïîíàäîáèòñÿ òàêæå îïåðàòîð

GN (ε; ζ) := RO[g̃ε]Sεb(D)PO(B0
N − ζQ0)−1 +RO[gε

(
b(D)Λ̃

)ε
]SεPO(B0

N − ζQ0)−1. (3.6)

Ëåììà 3.3. Ïóñòü îïåðàòîðû KN (ε; ζ) è GN (ε; ζ) îïðåäåëåíû â (3.5) è (3.6)
ñîîòâåòñòâåííî. Îïåðàòîð KN (ε; ζ) íåïðåðûâåí èç L2(O;Cn) â H1(O;Cn), à îïåðàòîð

GN (ε; ζ) íåïðåðûâåí èç L2(O;Cn) â L2(O;Cm). Ïðè ζ ∈ C \ R+, |ζ| > 1, è 0 < ε 6 1
âûïîëíåíû îöåíêè

ε‖KN (ε; ζ)‖L2(O)→L2(O) 6 C
′
Kc(φ)ε|ζ|−1/2, (3.7)

ε‖DKN (ε; ζ)‖L2(O)→L2(O) 6 C
′′
Kc(φ)

(
ε+ |ζ|−1/2

)
, (3.8)

‖GN (ε; ζ)‖L2(O)→L2(O) 6 CGc(φ)|ζ|−1/2. (3.9)

Ïîñòîÿííûå C ′K , C
′′
K è CG çàâèñÿò òîëüêî îò èñõîäíûõ äàííûõ (2.35).
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Äîêàçàòåëüñòâî. Â ñèëó ïðåäëîæåíèÿ 1.2 è ñîîòíîøåíèé (1.5), (1.24), (1.32), (3.4)

ε‖KN (ε; ζ)‖L2(O)→L2(O) 6 εM1α
1/2
1 C

(1)
O
∥∥(B0

N − ζQ0)−1
∥∥
L2(O)→H1(O)

+ εM̃1C
(0)
O
∥∥(B0

N − ζQ0)−1
∥∥
L2(O)→L2(O)

.

Âìåñòå ñ (2.40) è (2.41) ñ ó÷åòîì îãðàíè÷åíèÿ |ζ| > 1 ýòî ïðèâîäèò ê îöåíêå (3.7) ñ

ïîñòîÿííîé C ′K = M1α
1/2
1 C

(1)
O C1 + M̃1C

(0)
O ‖Q

−1
0 ‖L∞ .

Äàëåå, èìååì

εDlKN (ε; ζ) = (DlΛ)εSεb(D)PO(B0
N − ζQ0)−1 + (DlΛ̃)εSεPO(B0

N − ζQ0)−1

+ εΛεSεb(D)DlPO(B0
N − ζQ0)−1 + εΛ̃εSεDlPO(B0

N − ζQ0)−1.
(3.10)

Ïðèìåíÿÿ ïðåäëîæåíèå 1.2 è ñîîòíîøåíèÿ (1.5), (1.24), (1.25), (1.32), (1.33), (3.4), îòñþäà
ïîëó÷àåì

ε‖DKN (ε; ζ)‖L2(O)→L2(O) 6
(
M2α

1/2
1 + εM̃1

)
C

(1)
O
∥∥(B0

N − ζQ0)−1
∥∥
L2(O)→H1(O)

+ M̃2C
(0)
O
∥∥(B0

N − ζQ0)−1
∥∥
L2(O)→L2(O)

+ εM1α
1/2
1 C

(2)
O
∥∥(B0

N − ζQ0)−1
∥∥
L2(O)→H2(O)

.

Êîìáèíèðóÿ ýòî ñ îöåíêàìè (2.40)�(2.42), ïðèõîäèì ê íåðàâåíñòâó (3.8) ñ ïîñòîÿííîé C ′′K =

max{M̃1C
(1)
O C1 +M1α

1/2
1 C

(2)
O C2;M2α

1/2
1 C

(1)
O C1 + M̃2C

(0)
O ‖Q

−1
0 ‖L∞}.

Òåïåðü îöåíèì îïåðàòîð (3.6) ñ ïîìîùüþ ïðåäëîæåíèÿ 1.2 è ñîîòíîøåíèé (1.5), (1.22),
(1.23), (1.31), (3.4):

‖GN (ε; ζ)‖L2(O)→L2(O) 6 C
′
G

∥∥(B0
N − ζQ0)−1

∥∥
L2(O)→H1(O)

+ C ′′G
∥∥(B0

N − ζQ0)−1
∥∥
L2(O)→L2(O)

,

ãäå C ′G = 2‖g‖L∞α
1/2
1 C

(1)
O è C ′′G = |Ω|−1/2α

−1/2
0 Ca‖g‖1/2L∞

‖g−1‖1/2L∞
C

(0)
O . Âìåñòå ñ (2.40) è (2.41)

ýòî äàåò îöåíêó (3.9) ñ ïîñòîÿííîé CG = C ′GC1 + C ′′G‖Q
−1
0 ‖L∞ . �

Ïîëîæèì ũ0 = POu0. ×åðåç vε îáîçíà÷èì ïåðâîå ïðèáëèæåíèå ê ðåøåíèþ uε:

ṽε := ũ0 + εΛεSεb(D)ũ0 + εΛ̃εSεũ0, (3.11)

vε := ṽε|O. (3.12)

Èíà÷å ãîâîðÿ, vε = (B0
N − ζQ0)−1F + εKN (ε; ζ)F, ãäå KN (ε; ζ) � îïåðàòîð (3.5).

Òåîðåìà 3.4. Ïóñòü âûïîëíåíû óñëîâèÿ òåîðåìû 3.2. Ïóñòü ìàòðèöû-ôóíêöèè Λ(x) è

Λ̃(x) � Γ-ïåðèîäè÷åñêèå ðåøåíèÿ çàäà÷ (1.20) è (1.30) ñîîòâåòñòâåííî, Sε � îïåðàòîð

ñãëàæèâàíèÿ ïî Ñòåêëîâó (1.1), è ïóñòü PO � îïåðàòîð ïðîäîëæåíèÿ (3.3). Ïîëîæèì

ũ0 = POu0. Ïóñòü ôóíêöèÿ vε îïðåäåëåíà â (3.11), (3.12). Òîãäà ïðè ζ ∈ C \ R+, |ζ| > 1, è
0 < ε 6 ε1 âûïîëíåíà îöåíêà

‖uε − vε‖H1(O) 6
(
C4c(φ)ε1/2|ζ|−1/4 + C5c(φ)2ε

)
‖F‖L2(O). (3.13)

Â îïåðàòîðíûõ òåðìèíàõ,∥∥(BN,ε − ζQε0)−1 − (B0
N − ζQ0)−1 − εKN (ε; ζ)

∥∥
L2(O)→H1(O)

6 C4c(φ)ε1/2|ζ|−1/4 + C5c(φ)2ε,

(3.14)

ãäå KN (ε; ζ) � îïåðàòîð (3.5). Ïóñòü ìàòðèöà-ôóíêöèÿ g̃(x) îïðåäåëåíà â (1.22). Äëÿ
ïîòîêà pε := gεb(D)uε ïðè ζ ∈ C \ R+, |ζ| > 1, è 0 < ε 6 ε1 ñïðàâåäëèâà îöåíêà∥∥pε − g̃εSεb(D)ũ0 − gε

(
b(D)Λ̃

)ε
Sεũ0

∥∥
L2(O)

6
(
C̃4c(φ)ε1/2|ζ|−1/4 + C̃5c(φ)2ε

)
‖F‖L2(O). (3.15)

Â îïåðàòîðíûõ òåðìèíàõ,∥∥gεb(D)(BN,ε − ζQε0)−1 −GN (ε; ζ)
∥∥
L2(O)→L2(O)

6 C̃4c(φ)ε1/2|ζ|−1/4 + C̃5c(φ)2ε. (3.16)
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Çäåñü îïåðàòîð GN (ε; ζ) îïðåäåëåí â (3.6). Ïîñòîÿííûå C4, C5, C̃4 è C̃5 çàâèñÿò òîëüêî îò

èñõîäíûõ äàííûõ (2.35).

Ñëåäñòâèå 3.5. Â óñëîâèÿõ òåîðåìû 3.4 ïðè ζ ∈ C \R+, |ζ| > 1, è 0 < ε 6 ε1 ñïðàâåäëèâà

îöåíêà ∥∥gεb(D)(BN,ε − ζQε0)−1 −GN (ε; ζ)
∥∥
L2(O)→L2(O)

6 C̃′4c(φ)3/2ε1/2|ζ|−1/4. (3.17)

Ïîñòîÿííàÿ C̃′4 çàâèñèò òîëüêî îò èñõîäíûõ äàííûõ (2.35).

3.2. Ïåðâûé ýòàï äîêàçàòåëüñòâà. Àññîöèèðîâàííàÿ çàäà÷à â Rd. Â ñèëó ëåììû 2.6
è (3.4) ïðè ζ ∈ C \ R+ ñïðàâåäëèâû îöåíêè

‖ũ0‖L2(Rd) 6 C7c(φ)|ζ|−1‖F‖L2(O); C7 := C
(0)
O ‖Q

−1
0 ‖L∞ , (3.18)

‖ũ0‖H1(Rd) 6 C8c(φ)|ζ|−1/2‖F‖L2(O); C8 := C
(1)
O C1, (3.19)

‖ũ0‖H2(Rd) 6 C9c(φ)‖F‖L2(O); C9 := C
(2)
O C2. (3.20)

Ïîëîæèì
F̃ := (B0 − ζQ0)ũ0, (3.21)

ãäå B0 � îïåðàòîð (1.37). Òîãäà F̃ ∈ L2(Rd;Cn) è F̃|O = F. Â ñèëó âåðõíåé îöåíêè (1.39),
(3.18) è (3.20) èìååì

‖F̃‖L2(Rd) 6 CL‖ũ0‖H2(Rd) + |ζ||Q0|‖ũ0‖L2(Rd) 6 C10c(φ)‖F‖L2(O), (3.22)

C10 := CLC9 + C7‖Q0‖L∞ .

Ïóñòü ũε ∈ H1(Rd;Cn) � ðåøåíèå óðàâíåíèÿ â Rd:

Bεũε − ζQε0ũε = F̃, (3.23)

ò. å. ũε = (Bε − ζQε0)−1F̃. Îáúåäèíÿÿ (3.21)�(3.23) è ïðèìåíÿÿ òåîðåìû 1.6 è 1.7, íàõîäèì,
÷òî ïðè 0 < ε 6 1 è ζ ∈ C \ R+, |ζ| > 1, ñïðàâåäëèâû îöåíêè

‖ũε − ũ0‖L2(Rd) 6 C1C10c(φ)3ε|ζ|−1/2‖F‖L2(O), (3.24)

‖ũε − ṽε‖L2(Rd) 6 C2C10c(φ)3ε|ζ|−1/2‖F‖L2(O), (3.25)

‖D(ũε − ṽε)‖L2(Rd) 6 C3C10c(φ)3ε‖F‖L2(O), (3.26)∥∥gεb(D)ũε − g̃εSεb(D)ũ0 − gε(b(D)Λ̃)εSεũ0

∥∥
L2(Rd)

6 C4C10c(φ)3ε‖F‖L2(O). (3.27)

Òåïåðü èç (3.25) è (3.26) ñ ó÷åòîì |ζ| > 1 ñëåäóåò, ÷òî

‖ũε − ṽε‖H1(Rd) 6 (C2 + C3)C10c(φ)3ε‖F‖L2(O). (3.28)

3.3. Âòîðîé ýòàï äîêàçàòåëüñòâà. Ââåäåíèå ïîïðàâêè òèïà ïîãðàíè÷íîãî ñëîÿ.
Ââåäåì ïîïðàâêó wε ∈ H1(O;Cn) êàê ôóíêöèþ, óäîâëåòâîðÿþùóþ èíòåãðàëüíîìó
òîæäåñòâó

bN,ε[wε,η]− ζ(Qε0wε,η)L2(O) = Iε[η], η ∈ H1(O;Cn), (3.29)

ãäå

Iε[η] :=
(
g̃εSεb(D)ũ0 + gε(b(D)Λ̃)εSεũ0, b(D)η

)
L2(O)

+

d∑
j=1

((
Djvε, (a

ε
j)
∗η
)
L2(O)

+
(
(aεj)

∗vε, Djη
)
L2(O)

)
+
(
Qεvε,η

)
L2(O)

+(λ− ζ)(Qε0u0,η
)
L2(O)

−
(
F,η

)
L2(O)

, η ∈ H1(O;Cn).

(3.30)

Ëåãêî âèäåòü, ÷òî ôóíêöèîíàë (3.30) ÿâëÿåòñÿ àíòèëèíåéíûì è íåïðåðûâíûì â H1(O;Cn).

Äëÿ ïåðâîãî ÷ëåíà íåïðåðûâíîñòü ñëåäóåò èç ïðåäëîæåíèÿ 1.2 è âêëþ÷åíèé g̃, g(b(D)Λ̃) ∈
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L2(Ω). Äàëåå, â ñèëó (2.10) è íåïðåðûâíîñòè âëîæåíèÿ H1(O;Cn) ↪→ Lq(O;Cn) (ñ
êîíñòàíòîé âëîæåíèÿ C(q;O)) âûïîëíåíà îöåíêà( d∑

j=1

‖(aεj)∗η‖2L2(O)

)1/2

6 C11‖η‖H1(O), η ∈ H1(O;Cn), (3.31)

ãäå C11 = c
1/ρ
1 C(q;O)

(∑d
j=1 ‖aj‖2Lρ(Ω)

)1/2
. Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî âòîðîé ÷ëåí â (3.30)

íåïðåðûâåí â H1(O;Cn). Àíàëîãè÷íî, èç (2.13) è íåïðåðûâíîñòè âëîæåíèÿ H1(O;Cn) ↪→
Lq̌(O;Cn) (ñ êîíñòàíòîé âëîæåíèÿ C(q̌;O)) âûòåêàåò îöåíêà

‖|Qε|1/2η‖L2(O) 6 C12‖η‖H1(O), η ∈ H1(O;Cn), (3.32)

ãäå C12 = c
1/2s
1 C(q̌;O)‖Q‖1/2Ls(Ω). Ïîýòîìó òðåòüå ñëàãàåìîå â (3.30) íåïðåðûâíî â H

1(O;Cn).

Äëÿ ïîñëåäíèõ äâóõ ÷ëåíîâ íåïðåðûâíîñòü î÷åâèäíà.
Ñòàíäàðòíûì îáðàçîì ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî ðåøåíèå wε çàäà÷è (3.29) ñóùåñòâóåò è

åäèíñòâåííî. Ïîïðàâêó wε òàêîãî òèïà ÷àñòî íàçûâàþò ”
êîððåêòîðîì òèïà ïîãðàíè÷íîãî

ñëîÿ“.

Ëåììà 3.6. Ïóñòü ζ ∈ C \ R+ è |ζ| > 1. Ïóñòü uε = (BN,ε − ζQε0)−1F, ãäå F ∈ L2(O;Cn).
Ïóñòü ũε îïðåäåëåíî â ï. 3.2. Ïóñòü wε ∈ H1(O;Cn) óäîâëåòâîðÿåò òîæäåñòâó (3.29).
Òîãäà ñïðàâåäëèâû îöåíêè

‖D(uε − ũε + wε)‖L2(O) 6 C6εc(φ)4‖F‖L2(O), (3.33)

‖uε − ũε + wε‖L2(O) 6 C7εc(φ)4|ζ|−1/2‖F‖L2(O). (3.34)

Ïîñòîÿííûå C6 è C7 çàâèñÿò ëèøü îò äàííûõ çàäà÷è (2.35).

Äîêàçàòåëüñòâî. Îáîçíà÷èì Vε := uε − ũε + wε. Ñ ó÷åòîì (2.22), (3.12) è (3.29) ôóíêöèÿ
Vε ∈ H1(O;Cn) óäîâëåòâîðÿåò òîæäåñòâó

bN,ε[Vε,η]− ζ(Qε0Vε,η)L2(O)

= −
(
gεb(D)ũε − g̃εSεb(D)ũ0 − gε(b(D)Λ̃)εSεũ0, b(D)η

)
L2(O)

−
d∑
j=1

((
Dj(ũε − ṽε), (a

ε
j)
∗η
)
L2(O)

+
(
(aεj)

∗(ũε − ṽε), Djη
)
L2(O)

)
−
(
Qε(ũε − ṽε),η

)
L2(O)

− (λ− ζ)
(
Qε0(ũε − ũ0),η

)
L2(O)

, η ∈ H1(O;Cn).

(3.35)

Îáîçíà÷èì ïðàâóþ ÷àñòü (3.35) ÷åðåç Jε[η]. Èñïîëüçóÿ (3.24), (3.26)�(3.28), (3.31), (3.32),
óáåæäàåìñÿ, ÷òî

|Jε[η]| 6 C13c(φ)3ε‖F‖L2(O)

(
‖Dη‖L2(O) + |ζ|1/2‖η‖L2(O)

)
, (3.36)

ãäå ïîñòîÿííàÿ C13 çàâèñèò ëèøü îò äàííûõ çàäà÷è (2.35).
Ïîäñòàâèì η = Vε â òîæäåñòâî (3.35), âîçüìåì ìíèìóþ ÷àñòü îò ïîëó÷åííîãî ðàâåíñòâà

è ïðèìåíèì (3.36):

|Im ζ|(Qε0Vε,Vε)L2(O) 6 C13c(φ)3ε‖F‖L2(O)

(
‖DVε‖L2(O) + |ζ|1/2‖Vε‖L2(O)

)
. (3.37)

Ïðè Re ζ > 0 (à òîãäà Im ζ 6= 0) îòñþäà âûâîäèì

(Qε0Vε,Vε)L2(O) 6 2C13c(φ)4ε|ζ|−1‖DVε‖L2(O)‖F‖L2(O)

+ C2
13‖Q−1

0 ‖L∞c(φ)8ε2|ζ|−1‖F‖2L2(O), Re ζ > 0.
(3.38)
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Åñëè Re ζ < 0, òî â ðàâåíñòâå (3.35) ïðè η = Vε âîçüìåì âåùåñòâåííóþ ÷àñòü. Ïðè
ðàññìàòðèâàåìûõ çíà÷åíèÿõ ζ èìååì c(φ) = 1 è ñ ó÷åòîì (3.36) ïîëó÷àåì

|Re ζ|(Qε0Vε,Vε)L2(O) 6 C13ε‖F‖L2(O)

(
‖DVε‖L2(O) + |ζ|1/2‖Vε‖L2(O)

)
. (3.39)

Ñêëàäûâàÿ (3.37) è (3.39), ïðèõîäèì ê íåðàâåíñòâó

|ζ|(Qε0Vε,Vε)L2(O) 6 2C13ε‖F‖L2(O)

(
‖DVε‖L2(O) + |ζ|1/2‖Vε‖L2(O)

)
.

Ñëåäîâàòåëüíî,

(Qε0Vε,Vε)L2(O) 6 4C13ε|ζ|−1‖DVε‖L2(O)‖F‖L2(O)

+ 4C2
13‖Q−1

0 ‖L∞ε
2|ζ|−1‖F‖2L2(O), Re ζ < 0.

Â èòîãå îòñþäà è èç (3.38) ñëåäóåò, ÷òî ïðè âñåõ ðàññìàòðèâàåìûõ çíà÷åíèÿõ ζ âûïîëíåíî

(Qε0Vε,Vε)L2(O) 6 4C13c(φ)4ε|ζ|−1‖DVε‖L2(O)‖F‖L2(O)

+ 4C2
13‖Q−1

0 ‖L∞c(φ)8ε2|ζ|−1‖F‖2L2(O).
(3.40)

Òåïåðü èç (3.35) ïðè η = Vε è (3.36) ïîëó÷àåì

bN,ε[Vε,Vε] 6 |Jε[Vε]|+ |ζ|(Qε0Vε,Vε)L2(O)

6 C13c(φ)3ε‖F‖L2(O)‖DVε‖L2(O)

+ C2
13‖Q−1

0 ‖L∞c(φ)6ε2‖F‖2L2(O) + 2|ζ|(Qε0Vε,Vε)L2(O).

Ñ ó÷åòîì (2.17) è (3.40) îòñþäà âûòåêàåò èñêîìàÿ îöåíêà (3.33) ñ ïîñòîÿííîé C2
6 = 81C2

13c
−2
4 +

18C2
13c
−1
4 ‖Q

−1
0 ‖L∞ . Ñîîòíîøåíèÿ (3.33) è (3.40) ïðèâîäÿò ê íåðàâåíñòâó (3.34) ñ ïîñòîÿííîé

C2
7 = 4C13C6‖Q−1

0 ‖L∞ + 4C2
13‖Q

−1
0 ‖2L∞ . �

Èç ëåììû 3.6 è îöåíêè (3.28) âûòåêàåò ñëåäóþùàÿ òåîðåìà, êîòîðàÿ ïîêàçûâàåò, ÷òî ïðè
ó÷åòå ïîïðàâêè wε ðåøåíèå uε ïðèáëèæàåòñÿ ôóíêöèåé vε − wε ïî íîðìå â H1(O;Cn) ñ
ïîãðåøíîñòüþ òî÷íîãî ïîðÿäêà O(ε).

Òåîðåìà 3.7. Ïóñòü âûïîëíåíû óñëîâèÿ òåîðåìû 3.4. Ïóñòü wε ∈ H1(O;Cn)
óäîâëåòâîðÿåò òîæäåñòâó (3.29). Òîãäà ïðè 0 < ε 6 1 è ζ ∈ C \ R+, |ζ| > 1, ñïðàâåäëèâà
îöåíêà

‖uε − vε + wε‖H1(O) 6 C8c(φ)4ε‖F‖L2(O). (3.41)

Ïîñòîÿííàÿ C8 çàâèñèò òîëüêî îò èñõîäíûõ äàííûõ (2.35).

Äàëüíåéøèé ïëàí äîêàçàòåëüñòâà òåîðåì 3.2 è 3.4 òàêîâ. Ìû ñíà÷àëà äîêàæåì îöåíêó
(3.14) ïðè Re ζ 6 0. Çàòåì óñòàíîâèì (3.2) òàêæå ïðè Re ζ 6 0, èñïîëüçóÿ óæå äîêàçàííóþ
îöåíêó (3.14) è ñîîáðàæåíèÿ äâîéñòâåííîñòè. Ïîñëå ýòîãî ìû çàâåðøèì äîêàçàòåëüñòâà
òåîðåì, îïèðàÿñü íà ïîäõîäÿùèå òîæäåñòâà äëÿ ðåçîëüâåíò, ïîçâîëÿþùèå ïåðåíîñèòü óæå
äîêàçàííûå îöåíêè èç òî÷êè ζ â ëåâîé ïîëóïëîñêîñòè â ñèììåòðè÷íóþ òî÷êó â ïðàâîé
ïîëóïëîñêîñòè. (Òàêîé ïðèåì ðàíåå ïðèìåíÿëñÿ â [MSu4, �10].)
Âûâîäû. 1) Èç (3.41) ñëåäóåò îöåíêà

‖uε − vε‖H1(O) 6 C8ε‖F‖L2(O) + ‖wε‖H1(O), Re ζ 6 0, |ζ| > 1. (3.42)

Ïîýòîìó äëÿ äîêàçàòåëüñòâà îöåíêè (3.14) (ïðè Re ζ 6 0) íóæíî îöåíèòü íàäëåæàùèì
îáðàçîì íîðìó ôóíêöèè wε â H

1(O;Cn).
2) Èç (3.24) è (3.34) âèäíî, ÷òî

‖uε − u0‖L2(O) 6 C9ε|ζ|−1/2‖F‖L2(O) + ‖wε‖L2(O), Re ζ 6 0, |ζ| > 1, (3.43)

ãäå C9 = C7 + C1C10. Ïîýòîìó äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû 3.2 (ïðè Re ζ 6 0) ñâîäèòñÿ ê
îöåíèâàíèþ ôóíêöèè wε â L2(O;Cn).
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� 4. Âñïîìîãàòåëüíûå óòâåðæäåíèÿ

4.1. Îöåíêè â îêðåñòíîñòè ãðàíèöû. Â íàñòîÿùåì ïóíêòå ïðèâîäÿòñÿ âñïîìîãàòåëüíûå
óòâåðæäåíèÿ, ñâÿçàííûå ñ îöåíêàìè èíòåãðàëîâ ïî óçêîé îêðåñòíîñòè ∂O.

Ëåììà 4.1. Ïóñòü ñïðàâåäëèâî óñëîâèå 3.1. Îáîçíà÷èì Υε = (∂O)ε ∩ O. Òîãäà äëÿ ëþáîé
ôóíêöèè u ∈ H1(O) ñïðàâåäëèâà îöåíêà∫

Υε

|u|2 dx 6 βε‖u‖H1(O)‖u‖L2(O), 0 < ε 6 ε0.

Ïîñòîÿííàÿ β çàâèñèò òîëüêî îò îáëàñòè O.

Ëåììà 4.2. Ïóñòü âûïîëíåíî óñëîâèå 3.1. Ïóñòü f(x) � Γ-ïåðèîäè÷åñêàÿ ôóíêöèÿ â Rd
òàêàÿ, ÷òî f ∈ L2(Ω). Ïóñòü Sε � îïåðàòîð (1.1). Îáîçíà÷èì β∗ = β(1 + r1), ãäå 2r1 =
diam Ω. Òîãäà ïðè 0 < ε 6 ε1 äëÿ ëþáîé ôóíêöèè u ∈ H1(Rd;Ck) ñïðàâåäëèâà îöåíêà∫

(∂O)ε

|f ε(x)|2|(Sεu)(x)|2 dx 6 β∗ε|Ω|−1‖f‖2L2(Ω)‖u‖H1(Rd)‖u‖L2(Rd).

Ëåììà 4.2 àíàëîãè÷íà ëåììå 2.6 èç [ZhPas1]. Ëåììû 4.1 è 4.2 ïðîâåðåíû â [PSu, �5] ïðè
óñëîâèè ∂O ∈ C1, íî äîêàçàòåëüñòâà ïåðåíîñÿòñÿ è íà ñëó÷àé óñëîâèÿ 3.1.

4.2. Òðàäèöèîííàÿ ëåììà òåîðèè óñðåäíåíèÿ. Íàì ïîíàäîáèòñÿ ñëåäóþùèé âàðèàíò
òðàäèöèîííîé ëåììû òåîðèè óñðåäíåíèÿ (ñì., íàïðèìåð, [ZhKO, ãëàâà 1, �1]);
äîêàçàòåëüñòâî ýòîãî âàðèàíòà ëåììû ìîæíî íàéòè â [Su6, ëåììà 3.1].

Ëåììà 4.3. Ïóñòü fl(x), l = 1, . . . , d, � Γ-ïåðèîäè÷åñêèå (n×m)-ìàòðèöû-ôóíêöèè â Rd,
ïðè÷åì

fl ∈ L2(Ω),

∫
Ω
fl(x) dx = 0, l = 1, . . . , d;

d∑
l=1

Dlfl(x) = 0,

ãäå ïîñëåäíåå óðàâíåíuå nîíèìàåòñÿ â ñìûñëå òåîðèè ðàñïðåäåëåíèé. Òîãäà ñóùåñòâóþò

Γ-ïåðèîäè÷åñêèå (n×m)-ìàòðèöû-ôóíêöèè Mlj(x) â Rd, l, j = 1, . . . , d, òàêèå ÷òî

Mlj ∈ H̃1(Ω),

∫
Ω
Mlj(x) dx = 0; Mlj(x) = −Mjl(x), l, j = 1, . . . , d; (4.1)

fl(x) =
d∑
j=1

∂jMlj(x), l = 1, . . . , d. (4.2)

Ñïðàâåäëèâû îöåíêè

‖Mlj‖L2(Ω) 6 (2r0)−1
(
‖fl‖L2(Ω) + ‖fj‖L2(Ω)

)
, l, j = 1, . . . , d. (4.3)

4.3. Ëåììà î hε − h. Áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî 0 < ε 6 ε0. Ôèêñèðóåì ñðåçêó θε(x) â Rd, òàêóþ
÷òî

θε ∈ C∞0 (Rd), supp θε ⊂ (∂O)ε, 0 6 θε(x) 6 1,

θε(x) = 1 ïðè x ∈ ∂O; ε|∇θε(x)| 6 κ = Const.
(4.4)

Ïîñòîÿííàÿ κ çàâèñèò òîëüêî îò d è îò îáëàñòè O.

Ëåììà 4.4. Ïóñòü p(x), a(x) � Γ-ïåðèîäè÷åñêèå (n× n)-ìàòðèöû-ôóíêöèè â Rd, ïðè÷åì
p ∈ L2(Ω), a ∈ Lρ(Ω), ãäå ρ = 2 ïðè d = 1, ρ > d ïðè d > 2. Ïîëîæèì h(x) := a(x)p(x) è

h = |Ω|−1
∫

Ω h(x) dx. Ïóñòü Sε � îïåðàòîð (1.1). Ïóñòü ũ ∈ H1(Rd;Cn) è η ∈ H1(O;Cn).
Îáîçíà÷èì

tε[ũ,η] :=
(
(hε − h)Sεũ,η

)
L2(O)

.
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1◦. Ïðè 0 < ε 6 ε1 ñïðàâåäëèâà îöåíêà∣∣tε[ũ,η]
∣∣ 6 C ′ε‖a‖Lρ(Ω)‖p‖L2(Ω)

(
‖ũ‖H1(Rd)‖η‖L2(O) + ‖ũ‖L2(Rd)‖η‖H1(O)

)
+ C ′′ε1/2‖p‖L2(Ω)‖ũ‖

1/2

H1(Rd)
‖ũ‖1/2

L2(Rd)
‖(aε)∗η‖L2(Υε).

(4.5)

Çäåñü C ′′ çàâèñèò ëèøü îò îáëàñòè O è ðåøåòêè Γ, à C ′ çàâèñèò îò òåõ æå ïàðàìåòðîâ

è îò ρ.
2◦. Ïðè äîïîëíèòåëüíîì ïðåäïîëîæåíèè a(x) = 1 (ò. å. h = p ∈ L2(Ω)) ïðè 0 < ε 6 ε1

ñïðàâåäëèâà îöåíêà∣∣tε[ũ,η]
∣∣ 6 C ′′′ε‖h‖L2(Ω)

(
‖ũ‖H1(Rd)‖η‖L2(O) + ‖ũ‖L2(Rd)‖η‖H1(O)

)
. (4.6)

Ïîñòîÿííàÿ C ′′′ çàâèñèò ëèøü îò îáëàñòè O è ðåøåòêè Γ.
3◦. Ïðè äîïîëíèòåëüíîì ïðåäïîëîæåíèè h ∈ L∞ ïðè 0 < ε 6 ε1 ñïðàâåäëèâà îöåíêà∣∣((hε − h)u,η

)
L2(O)

∣∣ 6 C̃ ′′′ε‖h‖L∞(‖u‖H1(O)‖η‖L2(O) + ‖u‖L2(O)‖η‖H1(O)

)
,

∀u,η ∈ H1(O;Cn).

Ïîñòîÿííàÿ C̃ ′′′ çàâèñèò ëèøü îò îáëàñòè O è ðåøåòêè Γ.

Äîêàçàòåëüñòâî. 1◦. Ïóñòü Φ(x) � Γ-ïåðèîäè÷åñêîå (îáîáùåííîå) ðåøåíèå çàäà÷è

∆Φ(x) = h(x)− h,
∫

Ω
Φ(x) dx = 0.

Òîãäà (n× n)-ìàòðèöà-ôóíêöèÿ Φ ∈ H̃1(Ω) óäîâëåòâîðÿåò òîæäåñòâó(
∇ΦC,∇ψ

)
L2(Ω)

= −(pC, a∗ψ)L2(Ω) + (hC,ψ)L2(Ω), ∀ψ ∈ H̃1(Ω;Cn), C ∈ Cn. (4.7)

Ïîäñòàâëÿÿ ψ = ΦC â òîæäåñòâî (4.7) è ó÷èòûâàÿ îöåíêó

‖a∗Φ‖L2(Ω) 6 C(q; Ω)‖a‖Lρ(Ω)‖Φ‖H1(Ω),

âûòåêàþùóþ èç íåðàâåíñòâà Ã¼ëüäåðà è òåîðåìû âëîæåíèÿ, è íåðàâåíñòâî Ïóàíêàðå
‖Φ‖L2(Ω) 6 (2r0)−1‖∇Φ‖L2(Ω), ïîëó÷àåì

‖Φ‖H1(Ω) 6 Č‖p‖L2(Ω)‖a‖Lρ(Ω), (4.8)

ãäå ïîñòîÿííàÿ Č çàâèñèò ëèøü îò ρ è ïàðàìåòðîâ ðåøåòêè Γ.

Ïîëîæèì ϕj(x) := ∂jΦ(x), j = 1, . . . , d. Òîãäà h(x) − h =
∑d

j=1 ∂jϕj(x) (ðàâåíñòâî

ïîíèìàåòñÿ â ñìûñëå îáîáùåííûõ ôóíêöèé). Ñëåäîâàòåëüíî, hε−h = ε
∑d

j=1 ∂jϕ
ε
j , à ïîòîìó

tε[ũ,η] = t(1)
ε [ũ,η]− t(2)

ε [ũ,η], (4.9)

t(1)
ε [ũ,η] = ε

d∑
j=1

(
∂j(ϕ

ε
jSεũ),η

)
L2(O)

, (4.10)

t(2)
ε [ũ,η] = ε

d∑
j=1

(
ϕεjSε∂jũ,η

)
L2(O)

. (4.11)

×ëåí (4.11) îöåíèì ñ ïîìîùüþ ïðåäëîæåíèÿ 1.2 è (4.8):∣∣t(2)
ε [ũ,η]

∣∣ 6 ε|Ω|−1/2‖∇Φ‖L2(Ω)‖Dũ‖L2(Rd)‖η‖L2(O)

6 Čε|Ω|−1/2‖p‖L2(Ω)‖a‖Lρ(Ω)‖Dũ‖L2(Rd)‖η‖L2(O).
(4.12)
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Ïóñòü θε � ñðåçêà, ïîä÷èíåííàÿ óñëîâèÿì (4.4). Ïðåäñòàâèì ôóíêöèîíàë (4.10) â âèäå

t(1)
ε [ũ,η] = t̃(1)

ε [ũ,η] + t̂(1)
ε [ũ,η], (4.13)

t̃(1)
ε [ũ,η] = ε

d∑
j=1

(
∂j(θεϕ

ε
jSεũ),η

)
L2(O)

, (4.14)

t̂(1)
ε [ũ,η] =− ε

d∑
j=1

(
(1− θε)ϕεjSεũ, ∂jη

)
L2(O)

. (4.15)

×ëåí (4.15) îöåíèâàåòñÿ íà îñíîâàíèè (4.4), ïðåäëîæåíèÿ 1.2 è (4.8):∣∣̂t(1)
ε [ũ,η]

∣∣ 6 ε|Ω|−1/2‖∇Φ‖L2(Ω)‖ũ‖L2(Rd)‖Dη‖L2(O)

6 Čε|Ω|−1/2‖p‖L2(Ω)‖a‖Lρ(Ω)‖ũ‖L2(Rd)‖Dη‖L2(O).
(4.16)

Äàëåå, ÷ëåí (4.14) ïðåäñòàâèì â âèäå

t̃(1)
ε [ũ,η] = ε

d∑
j=1

(
(∂jθε)ϕ

ε
jSεũ,η

)
L2(O)

+
(
θε(h

ε − h)Sεũ,η
)
L2(O)

+ ε

d∑
j=1

(
θεϕ

ε
jSε∂jũ,η

)
L2(O)

.

(4.17)

Ïðèìåíÿÿ ëåììû 4.1 è 4.2 è ñîîòíîøåíèÿ (4.4), (4.8), îöåíèì ïåðâîå ñëàãàåìîå â ïðàâîé
÷àñòè (4.17):

ε

∣∣∣∣ d∑
j=1

(
(∂jθε)ϕ

ε
jSεũ,η

)
L2(O)

∣∣∣∣ 6 κ‖(∇Φ)εSεũ‖L2((∂O)ε)‖η‖L2(Υε)

6 Č ′ε‖p‖L2(Ω)‖a‖Lρ(Ω)‖ũ‖
1/2

H1(Rd)
‖ũ‖1/2

L2(Rd)
‖η‖1/2

H1(O)
‖η‖1/2L2(O)

6
1

2
Č ′ε‖p‖L2(Ω)‖a‖Lρ(Ω)

(
‖ũ‖H1(Rd)‖η‖L2(O) + ‖ũ‖L2(Rd)‖η‖H1(O)

)
, 0 < ε 6 ε1.

(4.18)

Çäåñü Č ′ = κ(ββ∗)
1/2|Ω|−1/2Č.

Âòîðîé ÷ëåí â ïðàâîé ÷àñòè (4.17) îöåíèâàåòñÿ ñ ïîìîùüþ (4.4) è ëåìì 4.1, 4.2:∣∣(θε(hε − h)Sεũ,η
)
L2(O)

∣∣ 6 ‖pεSεũ‖L2((∂O)ε)‖(a
ε)∗η‖L2(Υε) + ‖hSεũ‖L2((∂O)ε)‖η‖L2(Υε)

6 β1/2
∗ |Ω|−1/2ε1/2‖p‖L2(Ω)‖ũ‖

1/2

H1(Rd)
‖ũ‖1/2

L2(Rd)
‖(aε)∗η‖L2(Υε)

+ (ββ∗)
1/2|Ω|−1ε‖p‖L2(Ω)‖a‖L2(Ω)‖ũ‖

1/2

H1(Rd)
‖ũ‖1/2

L2(Rd)
‖η‖1/2

H1(O)
‖η‖1/2L2(O)

6 β1/2
∗ |Ω|−1/2ε1/2‖p‖L2(Ω)‖ũ‖

1/2

H1(Rd)
‖ũ‖1/2

L2(Rd)
‖(aε)∗η‖L2(Υε)

+
1

2
(ββ∗)

1/2|Ω|−1ε‖p‖L2(Ω)‖a‖L2(Ω)

(
‖ũ‖H1(Rd)‖η‖L2(O) + ‖ũ‖L2(Rd)‖η‖H1(O)

)
, 0 < ε 6 ε1.

(4.19)

Íàêîíåö, òðåòèé ÷ëåí â ïðàâîé ÷àñòè (4.17) îöåíèâàåòñÿ ïî àíàëîãèè ñ (4.12):

ε

∣∣∣∣ d∑
j=1

(
θεϕ

ε
jSε∂jũ,η

)
L2(O)

∣∣∣∣ 6 Čε|Ω|−1/2‖p‖L2(Ω)‖a‖Lρ(Ω)‖Dũ‖L2(Rd)‖η‖L2(O). (4.20)

Â èòîãå ñîîòíîøåíèÿ (4.9), (4.12), (4.13), (4.16)�(4.20) ïðèâîäÿò ê èñêîìîé îöåíêå (4.5).
2◦. Ïðè äîïîëíèòåëüíîì ïðåäïîëîæåíèè a(x) = 1 ñëåäóåò ó÷åñòü íåðàâåíñòâî

‖η‖L2(Υε) 6 β
1/2ε1/2‖η‖1/2

H1(O)
‖η‖1/2L2(O),
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âûòåêàþùåå èç ëåììû 4.1. Îòñþäà è èç (4.5) (ïðè a(x) = 1) âûòåêàåò (4.6).
3◦. Ïóñòü òåïåðü h ∈ L∞. Ïóñòü u,η ∈ H1(O;Cn). Ïîëîæèì ũ = POu ∈ H1(Rd;Cn).

Î÷åâèäíî, (
(hε − h)u,η

)
L2(O)

= tε[ũ,η] +
(
(hε − h)(I − Sε)ũ,η

)
L2(O)

.

Â ñèëó óæå äîêàçàííîãî óòâåðæäåíèÿ 2◦ ïåðâîå ñëàãàåìîå ñïðàâà ïîä÷èíåíî îöåíêå (4.6).
Âòîðîå ñëàãàåìîå îöåíèâàåòñÿ ñ ïîìîùüþ ïðåäëîæåíèÿ 1.1:∣∣((hε − h)(I − Sε)ũ,η

)
L2(O)

∣∣ 6 2‖h‖L∞r1ε‖ũ‖H1(Rd)‖η‖L2(O).

Îñòàåòñÿ ó÷åñòü (3.4). �

4.4. Ñâîéñòâà ìàòðèö-ôóíêöèé Λ è Λ̃. Ñëåäóþùèé ðåçóëüòàò óñòàíîâëåí â [PSu,
ñëåäñòâèå 2.4].

Ëåììà 4.5. Ïóñòü Γ-ïåðèîäè÷åñêîå ðåøåíèå Λ(x) çàäà÷è (1.20) îãðàíè÷åíî: Λ ∈ L∞. Òîãäà
äëÿ ëþáîé ôóíêöèè u ∈ H1(Rd) ïðè ε > 0 âûïîëíåíà îöåíêà∫

Rd
|(DΛ)ε(x)|2|u(x)|2 dx 6 β1‖u‖2L2(Rd) + β2ε

2‖Λ‖2L∞‖Du‖
2
L2(Rd).

Ïîñòîÿííûå β1 è β2 çàâèñÿò îò m, d, α0, α1, ‖g‖L∞ è ‖g−1‖L∞ .

Ñëåäóþùåå óòâåðæäåíèå ìîæíî ïîëó÷èòü ñ ïîìîùüþ íåðàâåíñòâà Ã¼ëüäåðà è òåîðåìû
âëîæåíèÿ; ñð. [MSu1, ëåììà 3.5].

Ëåììà 4.6. Ïóñòü f(x) � Γ-ïåðèîäè÷åñêàÿ ôóíêöèÿ â Rd òàêàÿ, ÷òî

f ∈ Lp(Ω), p = 2 ïðè d = 1, p > 2 ïðè d = 2, p > d ïðè d > 3. (4.21)

Òîãäà ïðè 0 < ε 6 1 îïåðàòîð [f ε] íåïðåðûâíî îòîáðàæàåò H1(Rd) â L2(Rd) è

‖[f ε]‖H1(Rd)→L2(Rd) 6 ‖f‖Lp(Ω)C(q̂; Ω),

ãäå C(q̂; Ω) � íîðìà îïåðàòîðà âëîæåíèÿ H1(Ω) ↪→ Lq̂(Ω). Çäåñü q̂ = ∞ ïðè d = 1 è

q̂ = 2p(p− 2)−1 ïðè d > 2.

Ñëåäóþùèé ðåçóëüòàò ïîëó÷åí â [MSu1, ñëåäñòâèå 3.6].

Ëåììà 4.7. Ïóñòü Γ-ïåðèîäè÷åñêîå ðåøåíèå Λ̃(x) çàäà÷è (1.30) óäîâëåòâîðÿåò

óñëîâèþ (4.21). Òîãäà ïðè ëþáîì u ∈ H2(Rd) è 0 < ε 6 1 ñïðàâåäëèâà îöåíêà∫
Rd
|(DΛ̃)ε(x)|2|u(x)|2 dx 6 β̃1‖u‖2H1(Rd) + β̃2ε

2‖Λ̃‖2Lp(Ω)C(q̂; Ω)2‖Du‖2H1(Rd).

Ïîñòîÿííûå β̃1 è β̃2 çàâèñÿò òîëüêî îò n, d, α0, α1, ρ, ‖g‖L∞ , ‖g−1‖L∞ , îò íîðì ‖aj‖Lρ(Ω),

j = 1, . . . , d, à òàêæå îò ïàðàìåòðîâ ðåøåòêè Γ.

� 5. Îöåíêà ïîïðàâêè wε â H
1(O) ïðè Re ζ 6 0

5.1. Ñëó÷àé Re ζ 6 0. Îöåíêà ôóíêöèîíàëà Iε[η]. Èñïîëüçóÿ (2.25) è (2.39), ïðåäñòàâèì
ôóíêöèîíàë (3.30) â âèäå

Iε[η] =
5∑

k=1

I(k)
ε [η], η ∈ H1(O;Cn), (5.1)
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ãäå

I(1)
ε [η] =

(
g̃εSεb(D)ũ0, b(D)η

)
L2(O)

−
(
g0b(D)u0, b(D)η

)
L2(O)

, (5.2)

I(2)
ε [η] =

(
gε(b(D)Λ̃)εSεũ0, b(D)η

)
L2(O)

+

d∑
l=1

(
(aεl )

∗vε, Dlη
)
L2(O)

−
d∑
l=1

(
a∗l u0, Dlη

)
L2(O)

+ (V u0, b(D)η)L2(O),

(5.3)

I(3)
ε [η] =

d∑
l=1

(
Dlvε, (a

ε
l )
∗η
)
L2(O)

−
d∑
l=1

(
alDlu0,η

)
L2(O)

+ (b(D)u0, V η)L2(O) + (Wu0,η)L2(O),

(5.4)

I(4)
ε [η] = (Qεvε −Qu0,η

)
L2(O)

, (5.5)

I(5)
ε [η] = (λ− ζ)((Qε0 −Q0)u0,η

)
L2(O)

. (5.6)

Îòìåòèì, ÷òî ïðè Re ζ 6 0 âûïîëíåíî c(φ) = 1. Ñëåäóþùåå óòâåðæäåíèå ïðîâåðÿåòñÿ ïî
àíàëîãèè ñ ëåììîé 11.1 èç [Su8].

Ëåììà 5.1. Ïóñòü Re ζ 6 0 è |ζ| > 1. Ïóñòü ÷èñëî ε1 âûáðàíî ñîãëàñíî óñëîâèþ 3.1. Ïðè
0 < ε 6 ε1 ôóíêöèîíàë (5.2) ïîä÷èíåí îöåíêå∣∣∣I(1)

ε [η]
∣∣∣ 6 γ1ε‖F‖L2(O)‖Dη‖L2(O) + γ2ε

1/2|ζ|−1/4‖F‖L2(O)‖Dη‖L2(Υε). (5.7)

Ïîñòîÿííûå γ1 è γ2 çàâèñÿò ëèøü îò äàííûõ çàäà÷è (2.35).

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïðåäñòàâèì ôóíêöèîíàë (5.2) â âèäå

I(1)
ε [η] =Ĩ(1)

ε [η] + Î(1)
ε [η], (5.8)

Ĩ(1)
ε [η] :=

(
g0(Sε − I)b(D)ũ0, b(D)η

)
L2(O)

, (5.9)

Î(1)
ε [η] :=

(
(g̃ε − g0)Sεb(D)ũ0, b(D)η

)
L2(O)

. (5.10)

×ëåí (5.9) îöåíèì ñ ïîìîùüþ ïðåäëîæåíèÿ 1.1 è ñîîòíîøåíèé (1.3), (1.5), (1.6) è (3.20):∣∣∣Ĩ(1)
ε [η]

∣∣∣ 6 ‖g‖L∞r1ε‖Db(D)ũ0‖L2(Rd)‖b(D)η‖L2(O) 6 γ
(1)
1 ε‖F‖L2(O)‖Dη‖L2(O), (5.11)

ãäå γ
(1)
1 = ‖g‖L∞r1α1d

1/2C9.
Èñïîëüçóÿ (1.3), ïðåîáðàçóåì ÷ëåí (5.10):

Î(1)
ε [η] =

d∑
l=1

(f εl Sεb(D)ũ0, Dlη)L2(O) , (5.12)

ãäå fl(x) := b∗l (g̃(x)− g0), l = 1, . . . , d. Ñîãëàñíî (1.6) è (1.21)�(1.23) èìååì

‖fl‖L2(Ω) 6 α
1/2
1 ‖g(b(D)Λ + 1)‖L2(Ω) 6 |Ω|1/2C, l = 1, . . . , d, (5.13)

ãäå C := 2α
1/2
1 ‖g‖L∞ . Â ñèëó (1.20)�(1.22) ôóíêöèè fl, l = 1, . . . , d, óäîâëåòâîðÿþò óñëîâèÿì

ëåììû 4.3, à ïîòîìó ñóùåñòâóþò Γ-ïåðèîäè÷åñêèå ìàòðèöû-ôóíêöèè Mlj(x) â Rd, l, j =
1, . . . , d, ïîä÷èíåííûå óñëîâèÿì (4.1)�(4.3). Èç (4.3) è (5.13) ñëåäóþò îöåíêè

‖Mlj‖L2(Ω) 6 r
−1
0 |Ω|

1/2C, l, j = 1, . . . , d. (5.14)

Â ñèëó (4.2) âûïîëíåíî

f εl (x) = ε

d∑
j=1

∂jM
ε
lj(x), l = 1, . . . , d.
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Îòñþäà è èç (5.12) âûòåêàåò ïðåäñòàâëåíèå

Î(1)
ε [η] =A′ε[η] + A′′ε [η], (5.15)

A′ε[η] := ε
d∑

l,j=1

(
∂j(M

ε
ljSεb(D)ũ0), Dlη

)
L2(O)

, (5.16)

A′′ε [η] :=− ε
d∑

l,j=1

(
M ε
ljSεb(D)∂jũ0, Dlη

)
L2(O)

. (5.17)

×ëåí (5.17) îöåíèì íà îñíîâàíèè ïðåäëîæåíèÿ 1.2 è ñîîòíîøåíèé (1.5), (3.20) è (5.14):∣∣A′′ε [η]
∣∣ 6 ε d∑

l,j=1

|Ω|−1/2‖Mlj‖L2(Ω)‖b(D)∂jũ0‖L2(Rd)‖Dlη‖L2(O)

6 γ(2)
1 ε‖F‖L2(O)‖Dη‖L2(O),

(5.18)

ãäå γ
(2)
1 = dα

1/2
1 r−1

0 CC9.
Ðàññìîòðèì òåïåðü ÷ëåí (5.16). Ïóñòü θε � ñðåçêà â Rd, óäîâëåòâîðÿþùàÿ óñëîâèÿì (4.4).

Ñïðàâåäëèâî òîæäåñòâî

d∑
j,l=1

(
∂j((1− θε)M ε

ljSεb(D)ũ0), Dlη
)
L2(O)

= 0, η ∈ H1(O;Cn),

÷òî ïðîâåðÿåòñÿ èíòåãðèðîâàíèåì ïî ÷àñòÿì ïðè ó÷åòå ðàâåíñòâàMlj = −Mjl (ïðè ïðîâåðêå
ñíà÷àëà ñ÷èòàåì, ÷òî η ∈ H2(O;Cn), à çàòåì çàìûêàåì ðåçóëüòàò ïî íåïðåðûâíîñòè).
Ñëåäîâàòåëüíî,

A′ε[η] = ε
d∑

j,l=1

(
∂j(θεM

ε
ljSεb(D)ũ0), Dlη

)
L2(O)

=
d∑
l=1

(
ψl(ε), Dlη

)
L2(O)

,

ãäå ψl(ε) := ε
∑d

j=1 ∂j(θεM
ε
ljSεb(D)ũ0), l = 1, . . . , d. Èìååì:

ψl(ε) = εθε

d∑
j=1

M ε
ljSεb(D)∂jũ0 + ε

d∑
j=1

(∂jθε)M
ε
ljSεb(D)ũ0 + θεf

ε
l Sεb(D)ũ0.

Îáîçíà÷èì ïîñëåäîâàòåëüíûå ñëàãàåìûå ñïðàâà ÷åðåç ψ
(1)
l (ε), ψ

(2)
l (ε), ψ

(3)
l (ε). Òîãäà ñ

ó÷åòîì (4.4)∣∣A′ε[η]
∣∣ 6 d∑

l=1

∥∥ψ(1)
l (ε)

∥∥
L2(Rd)

‖Dlη‖L2(O) +
d∑
l=1

(∥∥ψ(2)
l (ε)

∥∥
L2(Rd)

+
∥∥ψ(3)

l (ε)
∥∥
L2(Rd)

)
‖Dlη‖L2(Υε).

(5.19)

Äëÿ îöåíêè ψ
(1)
l (ε) èñïîëüçóåì ïðåäëîæåíèå 1.2 è (1.5), (3.20), (4.4), (5.14):∥∥ψ(1)

l (ε)
∥∥
L2(Rd)

6 ε
d∑
j=1

‖M ε
ljSεb(D)∂jũ0‖L2(Rd) 6 (dα1)1/2r−1

0 Cε‖ũ0‖H2(Rd)

6 C14ε‖F‖L2(O), l = 1, . . . , d,

(5.20)

ãäå C14 = (dα1)1/2r−1
0 CC9. Â ñèëó (4.4), (5.14) è ëåììû 4.2 ïðè 0 < ε 6 ε1 èìååì∥∥ψ(2)

l (ε)
∥∥
L2(Rd)

6 κ

( d∑
j=1

‖M ε
ljSεb(D)ũ0‖2L2((∂O)ε)

)1/2

6 ε1/2κ(dβ∗)
1/2r−1

0 C‖b(D)ũ0‖1/2H1(Rd)
‖b(D)ũ0‖1/2L2(Rd)

, l = 1, . . . , d.
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Ñ ó÷åòîì (1.5), (3.19) è (3.20) îòñþäà ïîëó÷àåì∥∥ψ(2)
l (ε)

∥∥
L2(Rd)

6 C15ε
1/2|ζ|−1/4‖F‖L2(O), 0 < ε 6 ε1, l = 1, . . . , d, (5.21)

ãäå C15 = κ(dβ∗α1)1/2r−1
0 C(C8C9)1/2. Àíàëîãè÷íî, ñ ïîìîùüþ ëåììû 4.2 è (1.5), (3.19), (3.20)

(4.4) è (5.13) ïðèõîäèì ê îöåíêå∥∥ψ(3)
l (ε)

∥∥
L2(Rd)

6 ‖f εl Sεb(D)ũ0‖L2((∂O)ε) 6 ε
1/2β

1/2
∗ C‖b(D)ũ0‖1/2H1(Rd)

‖b(D)ũ0‖1/2L2(Rd)

6 C16ε
1/2|ζ|−1/4‖F‖L2(O), 0 < ε 6 ε1, l = 1, . . . , d,

(5.22)

ãäå C16 = (β∗α1)1/2C(C8C9)1/2.
Â èòîãå èç (5.19)�(5.22) âûòåêàåò îöåíêà∣∣A′ε[η]

∣∣ 6 γ(3)
1 ε‖F‖L2(O)‖Dη‖L2(O) + γ2ε

1/2|ζ|−1/4‖F‖L2(O)‖Dη‖L2(Υε), 0 < ε 6 ε1,

ãäå γ
(3)
1 = C14d

1/2 è γ2 = (C15 + C16)d1/2. Âìåñòå ñ (5.8), (5.11), (5.15) è (5.18) ýòî âëå÷åò

èñêîìóþ îöåíêó (5.7) ñ ïîñòîÿííîé γ1 = γ
(1)
1 + γ

(2)
1 + γ

(3)
1 . �

Ëåììà 5.2. Ïóñòü Re ζ 6 0 è |ζ| > 1. Ïóñòü ÷èñëî ε1 âûáðàíî ñîãëàñíî óñëîâèþ 3.1. Ïðè
0 < ε 6 ε1 ôóíêöèîíàë (5.3) ïîä÷èíåí îöåíêå∣∣∣I(2)

ε [η]
∣∣∣ 6 γ3ε‖F‖L2(O)‖Dη‖L2(O) + γ4ε

1/2|ζ|−1/4‖F‖L2(O)‖Dη‖L2(Υε). (5.23)

Ïîñòîÿííûå γ3 è γ4 çàâèñÿò ëèøü îò äàííûõ çàäà÷è (2.35).

Äîêàçàòåëüñòâî. Ó÷èòûâàÿ (3.11) è (3.12), ïðåäñòàâèì ôóíêöèîíàë (5.3) â âèäå

I(2)
ε [η] = T (1)

ε [η] + T (2)
ε [η] + T (3)

ε [η], (5.24)

ãäå

T (1)
ε [η] := ε

d∑
l=1

(
(aεl )

∗(ΛεSεb(D)ũ0 + Λ̃εSεũ0), Dlη
)
L2(O)

, (5.25)

T (2)
ε [η] :=

d∑
l=1

(
(aεl − al)∗(I − Sε)ũ0, Dlη

)
L2(O)

+
(
V (I − Sε)ũ0, b(D)η

)
L2(O)

, (5.26)

T (3)
ε [η] :=

(
gε(b(D)Λ̃)εSεũ0, b(D)η

)
L2(O)

+

d∑
l=1

(
(aεl − al)∗Sεũ0, Dlη

)
L2(O)

+
(
V Sεũ0, b(D)η

)
L2(O)

.
(5.27)

Íà÷íåì ñ îöåíêè ÷ëåíà (5.25). Â ñèëó íåðàâåíñòâà Ã¼ëüäåðà è íåïðåðûâíîñòè âëîæåíèÿ
H1(Ω) ↪→ Lq(Ω) (ñ êîíñòàíòîé âëîæåíèÿ C(q; Ω)) èìååì

‖a∗l Λ‖L2(Ω) 6 C(q; Ω)‖al‖Lρ(Ω)‖Λ‖H1(Ω)

6 C(q; Ω)‖al‖Lρ(Ω)(M1 +M2)|Ω|1/2 =: C17,l|Ω|1/2.
(5.28)

Ìû èñïîëüçîâàëè îöåíêè (1.24) è (1.25). Àíàëîãè÷íî, ñ ó÷åòîì (1.32) è (1.33) ïîëó÷àåì

‖a∗l Λ̃‖L2(Ω) 6 C(q; Ω)‖al‖Lρ(Ω)(M̃1 + M̃2)|Ω|1/2 =: C18,l|Ω|1/2. (5.29)

Ôóíêöèîíàë (5.25) îöåíèâàåòñÿ ñ ïîìîùüþ ïðåäëîæåíèÿ 1.2 è íåðàâåíñòâ (5.28), (5.29):∣∣∣T (1)
ε [η]

∣∣∣ 6 ε d∑
l=1

(
C17,l‖b(D)ũ0‖L2(Rd) + C18,l‖ũ0‖L2(Rd)

)
‖Dlη‖L2(O).

Îòñþäà è èç (1.5), (3.18), (3.19) ñ ó÷åòîì îãðàíè÷åíèÿ |ζ| > 1 âûòåêàåò îöåíêà∣∣∣T (1)
ε [η]

∣∣∣ 6 γ(1)
3 ε‖F‖L2(O)‖Dη‖L2(O), (5.30)
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ãäå γ
(1)
3 =

(∑d
l=1

(
C17,lC8α

1/2
1 + C18,lC7

)2)1/2
.

Ðàññìîòðèì òåïåðü ÷ëåí (5.26). Àíàëîãè÷íî (3.31),( d∑
l=1

∥∥(aεl − al)∗(I − Sε)ũ0

∥∥2

L2(O)

)1/2

6 2C11

∥∥(I − Sε)ũ0

∥∥
H1(Rd)

6 2C11r1ε
∥∥ũ0

∥∥
H2(Rd)

6 2C9C11r1ε‖F‖L2(O).

(5.31)

Ìû ïðèìåíèëè ïðåäëîæåíèå 1.1 è (3.20). Äàëåå, èç ïðåäëîæåíèÿ 1.1 è îöåíîê (1.36), (3.19)
ñ ó÷åòîì îãðàíè÷åíèÿ |ζ| > 1 ñëåäóåò, ÷òî∥∥V (I − Sε)ũ0

∥∥
L2(Rd)

6 CV r1ε
∥∥ũ0

∥∥
H1(Rd)

6 C8CV r1ε‖F‖L2(O). (5.32)

Ñîîòíîøåíèÿ (1.3), (1.6), (5.26), (5.31) è (5.32) âëåêóò îöåíêó∣∣∣T (2)
ε [η]

∣∣∣ 6 γ(2)
3 ε‖F‖L2(O)‖Dη‖L2(O), (5.33)

ãäå γ
(2)
3 = 2C9C11r1 + C8CV r1(dα1)1/2.

Ó÷èòûâàÿ (1.3), ïðåäñòàâèì ôóíêöèîíàë (5.27) â âèäå

T (3)
ε [η] =

d∑
l=1

(
f̌ εl Sεũ0, Dlη

)
L2(O)

, (5.34)

ãäå

f̌l(x) := b∗l g(x)b(D)Λ̃(x) + a∗l (x)− a∗l + b∗l V, l = 1, . . . , d. (5.35)

Î÷åâèäíî, f̌l(x) � Γ-ïåðèîäè÷åñêèå (n× n)-ìàòðèöû-ôóíêöèè, ïðè÷åì f̌l ∈ L2(Ω) è â ñèëó

óðàâíåíèÿ (1.30) âûïîëíåíî
∑d

l=1Dlf̌l(x) = 0. Çàìåòèì, ÷òî èç (1.20) è (1.34) âûòåêàåò

ïðåäñòàâëåíèå V = −g(b(D)Λ̃). Ïîýòîìó
∫

Ω f̌l(x) dx = 0, l = 1, . . . , d. Òàêèì îáðàçîì,
âûïîëíåíû óñëîâèÿ ëåììû 4.3, â ñèëó êîòîðîé ñóùåñòâóþò Γ-ïåðèîäè÷åñêèå (n × n)-

ìàòðèöû-ôóíêöèè M̌lj(x), l, j = 1, . . . , d, óäîâëåòâîðÿþùèå ñîîòíîøåíèÿì M̌lj ∈ H̃1(Ω),∫
Ω M̌lj(x) dx = 0,

M̌lj(x) = −M̌jl(x), l, j = 1, . . . , d; f̌l(x) =

d∑
j=1

∂jM̌lj(x), l = 1, . . . , d.

‖M̌lj‖L2(Ω) 6 (2r0)−1(‖f̌l‖L2(Ω) + ‖f̌j‖L2(Ω)).

(5.36)

Ñëåäîâàòåëüíî, f̌ εl (x) = ε
∑d

j=1 ∂jM̌
ε
lj(x), l = 1, . . . , d. Îòñþäà è èç (5.34) âûòåêàåò

ïðåäñòàâëåíèå

T (3)
ε [η] = T̃ (3)

ε [η] + T̂ (3)
ε [η], (5.37)

T̃ (3)
ε [η] := ε

d∑
j,l=1

(
∂j(M̌

ε
ljSεũ0), Dlη

)
L2(O)

, (5.38)

T̂ (3)
ε [η] :=− ε

d∑
j,l=1

(
M̌ ε
ljSε∂jũ0, Dlη

)
L2(O)

. (5.39)

Â ñèëó (1.6), (1.31) è (5.35) âûïîëíåíà îöåíêà

‖f̌l‖L2(Ω) 6 α
1/2
1 ‖g‖

1/2
L∞
‖g1/2b(D)Λ̃‖L2(Ω) + ‖al‖L2(Ω) 6 C19,l, l = 1, . . . , d, (5.40)

ãäå C19,l = α
−1/2
0 α

1/2
1 ‖g‖

1/2
L∞
‖g−1‖1/2L∞

Ca + ‖al‖L2(Ω). Îòñþäà è èç (5.36) âèäíî, ÷òî

‖M̌lj‖L2(Ω) 6 (2r0)−1(C19,l + C19,j), l, j = 1, . . . , d, (5.41)
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×ëåí (5.39) îöåíèâàåòñÿ íà îñíîâàíèè ïðåäëîæåíèÿ 1.2 è (3.19), (5.41) ñ ó÷åòîì îãðàíè÷åíèÿ
|ζ| > 1: ∣∣∣T̂ (3)

ε [η]
∣∣∣ 6 γ(3)

3 ε‖F‖L2(O)‖Dη‖L2(O), (5.42)

ãäå γ
(3)
3 = d1/2r−1

0 |Ω|−1/2C8

(∑d
l=1C

2
19,l

)1/2
.

Îñòàåòñÿ ðàññìîòðåòü ÷ëåí (5.38). Ïóñòü θε(x) � ñðåçêà â Rd, óäîâëåòâîðÿþùàÿ óñëîâèÿì
(4.4). Ñïðàâåäëèâî òîæäåñòâî

d∑
j,l=1

(
∂j((1− θε)M̌ ε

ljSεũ0), Dlη
)
L2(O)

= 0, η ∈ H1(O;Cn),

÷òî ïðîâåðÿåòñÿ èíòåãðèðîâàíèåì ïî ÷àñòÿì ïðè ó÷åòå ðàâåíñòâà M̌lj = −M̌jl (ïðè ïðîâåðêå
ñíà÷àëà ñ÷èòàåì, ÷òî η ∈ H2(O;Cn), à çàòåì çàìûêàåì ðåçóëüòàò ïî íåïðåðûâíîñòè).
Ñëåäîâàòåëüíî,

T̃ (3)
ε [η] = ε

d∑
j,l=1

(
∂j(θεM̌

ε
ljSεũ0), Dlη

)
L2(O)

=

d∑
l=1

(
ψ̌l(ε), Dlη

)
L2(O)

,

ãäå ψ̌l(ε) := ε
∑d

j=1 ∂j(θεM̌
ε
ljSεũ0), l = 1, . . . , d. Èìååì:

ψ̌l(ε) = εθε

d∑
j=1

M̌ ε
ljSε∂jũ0 + ε

d∑
j=1

(∂jθε)M̌
ε
ljSεũ0 + θεf̌

ε
l Sεũ0.

Îáîçíà÷èì ïîñëåäîâàòåëüíûå ñëàãàåìûå ñïðàâà ÷åðåç ψ̌
(1)
l (ε), ψ̌

(2)
l (ε), ψ̌

(3)
l (ε). Òîãäà ñ

ó÷åòîì (4.4)

∣∣T̃ (3)
ε [η]

∣∣ 6 d∑
l=1

∥∥ψ̌(1)
l (ε)

∥∥
L2(Rd)

‖Dlη‖L2(O)

+

d∑
l=1

(∥∥ψ̌(2)
l (ε)

∥∥
L2(Rd)

+
∥∥ψ̌(3)

l (ε)
∥∥
L2(Rd)

)
‖Dlη‖L2(Υε).

(5.43)

Äëÿ îöåíêè ψ̌
(1)
l (ε) ïðèìåíèì ïðåäëîæåíèå 1.2 è (3.19), (5.41) è ó÷òåì îãðàíè÷åíèå |ζ| > 1:

∥∥ψ̌(1)
l (ε)

∥∥
L2(Rd)

6 ε
d∑
j=1

‖M̌ ε
ljSε∂jũ0‖L2(Rd) 6 C20,lε‖F‖L2(O), l = 1, . . . , d, (5.44)

ãäå C20,l = C8(2r0)−1|Ω|−1/2
(∑d

j=1(C19,l+C19,j)
2
)1/2

. Â ñèëó (4.4) è ëåììû 4.2 ïðè 0 < ε 6 ε1

èìååì

∥∥ψ̌(2)
l (ε)

∥∥
L2(Rd)

6 κ

( d∑
j=1

‖M̌ ε
ljSεũ0‖2L2((∂O)ε)

)1/2

6 ε1/2κβ
1/2
∗ |Ω|−1/2

( d∑
j=1

‖M̌lj‖2L2(Ω)

)1/2

‖ũ0‖1/2H1(Rd)
‖ũ0‖1/2L2(Rd)

, 0 < ε 6 ε1, l = 1, . . . , d.

Ñ ó÷åòîì (3.18), (3.19), (5.41) è îãðàíè÷åíèÿ |ζ| > 1 îòñþäà ïîëó÷àåì∥∥ψ̌(2)
l (ε)

∥∥
L2(Rd)

6 C21,lε
1/2|ζ|−1/4‖F‖L2(O), l = 1, . . . , d, (5.45)



33

ãäå C21,l = κβ
1/2
∗ (2r0)−1|Ω|−1/2(C7C8)1/2

(∑d
j=1(C19,l + C19,j)

2
)1/2

. Àíàëîãè÷íî, ïðèìåíÿÿ

(4.4) è ëåììó 4.2, à çàòåì (3.18), (3.19) è (5.40), ïðèõîäèì ê îöåíêå∥∥ψ̌(3)
l (ε)

∥∥
L2(Rd)

6 ‖f̌ εl Sεũ0‖L2((∂O)ε) 6 ε
1/2β

1/2
∗ |Ω|−1/2‖f̌l‖L2(Ω)‖ũ0‖1/2H1(Rd)

‖ũ0‖1/2L2(Rd)

6 C22,lε
1/2|ζ|−1/4‖F‖L2(O), 0 < ε 6 ε1, l = 1, . . . , d,

(5.46)

ãäå C22,l = β
1/2
∗ |Ω|−1/2(C7C8)1/2C19,l.

Ñîîòíîøåíèÿ (5.43)�(5.46) âëåêóò îöåíêó∣∣T̃ (3)
ε [η]

∣∣ 6 γ(4)
3 ε‖F‖L2(O)‖Dη‖L2(O) + γ4ε

1/2|ζ|−1/4‖F‖L2(O)‖Dη‖L2(Υε), 0 < ε 6 ε1, (5.47)

ãäå γ
(4)
3 =

(∑d
l=1C

2
20,l

)1/2
è γ4 =

(∑d
l=1(C21,l + C22,l)

2
)1/2

.

Â èòîãå, èç (5.24), (5.30), (5.33), (5.37), (5.42) è (5.47) âûòåêàåò èñêîìàÿ îöåíêà (5.23) ñ

ïîñòîÿííîé γ3 = γ
(1)
3 + γ

(2)
3 + γ

(3)
3 + γ

(4)
3 . �

Ëåììà 5.3. Ïóñòü Re ζ 6 0 è |ζ| > 1. Ïóñòü ÷èñëî ε1 âûáðàíî ñîãëàñíî óñëîâèþ 3.1. Ïðè
0 < ε 6 ε1 ôóíêöèîíàë (5.4) ïîä÷èíåí îöåíêå∣∣∣I(3)

ε [η]
∣∣∣ 6 γ5ε‖F‖L2(O)‖η‖H1(O) + γ6ε

1/2|ζ|−1/4‖F‖L2(O)

( d∑
l=1

‖(aεl )∗η‖2L2(Υε)

)1/2

. (5.48)

Ïîñòîÿííûå γ5 è γ6 çàâèñÿò ëèøü îò äàííûõ çàäà÷è (2.35).

Äîêàçàòåëüñòâî. Â ñèëó (3.11), (3.12) ôóíêöèîíàë (5.4) ìîæíî ïðåäñòàâèòü â âèäå

I(3)
ε [η] =

5∑
k=1

J (k)
ε [η], (5.49)

J (1)
ε [η] :=

d∑
l=1

(
(I − Sε)Dlũ0, (a

ε
l − al)∗η

)
L2(O)

+
(
V ∗(I − Sε)b(D)ũ0,η

)
L2(O)

+
(
W (I − Sε)ũ0,η

)
L2(O)

,

(5.50)

J (2)
ε [η] := ε

d∑
l=1

(
aεl (Λ

εSεb(D)Dlũ0 + Λ̃εSεDlũ0),η
)
L2(O)

, (5.51)

J (3)
ε [η] :=

d∑
l=1

(
(aεl − al)SεDlũ0,η

)
L2(O)

, (5.52)

J (4)
ε [η] :=

d∑
l=1

(
aεl (DlΛ)εSεb(D)ũ0,η

)
L2(O)

+
(
V ∗Sεb(D)ũ0,η

)
L2(O)

, (5.53)

J (5)
ε [η] :=

d∑
l=1

(
aεl (DlΛ̃)εSεũ0,η

)
L2(O)

+
(
WSεũ0,η

)
L2(O)

. (5.54)

Àíàëîãè÷íî (3.31), ( d∑
l=1

∥∥(aεl − al)∗η
∥∥2

L2(O)

)1/2

6 2C11‖η‖H1(O). (5.55)

Â ñèëó ïðåäëîæåíèÿ 1.1 è (1.5), (3.19), (3.20) ñ ó÷åòîì |ζ| > 1 ñïðàâåäëèâû îöåíêè

‖(I − Sε)Dũ0‖L2(Rd) 6 r1ε‖ũ0‖H2(Rd) 6 C9r1ε‖F‖L2(O), (5.56)

‖(I − Sε)b(D)ũ0‖L2(Rd) 6 r1ε‖b(D)ũ0‖H1(Rd) 6 C9r1α
1/2
1 ε‖F‖L2(O), (5.57)

‖(I − Sε)ũ0‖L2(Rd) 6 r1ε‖ũ0‖H1(Rd) 6 C8r1ε‖F‖L2(O). (5.58)



34

Êîìáèíèðóÿ (1.36) è (5.55)�(5.58), ïîëó÷àåì ñëåäóþùóþ îöåíêó ôóíêöèîíàëà (5.50):∣∣J (1)
ε [η]

∣∣ 6 γ(1)
5 ε‖F‖L2(O)‖η‖H1(O), (5.59)

ãäå γ
(1)
5 = r1(2C9C11 + CV C9α

1/2
1 + CWC8).

Ðàññìîòðèì òåïåðü ÷ëåí (5.51). Àíàëîãè÷íî (5.28), (5.29) èìååì

‖alΛ‖L2(Ω) 6 C17,l|Ω|1/2, (5.60)

‖alΛ̃‖L2(Ω) 6 C18,l|Ω|1/2. (5.61)

Â ñèëó ïðåäëîæåíèÿ 1.2 è (1.5), (3.19), (3.20), (5.60), (5.61) ñ ó÷åòîì |ζ| > 1∣∣J (2)
ε [η]

∣∣ 6 γ(2)
5 ε‖F‖L2(O)‖η‖L2(O), (5.62)

ãäå γ
(2)
5 = α

1/2
1 C9

(∑d
l=1C

2
17,l

)1/2
+ C8

(∑d
l=1C

2
18,l

)1/2
.

Äëÿ îöåíêè ôóíêöèîíàëà (5.52) ïðèìåíèì ëåììó 4.4(2◦) ïðè a(x) = 1, p(x) = al(x).

Íàïîìíèì îáîçíà÷åíèå Ca =
(∑d

l=1 ‖al‖2L2(Ω)

)1/2
. Ïîëó÷àåì∣∣J (3)

ε [η]
∣∣ 6 2C ′′′Caε‖Dũ0‖H1(Rd)‖η‖H1(O), 0 < ε 6 ε1.

Ñ ó÷åòîì (3.20) îòñþäà âûâîäèì∣∣J (3)
ε [η]

∣∣ 6 γ(3)
5 ε‖F‖L2(O)‖η‖H1(O), (5.63)

ãäå γ
(3)
5 = 2C ′′′CaC9.

Ïåðåéäåì ê ðàññìîòðåíèþ ÷ëåíà (5.53). Èç (1.30) è (1.34) âûòåêàåò ïðåäñòàâëåíèå V ∗ =

−
∑d

l=1 al(DlΛ). Ïîýòîìó ÷ëåí (5.53) ìîæíî çàïèñàòü â âèäå

J (4)
ε [η] =

d∑
l=1

((
aεl (DlΛ)ε − al(DlΛ)

)
Sεb(D)ũ0,η

)
L2(O)

.

Ïðèìåíèì ëåììó 4.4(1◦) ïðè a(x) = al(x), p(x) = DlΛ(x). Îáîçíà÷èì C̃2
a :=

∑d
l=1 ‖al‖2Lρ(Ω).

Òîãäà∣∣J (4)
ε [η]

∣∣ 6 2C ′C̃aε‖DΛ‖L2(Ω)‖b(D)ũ0‖H1(Rd)‖η‖H1(O)

+ C ′′ε1/2‖DΛ‖L2(Ω)‖b(D)ũ0‖1/2H1(Rd)
‖b(D)ũ0‖1/2L2(Rd)

( d∑
l=1

‖(aεl )∗η‖2L2(Υε)

)1/2

.

Îòñþäà è èç (1.5), (1.25), (3.19), (3.20) âûòåêàåò, ÷òî∣∣J (4)
ε [η]

∣∣ 6 γ(4)
5 ε‖F‖L2(O)‖η‖H1(O)

+ γ
(1)
6 ε1/2|ζ|−1/4‖F‖L2(O)

( d∑
l=1

‖(aεl )∗η‖2L2(Υε)

)1/2

, 0 < ε 6 ε1,
(5.64)

ãäå γ
(4)
5 = 2C ′C̃a|Ω|1/2M2α

1/2
1 C9, γ

(1)
6 = C ′′|Ω|1/2M2α

1/2
1 (C8C9)1/2.

Îñòàåòñÿ ðàññìîòðåòü ÷ëåí (5.54). Èç (1.30) è (1.35) âûòåêàåò ïðåäñòàâëåíèå W =

−
∑d

l=1 al(DlΛ̃). Ïîýòîìó ÷ëåí (5.54) ìîæíî çàïèñàòü â âèäå

J (5)
ε [η] =

d∑
l=1

(
(aεl (DlΛ̃)ε − al(DlΛ̃))Sεũ0,η

)
L2(O)

.
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Ïðèìåíèì ëåììó 4.4(1◦) ïðè a(x) = al(x), p(x) = DlΛ̃(x). Òîãäà∣∣J (5)
ε [η]

∣∣ 6 2C ′C̃aε‖DΛ̃‖L2(Ω)‖ũ0‖H1(Rd)‖η‖H1(O)

+ C ′′ε1/2‖DΛ̃‖L2(Ω)‖ũ0‖1/2H1(Rd)
‖ũ0‖1/2L2(Rd)

( d∑
l=1

‖(aεl )∗η‖2L2(Υε)

)1/2

, 0 < ε 6 ε1.

Âìåñòå ñ (1.33), (3.18), (3.19) è îãðàíè÷åíèåì |ζ| > 1 ýòî âëå÷åò∣∣J (5)
ε [η]

∣∣ 6 γ(5)
5 ε‖F‖L2(O)‖η‖H1(O)

+ γ
(2)
6 ε1/2|ζ|−1/4‖F‖L2(O)

( d∑
l=1

‖(aεl )∗η‖2L2(Υε)

)1/2

, 0 < ε 6 ε1,
(5.65)

ãäå γ
(5)
5 = 2|Ω|1/2C ′C̃aM̃2C8, γ

(2)
6 = |Ω|1/2C ′′M̃2(C7C8)1/2.

Â èòîãå, ñîïîñòàâëÿÿ (5.49), (5.59), (5.62)�(5.65), ïðèõîäèì ê èñêîìîé îöåíêå (5.48) ñ

ïîñòîÿííûìè γ5 = γ
(1)
5 + γ

(2)
5 + γ

(3)
5 + γ

(4)
5 + γ

(5)
5 , γ6 = γ

(1)
6 + γ

(2)
6 . �

Ëåììà 5.4. Ïóñòü Re ζ 6 0 è |ζ| > 1. Ïóñòü ÷èñëî ε1 âûáðàíî ñîãëàñíî óñëîâèþ 3.1. Ïðè
0 < ε 6 ε1 ôóíêöèîíàë (5.5) ïîä÷èíåí îöåíêå∣∣∣I(4)

ε [η]
∣∣∣ 6 γ7ε‖F‖L2(O)‖η‖H1(O) + γ8ε

1/2|ζ|−1/4‖F‖L2(O)‖|Qε|1/2η‖L2(Υε). (5.66)

Ïîñòîÿííûå γ7, γ8 çàâèñÿò ëèøü îò äàííûõ çàäà÷è (2.35).

Äîêàçàòåëüñòâî. Â ñèëó (3.11), (3.12) ôóíêöèîíàë (5.5) ìîæíî ïðåäñòàâèòü â âèäå

I(4)
ε [η] = Σ(1)

ε [η] + Σ(2)
ε [η] + Σ(3)

ε [η], (5.67)

Σ(1)
ε [η] :=

(
(Qε −Q)(I − Sε)ũ0,η

)
L2(O)

, (5.68)

Σ(2)
ε [η] := ε

(
Qε(ΛεSεb(D)ũ0 + Λ̃εSεũ0),η

)
L2(O)

, (5.69)

Σ(3)
ε [η] :=

(
(Qε −Q)Sεũ0,η

)
L2(O)

. (5.70)

Àíàëîãè÷íî (3.32),∥∥|Qε −Q|1/2η∥∥2

L2(O)
6 2C12‖η‖H1(O), η ∈ H1(O;Cn). (5.71)

×ëåí (5.68) îöåíèì ñ ïîìîùüþ ïðåäëîæåíèÿ 1.1 è (3.20), (5.71):∣∣Σ(1)
ε [η]

∣∣ 6 ‖|Qε −Q|1/2(I − Sε)ũ0‖L2(O)‖|Qε −Q|1/2η‖L2(O)

6 4C2
12‖(I − Sε)ũ0‖H1(Rd)‖η‖H1(O) 6 γ

(1)
7 ε‖F‖L2(O)‖η‖H1(O),

(5.72)

ãäå γ
(1)
7 = 4C9C

2
12r1.

Ðàññìîòðèì òåïåðü ÷ëåí (5.69). Â ñèëó íåðàâåíñòâà Ã¼ëüäåðà è òåîðåìû âëîæåíèÿ ñ
ó÷åòîì (1.24), (1.25), (1.32) è (1.33) èìååì

‖|Q|1/2Λ‖L2(Ω) 6 C(q̌; Ω)‖Q‖1/2Ls(Ω)‖Λ‖H1(Ω)

6 C(q̌; Ω)‖Q‖1/2Ls(Ω)(M1 +M2)|Ω|1/2 =: C23|Ω|1/2,
(5.73)

‖|Q|1/2Λ̃‖L2(Ω) 6 C(q̌; Ω)‖Q‖1/2Ls(Ω)‖Λ̃‖H1(Ω)

6 C(q̌; Ω)‖Q‖1/2Ls(Ω)(M̃1 + M̃2)|Ω|1/2 =: C24|Ω|1/2.
(5.74)
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Èñïîëüçóÿ ïðåäëîæåíèå 1.2 è (1.5), (3.18), (3.19), (3.32), (5.73), (5.74), ñ ó÷åòîì |ζ| > 1
ïîëó÷àåì ∣∣Σ(2)

ε [η]
∣∣ 6 ε(‖|Qε|1/2(ΛεSεb(D)ũ0 + Λ̃εSεũ0)‖L2(O)‖|Qε|1/2η‖L2(O)

6 ε
(
C23‖b(D)ũ0‖L2(Rd) + C24‖ũ0‖L2(Rd)

)
C12‖η‖H1(O)

6 γ(2)
7 ε‖F‖L2(O)‖η‖H1(O),

(5.75)

ãäå γ
(2)
7 = (C8C23α

1/2
1 + C7C24)C12.

Íàêîíåö, äëÿ îöåíêè ÷ëåíà (5.70) ïðèìåíèì ëåììó 4.4(1◦) ïðè a(x) = |Q(x)|1/2, p(x) =

|Q(x)|1/2V (x) (ïîäðàçóìåâàåòñÿ, ÷òî Q(x) = |Q(x)|V (x) � ïîëÿðíîå ðàçëîæåíèå ìàòðèöû
Q(x)) è ρ = 2s. Òîãäà ïðè 0 < ε 6 ε1 âûïîëíåíà îöåíêà∣∣Σ(3)

ε [η]
∣∣ 6 2C ′ε‖Q‖1/2Ls(Ω)‖Q‖

1/2
L1(Ω)‖ũ0‖H1(Rd)‖η‖H1(O)

+ C ′′ε1/2‖Q‖1/2L1(Ω)‖ũ0‖1/2H1(Rd)
‖ũ0‖1/2L2(Rd)

‖|Qε|1/2η‖L2(Υε).

Âìåñòå ñ (3.18), (3.19) ñ ó÷åòîì îãðàíè÷åíèÿ |ζ| > 1 ýòî ïðèâîäèò ê îöåíêå∣∣Σ(3)
ε [η]

∣∣ 6 γ(3)
7 ε‖F‖L2(O)‖η‖H1(O) + γ8ε

1/2|ζ|−1/4‖F‖L2(O)‖|Qε|1/2η‖L2(Υε) (5.76)

ïðè 0 < ε 6 ε1, ãäå γ
(3)
7 = 2C ′C8‖Q‖1/2Ls(Ω)‖Q‖

1/2
L1(Ω), γ8 = C ′′(C7C8)1/2‖Q‖1/2L1(Ω).

Â èòîãå, ñîïîñòàâëÿÿ (5.67), (5.72), (5.75) è (5.76), ïðèõîäèì ê èñêîìîé îöåíêå (5.66) ñ

ïîñòîÿííîé γ7 = γ
(1)
7 + γ

(2)
7 + γ

(3)
7 . �

Ëåììà 5.5. Ïóñòü Re ζ 6 0 è |ζ| > 1. Ïóñòü ÷èñëî ε1 âûáðàíî ñîãëàñíî óñëîâèþ 3.1. Ïðè
0 < ε 6 ε1 ôóíêöèîíàë (5.6) ïîä÷èíåí îöåíêå∣∣∣I(5)

ε [η]
∣∣∣ 6 γ9ε‖F‖L2(O)‖η‖H1(O) + γ10ε|ζ|1/2‖F‖L2(O)‖η‖L2(O). (5.77)

Ïîñòîÿííûå γ9, γ10 çàâèñÿò ëèøü îò äàííûõ çàäà÷è (2.35).

Äîêàçàòåëüñòâî. Â ñèëó ëåììû 4.4(3◦) ïðè 0 < ε 6 ε1 ñïðàâåäëèâà îöåíêà∣∣∣I(5)
ε [η]

∣∣∣ 6 |λ− ζ|C̃ ′′′‖Q0‖L∞ε
(
‖u0‖H1(O)‖η‖L2(O) + ‖u0‖L2(O)‖η‖H1(O)

)
.

Âìåñòå ñ îöåíêàìè (2.40) è (2.41) ýòî âëå÷åò èñêîìîå íåðàâåíñòâî (5.77) ñ ïîñòîÿííûìè

γ9 = λC̃ ′′′‖Q0‖L∞(C1 + ‖Q−1
0 ‖L∞) + C̃ ′′′‖Q0‖L∞‖Q−1

0 ‖L∞ , γ10 = C̃ ′′′‖Q0‖L∞C1. �

Ïîäâåäåì èòîãè. Èç (5.1), (5.7), (5.23), (5.48), (5.66) è (5.77) âûòåêàåò, ÷òî ïðè Re ζ 6 0,
|ζ| > 1, è 0 < ε 6 ε1 âûïîëíåíà îöåíêà

|Iε[η]| 6 γ′0ε‖F‖L2(O)‖η‖H1(O) + γ10ε|ζ|1/2‖F‖L2(O)‖η‖L2(O)

+ γ′′0ε
1/2|ζ|−1/4‖F‖L2(O)

(
‖Dη‖L2(Υε) +

( d∑
l=1

‖(aεl )∗η‖2L2(Υε)

)1/2

+ ‖|Qε|1/2η‖L2(Υε)

)
,
(5.78)

ñ ïîñòîÿííûìè γ′0 = γ1+γ3+γ5+γ7+γ9, γ
′′
0 = max{γ2+γ4, γ6, γ8}. Îöåíêà (5.78) ïîíàäîáèòñÿ

íàì â ñëåäóþùåì ïàðàãðàôå äëÿ äîêàçàòåëüñòâà òåîðåìû 3.2. À äëÿ äîêàçàòåëüñòâà îöåíêè
(3.14) äîñòàòî÷íî áîëåå ãðóáîé îöåíêè

|Iε[η]| 6 γ0

(
ε+ ε1/2|ζ|−1/4

)
‖F‖L2(O)‖η‖H1(O)

+ γ10ε|ζ|1/2‖F‖L2(O)‖η‖L2(O), 0 < ε 6 ε1.
(5.79)

Îöåíêà (5.79) âûòåêàåò èç (5.78), î÷åâèäíûõ îöåíîê ‖Dη‖L2(Υε) 6 ‖η‖H1(O),

‖(aεl )∗η‖L2(Υε) 6 ‖(aεl )∗η‖L2(O), ‖|Qε|1/2η‖L2(Υε) 6 ‖|Qε|1/2η‖L2(O) è (3.31), (3.32).
Ïîñòîÿííàÿ γ0 = max{γ′0, γ′′0 (1 + C11 + C12)} çàâèñèò ëèøü îò äàííûõ çàäà÷è (2.35).
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5.2. Çàâåðøåíèå äîêàçàòåëüñòâà îöåíêè (3.14) ïðè Re ζ 6 0.

Ëåììà 5.6. Ïóñòü Re ζ 6 0 è |ζ| > 1. Ïóñòü wε ∈ H1(O;Cn) óäîâëåòâîðÿåò òîæäåñòâó

(3.29). Ïóñòü ÷èñëî ε1 âûáðàíî ñîãëàñíî óñëîâèþ 3.1. Òîãäà ïðè 0 < ε 6 ε1 âûïîëíåíà

îöåíêà

‖wε‖H1(O) 6 C10

(
ε+ ε1/2|ζ|−1/4

)
‖F‖L2(O). (5.80)

Ïîñòîÿííàÿ C10 çàâèñèò ëèøü îò äàííûõ çàäà÷è (2.35).

Äîêàçàòåëüñòâî. Â òîæäåñòâî (3.29) ïîäñòàâèì η = wε è âîçüìåì ìíèìóþ ÷àñòü îò
ïîëó÷åííîãî íåðàâåíñòâà. Ñ ó÷åòîì (5.79) ïðè 0 < ε 6 ε1 ïîëó÷àåì

| Im ζ|(Qε0wε,wε)L2(O) 6 γ0

(
ε+ ε1/2|ζ|−1/4

)
‖F‖L2(O)‖wε‖H1(O)

+ γ10ε|ζ|1/2‖F‖L2(O)‖wε‖L2(O).
(5.81)

Òåïåðü âîçüìåì âåùåñòâåííóþ ÷àñòü îò ïîëó÷åííîãî ðàâåíñòâà è, ó÷èòûâàÿ îãðàíè÷åíèå
Re ζ 6 0, ïðè 0 < ε 6 ε1 ïîëó÷àåì

|Re ζ|(Qε0wε,wε)L2(O) 6 γ0

(
ε+ ε1/2|ζ|−1/4

)
‖F‖L2(O)‖wε‖H1(O)

+ γ10ε|ζ|1/2‖F‖L2(O)‖wε‖L2(O).
(5.82)

Ñëîæèì (5.81) è (5.82):

|ζ|(Qε0wε,wε)L2(O) 6 2γ0

(
ε+ ε1/2|ζ|−1/4

)
‖F‖L2(O)‖wε‖H1(O)

+2γ10ε|ζ|1/2‖F‖L2(O)‖wε‖L2(O).

Îòñþäà âûâîäèì îöåíêó

(Qε0wε,wε)L2(O) 6 4γ0|ζ|−1
(
ε+ ε1/2|ζ|−1/4

)
‖F‖L2(O)‖wε‖H1(O)

+ 4γ2
10‖Q−1

0 ‖L∞ |ζ|
−1ε2‖F‖2L2(O), 0 < ε 6 ε1.

(5.83)

Ñ ó÷åòîì Re ζ 6 0 èç (3.29) ñ η = wε, (5.79) è (5.83) âûòåêàåò, ÷òî

bN,ε[wε,wε] 6 2γ0

(
ε+ ε1/2|ζ|−1/4

)
‖F‖L2(O)‖wε‖H1(O)

+2γ2
10‖Q−1

0 ‖L∞ε
2‖F‖2L2(O), 0 < ε 6 ε1.

(5.84)

Âìåñòå ñ (2.17) ýòî âëå÷åò èñêîìóþ îöåíêó (5.80) ïðè C2
10 = 4γ2

0c
−2
4 + 4γ2

10‖Q
−1
0 ‖L∞c

−1
4 . �

Çàâåðøåíèå äîêàçàòåëüñòâà îöåíêè (3.14) ïðè Re ζ 6 0. Íåðàâåíñòâà (3.42) è (5.80)
ïðèâîäÿò ê îöåíêå âèäà (3.13) â ñëó÷àå Re ζ 6 0, |ζ| > 1:

‖uε − vε‖H1(O) 6
(
C10ε

1/2|ζ|−1/4 + (C8 + C10)ε
)
‖F‖L2(O), 0 < ε 6 ε1.

Â îïåðàòîðíûõ òåðìèíàõ óñòàíîâëåíî íåðàâåíñòâî∥∥(BN,ε − ζQε0)−1 − (B0
N − ζQ0)−1 − εKN (ε; ζ)

∥∥
L2(O)→H1(O)

6 C10ε
1/2|ζ|−1/4 + (C8 + C10)ε, Re ζ 6 0, |ζ| > 1; 0 < ε 6 ε1.

(5.85)

� 6. Îöåíêà ïîïðàâêè wε â L2(O). Äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû 3.2 ïðè Re ζ 6 0

6.1. Îöåíêà ïîïðàâêè wε â L2(O).

Ëåììà 6.1. Ïóñòü Re ζ 6 0 è |ζ| > 1. Ïóñòü wε ∈ H1(O;Cn) óäîâëåòâîðÿåò òîæäåñòâó

(3.29). Ïóñòü ÷èñëî ε1 âûáðàíî ñîãëàñíî óñëîâèþ 3.1. Òîãäà ïðè 0 < ε 6 ε1 âûïîëíåíà

îöåíêà

‖wε‖L2(O) 6 C11

(
ε|ζ|−1/2 + ε2

)
‖F‖L2(O). (6.1)

Ïîñòîÿííàÿ C11 çàâèñèò ëèøü îò äàííûõ çàäà÷è (2.35).



38

Äîêàçàòåëüñòâî. Ðàññìîòðèì òîæäåñòâî (3.29) è â êà÷åñòâå ïðîáíîé ôóíêöèè η ïîäñòàâèì
ηε = (BN,ε−ζ∗Qε0)−1Φ, ãäå Φ ∈ L2(O;Cn). Òîãäà ëåâàÿ ÷àñòü (3.29) ñîâïàäàåò ñ (wε,Φ)L2(O)

è òîæäåñòâî ïðèîáðåòàåò âèä

(wε,Φ)L2(O) = Iε[ηε]. (6.2)

Äëÿ àïïðîêñèìàöèè ôóíêöèè ηε ïðèìåíèì óæå äîêàçàííîå íåðàâåíñòâî (5.85). Ïîëîæèì
η0 = (B0

N − ζ∗Q0)−1Φ, η̃0 = POη0. Ïðèáëèæåíèåì ôóíêöèè ηε ñëóæèò ôóíêöèÿ ρε :=

η0 + υε, ãäå υε := εΛεSεb(D)η̃0 + εΛ̃εSεη̃0. Èç (5.85) ñëåäóåò îöåíêà

‖ηε − ρε‖H1(O) 6
(
C10ε

1/2|ζ|−1/4 + (C8 + C10)ε
)
‖Φ‖L2(O), 0 < ε 6 ε1. (6.3)

Íàì ïîíàäîáèòñÿ òàêæå ñëåäóþùàÿ îöåíêà, âûòåêàþùàÿ èç (2.23), (2.40) è (3.7):

‖ηε − ρε‖L2(O) 6
(
2‖Q−1

0 ‖L∞ |ζ|
−1 + C ′Kε|ζ|−1/2

)
‖Φ‖L2(O), 0 < ε 6 1. (6.4)

Ïåðåïèøåì òîæäåñòâî (6.2) â âèäå

(wε,Φ)L2(O) = Iε[ηε − ρε] + Iε[η0] + Iε[υε]. (6.5)

Â ñèëó (5.79), (6.3) è (6.4) ïðè 0 < ε 6 ε1 âûïîëíåíà îöåíêà

|Iε[ηε − ρε]| 6 γ0

(
ε+ ε1/2|ζ|−1/4

)
‖F‖L2(O)‖ηε − ρε‖H1(O)

+ γ10ε|ζ|1/2‖F‖L2(O)‖ηε − ρε‖L2(O)

6 γ0

(
ε+ ε1/2|ζ|−1/4

)(
C10ε

1/2|ζ|−1/4 + (C8 + C10)ε
)
‖F‖L2(O)‖Φ‖L2(O)

+ γ10

(
2‖Q−1

0 ‖L∞ε|ζ|
−1/2 + C ′Kε

2
)
‖F‖L2(O)‖Φ‖L2(O)

6 C(1)
11

(
ε|ζ|−1/2 + ε2

)
‖F‖L2(O)‖Φ‖L2(O),

(6.6)

ãäå C(1)
11 = 2γ0(C8 + C10) + γ10 max{2‖Q−1

0 ‖L∞ ;C ′K}.
Î÷åâèäíî,

Iε[η0] = Iε[Sεη̃0] + Iε[(I − Sε)η̃0]. (6.7)

Â ñèëó ïðåäëîæåíèÿ 1.1 è îöåíêè (3.20) (äëÿ η̃0) èìååì

‖(I − Sε)η̃0‖H1(Rd) 6 εr1‖η̃0‖H2(Rd) 6 C9r1ε‖Φ‖L2(O). (6.8)

Âòîðîå ñëàãàåìîå â (6.7) îöåíèì íà îñíîâàíèè (1.2), (3.18) (äëÿ η̃0), (5.79) è (6.8):

|Iε[(I − Sε)η̃0]| 6 γ0

(
ε+ ε1/2|ζ|−1/4

)
‖F‖L2(O)‖(I − Sε)η̃0‖H1(Rd)

+ 2γ10ε|ζ|1/2‖F‖L2(O)‖η̃0‖L2(Rd)

6 C9r1γ0ε
(
ε+ ε1/2|ζ|−1/4

)
‖F‖L2(O)‖Φ‖L2(O)

+ 2C7γ10ε|ζ|−1/2‖F‖L2(O)‖Φ‖L2(O)

6 C(2)
11

(
ε|ζ|−1/2 + ε2

)
‖F‖L2(O)‖Φ‖L2(O),

(6.9)

ãäå C(2)
11 = 2C9r1γ0 +2C7γ10. Äëÿ îöåíêè ïåðâîãî ñëàãàåìîãî â (6.7) ïðè 0 < ε 6 ε1 ïðèìåíèì

îöåíêó (5.78):

|Iε[Sεη̃0]| 6 γ′0ε‖F‖L2(O)‖Sεη̃0‖H1(O) + γ10ε|ζ|1/2‖F‖L2(O)‖Sεη̃0‖L2(O)

+ γ′′0ε
1/2|ζ|−1/4‖F‖L2(O)‖DSεη̃0‖L2(Υε)

+ γ′′0ε
1/2|ζ|−1/4‖F‖L2(O)

(( d∑
l=1

‖(aεl )∗Sεη̃0‖2L2(Υε)

)1/2

+ ‖|Qε|1/2Sεη̃0‖L2(Υε)

)
.

(6.10)
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Â ñèëó (1.2) è îöåíîê (3.18), (3.19) (äëÿ η̃0) èìååì

‖Sεη̃0‖L2(O) 6 ‖Sεη̃0‖L2(Rd) 6 ‖η̃0‖L2(Rd) 6 C7|ζ|−1‖Φ‖L2(O), (6.11)

‖Sεη̃0‖H1(O) 6 ‖Sεη̃0‖H1(Rd) 6 ‖η̃0‖H1(Rd) 6 C8|ζ|−1/2‖Φ‖L2(O). (6.12)

Ïðèìåíÿÿ ëåììó 4.1, (1.2) è îöåíêè (3.19), (3.20) (äëÿ η̃0), ïðè 0 < ε 6 ε1 ïîëó÷àåì

‖DSεη̃0‖L2(Υε) 6 β
1/2ε1/2‖DSεη̃0‖

1/2
H1(O)

‖DSεη̃0‖
1/2
L2(O)

6 β1/2ε1/2‖η̃0‖
1/2

H2(Rd)
‖η̃0‖

1/2

H1(Rd)
6 C25ε

1/2|ζ|−1/4‖Φ‖L2(O),
(6.13)

ãäå C25 = (βC8C9)1/2. Äàëåå, â ñèëó ëåììû 4.2 è îöåíîê (3.18), (3.19) (äëÿ η̃0) ñ ó÷åòîì
îãðàíè÷åíèÿ |ζ| > 1 ïðè 0 < ε 6 ε1 ñïðàâåäëèâà îöåíêà( d∑

l=1

‖(aεl )∗Sεη̃0‖2L2(Υε)

)1/2

6 β1/2
∗ ε1/2|Ω|−1/2Ca‖η̃0‖

1/2

H1(Rd)
‖η̃0‖

1/2

L2(Rd)

6 C26ε
1/2|ζ|−1/4‖Φ‖L2(O),

(6.14)

ãäå C26 = (β∗C7C8)1/2|Ω|−1/2Ca. Àíàëîãè÷íî, ïðè 0 < ε 6 ε1 âûïîëíåíî

‖|Qε|1/2Sεη̃0‖L2(Υε) 6 β
1/2
∗ ε1/2|Ω|−1/2‖Q‖1/2L1(Ω)‖η̃0‖

1/2

H1(Rd)
‖η̃0‖

1/2

L2(Rd)

6 C27ε
1/2|ζ|−1/4‖Φ‖L2(O),

(6.15)

ãäå C27 = (β∗C7C8)1/2|Ω|−1/2‖Q‖1/2L1(Ω).

Â èòîãå, èç (6.10)�(6.15) ñëåäóåò, ÷òî ïðè 0 < ε 6 ε1 ñïðàâåäëèâî íåðàâåíñòâî

|Iε[Sεη̃0]| 6 C(3)
11 ε|ζ|

−1/2‖F‖L2(O)‖Φ‖L2(O) (6.16)

ñ ïîñòîÿííîé C(3)
11 = γ′0C8 + γ10C7 + γ′′0 (C25 + C26 + C27).

Îñòàåòñÿ îöåíèòü òðåòüå ñëàãàåìîå â (6.5). Â ñèëó (5.78) ïðè 0 < ε 6 ε1 âûïîëíåíî

|Iε[υε]| 6 γ′0ε‖F‖L2(O)‖υε‖H1(O) + γ10ε|ζ|1/2‖F‖L2(O)‖υε‖L2(O)

+ γ′′0ε
1/2|ζ|−1/4‖F‖L2(O)‖Dυε‖L2(Υε)

+ γ′′0ε
1/2|ζ|−1/4‖F‖L2(O)

(( d∑
l=1

‖(aεl )∗υε‖2L2(Υε)

)1/2

+ ‖|Qε|1/2υε‖L2(Υε)

)
.

(6.17)

Ïðèìåíÿÿ ëåììó 3.3, îöåíèì ôóíêöèþ υε = εKN (ε; ζ)Φ:

‖υε‖L2(O) 6 C
′
Kε|ζ|−1/2‖Φ‖L2(O), (6.18)

‖υε‖H1(O) 6 (C ′K + C ′′K)ε‖Φ‖L2(O) + C ′′K |ζ|−1/2‖Φ‖L2(O). (6.19)

Äàëåå, â ñèëó (3.10) èìååì

‖Dlυε‖L2(Υε) 6 ε‖Λ
εSεb(D)Dlη̃0‖L2(Rd) + ε‖Λ̃εSεDlη̃0‖L2(Rd)

+ ‖(DlΛ)εSεb(D)η̃0‖L2(Υε) + ‖(DlΛ̃)εSεη̃0‖L2(Υε).

Îòñþäà, èñïîëüçóÿ ïðåäëîæåíèå 1.2 è ëåììó 4.2, à òàêæå (1.5), (1.24), (1.25), (1.32), (1.33)
è îöåíêè (3.18)�(3.20) (äëÿ η̃0), ñ ó÷åòîì |ζ| > 1 ïðè 0 < ε 6 ε1 ïîëó÷àåì

‖Dυε‖L2(Υε) 6 εM1α
1/2
1 ‖η̃0‖H2(Rd) + εM̃1‖η̃0‖H1(Rd)

+ ε1/2β
1/2
∗ M2α

1/2
1 ‖η̃0‖

1/2

H2(Rd)
‖η̃0‖

1/2

H1(Rd)
+ ε1/2β

1/2
∗ M̃2‖η̃0‖

1/2

H1(Rd)
‖η̃0‖

1/2

L2(Rd)

6 C28ε‖Φ‖L2(O) + C29ε
1/2|ζ|−1/4‖Φ‖L2(O).

(6.20)
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Çäåñü C28 = M1α
1/2
1 C9 + M̃1C8, C29 = β

1/2
∗
(
M2α

1/2
1 (C8C9)1/2 + M̃2(C7C8)1/2

)
.

Î÷åâèäíî,

‖(aεl )∗υε‖L2(Υε) 6 ε‖(a
ε
l )
∗ΛεSεb(D)η̃0‖L2(Rd) + ε‖(aεl )∗Λ̃εSεη̃0‖L2(Rd).

Ïðèìåíÿÿ ïðåäëîæåíèå 1.2, ñîîòíîøåíèÿ (1.5), (5.28), (5.29) è îöåíêè (3.18), (3.19) (äëÿ η̃0),
ñ ó÷åòîì |ζ| > 1 ïîëó÷àåì( d∑

l=1

‖(aεl )∗υε‖2L2(Υε)

)1/2

6 ε
( d∑
l=1

C2
17,l

)1/2
α

1/2
1 ‖η̃0‖H1(Rd) + ε

( d∑
l=1

C2
18,l

)1/2
‖η̃0‖L2(Rd)

6 C30ε‖Φ‖L2(O),

(6.21)

ãäå C30 =
(∑d

l=1C
2
17,l

)1/2
α

1/2
1 C8 +

(∑d
l=1C

2
18,l

)1/2
C7. Àíàëîãè÷íî, ñ ó÷åòîì (5.73) è (5.74)∥∥|Qε|1/2υε∥∥L2(Υε)

6 ε
∥∥|Qε|1/2ΛεSεb(D)η̃0

∥∥
L2(Rd)

+ ε
∥∥|Qε|1/2Λ̃εSεη̃0

∥∥
L2(Rd)

6 C23α
1/2
1 ε‖η̃0‖H1(Rd) + C24ε‖η̃0‖L2(Rd) 6 C31ε‖Φ‖L2(O),

(6.22)

ãäå C31 = C23α
1/2
1 C8 + C24C7.

Â èòîãå, èç (6.17)�(6.22) âûòåêàåò îöåíêà

|Iε[υε]| 6 C(4)
11

(
ε|ζ|−1/2 + ε2

)
‖F‖L2(O)‖Φ‖L2(O), 0 < ε 6 ε1, (6.23)

ñ ïîñòîÿííîé C(4)
11 = γ′0(C ′K + C ′′K) + γ10C

′
K + γ′′0 (C28 + C29 + C30 + C31).

Òåïåðü ñîîòíîøåíèÿ (6.5)�(6.7), (6.9), (6.16) è (6.23) âëåêóò îöåíêó∣∣(wε,Φ)L2(O)

∣∣ 6 C11

(
ε|ζ|−1/2 + ε2

)
‖F‖L2(O)‖Φ‖L2(O), 0 < ε 6 ε1,

ïðè ëþáîì Φ ∈ L2(O;Cn). Çäåñü C11 = C(1)
11 + C(2)

11 + C(3)
11 + C(4)

11 . Ýòî ðàâíîñèëüíî èñêîìîé
îöåíêå (6.1). �

6.2. Çàâåðøåíèå äîêàçàòåëüñòâà òåîðåìû 3.2 ïðè Re ζ 6 0. Ïðè Re ζ 6 0, |ζ| > 1, èç
(3.43) è (6.1) âûòåêàåò îöåíêà

‖uε − u0‖L2(O) 6 (C9 + C11)
(
ε|ζ|−1/2 + ε2

)
‖F‖L2(O), 0 < ε 6 ε1.

Ïðè |ζ| 6 ε−2 âûïîëíåíî ε|ζ|−1/2 + ε2 6 2ε|ζ|−1/2. Ïðè |ζ| > ε−2 âîñïîëüçóåìñÿ îöåíêàìè

(2.23) è (2.40) è çàìåòèì, ÷òî |ζ|−1 < ε|ζ|−1/2. Òîãäà

‖uε − u0‖L2(O) 6 2‖Q−1
0 ‖L∞ |ζ|

−1‖F‖L2(O) 6 2‖Q−1
0 ‖L∞ε|ζ|

−1/2‖F‖L2(O).

Â ðåçóëüòàòå ïðèõîäèì ê îöåíêå âèäà (3.1) ñ ïîñòîÿííîé C′3 = max{2(C9 + C11); 2‖Q−1
0 ‖L∞}.

Èòàê, â îïåðàòîðíîé ôîðìå óñòàíîâëåíà îöåíêà∥∥(BN,ε − ζQε0)−1 − (B0
N − ζQ0)−1

∥∥
L2(O)→L2(O)

6 C′3ε|ζ|−1/2, Re ζ 6 0, |ζ| > 1; 0 < ε 6 ε1.

(6.24)

� 7. Çàâåðøåíèå äîêàçàòåëüñòâà òåîðåì 3.2 è 3.4

7.1. Ñëó÷àé Re ζ > 0. Çàâåðøåíèå äîêàçàòåëüñòâà òåîðåìû 3.2. Ïóñòü òåïåðü ζ ∈
C \ R+, Re ζ > 0, |ζ| > 1. Ïîëîæèì ζ̂ = −Re ζ + i Im ζ. Òîãäà |ζ̂| = |ζ|. Çàïèøåì óæå

äîêàçàííóþ îöåíêó (6.24) â òî÷êå ζ̂:∥∥(BN,ε − ζ̂Qε0)−1 − (B0
N − ζ̂Q0)−1

∥∥
L2(O)→L2(O)

6 C′3ε|ζ|−1/2, 0 < ε 6 ε1. (7.1)



41

Ëåãêî ïðîâåðèòü òîæäåñòâî

(BN,ε − ζQε0)−1 − (B0
N − ζQ0)−1

= (BN,ε−ζQε0)−1(BN,ε−ζ̂Qε0)
(

(BN,ε−ζ̂Qε0)−1 − (B0
N−ζ̂Q0)−1

)
(B0

N−ζ̂Q0)(B0
N−ζQ0)−1

+ (ζ − ζ̂)(BN,ε − ζQε0)−1(Qε0 −Q0)(B0
N − ζQ0)−1.

(7.2)

Îáîçíà÷èì ñëàãàåìûå â ïðàâîé ÷àñòè (7.2) ÷åðåç T1(ε; ζ) è T2(ε; ζ). Â ñèëó (2.21)∥∥(BN,ε − ζQε0)−1(BN,ε − ζ̂Qε0)
∥∥
L2(O)→L2(O)

=
∥∥f ε(B̃N,ε − ζI)−1(B̃N,ε − ζ̂I)(f ε)−1

∥∥
L2(O)→L2(O)

6 ‖f‖L∞‖f−1‖L∞
∥∥(B̃N,ε − ζI)−1(B̃N,ε − ζ̂I)

∥∥
L2(O)→L2(O)

6 ‖f‖L∞‖f−1‖L∞ sup
x>0

|x− ζ̂|
|x− ζ|

.

(7.3)

Àíàëîãè÷íî, ñ ó÷åòîì (2.37) è (2.38)

∥∥(B0
N − ζ̂Q0)(B0

N − ζQ0)−1
∥∥
L2(O)→L2(O)

6 ‖f‖L∞‖f−1‖L∞ sup
x>0

|x− ζ̂|
|x− ζ|

. (7.4)

Âû÷èñëåíèå ïîêàçûâàåò, ÷òî

sup
x>0

|x− ζ̂|
|x− ζ|

6 2c(φ). (7.5)

Èç (7.1) è (7.3)�(7.5) âûòåêàåò îöåíêà

‖T1(ε; ζ)‖L2(O)→L2(O) 6 C
(1)
3 c(φ)2ε|ζ|−1/2, 0 < ε 6 ε1, (7.6)

ãäå C(1)
3 = 4C′3‖f‖2L∞‖f

−1‖2L∞ .
Ðàññìîòðèì òåïåðü âòîðîå ñëàãàåìîå â ïðàâîé ÷àñòè (7.2). Ïóñòü Φ1,Φ2 ∈ L2(O;Cn). Â

ñèëó ëåììû 4.4(3◦) ïðè 0 < ε 6 ε1 ñïðàâåäëèâà îöåíêà∣∣∣((Qε0 −Q0)(B0
N − ζQ0)−1Φ1, (BN,ε − ζ∗Qε0)−1Φ2

)
L2(O)

∣∣∣
6 C̃ ′′′ε‖Q0‖L∞

(∥∥(B0
N − ζQ0)−1Φ1

∥∥
H1(O)

∥∥(BN,ε − ζ∗Qε0)−1Φ2

∥∥
L2(O)

+
∥∥(B0

N − ζQ0)−1Φ1

∥∥
L2(O)

∥∥(BN,ε − ζ∗Qε0)−1Φ2

∥∥
H1(O)

)
.

Âìåñòå ñ (2.23), (2.24), (2.40), (2.41) ñ ó÷åòîì ðàâåíñòâà ζ− ζ̂ = 2 Re ζ ýòî ïðèâîäèò ê îöåíêå

‖T2(ε; ζ)‖L2(O)→L2(O) 6 C
(2)
3 c(φ)2ε|ζ|−1/2, 0 < ε 6 ε1, (7.7)

ãäå C(2)
3 = 4C̃ ′′′C1‖Q0‖L∞‖Q−1

0 ‖L∞ .
Â ðåçóëüòàòå èç (7.2), (7.6) è (7.7) âûòåêàåò èñêîìàÿ îöåíêà (3.2) ñ ïîñòîÿííîé C3 =

C(1)
3 + C(2)

3 â ñëó÷àå ζ ∈ C \R+, Re ζ > 0, |ζ| > 1. Ñ ó÷åòîì óæå óñòàíîâëåííîé îöåíêè (6.24)
ýòî çàâåðøàåò äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû 3.2.

7.2. Ñëó÷àé Re ζ > 0. Äîêàçàòåëüñòâî îöåíêè (3.14). Çàïèøåì óæå äîêàçàííóþ îöåíêó

(5.85) â òî÷êå ζ̂: ∥∥(BN,ε − ζ̂Qε0)−1 − (B0
N − ζ̂Q0)−1 − εKN (ε; ζ̂)

∥∥
L2(O)→H1(O)

6 C10ε
1/2|ζ|−1/4 + (C8 + C10)ε, 0 < ε 6 ε1.

(7.8)
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Ñ ïîìîùüþ (7.2) è î÷åâèäíîãî ðàâåíñòâà KN (ε; ζ) = KN (ε; ζ̂)(B0
N − ζ̂Q0)(B0

N −ζQ0)−1 ëåãêî
ïðîâåðèòü òîæäåñòâî

(BN,ε − ζQε0)−1 − (B0
N − ζQ0)−1 − εKN (ε; ζ)

=
(

(BN,ε − ζ̂Qε0)−1 − (B0
N − ζ̂Q0)−1 − εKN (ε; ζ̂)

)
(B0

N − ζ̂Q0)(B0
N − ζQ0)−1

+ (ζ − ζ̂)(BN,ε − ζQε0)−1Qε0

(
(BN,ε − ζ̂Qε0)−1 − (B0

N − ζ̂Q0)−1
)

(B0
N − ζ̂Q0)(B0

N − ζQ0)−1

+ (ζ − ζ̂)(BN,ε − ζQε0)−1(Qε0 −Q0)(B0
N − ζQ0)−1.

(7.9)

Îáîçíà÷èì ïîñëåäîâàòåëüíûå ñëàãàåìûå â ïðàâîé ÷àñòè (7.9) ÷åðåç L1(ε; ζ), L2(ε; ζ) è
L3(ε; ζ). Çàìåòèì, ÷òî L3(ε; ζ) = T2(ε; ζ).
Èç (7.4), (7.5) è (7.8) âûòåêàåò îöåíêà

‖L1(ε; ζ)‖L2(O)→H1(O) 6 C4c(φ)ε1/2|ζ|−1/4 + C(1)
5 c(φ)ε, 0 < ε 6 ε1, (7.10)

ãäå C4 = 2C10‖f‖L∞‖f−1‖L∞ , C
(1)
5 = 2(C8 + C10)‖f‖L∞‖f−1‖L∞ .

Îöåíèì âòîðîå ñëàãàåìîå â ïðàâîé ÷àñòè (7.9):

‖L2(ε; ζ)‖L2(O)→H1(O) 6 2(Re ζ)
∥∥(BN,ε − ζQε0)−1

∥∥
L2(O)→H1(O)

‖Q0‖L∞
×
∥∥(BN,ε − ζ̂Qε0)−1 − (B0

N − ζ̂Q0)−1
∥∥
L2(O)→L2(O)

∥∥(B0
N − ζ̂Q0)(B0

N − ζQ0)−1
∥∥
L2(O)→L2(O)

.

Êîìáèíèðóÿ ýòî íåðàâåíñòâî è (2.24), (7.1), (7.4) è (7.5), ïîëó÷àåì

‖L2(ε; ζ)‖L2(O)→H1(O) 6 C
(2)
5 c(φ)2ε, 0 < ε 6 ε1, (7.11)

ãäå C(2)
5 = 4C′3C1‖f‖L∞‖f−1‖3L∞ .

Ïåðåéäåì ê ðàññìîòðåíèþ ÷ëåíà L3(ε; ζ). Èç (2.17), (2.20) è (2.21) ñëåäóåò, ÷òî

‖L3(ε; ζ)‖L2(O)→H1(O) 6 c
−1/2
4

∥∥B1/2
N,εL3(ε; ζ)

∥∥
L2(O)→L2(O)

= c
−1/2
4

∥∥B̃1/2
N,ε(f

ε)−1L3(ε; ζ)
∥∥
L2(O)→L2(O)

= 2c
−1/2
4 (Re ζ)

∥∥B̃1/2
N,ε(B̃N,ε − ζI)−1(f ε)∗(Qε0 −Q0)(B0

N − ζQ0)−1
∥∥
L2(O)→L2(O)

.

(7.12)

Ïóñòü Φ1,Φ2 ∈ L2(O;Cn). Â ñèëó ëåììû 4.4(3◦) ïðè 0 < ε 6 ε1 ñïðàâåäëèâà îöåíêà∣∣∣((Qε0 −Q0)(B0
N − ζQ0)−1Φ1, f

εB̃
1/2
N,ε(B̃N,ε − ζ

∗I)−1Φ2

)
L2(O)

∣∣∣
6 C̃ ′′′ε‖Q0‖L∞

(∥∥(B0
N − ζQ0)−1Φ1

∥∥
H1(O)

∥∥f εB̃1/2
N,ε(B̃N,ε − ζ

∗I)−1Φ2

∥∥
L2(O)

+
∥∥(B0

N − ζQ0)−1Φ1

∥∥
L2(O)

∥∥f εB̃1/2
N,ε(B̃N,ε − ζ

∗I)−1Φ2

∥∥
H1(O)

)
.

(7.13)

Î÷åâèäíî,∥∥f εB̃1/2
N,ε(B̃N,ε−ζ

∗I)−1Φ2

∥∥
L2(O)

6 ‖f‖L∞ sup
x>0

x1/2

|x− ζ∗|
‖Φ2‖L2(O) 6 ‖f‖L∞c(φ)|ζ|−1/2‖Φ2‖L2(O).

(7.14)
Ñîãëàñíî (2.17) è (2.20),∥∥f εB̃1/2

N,ε(B̃N,ε − ζ
∗I)−1Φ2

∥∥
H1(O)

6 c−1/2
4

∥∥B1/2
N,εf

εB̃
1/2
N,ε(B̃N,ε − ζ

∗I)−1Φ2

∥∥
L2(O)

= c
−1/2
4

∥∥B̃N,ε(B̃N,ε − ζ∗I)−1Φ2

∥∥
L2(O)

6 c−1/2
4 sup

x>0
x|x− ζ∗|−1‖Φ2‖L2(O)

6 c−1/2
4 c(φ)‖Φ2‖L2(O).

(7.15)
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Ñîîòíîøåíèÿ (2.40), (2.41) è (7.12)�(7.15) ïðèâîäÿò ê îöåíêå

‖L3(ε; ζ)‖L2(O)→H1(O) 6 C
(3)
5 c(φ)2ε, 0 < ε 6 ε1, (7.16)

ãäå C(3)
5 = 2c

−1/2
4 C̃ ′′′‖Q0‖L∞

(
C1‖f‖L∞ + c

−1/2
4 ‖Q−1

0 ‖L∞
)
.

Â èòîãå, èç (7.9)�(7.11) è (7.16) âûòåêàåò îöåíêà (3.14) ñ ïîñòîÿííîé C5 = C(1)
5 +C(2)

5 +C(3)
5

â ñëó÷àå ζ ∈ C \ R+, Re ζ > 0, |ζ| > 1. Ñ ó÷åòîì (5.85) îöåíêà (3.14) ïîëíîñòüþ äîêàçàíà.

7.3. Äîêàçàòåëüñòâî îöåíêè (3.15). Èç (3.13) ñ ó÷åòîì (1.3) è (1.6) ñëåäóåò, ÷òî ïðè
0 < ε 6 ε1 âûïîëíåíî

‖pε − gεb(D)vε‖L2(O) 6 ‖g‖L∞(dα1)1/2
(
C4c(φ)ε1/2|ζ|−1/4 + C5c(φ)2ε

)
‖F‖L2(O). (7.17)

Â ñèëó (3.11), (3.12) èìååì

gεb(D)vε = gεb(D)u0 + gε(b(D)Λ)εSεb(D)ũ0 + gε(b(D)Λ̃)εSεũ0

+ ε

d∑
l=1

gεbl(Λ
εSεb(D)Dlũ0 + Λ̃εSεDlũ0).

(7.18)

×åòâåðòîå ñëàãàåìîå â ïðàâîé ÷àñòè (7.18) îöåíèì ñ ïîìîùüþ ïðåäëîæåíèÿ 1.2 è
ñîîòíîøåíèé (1.5), (1.6), (1.24), (1.32), (3.19), (3.20):∥∥∥∥ε d∑

l=1

gεbl(Λ
εSεb(D)Dlũ0 + Λ̃εSεDlũ0)

∥∥∥∥
L2(O)

6 ε(dα1)1/2‖g‖L∞(M1α
1/2
1 ‖ũ0‖H2(Rd) + M̃1‖ũ0‖H1(Rd)) 6 C32c(φ)ε‖F‖L2(O),

(7.19)

ãäå C32 = (dα1)1/2‖g‖L∞(M1α
1/2
1 C9 + M̃1C8).

Äàëåå, â ñèëó ïðåäëîæåíèÿ 1.1 è ñîîòíîøåíèé (1.5), (3.20) âûïîëíåíî

‖gεb(D)(I − Sε)ũ0‖L2(Rd) 6 r1α
1/2
1 ‖g‖L∞ε‖ũ0‖H2(Rd) 6 C33c(φ)ε‖F‖L2(O), (7.20)

ãäå C33 = r1α
1/2
1 ‖g‖L∞C9.

Â èòîãå, ñîïîñòàâëÿÿ (1.22) è (7.17)�(7.20), ïðèõîäèì ê èñêîìîé îöåíêå (3.15) ñ

ïîñòîÿííûìè C̃4 = C4‖g‖L∞(dα1)1/2, C̃5 = C5‖g‖L∞(dα1)1/2 + C32 + C33.
Òåîðåìà 3.4 ïîëíîñòüþ äîêàçàíà.

7.4. Äîêàçàòåëüñòâî ñëåäñòâèÿ 3.5. Â ñèëó (1.3), (1.6), (2.24) è (3.9) è ñïðàâåäëèâà
îöåíêà∥∥gεb(D)(BN,ε − ζQε0)−1 −GN (ε; ζ)

∥∥
L2(O)→L2(O)

6 ‖g‖L∞(dα1)1/2
∥∥(BN,ε − ζQε0)−1

∥∥
L2(O)→H1(O)

+ ‖GN (ε; ζ)‖L2(O)→L2(O) 6 C34c(φ)|ζ|−1/2,

ãäå C34 = ‖g‖L∞(dα1)1/2C1 + CG. Îòñþäà è èç (3.16) âûòåêàåò, ÷òî ïðè ζ ∈ C \ R+, |ζ| > 1,
è 0 < ε 6 ε1 âûïîëíåíî∥∥gεb(D)(BN,ε − ζQε0)−1 −GN (ε; ζ)

∥∥
L2(O)→L2(O)

6 min{C34c(φ)|ζ|−1/2; C̃4c(φ)ε1/2|ζ|−1/4 + C̃5c(φ)2ε}

6 C̃4c(φ)ε1/2|ζ|−1/4 + min{C34c(φ)|ζ|−1/2; C̃5c(φ)2ε}

6 C̃4c(φ)ε1/2|ζ|−1/4 + (C34C̃5)1/2c(φ)3/2ε1/2|ζ|−1/4.

Ýòî âëå÷åò èñêîìóþ îöåíêó (3.17) ñ ïîñòîÿííîé C̃′4 = C̃4 + (C34C̃5)1/2.
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� 8. Óñòðàíåíèå ñãëàæèâàþùåãî îïåðàòîðà. Ñïåöèàëüíûå ñëó÷àè.

Îöåíêè â ñòðîãî âíóòðåííåé ïîäîáëàñòè

8.1. Óñòðàíåíèå îïåðàòîðà Sε â êîððåêòîðå. Ïîêàæåì, ÷òî ïðè íåêîòîðûõ
äîïîëíèòåëüíûõ ïðåäïîëîæåíèÿõ î ðåøåíèÿõ âñïîìîãàòåëüíûõ çàäà÷ ñãëàæèâàþùèé
îïåðàòîð Sε â êîððåêòîðå ìîæåò áûòü óñòðàíåí (çàìåíåí òîæäåñòâåííûì îïåðàòîðîì ñ
ñîõðàíåíèåì ïîðÿäêà ïîãðåøíîñòè).

Óñëîâèå 8.1. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî Γ-ïåðèîäè÷åñêîå ðåøåíèå Λ(x) çàäà÷è (1.20) îãðàíè÷åíî,
ò. å. Λ ∈ L∞(Rd).

Óñëîâèå 8.2. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî Γ-ïåðèîäè÷åñêîå ðåøåíèå Λ̃(x) çàäà÷è (1.30) òàêîâî, ÷òî

Λ̃ ∈ Lp(Ω), p = 2 ïðè d = 1, p > 2 ïðè d = 2, p = d ïðè d > 3.

Íåêîòîðûå ñëó÷àè, êîãäà óñëîâèÿ 8.1 è 8.2 âûïîëíåíû àâòîìàòè÷åñêè, áûëè âûäåëåíû â
[BSu3, ëåììà 8.7] è [Su4, ïðåäëîæåíèå 8.11] ñîîòâåòñòâåííî.

Ïðåäëîæåíèå 8.3 ([BSu3]). Óñëîâèå 8.1 çàâåäîìî âûïîëíåíî, åñëè ñïðàâåäëèâî õîòÿ áû

îäíî èç ñëåäóþùèõ ïðåäïîëîæåíèé:
1◦) d 6 2;
2◦) ðàçìåðíîñòü d ïðîèçâîëüíà, à îïåðàòîð Aε èìååò âèä Aε = D∗gε(x)D, ãäå g(x) �

ñèììåòðè÷íàÿ ìàòðèöà ñ âåùåñòâåííûìè ýëåìåíòàìè;
3◦) ðàçìåðíîñòü d ïðîèçâîëüíà, è g0 = g, ò. å. ñïðàâåäëèâû ñîîòíîøåíèÿ (1.29).

Ïðåäëîæåíèå 8.4 ([Su4]). Óñëîâèå 8.2 çàâåäîìî âûïîëíåíî, åñëè ñïðàâåäëèâî õîòÿ áû îäíî

èç ñëåäóþùèõ ïðåäïîëîæåíèé:
1◦) d 6 4;
2◦) ðàçìåðíîñòü d ïðîèçâîëüíà, à îïåðàòîð Aε èìååò âèä Aε = D∗gε(x)D, ãäå g(x) �

ñèììåòðè÷íàÿ ìàòðèöà ñ âåùåñòâåííûìè ýëåìåíòàìè.

Çàìå÷àíèå 8.5. Åñëè Aε = D∗gε(x)D, ãäå g(x) � ñèììåòðè÷íàÿ ìàòðèöà ñ

âåùåñòâåííûìè ýëåìåíòàìè, òî èç [LaU, ãëàâà III, òåîðåìà 13.1] ñëåäóåò, ÷òî Λ ∈ L∞ è

Λ̃ ∈ L∞. Òîãäà óñëîâèÿ 8.1 è 8.2 âûïîëíåíû àâòîìàòè÷åñêè. Ïðè ýòîì íîðìà ‖Λ‖L∞ íå

ïðåâîñõîäèò âåëè÷èíû, çàâèñÿùåé îò d, ‖g‖L∞ , ‖g−1‖L∞ è Ω, à íîðìà ‖Λ̃‖L∞ îöåíèâàåòñÿ

â òåðìèíàõ d, ρ, ‖g‖L∞ , ‖g−1‖L∞ , ‖aj‖Lρ(Ω), j = 1, . . . , d, è Ω.

Ïîëîæèì

K0
N (ε; ζ) :=

(
Λεb(D) + Λ̃ε

)
(B0

N − ζQ0)−1, (8.1)

G0
N (ε; ζ) := g̃εb(D)(B0

N − ζQ0)−1 + gε
(
b(D)Λ̃

)ε
(B0

N − ζQ0)−1. (8.2)

Åñëè âûïîëíåíû óñëîâèÿ 8.1 è 8.2, òî îïåðàòîð (8.1) íåïðåðûâåí èç L2(O;Cn) â H1(O;Cn),
à îïåðàòîð (8.2) íåïðåðûâåí èç L2(O;Cn) â L2(O;Cm). Ýòî ëåãêî ïðîâåðèòü, èñïîëüçóÿ
ëåììû 4.5, 4.6 è 4.7.
Íàøà öåëü â ýòîì ïóíêòå � äîêàçàòü ñëåäóþùóþ òåîðåìó.

Òåîðåìà 8.6. Ïóñòü âûïîëíåíû óñëîâèÿ òåîðåìû 3.4. Êðîìå òîãî, ïóñòü âûïîëíåíû

óñëîâèÿ 8.1 è 8.2. Ïóñòü îïåðàòîðû K0
N (ε; ζ) è G0

N (ε; ζ) îïðåäåëåíû â (8.1) è (8.2). Òîãäà
ïðè ζ ∈ C \ R+, |ζ| > 1, è 0 < ε 6 ε1 ñïðàâåäëèâû îöåíêè∥∥(BN,ε − ζQε0)−1 − (B0

N − ζQ0)−1 − εK0
N (ε; ζ)

∥∥
L2(O)→H1(O)

6 C4c(φ)ε1/2|ζ|−1/4 + C12c(φ)2ε,

(8.3)∥∥gεb(D)(BN,ε − ζQε0)−1 −G0
N (ε; ζ)

∥∥
L2(O)→L2(O)

6 C̃4c(φ)ε1/2|ζ|−1/4 + C̃12c(φ)2ε. (8.4)

Ïîñòîÿííûå C4 è C̃4 � òå æå, ÷òî â òåîðåìå 3.4. Ïîñòîÿííûå C12 è C̃12 çàâèñÿò ëèøü

îò èñõîäíûõ äàííûõ (2.35), à òàêæå îò íîðì ‖Λ‖L∞ è ‖Λ̃‖Lp(Ω).
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Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà òåîðåìû 8.6 íàì ïîòðåáóþòñÿ ñëåäóþùèå óòâåðæäåíèÿ; ñì. [MSu4,
ëåììû 7.7 è 7.8].

Ëåììà 8.7. Ïóñòü âûïîëíåíî óñëîâèå 8.1. Ïóñòü Sε � îïåðàòîð ñãëàæèâàíèÿ ïî

Ñòåêëîâó (1.1). Òîãäà ïðè 0 < ε 6 1 âûïîëíåíî

‖Λεb(D)(Sε − I)‖H2(Rd)→H1(Rd) 6 CΛ.

Ïîñòîÿííàÿ CΛ çàâèñèò òîëüêî îò m, d, α0, α1, ‖g‖L∞ , ‖g−1‖L∞ , îò ïàðàìåòðîâ ðåøåòêè

Γ è íîðìû ‖Λ‖L∞ .

Ëåììà 8.8. Ïóñòü âûïîëíåíî óñëîâèå 8.2. Ïóñòü Sε � îïåðàòîð ñãëàæèâàíèÿ ïî

Ñòåêëîâó (1.1). Òîãäà ïðè 0 < ε 6 1 ñïðàâåäëèâà îöåíêà

‖Λ̃ε(Sε − I)‖H2(Rd)→H1(Rd) 6 C
Λ̃
.

Ïîñòîÿííàÿ C
Λ̃
çàâèñèò òîëüêî îò n, d, α0, α1, ρ, ‖g‖L∞ , ‖g−1‖L∞ , îò íîðì ‖aj‖Lρ(Ω),

j = 1, . . . , d, îò p, ‖Λ̃‖Lp(Ω) è îò ïàðàìåòðîâ ðåøåòêè Γ.

Ëåììó 8.7 ëåãêî ïðîâåðèòü, èñïîëüçóÿ ëåììó 4.5, à äëÿ ïðîâåðêè ëåììû 8.8 íóæíû ëåììû
4.6 è 4.7.

8.2. Äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû 8.6. Èç (2.42), (3.4) è ëåììû 8.7 âûòåêàåò, ÷òî ïðè óñëîâèè
8.1 ñïðàâåäëèâà îöåíêà

ε
∥∥Λε(Sε − I)b(D)PO(B0

N − ζQ0)−1
∥∥
L2(O)→H1(O)

6 CΛC
(2)
O C2c(φ)ε. (8.5)

Àíàëîãè÷íî, ñ ïîìîùüþ (2.42), (3.4) è ëåììû 8.8 íàõîäèì, ÷òî ïðè óñëîâèè 8.2 âûïîëíåíî

ε
∥∥Λ̃ε(Sε − I)PO(B0

N − ζQ0)−1
∥∥
L2(O)→H1(O)

6 C
Λ̃
C

(2)
O C2c(φ)ε. (8.6)

Ñîîòíîøåíèÿ (3.14), (8.5) è (8.6) âëåêóò îöåíêó (8.3) ñ ïîñòîÿííîé C12 = C5+(CΛ+C
Λ̃

)C
(2)
O C2.

Îñòàåòñÿ ïðîâåðèòü (8.4). Èç (8.3) ñ ó÷åòîì (1.3) è (1.6) ñëåäóåò îöåíêà∥∥gεb(D)(BN,ε − ζQε0)−1 − gεb(D)
(
I + ε(Λεb(D) + Λ̃ε)

)
(B0

N − ζQ0)−1
∥∥
L2(O)→L2(O)

6 (dα1)1/2‖g‖L∞
(
C4c(φ)ε1/2|ζ|−1/4 + C12c(φ)2ε

) (8.7)

ïðè 0 < ε 6 ε1. Èìååì

εgεb(D)
(
Λεb(D) + Λ̃ε

)
(B0

N − ζQ0)−1

= gε
(
b(D)Λ

)ε
b(D)(B0

N − ζQ0)−1 + gε
(
b(D)Λ̃

)ε
(B0

N − ζQ0)−1

+ ε
d∑
l=1

gεbl
(
Λεb(D) + Λ̃ε

)
Dl(B

0
N − ζQ0)−1.

(8.8)

Èñïîëüçóÿ óñëîâèå 8.1, à òàêæå (1.3), (1.6) è (2.42), ïîëó÷àåì

ε
d∑
l=1

∥∥gεblΛεb(D)Dl(B
0
N − ζQ0)−1

∥∥
L2(O)→L2(O)

6 εα1d‖g‖L∞‖Λ‖L∞
∥∥(B0

N − ζQ0)−1
∥∥
L2(O)→H2(O)

6 C35c(φ)ε,

(8.9)

ãäå C35 = dα1‖g‖L∞‖Λ‖L∞C2.
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Äàëåå, â ñèëó (1.6), (2.42), (3.4), óñëîâèÿ 8.2 è ëåììû 4.6 âûïîëíåíî

ε

d∑
l=1

∥∥gεblΛ̃εDl(B
0
N − ζQ0)−1

∥∥
L2(O)→L2(O)

6 εα1/2
1 ‖g‖L∞

d∑
l=1

∥∥Λ̃εPODl(B
0
N − ζQ0)−1

∥∥
L2(O)→L2(Rd)

6 εα1/2
1 ‖g‖L∞C(q̂; Ω)‖Λ̃‖Lp(Ω)

d∑
l=1

∥∥PODl(B
0
N − ζQ0)−1

∥∥
L2(O)→H1(Rd)

6 ε(dα1)1/2‖g‖L∞‖Λ̃‖Lp(Ω)C(q̂; Ω)C
(1)
O
∥∥(B0

N − ζQ0)−1
∥∥
L2(O)→H2(O)

6 C36c(φ)ε,

(8.10)

ãäå C36 = (dα1)1/2‖g‖L∞‖Λ̃‖Lp(Ω)C(q̂; Ω)C
(1)
O C2.

Â èòîãå ñîîòíîøåíèÿ (8.7)�(8.10) âìåñòå ñ (1.22) è (8.2) ïðèâîäÿò ê èñêîìîé îöåíêå (8.4)

ñ ïîñòîÿííîé C̃12 = (dα1)1/2‖g‖L∞C12 + C35 + C36. �

Çàìå÷àíèå 8.9. Åñëè âûïîëíåíî òîëüêî óñëîâèå 8.1 (ñîîòâåòñòâåííî, óñëîâèå 8.2), òî
ñãëàæèâàþùèé îïåðàòîð Sε ìîæíî óñòðàíèòü òîëüêî â ÷ëåíå êîððåêòîðà, ñîäåðæàùåì

Λε (ñîîòâåòñòâåííî, Λ̃ε).

8.3. Ñëó÷àé, êîãäà êîððåêòîð îáðàùàåòñÿ â íóëü. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî g0 = g, ò. å.
ñïðàâåäëèâû ñîîòíîøåíèÿ (1.28). Òîãäà Γ-ïåðèîäè÷åñêîå ðåøåíèå çàäà÷è (1.20) îáðàùàåòñÿ
â íóëü: Λ(x) = 0. Ïóñòü êðîìå ýòîãî âûïîëíåíî ðàâåíñòâî

d∑
j=1

Djaj(x)∗ = 0. (8.11)

Òîãäà Γ-ïåðèîäè÷åñêîå ðåøåíèå çàäà÷è (1.30) òàêæå ðàâíî íóëþ: Λ̃(x) = 0. Ïîýòîìó â
ðàññìàòðèâàåìîì ñëó÷àå îïåðàòîð (3.5) îáðàùàåòñÿ â íóëü, ôîðìóëà (3.14) óïðîùàåòñÿ è
èç òåîðåìû 3.4 âûòåêàåò ñëåäóþùèé ðåçóëüòàò.

Ïðåäëîæåíèå 8.10. Ïóñòü ñïðàâåäëèâû ðàâåíñòâà (1.28) è (8.11). Òîãäà ïðè 0 < ε 6 ε1

è ζ ∈ C \ R+, |ζ| > 1, âåðíà îöåíêà∥∥(BN,ε − ζQε0)−1 − (B0
N − ζQ0)−1

∥∥
L2(O)→H1(O)

6 C4c(φ)ε1/2|ζ|−1/4 + C5c(φ)2ε.

8.4. Ñïåöèàëüíûé ñëó÷àé. Ïðåäïîëîæèì òåïåðü, ÷òî g0 = g, ò. å. ñïðàâåäëèâû
ïðåäñòàâëåíèÿ (1.29). Òîãäà â ñèëó ïðåäëîæåíèÿ 8.3(3◦) âûïîëíåíî óñëîâèå 8.1. Ïðè ýòîì
ñîãëàñíî [BSu2, çàìå÷àíèå 3.5] ìàòðèöà-ôóíêöèÿ (1.22) ïîñòîÿííà è ñîâïàäàåò ñ g0, ò. å.
g̃(x) = g0 = g. Ïðåäïîëîæèì äîïîëíèòåëüíî, ÷òî ñïðàâåäëèâî ðàâåíñòâî (8.11). Òîãäà

Λ̃(x) = 0 è èç òåîðåìû 8.6 âûòåêàåò ñëåäóþùèé ðåçóëüòàò.

Ïðåäëîæåíèå 8.11. Ïóñòü èìåþò ìåñòî ñîîòíîøåíèÿ (1.29) è (8.11). Òîãäà ïðè

0 < ε 6 ε1 è ζ ∈ C \ R+, |ζ| > 1, âåðíà îöåíêà∥∥gεb(D)(BN,ε − ζQε0)−1 − g0b(D)(B0
N − ζQ0)−1

∥∥
L2(O)→L2(O)

6 C̃4c(φ)ε1/2|ζ|−1/4 + C̃12c(φ)2ε.

8.5. Îöåíêè â ñòðîãî âíóòðåííåé ïîäîáëàñòè. Ïóñòü O′ � ñòðîãî âíóòðåííÿÿ
ïîäîáëàñòü îáëàñòè O. Èñïîëüçóÿ òåîðåìó 3.2 è ðåçóëüòàòû äëÿ çàäà÷è óñðåäíåíèÿ
â Rd, íåòðóäíî ïîëó÷èòü àïïðîêñèìàöèþ îáîáùåííîé ðåçîëüâåíòû (BN,ε − ζQε0)−1 ïî
(L2(O)→ H1(O′))-íîðìå ñ îöåíêîé ïîãðåøíîñòè òî÷íîãî ïîðÿäêà O(ε).

Òåîðåìà 8.12. Ïóñòü âûïîëíåíû óñëîâèÿ òåîðåìû 3.4. Ïóñòü O′ � ñòðîãî âíóòðåííÿÿ

ïîäîáëàñòü îáëàñòè O. Ââåäåì îáîçíà÷åíèå δ := dist {O′; ∂O}. Òîãäà ïðè ζ ∈ C\R+, |ζ| > 1,
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è 0 < ε 6 ε1 ñïðàâåäëèâû îöåíêè∥∥(BN,ε − ζQε0)−1 − (B0
N − ζQ0)−1 − εKN (ε; ζ)

∥∥
L2(O)→H1(O′) 6 (C13c(φ)|ζ|−1/2δ−1 + C14c(φ)2)ε,

(8.12)∥∥gεb(D)(BN,ε − ζQε0)−1 −GN (ε; ζ)
∥∥
L2(O)→L2(O′) 6 (C̃13c(φ)|ζ|−1/2δ−1 + C̃14c(φ)2)ε. (8.13)

Ïîñòîÿííûå C13, C14, C̃13 è C̃14 çàâèñÿò òîëüêî îò èñõîäíûõ äàííûõ (2.35).

Äîêàçàòåëüñòâî. Íà÷íåì ñî ñëó÷àÿ, êîãäà Re ζ 6 0, |ζ| > 1.
Ôèêñèðóåì ãëàäêóþ ñðåçêó χ(x) òàêóþ, ÷òî

χ ∈ C∞0 (O); 0 6 χ(x) 6 1; χ(x) = 1 ïðè x ∈ O′; |∇χ(x)| 6 κδ−1. (8.14)

Ïîñòîÿííàÿ κ çàâèñèò òîëüêî îò ðàçìåðíîñòè d è îáëàñòè O.
Ïóñòü uε = (BN,ε − ζQε0)−1F è ũε = (Bε − ζQε0)−1F̃. Òîãäà

bN,ε[uε − ũε,η]− ζ(Qε0(uε − ũε),η)L2(O) = 0, η ∈ H1
0 (O;Cn). (8.15)

Ïîäñòàâèì η = χ2(uε − ũε) â (8.15) è îáîçíà÷èì

U(ε) = bN,ε[χ(uε − ũε), χ(uε − ũε)].

Ñîîòâåòñòâóþùåå òîæäåñòâî çàïèøåòñÿ â âèäå

U(ε)− ζ(Qε0χ(uε − ũε), χ(uε − ũε))L2(O)

= 2i Im(gεzε, b(D)χ(uε − ũε))L2(O) + (gεzε, zε)L2(O)

+ 2i Im
d∑
j=1

((Djχ)(uε − ũε), (a
ε
j)
∗χ(uε − ũε))L2(O),

(8.16)

ãäå zε :=
∑d

l=1 bl(Dlχ)(uε − ũε). Ñ ó÷åòîì (1.6) è (8.14) èìååì

‖zε‖L2(O) 6 (dα1)1/2κδ−1‖uε − ũε‖L2(O). (8.17)

Âîçüìåì âåùåñòâåííóþ ÷àñòü ðàâåíñòâà (8.16):

U(ε)− (Re ζ)(Qε0χ(uε − ũε), χ(uε − ũε))L2(O) = (gεzε, zε)L2(O).

Ïîñêîëüêó Re ζ 6 0, òî îáà ñëàãàåìûõ ñëåâà íåîòðèöàòåëüíû, à ïîòîìó

U(ε) 6 (gεzε, zε)L2(O) 6 ‖g‖L∞‖zε‖2L2(O) 6 ‖g‖L∞dα1κ2δ−2‖uε − ũε‖2L2(O). (8.18)

Ìû ó÷ëè (8.17).
Äàëåå, ôóíêöèþ χ(uε − ũε) ïðîäîëæèì íóëåì íà Rd \ O è çàìåòèì, ÷òî U(ε) =

bε[χ(uε − ũε), χ(uε − ũε)]. Òîãäà èç (1.17) è (8.18) âûòåêàåò îöåíêà

‖Dχ(uε − ũε)‖L2(O) 6 C37δ
−1‖uε − ũε‖L2(O), (8.19)

ãäå C37 = c
−1/2
∗ (dα1)1/2κ‖g‖1/2L∞

.
Îöåíêè (3.1) è (3.24) ïîêàçûâàþò, ÷òî

‖uε − ũε‖L2(O) 6 C
(1)
14 ε|ζ|

−1/2‖F‖L2(O), 0 < ε 6 ε1, (8.20)

ãäå C(1)
14 = C3 + C1C10. Èç (8.19) è (8.20) âûòåêàåò îöåíêà

‖Dχ(uε − ũε)‖L2(O) 6 C′13δ
−1ε|ζ|−1/2‖F‖L2(O), 0 < ε 6 ε1, (8.21)

ãäå C′13 = C37C(1)
14 . Â ñèëó (8.20) è (8.21) ñïðàâåäëèâà îöåíêà

‖uε − ũε‖H1(O′) 6 (C′13δ
−1 + C(1)

14 )ε|ζ|−1/2‖F‖L2(O), 0 < ε 6 ε1. (8.22)
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Ñ ó÷åòîì (3.28) âûïîëíåíî

‖ũε − vε‖H1(O′) 6 ‖ũε − ṽε‖H1(Rd) 6 C
(2)
14 ε‖F‖L2(O), (8.23)

ãäå C(2)
14 = (C2 + C3)C10. Â ðåçóëüòàòå, èç (8.22) è (8.23) ñëåäóåò îöåíêà

‖uε − vε‖H1(O′) 6
(
C′13|ζ|−1/2δ−1 + C′14

)
ε‖F‖L2(O), Re ζ 6 0, |ζ| > 1; 0 < ε 6 ε1, (8.24)

ãäå C′14 = C(1)
14 + C(2)

14 .

Ðàññìîòðèì òåïåðü çíà÷åíèÿ ζ ∈ C \ R+, Re ζ > 0, |ζ| > 1. Ïóñòü ζ̂ = −Re ζ + i Im ζ.
Âîñïîëüçóåìñÿ òîæäåñòâîì (7.9). Äëÿ âòîðîãî è òðåòüåãî ñëàãàåìûõ â ïðàâîé ÷àñòè (7.9)
ïðèìåíèì ïðåæíèå îöåíêè (7.11) è (7.16). Îöåíèì ïåðâîå ñëàãàåìîå â ïðàâîé ÷àñòè (7.9):

‖L1(ε; ζ)‖L2(O)→H1(O′) 6
∥∥(BN,ε − ζ̂Qε0)−1 − (B0

N − ζ̂Q0)−1 − εKN (ε; ζ̂)
∥∥
L2(O)→H1(O′)

×
∥∥(B0

N − ζ̂Q0)(B0
N − ζQ0)−1

∥∥
L2(O)→L2(O)

.
(8.25)

Èç óæå äîêàçàííîé îöåíêè (8.24) â òî÷êå ζ̂ ñëåäóåò îöåíêà ïåðâîãî ñîìíîæèòåëÿ ñïðàâà:∥∥(BN,ε − ζ̂Qε0)−1 − (B0
N − ζ̂Q0)−1 − εKN (ε; ζ̂)

∥∥
L2(O)→H1(O′) 6

(
C′13|ζ|−1/2δ−1 + C′14

)
ε (8.26)

ïðè 0 < ε 6 ε1. Êîìáèíèðóÿ (7.4), (7.5), (8.25) è (8.26), ïðèõîäèì ê îöåíêå

‖L1(ε; ζ)‖L2(O)→H1(O′) 6 2c(φ)‖f‖L∞‖f−1‖L∞
(
C′13|ζ|−1/2δ−1 + C′14

)
ε, 0 < ε 6 ε1. (8.27)

Òåïåðü èç (7.9), (7.11), (7.16) è (8.27) âûòåêàåò èñêîìàÿ îöåíêà (8.12) ñ ïîñòîÿííûìè C13 =

2‖f‖L∞‖f−1‖L∞C′13 è C14 = 2‖f‖L∞‖f−1‖L∞C′14 + C(2)
5 + C(3)

5 .
Íåðàâåíñòâî (8.13) âûâîäèòñÿ èç (8.12) ñ ïîìîùüþ (7.18)�(7.20). �

Ïðè äîïîëíèòåëüíûõ ïðåäïîëîæåíèÿõ î ðåøåíèÿõ âñïîìîãàòåëüíûõ çàäà÷ ñãëàæèâàòåëü
Sε â êîððåêòîðå óäàåòñÿ óñòðàíèòü.

Òåîðåìà 8.13. Ïóñòü âûïîëíåíû óñëîâèÿ òåîðåìû 8.12. Êðîìå òîãî, ïóñòü âûïîëíåíû

óñëîâèÿ 8.1 è 8.2. Ïóñòü îïåðàòîðû K0
N (ε; ζ) è G0

N (ε; ζ) îïðåäåëåíû â (8.1), (8.2). Òîãäà ïðè
0 < ε 6 ε1 è ζ ∈ C \ R+, |ζ| > 1, ñïðàâåäëèâû îöåíêè∥∥(BN,ε − ζQε0)−1 − (B0

N − ζQ0)−1 − εK0
N (ε; ζ)

∥∥
L2(O)→H1(O′) 6 (C13c(φ)|ζ|−1/2δ−1 + C15c(φ)2)ε,

(8.28)∥∥gεb(D)(BN,ε − ζQε0)−1 −G0
N (ε; ζ)

∥∥
L2(O)→L2(O′) 6 (C̃13c(φ)|ζ|−1/2δ−1 + C̃15c(φ)2)ε. (8.29)

Ïîñòîÿííûå C13 è C̃13 � òå æå, ÷òî â òåîðåìå 8.12. Ïîñòîÿííûå C15 è C̃15 çàâèñÿò îò

èñõîäíûõ äàííûõ (2.35), à òàêæå îò íîðì ‖Λ‖L∞ , ‖Λ̃‖Lp(Ω).

Äîêàçàòåëüñòâî. Íåðàâåíñòâî (8.28) ïîëó÷àåòñÿ íà îñíîâàíèè (8.5), (8.6) è (8.12).
Èç (8.28) âûòåêàåò, ÷òî∥∥gεb(D)(BN,ε − ζQε0)−1 − gεb(D)(I + εΛεb(D) + εΛ̃ε)(B0

D − ζQ0)−1
∥∥
L2(O)→L2(O′)

6 (dα1)1/2‖g‖L∞(C13c(φ)|ζ|−1/2δ−1 + C15c(φ)2)ε.

Âìåñòå ñ (8.8)�(8.10) ýòî âëå÷åò îöåíêó (8.29). �

� 9. ½Äðóãàÿ� àïïðîêñèìàöèÿ îáîáùåííîé ðåçîëüâåíòû

Â òåîðåìàõ èç �3 è �8 ïðåäïîëàãàëîñü, ÷òî ζ ∈ C \ R+ è |ζ| > 1. Â íàñòîÿùåì
ïàðàãðàôå óñòàíàâëèâàþòñÿ ðåçóëüòàòû, ñïðàâåäëèâûå â áîëåå øèðîêîé îáëàñòè èçìåíåíèÿ
ñïåêòðàëüíîãî ïàðàìåòðà. Ìàòåðèàë ýòîãî ïàðàãðàôà àíàëîãè÷åí �9 èç [MSu4].
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9.1. Îáùèé ñëó÷àé.

Òåîðåìà 9.1. Ïóñòü O ⊂ Rd � îãðàíè÷åííàÿ îáëàñòü ñ ãðàíèöåé êëàññà C1,1. Ïóñòü

c[ > 0 � îáùàÿ íèæíÿÿ ãðàíü îïåðàòîðîâ B̃N,ε = (f ε)∗BN,εf
ε è B̃0

N = f0B
0
Nf0. Ïóñòü

ζ ∈ C \ [c[,∞). Ïîëîæèì ψ = arg (ζ − c[), 0 < ψ < 2π. Ââåäåì îáîçíà÷åíèå

ρ[(ζ) =

{
c(ψ)2|ζ − c[|−2, |ζ − c[| < 1,

c(ψ)2, |ζ − c[| > 1.
(9.1)

Çäåñü c(ψ) îïðåäåëåíî â (1.40). Ïóñòü uε = (BN,ε−ζQε0)−1F è u0 = (B0
N −ζQ0)−1F, ãäå F ∈

L2(O;Cn). Ïóñòü vε îïðåäåëåíî â (3.11), (3.12). Ïóñòü pε = gεb(D)uε. Ïóñòü îïåðàòîðû
KN (ε; ζ) è GN (ε; ζ) îïðåäåëåíû â (3.5) è (3.6). Ïóñòü ÷èñëî ε1 ïîä÷èíåíî óñëîâèþ 3.1. Òîãäà
ïðè 0 < ε 6 ε1 ñïðàâåäëèâû îöåíêè

‖uε − u0‖L2(O) 6 C1ερ[(ζ)‖F‖L2(O), (9.2)

‖uε − vε‖H1(O) 6
(
C2ε

1/2ρ[(ζ)1/2 + C3ε|1 + ζ|1/2ρ[(ζ)
)
‖F‖L2(O), (9.3)∥∥pε − g̃εSεb(D)ũ0 − gε

(
b(D)Λ̃

)ε
Sεũ0

∥∥
L2(O)

6
(
C̃2ε

1/2ρ[(ζ)1/2 + C̃3ε|1 + ζ|1/2ρ[(ζ)
)
‖F‖L2(O).

(9.4)

Â îïåðàòîðíûõ òåðìèíàõ,∥∥(BN,ε − ζQε0)−1 − (B0
N − ζQ0)−1

∥∥
L2(O)→L2(O)

6 C1ερ[(ζ), (9.5)∥∥(BN,ε − ζQε0)−1 − (B0
N − ζQ0)−1 − εKN (ε; ζ)

∥∥
L2(O)→H1(O)

6 C2ε
1/2ρ[(ζ)1/2 + C3ε|1 + ζ|1/2ρ[(ζ),

(9.6)

∥∥gεb(D)(BN,ε − ζQε0)−1 −GN (ε; ζ)
∥∥
L2(O)→L2(O)

6 C̃2ε
1/2ρ[(ζ)1/2 + C̃3ε|1 + ζ|1/2ρ[(ζ). (9.7)

Ïîñòîÿííûå C1, C2, C3, C̃2 è C̃3 çàâèñÿò òîëüêî îò èñõîäíûõ äàííûõ (2.35).

Çàìå÷àíèå 9.2. 1) Âåëè÷èíà c(ψ)2|ζ − c[|−2 â (9.1) îáðàòíà ê êâàäðàòó ðàññòîÿíèÿ

îò òî÷êè ζ äî [c[,∞). 2) Â ñèëó (2.17), (2.19), (2.32) è (2.37) â êà÷åñòâå c[ ìîæíî

âûáðàòü ïîñòîÿííóþ c4‖f−1‖−2
L∞

= 1
2k1‖g−1‖−1

L∞
‖Q0‖−1

L∞
. 3) Ëåãêî îöåíèòü c[ ñâåðõó. Èç

âàðèàöèîííûõ ñîîáðàæåíèé è îöåíîê (2.18) è (2.33) ñëåäóåò, ÷òî c[ 6 min{c5, c6}‖Q−1
0 ‖L∞ .

Ïîýòîìó ÷èñëî c[ êîíòðîëèðóåòñÿ ÷åðåç äàííûå çàäà÷è (2.35).

Çàìå÷àíèå 9.3. Îöåíêè (9.2)�(9.7) âûãîäíî ïðèìåíÿòü ïðè îãðàíè÷åííûõ çíà÷åíèÿõ |ζ| è
ìàëîì ερ[(ζ). Â ýòîì ñëó÷àå âåëè÷èíà ε1/2ρ[(ζ)1/2 + ε|1 + ζ|1/2ρ[(ζ) êîíòðîëèðóåòñÿ ÷åðåç

ε1/2ρ[(ζ)1/2. Ïðè áîëüøèõ çíà÷åíèÿõ |ζ| îöåíêè èç òåîðåì 3.2 è 3.4 ïðåäïî÷òèòåëüíåå.

Íà÷íåì ñî ñëåäóþùèõ äâóõ ëåìì, àíàëîãè÷íûõ ëåììàì 9.4 è 9.5 èç [MSu4].

Ëåììà 9.4. Â ïðåäïîëîæåíèÿõ òåîðåìû 9.1 ïðè 0 < ε 6 1 è ζ ∈ C \ [c[,∞) ñïðàâåäëèâû
îöåíêè ∥∥(BN,ε − ζQε0)−1

∥∥
L2(O)→L2(O)

6 ‖f‖2L∞c(ψ)|ζ − c[|−1, (9.8)∥∥(BN,ε − ζQε0)−1
∥∥
L2(O)→H1(O)

6 C4(1 + |ζ|)−1/2ρ[(ζ)1/2, (9.9)∥∥(B0
N − ζQ0)−1

∥∥
L2(O)→L2(O)

6 ‖f‖2L∞c(ψ)|ζ − c[|−1, (9.10)∥∥(B0
N − ζQ0)−1

∥∥
L2(O)→H1(O)

6 C4(1 + |ζ|)−1/2ρ[(ζ)1/2, (9.11)∥∥(B0
N − ζQ0)−1

∥∥
L2(O)→H2(O)

6 C5ρ[(ζ)1/2. (9.12)

Ïîñòîÿííûå C4 è C5 çàâèñÿò ëèøü îò èñõîäíûõ äàííûõ (2.35).
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Äîêàçàòåëüñòâî. Ïðè íàøèõ ïðåäïîëîæåíèÿõ ñïåêòð îïåðàòîðà B̃N,ε ñîäåðæèòñÿ â [c[,∞),

à ïîòîìó ‖(B̃N,ε − ζI)−1‖L2(O)→L2(O) 6 c(ψ)|ζ − c[|−1. Âìåñòå ñ (2.21) ýòî âëå÷åò (9.8).
Äàëåå, èç (2.20) è (2.21) ñëåäóåò, ÷òî∥∥B1/2

N,ε(BN,ε − ζQ
ε
0)−1

∥∥
L2→L2

=
∥∥B̃1/2

N,ε(B̃N,ε − ζI)−1(f ε)∗
∥∥
L2→L2

6 ‖f‖L∞ sup
x>c[

x1/2

|x− ζ|
.

Âû÷èñëåíèå ïîêàçûâàåò, ÷òî

sup
x>c[

x

|x− ζ|2
6

{
(c[ + 1)c(ψ)2|ζ − c[|−2, |ζ − c[| < 1,

(c[ + 1)c(ψ)2|ζ − c[|−1, |ζ − c[| > 1.

Çàìåòèì, ÷òî |ζ| + 1 6 2 + c[ ïðè |ζ − c[| < 1 è (|ζ| + 1)|ζ − c[|−1 6 2 + c[ ïðè |ζ − c[| > 1.
Ñëåäîâàòåëüíî,

(|ζ|+ 1)1/2
∥∥B1/2

N,ε(BN,ε − ζQ
ε
0)−1

∥∥
L2(O)→L2(O)

6 ‖f‖L∞(c[ + 1)1/2(c[ + 2)1/2ρ[(ζ)1/2.

Âìåñòå ñ (2.17) ýòî äîêàçûâàåò îöåíêó (9.9) ïðè C4 = c
−1/2
4 ‖f‖L∞(c[ + 1)1/2(c[ + 2)1/2.

Îöåíêè (9.10) è (9.11) ïðîâåðÿþòñÿ àíàëîãè÷íî âûâîäó îöåíîê (9.8) è (9.9) ñ
èñïîëüçîâàíèåì (2.32), (2.37) è (2.38).
Îñòàåòñÿ ïðîâåðèòü (9.12). Â ñèëó (2.36)�(2.38) èìååì∥∥(B0

N − ζQ0)−1
∥∥
L2(O)→H2(O)

6
∥∥(B0

N )−1
∥∥
L2(O)→H2(O)

∥∥B0
N (B0

N − ζQ0)−1
∥∥
L2(O)→L2(O)

6 ĉ‖f‖L∞‖f−1‖L∞ sup
x>c[

x|x− ζ|−1 6 ĉ‖f‖L∞‖f−1‖L∞ sup
x>c[

(x+ 1)|x− ζ|−1.
(9.13)

Âû÷èñëåíèå ïîêàçûâàåò, ÷òî

sup
x>c[

(x+ 1)2

|x− ζ|2
6 (c[ + 2)2ρ[(ζ), ζ ∈ C \ [c[,∞). (9.14)

Ñîîòíîøåíèÿ (9.13) è (9.14) âëåêóò (9.12) ñ ïîñòîÿííîé C5 = ĉ‖f‖L∞‖f−1‖L∞(c[ + 2). �

Ëåììà 9.5. Â ïðåäïîëîæåíèÿõ òåîðåìû 9.1 ïðè 0 < ε 6 1 è ζ ∈ C \ [c[,∞) ñïðàâåäëèâû
îöåíêè

‖KN (ε; ζ)‖L2(O)→L2(O) 6 C6(1 + |ζ|)−1/2ρ[(ζ)1/2, (9.15)

ε‖KN (ε; ζ)‖L2(O)→H1(O) 6 C7

(
ε+ (1 + |ζ|)−1/2

)
ρ[(ζ)1/2. (9.16)

Ïîñòîÿííûå C6 è C7 çàâèñÿò ëèøü îò èñõîäíûõ äàííûõ (2.35).

Äîêàçàòåëüñòâî. Êîìáèíèðóÿ ïðåäëîæåíèå 1.2 è ñîîòíîøåíèÿ (1.5), (1.24), (1.32), (3.4),
(3.5), ïîëó÷àåì

‖KN (ε; ζ)‖L2(O)→L2(O) 6
∥∥(ΛεSεb(D) + Λ̃εSε

)
PO(B0

N − ζQ0)−1
∥∥
L2(O)→L2(Rd)

6M1α
1/2
1 C

(1)
O
∥∥(B0

N − ζQ0)−1
∥∥
L2(O)→H1(O)

+ M̃1C
(0)
O
∥∥(B0

N − ζQ0)−1
∥∥
L2(O)→L2(O)

.

Îòñþäà è èç (9.11) âûòåêàåò îöåíêà (9.15) ñ ïîñòîÿííîé C6 =
(
M1α

1/2
1 C

(1)
O + M̃1C

(0)
O
)
C4.

Äàëåå, â ñèëó (3.5)

ε‖DKN (ε; ζ)‖L2(O)→L2(O) 6
∥∥((DΛ)εSεb(D) + (DΛ̃)εSε

)
PO(B0

N − ζQ0)−1
∥∥
L2(O)→L2(Rd)

+ ε
∥∥(ΛεSεb(D) + Λ̃εSε

)
DPO(B0

N − ζQ0)−1
∥∥
L2(O)→L2(Rd)

.

Ïðèìåíÿÿ ïðåäëîæåíèå 1.2 è ñîîòíîøåíèÿ (1.5), (1.24), (1.25), (1.32), (1.33), (3.4), ïîëó÷àåì

ε‖DKN (ε; ζ)‖L2(O)→L2(O) 6
(
M2α

1/2
1 + M̃2 + εM̃1

)
C

(1)
O
∥∥(B0

N − ζQ0)−1
∥∥
L2(O)→H1(O)

+ εM1α
1/2
1 C

(2)
O
∥∥(B0

N − ζQ0)−1
∥∥
L2(O)→H2(O)

.
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Âìåñòå ñ (9.11), (9.12) ýòî âëå÷åò

ε‖DKN (ε; ζ)‖L2(O)→L2(O) 6 C′7(1 + |ζ|)−1/2ρ[(ζ)1/2 + C′′7ερ[(ζ)1/2, (9.17)

ãäå C′7 =
(
M2α

1/2
1 + M̃2 + M̃1

)
C

(1)
O C4 è C′′7 = M1α

1/2
1 C

(2)
O C5.

Â èòîãå èç îöåíîê (9.15) è (9.17) âûòåêàåò èñêîìîå íåðàâåíñòâî (9.16) ñ ïîñòîÿííîé C7 =
max{C′7;C6 + C′′7}. �

9.2. Äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû 9.1. Íà÷íåì ñ äîêàçàòåëüñòâà îöåíêè (9.5). Çàïèøåì
íåðàâåíñòâî (6.24) â òî÷êå ζ = −1:∥∥(BN,ε +Qε0)−1 − (B0

N +Q0)−1
∥∥
L2(O)→L2(O)

6 C′3ε, 0 < ε 6 ε1. (9.18)

Àíàëîãè÷íî (7.2), ñïðàâåäëèâî òîæäåñòâî

(BN,ε − ζQε0)−1 − (B0
N − ζQ0)−1

= (BN,ε − ζQε0)−1(BN,ε +Qε0)
(
(BN,ε +Qε0)−1 − (B0

N +Q0)−1
)

(B0
N +Q0)(B0

N − ζQ0)−1

+ (1 + ζ)(BN,ε − ζQε0)−1(Qε0 −Q0)(B0
N − ζQ0)−1.

(9.19)

Îáîçíà÷èì ñëàãàåìûå â ïðàâîé ÷àñòè (9.19) ÷åðåç J1(ε; ζ) è J2(ε; ζ). Àíàëîãè÷íî (7.3) è (7.4)
èìååì ∥∥(BN,ε − ζQε0)−1(BN,ε +Qε0)

∥∥
L2(O)→L2(O)

6 ‖f‖L∞‖f−1‖L∞ sup
x>c[

(x+ 1)

|x− ζ|
, (9.20)

∥∥(B0
N +Q0)(B0

N − ζQ0)−1
∥∥
L2(O)→L2(O)

6 ‖f‖L∞‖f−1‖L∞ sup
x>c[

(x+ 1)

|x− ζ|
. (9.21)

Òåïåðü ñîîòíîøåíèÿ (9.14), (9.18), (9.20), (9.21) ïðèâîäÿò ê îöåíêå

‖J1(ε; ζ)‖L2(O)→L2(O) 6 C8ερ[(ζ), 0 < ε 6 ε1, (9.22)

ãäå C8 = C′3‖f‖2L∞‖f
−1‖2L∞(c[ + 2)2.

Îöåíèì òåïåðü íîðìó îïåðàòîðà J2(ε; ζ). Ïóñòü Φ1,Φ2 ∈ L2(O;Cn). Â ñèëó ëåììû 4.4(3◦)
ïðè 0 < ε 6 ε1 âûïîëíåíî∣∣∣((Qε0 −Q0)(B0

N − ζQ0)−1Φ1, (BN,ε − ζ∗Qε0)−1Φ2

)
L2(O)

∣∣∣
6 2C̃ ′′′ε‖Q0‖L∞

∥∥(B0
N − ζQ0)−1Φ1

∥∥
H1(O)

∥∥(BN,ε − ζ∗Qε0)−1Φ2

∥∥
H1(O)

6 2C̃ ′′′ε‖Q0‖L∞C2
4(1 + |ζ|)−1ρ[(ζ)‖Φ1‖L2(O)‖Φ2‖L2(O), Φ1,Φ2 ∈ L2(O;Cn).

Ìû ó÷ëè îöåíêè (9.9) è (9.11). Ñëåäîâàòåëüíî,

‖J2(ε; ζ)‖L2(O)→L2(O) 6 C9ερ[(ζ), 0 < ε 6 ε1, (9.23)

ãäå C9 = 2C̃ ′′′‖Q0‖L∞C2
4.

Â èòîãå, ñîîòíîøåíèÿ (9.19), (9.22) è (9.23) âëåêóò (9.5) ñ ïîñòîÿííîé C1 = C8 + C9.
Óñòàíîâèì òåïåðü îöåíêó (9.6). Çàïèøåì îöåíêó (5.85) â òî÷êå ζ = −1:∥∥(BN,ε+Q

ε
0)−1−(B0

N+Q0)−1−εKN (ε;−1)
∥∥
L2(O)→H1(O)

6 (2C10+C8)ε1/2, 0 < ε 6 ε1. (9.24)

Àíàëîãè÷íî (7.9), ñïðàâåäëèâî òîæäåñòâî

(BN,ε − ζQε0)−1 − (B0
N − ζQ0)−1 − εKN (ε; ζ)

=
(
(BN,ε +Qε0)−1 − (B0

N +Q0)−1 − εKN (ε;−1)
)

(B0
N +Q0)(B0

N − ζQ0)−1

+ (1 + ζ)(BN,ε − ζQε0)−1Qε0
(
(BN,ε +Qε0)−1 − (B0

N +Q0)−1
)

(B0
N +Q0)(B0

N − ζQ0)−1

+ (1 + ζ)(BN,ε − ζQε0)−1(Qε0 −Q0)(B0
N − ζQ0)−1.

(9.25)
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Îáîçíà÷èì ïîñëåäîâàòåëüíûå ñëàãàåìûå â ïðàâîé ÷àñòè (9.25) ÷åðåç L1(ε; ζ), L2(ε; ζ) è
L3(ε; ζ). Çàìåòèì, ÷òî L3(ε; ζ) = J2(ε; ζ).
Î÷åâèäíî,

‖L1(ε; ζ)‖L2(O)→H1(O) 6
∥∥BN,ε +Qε0)−1 − (B0

N +Q0)−1 − εKN (ε;−1)
∥∥
L2(O)→H1(O)

×
∥∥(B0

N +Q0)(B0
N − ζQ0)−1

∥∥
L2(O)→L2(O)

.

Âìåñòå ñ (9.14), (9.21) è (9.24) ýòî âëå÷åò

‖L1(ε; ζ)‖L2(O)→H1(O) 6 C10ε
1/2ρ[(ζ)1/2, 0 < ε 6 ε1, (9.26)

ãäå C10 = ‖f‖L∞‖f−1‖L∞(c[ + 2)(2C10 + C8).
Îöåíèì âòîðîé ÷ëåí â ïðàâîé ÷àñòè (9.25):

‖L2(ε; ζ)‖L2(O)→H1(O) 6 |1 + ζ|
∥∥(BN,ε − ζQε0)−1

∥∥
L2(O)→H1(O)

‖Q0‖L∞
×
∥∥(BN,ε +Qε0)−1 − (B0

N +Q0)−1
∥∥
L2(O)→L2(O)

∥∥(B0
N +Q0)(B0

N − ζQ0)−1
∥∥
L2(O)→L2(O)

.

Êîìáèíèðóÿ ýòî íåðàâåíñòâî è (9.9), (9.14), (9.18) è (9.21), ïîëó÷àåì

‖L2(ε; ζ)‖L2(O)→H1(O) 6 C11ε|1 + ζ|1/2ρ[(ζ), 0 < ε 6 ε1, (9.27)

ãäå C11 = C′3‖f‖L∞‖f−1‖3L∞(c[ + 2)C4.
Îñòàåòñÿ îöåíèòü L3(ε; ζ). Àíàëîãè÷íî (7.12)

‖L3(ε; ζ)‖L2(O)→H1(O) 6 c
−1/2
4

∥∥B̃1/2
N,ε(f

ε)−1L3(ε; ζ)
∥∥
L2(O)→L2(O)

= c
−1/2
4 |1 + ζ|

∥∥B̃1/2
N,ε(B̃N,ε − ζI)−1(f ε)∗(Qε0 −Q0)(B0

N − ζQ0)−1
∥∥
L2(O)→L2(O)

.
(9.28)

Ïóñòü Φ1,Φ2 ∈ L2(O;Cn). Â ñèëó ëåììû 4.4(3◦) ïðè 0 < ε 6 ε1 ñïðàâåäëèâà îöåíêà∣∣∣((Qε0 −Q0)(B0
N − ζQ0)−1Φ1, f

εB̃
1/2
N,ε(B̃N,ε − ζ

∗I)−1Φ2

)
L2(O)

∣∣∣
6 2C̃ ′′′ε‖Q0‖L∞

∥∥(B0
N − ζQ0)−1Φ1

∥∥
H1(O)

∥∥f εB̃1/2
N,ε(B̃N,ε − ζ

∗I)−1Φ2

∥∥
H1(O)

.
(9.29)

Àíàëîãè÷íî (7.15), ó÷èòûâàÿ (9.14), ïîëó÷àåì∥∥f εB̃1/2
N,ε(B̃N,ε − ζ

∗I)−1Φ2

∥∥
H1(O)

6 c−1/2
4 sup

x>c[
x|x− ζ∗|−1‖Φ2‖L2(O)

6 c−1/2
4 (c[ + 2)ρ[(ζ)1/2‖Φ2‖L2(O).

Âìåñòå ñ (9.11) è (9.29) ýòî âëå÷åò∣∣∣((Qε0 −Q0)(B0
N − ζQ0)−1Φ1, f

εB̃
1/2
N,ε(B̃N,ε − ζ

∗I)−1Φ2

)
L2(O)

∣∣∣
6 C̃12ε(1 + |ζ|)−1/2ρ[(ζ)‖Φ1‖L2(O)‖Φ2‖L2(O), Φ1,Φ2 ∈ L2(O;Cn).

ãäå C̃12 = 2C̃ ′′′c
−1/2
4 (c[ + 2)‖Q0‖L∞C4. Îòñþäà è èç (9.28) ñëåäóåò îöåíêà

‖L3(ε; ζ)‖L2(O)→H1(O) 6 C12ε|1 + ζ|1/2ρ[(ζ), 0 < ε 6 ε1; C12 = c
−1/2
4 C̃12. (9.30)

Ñîïîñòàâëÿÿ (9.25)�(9.27) è (9.30), ïðèõîäèì ê èñêîìîé îöåíêå (9.6) ñ ïîñòîÿííûìè C2 =
C10, C3 = C11 + C12.
Îñòàåòñÿ ïðîâåðèòü (9.4). Èç (9.3) ñ ó÷åòîì (1.3) è (1.6) ñëåäóåò, ÷òî ïðè 0 < ε 6 ε1

ñïðàâåäëèâà îöåíêà

‖pε − gεb(D)vε‖L2(O) 6 (dα1)1/2‖g‖L∞
(
C2ε

1/2ρ[(ζ)1/2 + C3ε|1 + ζ|1/2ρ[(ζ)
)
‖F‖L2(O). (9.31)

Äàëåå, ïî àíàëîãèè ñ (7.18)�(7.20) ñ ó÷åòîì (9.11) è (9.12) ïîëó÷àåì∥∥gεb(D)vε − g̃εSεb(D)ũ0 − gε
(
b(D)Λ̃

)ε
Sεũ0

∥∥
L2(O)

6 C13ερ[(ζ)1/2‖F‖L2(O), (9.32)

ãäå C13 çàâèñèò òîëüêî îò äàííûõ çàäà÷è (2.35). Èç (9.31) è (9.32) âûòåêàåò îöåíêà (9.4). �
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Ñëåäñòâèå 9.6. Â óñëîâèÿõ òåîðåìû 9.1 ïðè ζ ∈ C \ [c[,∞) è 0 < ε 6 ε1 ñïðàâåäëèâû

îöåíêè

‖uε − vε‖H1(O) 6 C14ε
1/2ρ[(ζ)3/4‖F‖L2(O), (9.33)∥∥pε − g̃εSεb(D)ũ0 − gε(b(D)Λ̃)εSεũ0

∥∥
L2(O)

6 C̃14ε
1/2ρ[(ζ)3/4‖F‖L2(O). (9.34)

Ïîñòîÿííûå C14 è C̃14 çàâèñÿò ëèøü îò èñõîäíûõ äàííûõ (2.35).

Äîêàçàòåëüñòâî. Â ñèëó (9.9), (9.11) è (9.16) ñïðàâåäëèâà îöåíêà∥∥(BN,ε − ζQε0)−1 − (B0
N − ζQ0)−1 − εKN (ε; ζ)

∥∥
L2(O)→H1(O)

6 C15

(
ε+ (1 + |ζ|)−1/2

)
ρ[(ζ)1/2, 0 < ε 6 1,

(9.35)

ãäå C15 = 2C4 + C7. Ïðè |1 + ζ|1/2ρ[(ζ)1/4 6 ε−1/2 èñïîëüçóåì (9.6) è çàìåòèì, ÷òî

ε|1 + ζ|1/2ρ[(ζ) 6 ε1/2ρ[(ζ)3/4. Ïðè |1 + ζ|1/2ρ[(ζ)1/4 > ε−1/2 ïðèìåíèì (9.35) è çàìåòèì,

÷òî (1 + |ζ|)−1/2ρ[(ζ)1/2 < ε1/2ρ[(ζ)3/4. Â ðåçóëüòàòå ïîëó÷àåì îöåíêó (9.33) ñ ïîñòîÿííîé
C14 = max{C2 + C3; 2C15}.
Ñîîòíîøåíèÿ (9.32) è (9.33) ñ ó÷åòîì (1.3) è (1.6) ïðèâîäÿò ê îöåíêå (9.34) ñ ïîñòîÿííîé

C̃14 = (dα1)1/2‖g‖L∞C14 + C13. �

9.3. Óñòðàíåíèå ñãëàæèâàþùåãî îïåðàòîðà.

Òåîðåìà 9.7. Ïóñòü âûïîëíåíû óñëîâèÿ òåîðåìû 9.1. Êðîìå òîãî, ïóñòü âûïîëíåíû

óñëîâèÿ 8.1 è 8.2. Ïóñòü îïåðàòîðû K0
N (ε; ζ) è G0

N (ε; ζ) îïðåäåëåíû â (8.1), (8.2). Òîãäà
ïðè 0 < ε 6 ε1 è ζ ∈ C \ [c[,∞) ñïðàâåäëèâû îöåíêè∥∥(BN,ε − ζQε0)−1 − (B0

N − ζQ0)−1 − εK0
N (ε; ζ)

∥∥
L2(O)→H1(O)

6 C2ε
1/2ρ[(ζ)1/2 + C16ε|1 + ζ|1/2ρ[(ζ),

(9.36)

∥∥gεb(D)(BN,ε − ζQε0)−1 −G0
N (ε; ζ)

∥∥
L2(O)→L2(O)

6 C̃2ε
1/2ρ[(ζ)1/2 + C̃16ε|1 + ζ|1/2ρ[(ζ).

(9.37)

Çäåñü ïîñòîÿííûå C2 è C̃2 � òå æå, ÷òî â òåîðåìå 9.1. Ïîñòîÿííûå C16 è C̃16 çàâèñÿò

òîëüêî îò èñõîäíûõ äàííûõ (2.35) è îò íîðì ‖Λ‖L∞ , ‖Λ̃‖Lp(Ω).

Äîêàçàòåëüñòâî. Íåðàâåíñòâî (9.36) ñëåäóåò èç (9.6) ñ ïîìîùüþ ëåìì 8.7 è 8.8 è
ñîîòíîøåíèé (3.4), (9.12).
Îöåíêà (9.37) âûâîäèòñÿ èç (9.36) ïî àíàëîãèè ñ (8.7)�(8.10) ïðè ó÷åòå (9.12). �

9.4. Ñïåöèàëüíûå ñëó÷àè. Ñëåäóþùèå óòâåðæäåíèÿ ïðîâåðÿþòñÿ àíàëîãè÷íî
ïðåäëîæåíèÿì 8.10 è 8.11.

Ïðåäëîæåíèå 9.8. Ïóñòü âûïîëíåíû óñëîâèÿ òåîðåìû 9.1. Êðîìå òîãî, ïóñòü

âûïîëíåíû ñîîòíîøåíèÿ (1.28) è (8.11). Òîãäà ïðè ζ ∈ C \ [c[,∞) è 0 < ε 6 ε1 ñïðàâåäëèâà

îöåíêà∥∥(BN,ε − ζQε0)−1 − (B0
N − ζQ0)−1

∥∥
L2(O)→H1(O)

6 C2ε
1/2ρ[(ζ)1/2 + C3ε|1 + ζ|1/2ρ[(ζ).

Ïðåäëîæåíèå 9.9. Ïóñòü âûïîëíåíû óñëîâèÿ òåîðåìû 9.1. Êðîìå òîãî, ïóñòü

âûïîëíåíû ñîîòíîøåíèÿ (1.29) è (8.11). Òîãäà ïðè ζ ∈ C \ [c[,∞) è 0 < ε 6 ε1 ñïðàâåäëèâà

îöåíêà ∥∥gεb(D)(BN,ε − ζQε0)−1 − g0b(D)(B0
N − ζQ0)−1

∥∥
L2(O)→L2(O)

6 C̃2ε
1/2ρ[(ζ)1/2 + C̃16ε|1 + ζ|1/2ρ[(ζ).
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9.5. Îöåíêè â ñòðîãî âíóòðåííåé ïîäîáëàñòè.

Òåîðåìà 9.10. Ïóñòü âûïîëíåíû óñëîâèÿ òåîðåìû 9.1. Ïóñòü O′ � ñòðîãî âíóòðåííÿÿ

ïîäîáëàñòü îáëàñòè O. Ïîëîæèì δ := dist{O′; ∂O}. Òîãäà ïðè ζ ∈ C \ [c[,∞) è 0 < ε 6 ε1

ñïðàâåäëèâû îöåíêè∥∥(BN,ε − ζQε0)−1 − (B0
N − ζQ0)−1 − εKN (ε; ζ)

∥∥
L2(O)→H1(O′)

6 ε
(
C17δ

−1ρ[(ζ)1/2 + C18|1 + ζ|1/2ρ[(ζ)
)
,

(9.38)

∥∥gεb(D)(BN,ε − ζQε0)−1 −GN (ε; ζ)
∥∥
L2(O)→L2(O′) 6 ε

(
C̃17δ

−1ρ[(ζ)1/2 + C̃18|1 + ζ|1/2ρ[(ζ)
)
.

(9.39)

Ïîñòîÿííûå C17, C18, C̃17, C̃18 çàâèñÿò òîëüêî îò èñõîäíûõ äàííûõ (2.35).

Äîêàçàòåëüñòâî. Çàïèøåì íåðàâåíñòâî (8.12) â òî÷êå ζ = −1:∥∥(BN,ε +Qε0)−1 − (B0
N +Q0)−1 − εKN (ε;−1)

∥∥
L2(O)→H1(O′) 6

(
C13δ

−1 + C14

)
ε, 0 < ε 6 ε1.

(9.40)

Ïðèìåíèì òîæäåñòâî (9.25). Ïåðâîå ñëàãàåìîå ñïðàâà äîïóñêàåò îöåíêó

‖L1(ε; ζ)‖L2(O)→H1(O′) 6
∥∥(BN,ε +Qε0)−1 − (B0

N +Q0)−1 − εKN (ε;−1)
∥∥
L2(O)→H1(O′)

×
∥∥(B0

N +Q0)(B0
N − ζQ0)−1

∥∥
L2(O)→L2(O)

.

Âìåñòå ñ (9.14), (9.21) è (9.40) ýòî âëå÷åò

‖L1(ε; ζ)‖L2(O)→H1(O′) 6
(
C17δ

−1 + C′18

)
ερ[(ζ)1/2, 0 < ε 6 ε1, (9.41)

ãäå C17 = C13‖f‖L∞‖f−1‖L∞(c[+ 2), C′18 = C14‖f‖L∞‖f−1‖L∞(c[+ 2). Äëÿ âòîðîãî è òðåòüåãî
÷ëåíîâ â ïðàâîé ÷àñòè (9.25) èñïîëüçóåì íåðàâåíñòâà (9.27) è (9.30). Â ðåçóëüòàòå ïðèõîäèì
ê îöåíêå (9.38) ñ ïîñòîÿííîé C18 = C3 + C′18.
Íåðàâåíñòâî (9.39) âûâîäèòñÿ èç (9.38) ïî àíàëîãèè ñ (7.17)�(7.20) ïðè ó÷åòå (9.12). �

Ïðè äîïîëíèòåëüíûõ ïðåäïîëîæåíèÿõ î ðåøåíèÿõ âñïîìîãàòåëüíûõ çàäà÷ ñïðàâåäëèâî
ñëåäóþùåå óòâåðæäåíèå.

Òåîðåìà 9.11. Ïóñòü âûïîëíåíû óñëîâèÿ òåîðåìû 9.10. Êðîìå òîãî, ïóñòü âûïîëíåíû

óñëîâèÿ 8.1 è 8.2. Ïóñòü îïåðàòîðû K0
N (ε; ζ) è G0

N (ε; ζ) îïðåäåëåíû â (8.1), (8.2). Òîãäà ïðè
ζ ∈ C \ [c[,∞) è 0 < ε 6 ε1 ñïðàâåäëèâû îöåíêè∥∥(BN,ε − ζQε0)−1 − (B0

N − ζQ0)−1 − εK0
N (ε; ζ)

∥∥
L2(O)→H1(O′)

6 ε
(
C17δ

−1ρ[(ζ)1/2 + C19|1 + ζ|1/2ρ[(ζ)
)
,

(9.42)

∥∥gεb(D)(BN,ε − ζQε0)−1 −G0
N (ε; ζ)

∥∥
L2(O)→L2(O′) 6 ε

(
C̃17δ

−1ρ[(ζ)1/2 + C̃19|1 + ζ|1/2ρ[(ζ)
)
.

(9.43)

Ïîñòîÿííûå C17 è C̃17 � òå æå, ÷òî â òåîðåìå 9.10. Ïîñòîÿííûå C19 è C̃19 çàâèñÿò îò

èñõîäíûõ äàííûõ (2.35), à òàêæå îò íîðì ‖Λ‖L∞ , ‖Λ̃‖Lp(Ω).

Äîêàçàòåëüñòâî. Êîìáèíèðóÿ (9.38), ëåììû 8.7 è 8.8 è ñîîòíîøåíèÿ (3.4), (9.12), ïîëó÷àåì
îöåíêó (9.42).
Íåðàâåíñòâî (9.43) âûâîäèòñÿ èç (9.42) ïî àíàëîãèè ñ (8.7)�(8.10) ïðè ó÷åòå (9.12). �
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� 10. Óñðåäíåíèå ðåøåíèé âòîðîé íà÷àëüíî-êðàåâîé çàäà÷è äëÿ

ïàðàáîëè÷åñêèõ óðàâíåíèé

Â ýòîì ïàðàãðàôå ìû èçó÷àåì óñðåäíåíèå ðåøåíèé âòîðîé íà÷àëüíî-êðàåâîé çàäà÷è
äëÿ ïàðàáîëè÷åñêîãî óðàâíåíèÿ (òî åñòü, çàäà÷è ñ óñëîâèåì Íåéìàíà). Ðåçóëüòàòû
âûâîäÿòñÿ èç àïïðîêñèìàöèé îáîáùåííîé ðåçîëüâåíòû ñ äâóõïàðàìåòðè÷åñêèìè îöåíêàìè
ïîãðåøíîñòè ìåòîäîì èíòåãðèðîâàíèÿ ðåçîëüâåíòû ïî êîíòóðó. Äîêàçàòåëüñòâà îñíîâíûõ
ðåçóëüòàòîâ ýòîãî ïàðàãðàôà ïîëíîñòüþ àíàëîãè÷íû äîêàçàòåëüñòâàì èç ñòàòüè [MSu3],
ãäå ðàññìàòðèâàëàñü ïåðâàÿ íà÷àëüíî-êðàåâàÿ çàäà÷à (ñ óñëîâèåì Äèðèõëå). Ïîýòîìó ìû
îãðàíè÷èìñÿ ôîðìóëèðîâêàìè è êðàòêèìè êîììåíòàðèÿìè, îïóñêàÿ äåòàëè.

10.1. Ïîñòàíîâêà çàäà÷è. Ðàññìîòðèì (ñëàáîå) ðåøåíèå uε(x, t) çàäà÷è{
Qε0(x)∂uε(x,t)∂t = −(Bεuε)(x, t), x ∈ O, t > 0;

Qε0(x)uε(x, 0) = ϕ(x), x ∈ O;
(10.1)

ïðè åñòåñòâåííîì óñëîâèè (óñëîâèè Íåéìàíà) íà ∂O × R+. Çäåñü Bε � äèôôåðåíöèàëüíîå
âûðàæåíèå (1.19), êîýôôèöèåíòû êîòîðîãî ïîä÷èíåíû ïðåäïîëîæåíèÿì �1.
Ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî ϕ ∈ L2(O;Cn). Èñïîëüçóÿ (2.19), íåñëîæíî óáåäèòüñÿ, ÷òî ñïðàâåäëèâî
ïðåäñòàâëåíèå

uε(·, t) = f εe−B̃N,εt(f ε)∗ϕ.

Íàñ èíòåðåñóåò ïîâåäåíèå ðåøåíèÿ uε(x, t) ïðè ìàëîì ε, ò.å. íàñ èíòåðåñóåò ïîâåäåíèå

îêàéìëåííîé îïåðàòîðíîé ýêñïîíåíòû f εe−B̃N,εt(f ε)∗.
Ñîîòâåòñòâóþùàÿ ýôôåêòèâíàÿ çàäà÷à èìååò âèä{

Q0
∂u0(x,t)

∂t = −(B0u0)(x, t), x ∈ O, t > 0;

Q0u0(x, 0) = ϕ(x), x ∈ O;
(10.2)

ïðè óñëîâèè Íåéìàíà íà ∂O × R+. Ðåøåíèå ýôôåêòèâíîé çàäà÷è ïðåäñòàâëÿåòñÿ â âèäå

u0(·, t) = f0e
−B̃0

N tf0ϕ.

Êàê â �9, ïóñòü c[ > 0 � îáùàÿ íèæíÿÿ ãðàíü îïåðàòîðîâ B̃N,ε = (f ε)∗BN,εf
ε è B̃0

N =
f0B

0
Nf0. Ñîãëàñíî çàìå÷àíèþ 9.2 ìîæíî ôèêñèðîâàòü âûáîð c[ ñëåäóþùèì îáðàçîì:

c[ = c4‖f−1‖−2
L∞

=
1

2
k1‖g−1‖−1

L∞
‖Q0‖−1

L∞
. (10.3)

Ñëåäóþùåå ïðîñòîå óòâåðæäåíèå ïðîâåðÿåòñÿ òàê æå, êàê ëåììà 2.1 èç [MSu3].

Ëåììà 10.1. Ïðè 0 < ε 6 1 ñïðàâåäëèâû îöåíêè∥∥e−B̃N,εt∥∥
L2(O)→L2(O)

6 e−c[t, t > 0,∥∥f εe−B̃N,εt∥∥
L2(O)→H1(O)

6 c−1/2
4 t−1/2e−c[t/2, t > 0, (10.4)∥∥e−B̃0

N t
∥∥
L2(O)→L2(O)

6 e−c[t, t > 0,∥∥f0e
−B̃0

N t
∥∥
L2(O)→H1(O)

6 c−1/2
4 t−1/2e−c[t/2, t > 0, (10.5)∥∥f0e

−B̃0
N t
∥∥
L2(O)→H2(O)

6 ĉ‖f−1‖L∞t−1e−c[t/2, t > 0. (10.6)

Çäåñü ïîñòîÿííûå c4, ĉ è c[ � òå æå, ÷òî â (2.17), (2.36) è (10.3) ñîîòâåòñòâåííî.
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10.2. Àïïðîêñèìàöèÿ ðåøåíèÿ â L2(O;Cn). Ñëåäóþùèé ðåçóëüòàò âûâîäèòñÿ èç òåîðåì
3.2 è 9.1 ïî àíàëîãèè ñ äîêàçàòåëüñòâîì òåîðåìû 2.2 èç [MSu3].

Òåîðåìà 10.2. Ïóñòü uε(x, t) � ðåøåíèå çàäà÷è (10.1) ñ óñëîâèåì Íåéìàíà íà ∂O × R+.

Ïóñòü u0(x, t) � ðåøåíèå çàäà÷è (10.2) ñ óñëîâèåì Íåéìàíà íà ∂O × R+. Ïóñòü ÷èñëî ε1

ïîä÷èíåíî óñëîâèþ 3.1. Ïðè 0 < ε 6 ε1 ñïðàâåäëèâà îöåíêà

‖uε(·, t)− u0(·, t)‖L2(O) 6 C1ε(t+ ε2)−1/2e−c[t/2‖ϕ‖L2(O), t > 0.

Â îïåðàòîðíûõ òåðìèíàõ,∥∥f εe−B̃N,εt(f ε)∗ − f0e
−B̃0

N tf0

∥∥
L2(O)→L2(O)

6 C1ε(t+ ε2)−1/2e−c[t/2, t > 0. (10.7)

Çäåñü c[ � ïîñòîÿííàÿ (10.3). Ïîñòîÿííàÿ C1 çàâèñèò òîëüêî îò èñõîäíûõ äàííûõ (2.35).

Äîêàçàòåëüñòâî. Ñïðàâåäëèâî òîæäåñòâî (ñì., íàïðèìåð, [Ka, ãë. IX, �1.6])

e−B̃N,εt = − 1

2πi

∫
γ
e−ζt(B̃N,ε − ζI)−1 dζ, t > 0. (10.8)

Çäåñü γ ⊂ C � êîíòóð, îáõîäÿùèé ñïåêòð îïåðàòîðà B̃N,ε â ïîëîæèòåëüíîì íàïðàâëåíèè.

Äëÿ ýêñïîíåíòû îò îïåðàòîðà B̃0
N ñïðàâåäëèâî àíàëîãè÷íîå ïðåäñòàâëåíèå. Òàê êàê

ïîñòîÿííàÿ (10.3) � îáùàÿ íèæíÿÿ ãðàíü îïåðàòîðîâ B̃N,ε è B̃0
N , â êà÷åñòâå êîíòóðà

èíòåãðèðîâàíèÿ óäîáíî âûáðàòü

γ = {ζ ∈ C : Im ζ > 0, Re ζ = Im ζ + c[/2}
∪ {ζ ∈ C : Im ζ 6 0, Re ζ = −Im ζ + c[/2}.

Óìíîæàÿ (10.8) íà f ε ñëåâà è íà (f ε)∗ ñïðàâà è ó÷èòûâàÿ òîæäåñòâî (2.21), ïîëó÷àåì
ïðåäñòàâëåíèå

f εe−B̃N,εt(f ε)∗ = − 1

2πi

∫
γ
e−ζt(BN,ε − ζQε0)−1 dζ, t > 0.

Àíàëîãè÷íî,

f0e
−B̃0

N tf0 = − 1

2πi

∫
γ
e−ζt(B0

N − ζQ0)−1 dζ, t > 0.

Ñëåäîâàòåëüíî,

f εe−B̃N,εt(f ε)∗ − f0e
−B̃0

N tf0 = − 1

2πi

∫
γ
e−ζt

(
(BN,ε − ζQε0)−1 − (B0

N − ζQ0)−1
)
dζ. (10.9)

Îáîçíà÷èì č := max{1;
√

5c[/2}. Ïðèìåíÿÿ òåîðåìó 9.1 ïðè ζ ∈ γ, |ζ| 6 č, è òåîðåìó 3.2
ïðè ζ ∈ γ, |ζ| > č, ëåãêî ïðîâåðèòü îöåíêó∥∥(BN,ε − ζQε0)−1 − (B0

N − ζQ0)−1
∥∥
L2(O)→L2(O)

6 C′1|ζ|−1/2ε, ζ ∈ γ, (10.10)

ãäå ïîñòîÿííàÿ C′1 çàâèñèò òîëüêî îò èñõîäíûõ äàííûõ (2.35). Èç (10.9) è (10.10) âûòåêàåò
îöåíêà∥∥f εe−B̃N,εt(f ε)∗ − f0e

−B̃0
N tf0

∥∥
L2(O)→L2(O)

6 C′′1εt
−1/2e−c[t/2, C′′1 = 2π−1/2C′1. (10.11)

Èñïîëüçóÿ (10.11) ïðè t > ε2 è ýëåìåíòàðíóþ îöåíêó∥∥f εe−B̃N,εt(f ε)∗ − f0e
−B̃0

N tf0

∥∥
L2(O)→L2(O)

6 2‖f‖2L∞e
−c[t

ïðè 0 6 t < ε2, ëåãêî âûâåñòè èñêîìîå íåðàâåíñòâî (10.7). �
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10.3. Àïïðîêñèìàöèÿ ðåøåíèÿ â H1(O;Cn). Ââåäåì êîððåêòîð

KN (t; ε) := RO

(
[Λε]Sεb(D) + [Λ̃ε]Sε

)
POf0e

−B̃0
N tf0. (10.12)

Íàì ïîíàäîáèòñÿ òàêæå îïåðàòîð

GN (t; ε) := g̃εSεb(D)POf0e
−B̃0

N tf0 + gε
(
b(D)Λ̃

)ε
SεPOf0e

−B̃0
N tf0. (10.13)

Ïðè t > 0 îïåðàòîð (10.12) íåïðåðûâíî ïåðåâîäèò L2(O;Cn) â H1(O;Cn). Äåéñòâèòåëüíî,

ñîãëàñíî (10.6) ïðè t > 0 îïåðàòîð f0e
−B̃0

N tf0 íåïðåðûâåí èç L2(O;Cn) â H2(O;Cn).

Ñëåäîâàòåëüíî, îïåðàòîð b(D)POf0e
−B̃0

N tf0 íåïðåðûâíî ïåðåâîäèò L2(O;Cn) â H1(Rd;Cm),

à îïåðàòîð POf0e
−B̃0

N tf0 çàâåäîìî íåïðåðûâåí èç L2(O;Cn) â H1(Rd;Cn). Îñòàåòñÿ ó÷åñòü

íåïðåðûâíîñòü îïåðàòîðîâ [Λε]Sε : H1(Rd;Cm) → H1(Rd;Cn) è [Λ̃ε]Sε : H1(Rd;Cn) →
H1(Rd;Cn), âûòåêàþùóþ èç ïðåäëîæåíèÿ 1.2 è âêëþ÷åíèé Λ, Λ̃ ∈ H̃1(Ω). Àíàëîãè÷íî
ïðîâåðÿåòñÿ íåïðåðûâíîñòü îïåðàòîðà (10.13) èç L2(O;Cn) â L2(O;Cm).
Ïîëîæèì ũ0( · , t) := POu0( · , t). ×åðåç vε(x, t) îáîçíà÷èì ïåðâîå ïðèáëèæåíèå ê ðåøåíèþ

uε(x, t) çàäà÷è (10.1):

ṽε( · , t) = ũ0( · , t) + εΛεSεb(D)ũ0( · , t) + εΛ̃εSεũ0( · , t),
vε( · , t) := ṽε( · , t)|O.

(10.14)

Òî åñòü, vε( · , t) = f0e
−B̃0

N tf0ϕ( · ) + εKN (t; ε)ϕ( · ).

Òåîðåìà 10.3. Ïóñòü âûïîëíåíû óñëîâèÿ òåîðåìû 10.2. Ïóñòü ôóíêöèÿ vε(x, t)
îïðåäåëåíà â (10.14). Ïîëîæèì pε(x, t) := gε(x)b(D)uε(x, t). Ïóñòü îïåðàòîðû KN (t; ε)
è GN (t; ε) îïðåäåëåíû â (10.12) è (10.13) ñîîòâåòñòâåííî. Òîãäà ïðè 0 < ε 6 ε1 è t > 0
âûïîëíåíî

‖uε( · , t)− vε( · , t)‖H1(O) 6 C2(ε1/2t−3/4 + εt−1)e−c[t/2‖ϕ‖L2(O),∥∥pε( · , t)− g̃εSεb(D)ũ0( · , t)− gε
(
b(D)Λ̃

)ε
Sεũ0( · , t)

∥∥
L2(O)

6 C̃2ε
1/2t−3/4e−c[t/2‖ϕ‖L2(O).

Â îïåðàòîðíûõ òåðìèíàõ,∥∥f εe−B̃N,εt(f ε)∗ − f0e
−B̃0

N tf0 − εKN (t; ε)
∥∥
L2(O)→H1(O)

6 C2(ε1/2t−3/4 + εt−1)e−c[t/2, (10.15)∥∥gεb(D)f εe−B̃N,εt(f ε)∗ − GN (t; ε)
∥∥
L2(O)→L2(O)

6 C̃2ε
1/2t−3/4e−c[t/2. (10.16)

Ïîñòîÿííûå C2 è C̃2 çàâèñÿò òîëüêî îò èñõîäíûõ äàííûõ (2.35).

Äîêàçàòåëüñòâî. Àíàëîãè÷íî (10.9) ñïðàâåäëèâû ïðåäñòàâëåíèÿ

f εe−B̃N,εt(f ε)∗ − f0e
−B̃0

N tf0 − εKN (t; ε)

= − 1

2πi

∫
γ
e−ζt

(
(BN,ε − ζQε0)−1 − (B0

N − ζQ0)−1 − εKN (ε; ζ)
)
dζ,

(10.17)

gεb(D)f εe−B̃N,εt(f ε)∗ − GN (t; ε) = − 1

2πi

∫
γ
e−ζt

(
gεb(D)(BN,ε − ζQε0)−1 −GN (ε; ζ)

)
dζ.

(10.18)

Çäåñü KN (ε; ζ) è GN (ε; ζ) � îïåðàòîðû (3.5) è (3.6) ñîîòâåòñòâåííî.
Ñ ïîìîùüþ òîæäåñòâà (10.17), ïðèìåíÿÿ òåîðåìó 9.1 ïðè ζ ∈ γ, |ζ| 6 č, è òåîðåìó 3.4 ïðè

ζ ∈ γ, |ζ| > č, ëåãêî âûâåñòè îöåíêó (10.15). Àíàëîãè÷íî, íà îñíîâàíèè òîæäåñòâà (10.18),
èñïîëüçóÿ (9.7) ïðè ζ ∈ γ, |ζ| 6 č, è (3.17) ïðè ζ ∈ γ, |ζ| > č, ïðèõîäèì ê (10.16). �

Çàìå÷àíèå 10.4. Ïóñòü λ0
1 � ïåðâîå ñîáñòâåííîå çíà÷åíèå îïåðàòîðà B0

N è ïóñòü

σ > 0 � ñêîëü óãîäíî ìàëîå ÷èñëî. Î÷åâèäíî, ÷èñëî λ0
1‖Q0‖−1

L∞
ÿâëÿåòñÿ íèæíåé ãðàíüþ

îïåðàòîðà B̃0
N . Â ñèëó ðåçîëüâåíòíîé ñõîäèìîñòè BN,ε ê B0

N ïðè äîñòàòî÷íî ìàëîì
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ε◦ ÷èñëî λ0
1‖Q0‖−1

L∞
− σ/2 ÿâëÿåòñÿ îáùåé íèæíåé ãðàíüþ îïåðàòîðîâ B̃N,ε ïðè âñåõ

0 < ε 6 ε◦. Ïîýòîìó ìîæíî ñäâèíóòü êîíòóð èíòåãðèðîâàíèÿ γ òàê, ÷òîáû îí ïåðåñåêàë

âåùåñòâåííóþ îñü â òî÷êå c◦ := λ0
1‖Q0‖−1

L∞
− σ âìåñòî c[/2. Íà ýòîì ïóòè ïîëó÷àþòñÿ

îöåíêè âèäà (10.7), (10.15), (10.16) ñ çàìåíîé e−c[t/2 íà e−c◦t â ïðàâûõ ÷àñòÿõ. Ïðè ýòîì

ïîñòîÿííûå â îöåíêàõ ñòàíóò çàâèñåòü îò σ.

10.4. Óñòðàíåíèå ñãëàæèâàòåëÿ Sε â êîððåêòîðå. Ñãëàæèâàþùèé îïåðàòîð â
êîððåêòîðå óäàåòñÿ óñòðàíèòü, åñëè ðåøåíèÿ âñïîìîãàòåëüíûõ çàäà÷ ïîä÷èíåíû
äîïîëíèòåëüíûì óñëîâèÿì. Ñëåäóþùèé ðåçóëüòàò ïðîâåðÿåòñÿ àíàëîãè÷íî òåîðåìå 10.3 ñ
ïîìîùüþ òåîðåì 8.6 è 9.7.

Òåîðåìà 10.5. Ïóñòü âûïîëíåíû óñëîâèÿ òåîðåìû 10.3. Êðîìå òîãî, ïóñòü âûïîëíåíû

óñëîâèÿ 8.1 è 8.2. Ïîëîæèì

K0
N (t; ε) := (Λεb(D) + Λ̃ε)f0e

−B̃0
N tf0, (10.19)

G0
N (t; ε) := g̃εb(D)f0e

−B̃0
N tf0 + gε

(
b(D)Λ̃

)ε
f0e
−B̃0

N tf0. (10.20)

Òîãäà ïðè t > 0 è 0 < ε 6 ε1 ñïðàâåäëèâû îöåíêè∥∥f εe−B̃N,εt(f ε)∗ − f0e
−B̃0

N tf0 − εK0
N (t; ε)

∥∥
L2(O)→H1(O)

6 C3

(
ε1/2t−3/4 + εt−1

)
e−c[t/2,∥∥gεb(D)f εe−B̃N,εt(f ε)∗ − G0

N (t; ε)
∥∥
L2(O)→L2(O)

6 C̃3

(
ε1/2t−3/4 + εt−1

)
e−c[t/2.

Ïîñòîÿííûå C3 è C̃3 çàâèñÿò îò èñõîäíûõ äàííûõ (2.35), îò p è îò íîðì ‖Λ‖L∞ è

‖Λ̃‖Lp(Ω).

Çàìå÷àíèå 10.6. Åñëè âûïîëíåíî òîëüêî óñëîâèå 8.1 (ñîîòâåòñòâåííî, óñëîâèå 8.2), òî
ñãëàæèâàþùèé îïåðàòîð Sε ìîæåò áûòü óñòðàíåí â ÷ëåíå êîððåêòîðà, ñîäåðæàùåì Λε

(ñîîòâåòñòâåííî, Λ̃ε).

Óñòðàíèòü ñãëàæèâàòåëü Sε â êîððåêòîðå âîçìîæíî òàêæå çà ñ÷åò óñèëåíèÿ
ïðåäïîëîæåíèÿ î ãëàäêîñòè ãðàíèöû. Ðàññìîòðèì ñëó÷àé d > 3, ïîñêîëüêó ïðè d 6 2
ïðèìåíèìà òåîðåìà 10.5 (ñì. ïðåäëîæåíèÿ 8.3 è 8.4).

Òåîðåìà 10.7. Ïóñòü âûïîëíåíû óñëîâèÿ òåîðåìû 10.2, ïðè÷åì d > 3. Ïóñòü îáëàñòü

O ⊂ Rd � îãðàíè÷åííàÿ îáëàñòü ñ ãðàíèöåé êëàññà Cd/2,1 åñëè d � ÷åòíîå, è êëàññà

C(d+1)/2,1, åñëè d � íå÷åòíîå. Ïóñòü îïåðàòîðû K0
N (t; ε) è G0

N (t; ε) îïðåäåëåíû â (10.19)
è (10.20) ñîîòâåòñòâåííî. Òîãäà ïðè t > 0 è 0 < ε 6 ε1 ñïðàâåäëèâû îöåíêè∥∥f εe−B̃N,εt(f ε)∗ − f0e

−B̃0
N tf0 − εK0

N (t; ε)
∥∥
L2(O)→H1(O)

6 C4(d)(ε1/2t−3/4 + εt−d/4−1/2)e−c[t/2,∥∥gεb(D)f εe−B̃N,εt(f ε)∗ − G0
N (t; ε)

∥∥
L2(O)→L2(O)

6 C̃4(d)(ε1/2t−3/4 + εt−d/4−1/2)e−c[t/2.

Ïîñòîÿííûå C4(d) è C̃4(d) çàâèñÿò òîëüêî îò èñõîäíûõ äàííûõ (2.35).

Òåîðåìà 10.7 îïèðàåòñÿ íà ñëåäóþùóþ ëåììó, àíàëîãè÷íóþ ëåììå 2.8 èç [MSu3].

Ëåììà 10.8. Ïóñòü k > 2 � öåëîå ÷èñëî. Ïóñòü O ⊂ Rd � îãðàíè÷åííàÿ îáëàñòü

ñ ãðàíèöåé ∂O êëàññà Ck−1,1. Òîãäà ïðè t > 0 îïåðàòîð e−B̃
0
N t íåïðåðûâíî ïåðåâîäèò

L2(O;Cn) â Hq(O;Cn), 0 6 q 6 k, è âûïîëíåíà îöåíêà∥∥e−B̃0
N t
∥∥
L2(O)→Hq(O)

6 Ĉqt
−q/2e−c[t/2, t > 0.

Ïîñòîÿííàÿ Ĉq çàâèñèò òîëüêî îò q è èñõîäíûõ äàííûõ (2.35).

Äîêàçàòåëüñòâî ëåììû 10.8 è òåîðåìû 10.7 ïîëíîñòüþ àíàëîãè÷íî ñëó÷àþ ïåðâîé
íà÷àëüíî-êðàåâîé çàäà÷è, ðàññìîòðåííîìó â [MSu3]; ñì. ïóíêò 2.7 è �7 èç [MSu3]. ßñíî,
÷òî òåîðåìó 10.7 óäîáíî ïðèìåíÿòü ïðè t îòäåëåííîì îò íóëÿ. Ïðè ìàëûõ çíà÷åíèÿõ t
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ïîðÿäîê ìíîæèòåëÿ (ε1/2t−3/4 + εt−d/4−1/2) ðàñòåò ñ ðîñòîì ðàçìåðíîñòè. Ýòî êîìïåíñàöèÿ
çà óñòðàíåíèå ñãëàæèâàòåëÿ.

10.5. Ñïåöèàëüíûå ñëó÷àè. Âûäåëèì ñïåöèàëüíûå ñëó÷àè. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî g0 = g,
ò. å. âûïîëíåíû ñîîòíîøåíèÿ (1.28). Êðîìå òîãî, ïóñòü ñïðàâåäëèâî óñëîâèå (8.11). Òîãäà

Γ-ïåðèîäè÷åñêèå ðåøåíèÿ çàäà÷ (1.20) è (1.30) ðàâíû íóëþ: Λ(x) = 0 è Λ̃(x) = 0. Òåîðåìà
10.3 ïðèâîäèò ê ñëåäóþùåìó ðåçóëüòàòó.

Ïðåäëîæåíèå 10.9. Ïóñòü ñïðàâåäëèâû ñîîòíîøåíèÿ (1.28) è (8.11). Òîãäà â óñëîâèÿõ

òåîðåìû 10.2 ïðè t > 0 è 0 < ε 6 ε1 ñïðàâåäëèâà îöåíêà∥∥f εe−B̃N,εt(f ε)∗ − f0e
−B̃0

N tf0

∥∥
L2(O)→H1(O)

6 C2(ε1/2t−3/4 + εt−1)e−c[t/2.

Ïðåäïîëîæèì òåïåðü, ÷òî g0 = g, ò. å. ñïðàâåäëèâû ïðåäñòàâëåíèÿ (1.29). Òîãäà â ñèëó

ïðåäëîæåíèÿ 8.3(3◦) âûïîëíåíî óñëîâèå 8.1. Ïðè ýòîì g̃(x) = g0 = g. Ïðåäïîëîæèì

äîïîëíèòåëüíî, ÷òî ñïðàâåäëèâî ðàâåíñòâî (8.11). Òîãäà Λ̃(x) = 0 è èç òåîðåìû 10.3 ñ
ïîìîùüþ ïðåäëîæåíèÿ 1.1 íåñëîæíî âûâåñòè ñëåäóþùèé ðåçóëüòàò. (Ñð. äîêàçàòåëüñòâî
ïðåäëîæåíèÿ 2.13 èç [MSu3].)

Ïðåäëîæåíèå 10.10. Ïóñòü èìåþò ìåñòî ñîîòíîøåíèÿ (1.29) è (8.11). Òîãäà â óñëîâèÿõ
òåîðåìû 10.2 ïðè 0 < ε 6 ε1 è t > 0 âåðíà îöåíêà∥∥gεb(D)f εe−B̃N,εt(f ε)∗ − g0b(D)f0e

−B̃0
N tf0

∥∥
L2(O)→L2(O)

6 C̃′3ε
1/2t−3/4e−c[t/2.

Ïîñòîÿííàÿ C̃′3 çàâèñèò òîëüêî îò èñõîäíûõ äàííûõ (2.35).

10.6. Îöåíêè â ñòðîãî âíóòðåííåé ïîäîáëàñòè. Ñëåäóþùèé ðåçóëüòàò ëåãêî âûâåñòè,
ïðèìåíÿÿ òåîðåìû 8.12, 9.10 è òîæäåñòâà (10.17), (10.18).

Òåîðåìà 10.11. Ïóñòü âûïîëíåíû óñëîâèÿ òåîðåìû 10.3. Ïóñòü O′ � ñòðîãî âíóòðåííÿÿ

ïîäîáëàñòü îáëàñòè O è δ = dist{O′; ∂O}. Òîãäà ïðè 0 < ε 6 ε1 è t > 0 âûïîëíåíû îöåíêè∥∥f εe−B̃N,εt(f ε)∗ − f0e
−B̃0

N tf0 − εKN (t; ε)
∥∥
L2(O)→H1(O′) 6 ε(C5t

−1/2δ−1 + C6t
−1)e−c[t/2,∥∥gεb(D)f εe−B̃N,εt(f ε)∗ − GN (t; ε)

∥∥
L2(O)→L2(O′) 6 ε(C̃5t

−1/2δ−1 + C̃6t
−1)e−c[t/2.

Ïîñòîÿííûå C5, C6, C̃5 è C̃6 çàâèñÿò òîëüêî îò èñõîäíûõ äàííûõ (2.35).

Ñëåäóþùèé ðåçóëüòàò ïðîâåðÿåòñÿ íà îñíîâàíèè òåîðåì 8.13, 9.11 è òîæäåñòâ (10.17),
(10.18).

Òåîðåìà 10.12. Ïóñòü âûïîëíåíû óñëîâèÿ òåîðåìû 10.11. Êðîìå òîãî, ïóñòü âûïîëíåíû
óñëîâèÿ 8.1 è 8.2. Ïóñòü îïåðàòîðû K0

N (t; ε) è G0
N (t; ε) îïðåäåëåíû â (10.19) è (10.20)

ñîîòâåòñòâåííî. Òîãäà ïðè t > 0 è 0 < ε 6 ε1 ñïðàâåäëèâû îöåíêè∥∥f εe−B̃N,εt(f ε)∗ − f0e
−B̃0

N tf0 − εK0
N (t; ε)

∥∥
L2(O)→H1(O′) 6 ε(C5t

−1/2δ−1 + C7t
−1)e−c[t/2,∥∥gεb(D)f εe−B̃N,εt(f ε)∗ − G0

N (t; ε)
∥∥
L2(O)→L2(O′) 6 ε(C̃5t

−1/2δ−1 + C̃7t
−1)e−c[t/2.

Ïîñòîÿííûå C5 è C̃5 � òå æå, ÷òî â òåîðåìå 10.11. Ïîñòîÿííûå C7 è C̃7 çàâèñÿò îò

èñõîäíûõ äàííûõ (2.35), îò p è îò íîðì ‖Λ‖L∞ , ‖Λ̃‖Lp(Ω).

Îòìåòèì, ÷òî óñòðàíèòü ñãëàæèâàòåëü Sε â êîððåêòîðå â îöåíêàõ èç òåîðåìû 10.11

âîçìîæíî è áåç äîïîëíèòåëüíûõ óñëîâèé íà ìàòðèöû-ôóíêöèè Λ è Λ̃. Ðàññìîòðèì ñëó÷àé
d > 3 (èíà÷å â ñèëó ïðåäëîæåíèé 8.3 è 8.4 ïðèìåíèìà òåîðåìà 10.12). Ïðè t > 0

îïåðàòîð e−B̃
0
N t íåïðåðûâåí èç L2(O;Cn) â H2(O;Cn) è âûïîëíåíà îöåíêà (10.6). Êðîìå

òîãî, ñïðàâåäëèâî ñâîéñòâî �ïîâûøåíèÿ ãëàäêîñòè� âíóòðè îáëàñòè: ïðè t > 0 îïåðàòîð
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e−B̃
0
N t íåïðåðûâåí èç L2(O;Cn) â H l(O′;Cn) ïðè ëþáîì öåëîì l > 3. Ïðè ýòîì èìåþò ìåñòî

íåðàâåíñòâà ∥∥e−B̃0
N t
∥∥
L2(O)→Hl(O′) 6 C′lt

−1/2(δ−2 + t−1)(l−1)/2e−c[t/2,

t > 0, l ∈ N, l > 3.
(10.21)

Ïîñòîÿííàÿ C′l çàâèñèò îò l è èñõîäíûõ äàííûõ (2.35). Ñð. îöåíêó (2.45) èç [MSu3] è
êîììåíòàðèè ê íåé.

Èñïîëüçóÿ (10.21), à òàêæå ñâîéñòâà ìàòðèö-ôóíêöèé Λ, Λ̃ è îïåðàòîðà Sε, èç òåîðåìû
10.11 ìîæíî âûâåñòè ñëåäóþùèé ðåçóëüòàò. Äîêàçàòåëüñòâî ïîëíîñòüþ àíàëîãè÷íî ñëó÷àþ
ïåðâîé íà÷àëüíî-êðàåâîé çàäà÷è (ñì. ïóíêò 2.10 è �8 èç [MSu3]).

Òåîðåìà 10.13. Ïóñòü âûïîëíåíû óñëîâèÿ òåîðåìû 10.11, ïðè÷åì d > 3. Ïóñòü

îïåðàòîðû K0
D(t; ε) è G0

D(t; ε) îïðåäåëåíû â (10.19) è (10.20) ñîîòâåòñòâåííî. Îáîçíà÷èì

hd(δ; t) := t−1 + t−1/2(δ−2 + t−1)d/4.

Ïóñòü 2r1 = diam Ω. Òîãäà ïðè 0 < ε 6 min{ε1; (4r1)−1δ} è t > 0 ñïðàâåäëèâû îöåíêè∥∥f εe−B̃N,εt(f ε)∗ − f0e
−B̃0

N tf0 − εK0
N (t; ε)

∥∥
L2(O)→H1(O′) 6 εC8(d)hd(δ; t)e

−c[t/2,∥∥gεb(D)f εe−B̃N,εt(f ε)∗ − G0
N (t; ε)

∥∥
L2(O)→L2(O′) 6 εC̃8(d)hd(δ; t)e

−c[t/2.

Çäåñü ïîñòîÿííûå C8(d) è C̃8(d) çàâèñÿò òîëüêî îò èñõîäíûõ äàííûõ (2.35).

10.7. Óñðåäíåíèå ðåøåíèé âòîðîé íà÷àëüíî-êðàåâîé çàäà÷è äëÿ íåîäíîðîäíîãî
óðàâíåíèÿ. Ðàññìîòðèì òåïåðü ðåøåíèå uε(x, t) çàäà÷è{

Qε0(x)∂uε(x,t)∂t = −(Bεuε)(x, t) + F(x, t), x ∈ O, 0 < t < T ;

Qε0(x)uε(x, 0) = ϕ(x), x ∈ O;
(10.22)

ïðè óñëîâèè Íåéìàíà íà ∂O × (0, T ). Ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî 0 < T 6 ∞, F ∈ Hr(T ) :=
Lr((0, T );L2(O;Cn)) ïðè íåêîòîðîì 1 6 r 6∞; ϕ ∈ L2(O;Cn). Òîãäà

uε(·, t) = f εe−B̃N,εt(f ε)∗ϕ+

∫ t

0
f εe−B̃N,ε(t−t̃)(f ε)∗F(·, t̃) dt̃. (10.23)

Ñîîòâåòñòâóþùàÿ ýôôåêòèâíàÿ çàäà÷à èìååò âèä{
Q0

∂u0(x,t)
∂t = −(B0u0)(x, t) + F(x, t), x ∈ O, 0 < t < T ;

Q0u0(x, 0) = ϕ(x), x ∈ O;
(10.24)

ïðè óñëîâèè Íåéìàíà íà ∂O × (0, T ). Ðåøåíèå ýôôåêòèâíîé çàäà÷è ïðåäñòàâëÿåòñÿ â âèäå

u0(·, t) = f0e
−B̃0

N tf0ϕ+

∫ t

0
f0e
−B̃0

N (t−t̃)f0F(·, t̃) dt̃. (10.25)

Âû÷èòàÿ (10.25) èç (10.23), íà îñíîâàíèè òåîðåìû 10.2 óáåæäàåìñÿ â ñïðàâåäëèâîñòè
íåðàâåíñòâà

‖uε(·, t)− u0(·, t)‖L2(O) 6 C1ε(t+ ε2)−1/2e−c[t/2‖ϕ‖L2(O)

+ C1ε

∫ t

0
e−c[(t−t̃)/2(ε2 + t− t̃)−1/2‖F(·, t̃)‖L2(O) dt̃.

Îöåíèâàÿ èíòåãðàëüíûé ÷ëåí ïðè 1 < r 6 ∞, ïîëó÷àåì ñëåäóþùèé ðåçóëüòàò. (Ñð.
äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû 5.1 èç [MSu2].)
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Òåîðåìà 10.14. Ïóñòü ϕ ∈ L2(O;Cn) è F ∈ Hr(T ) ïðè íåêîòîðîì 1 < r 6 ∞, ãäå
0 < T 6∞. Ïóñòü uε(x, t) � ðåøåíèå çàäà÷è (10.22) ñ óñëîâèåì Íåéìàíà íà ∂O × (0, T ).
Ïóñòü u0(x, t) � ðåøåíèå çàäà÷è (10.24) ñ óñëîâèåì Íåéìàíà íà ∂O× (0, T ). Ïóñòü ÷èñëî
ε1 ïîä÷èíåíî óñëîâèþ 3.1. Ïðè 0 < ε 6 ε1 è 0 < t < T ñïðàâåäëèâà îöåíêà

‖uε(·, t)− u0(·, t)‖L2(O) 6 C1ε(t+ ε2)−1/2e−c[t/2‖ϕ‖L2(O) + crϑ(ε, r)‖F‖Hr(t).

Çäåñü âåëè÷èíà ϑ(ε, r) çàäàíà ñîîòíîøåíèåì

ϑ(ε, r) =


ε2−2/r, 1 < r < 2,

ε(| ln ε|+ 1)1/2, r = 2,

ε, 2 < r 6∞;

(10.26)

c[ � ïîñòîÿííàÿ (10.3). Ïîñòîÿííàÿ C1 çàâèñèò òîëüêî îò èñõîäíûõ äàííûõ (2.35), à cr
çàâèñèò îò r è äàííûõ (2.35).

Ïî àíàëîãèè ñ äîêàçàòåëüñòâîì òåîðåìû 5.2 èç [MSu2], íåñëîæíî âûâåñòè èç òåîðåìû
10.2 îöåíêó íîðìû ðàçíîñòè uε − u0 â êëàññå Hr(T ).

Òåîðåìà 10.15. Ïóñòü ϕ ∈ L2(O;Cn) è F ∈ Hr(T ) ïðè íåêîòîðîì 1 6 r < ∞, ãäå
0 < T 6∞. Ïóñòü uε(x, t) � ðåøåíèå çàäà÷è (10.22) ñ óñëîâèåì Íåéìàíà íà ∂O × (0, T ).
Ïóñòü u0(x, t) � ðåøåíèå çàäà÷è (10.24) ñ óñëîâèåì Íåéìàíà íà ∂O× (0, T ). Ïóñòü ÷èñëî
ε1 ïîä÷èíåíî óñëîâèþ 3.1. Ïðè 0 < ε 6 ε1 ñïðàâåäëèâà îöåíêà

‖uε − u0‖Hr(T ) 6 cr′ϑ(ε, r′)‖ϕ‖L2(O) + C9ε‖F‖Hr(T ).

Çäåñü ϑ(ε, ·) îïðåäåëåíî â (10.26), r−1 + (r′)−1 = 1. Ïîñòîÿííàÿ C9 çàâèñèò òîëüêî îò

èñõîäíûõ äàííûõ (2.35), à cr′ çàâèñèò îò r è äàííûõ (2.35).

Çàìå÷àíèå 10.16. Â ñëó÷àå, êîãäà ϕ = 0 è F ∈ H∞(T ), èç òåîðåìû 10.14 âûòåêàåò îöåíêà

‖uε − u0‖H∞(T ) 6 c∞ε‖F‖H∞(T ), 0 < ε 6 ε1.

Ïîëó÷èì òåïåðü àïïðîêñèìàöèþ ðåøåíèÿ çàäà÷è (10.22) â H1(O;Cn) ñ ïîìîùüþ
òåîðåìû 10.3. Òðóäíîñòè âîçíèêàþò ïðè ðàññìîòðåíèè èíòåãðàëüíîãî ÷ëåíà â (10.23) èç-çà
ñèíãóëÿðíîñòè ïðàâîé ÷àñòè îöåíêè (10.15) ïðè ìàëîì t. Ñ÷èòàÿ, ÷òî t > ε2, ìû ðàçáèâàåì
ïðîìåæóòîê èíòåãðèðîâàíèÿ â (10.23) íà äâå ÷àñòè: (0, t − ε2) è (t − ε2, t). Íà èíòåðâàëå
(0, t− ε2) ïðèìåíÿåì (10.15), à íà (t− ε2, t) èñïîëüçóåì îöåíêó∥∥f εe−B̃N,εt(f ε)∗ − f0e

−B̃0
N tf0

∥∥
L2(O)→H1(O)

6 2c
−1/2
4 ‖f‖L∞t−1/2e−c[t/2, t > 0,

âûòåêàþùóþ èç (10.4) è (10.5). Ýòî ïðèâîäèò ê ñëåäóþùåìó ðåçóëüòàòó; ñð. äîêàçàòåëüñòâî
òåîðåìû 5.4 èç [MSu2].
Îáîçíà÷èì

u0,ε(·, t) = f0e
−B̃0

N tf0ϕ+

∫ t−ε2

0
f0e
−B̃0

N (t−t̃)f0F(·, t̃) dt̃.

Òîãäà u0,ε(·, t) = f0e
−B̃0

Nε
2
f−1

0 u0(·, t−ε2). Ïîëîæèì ũ0,ε(·, t) = POu0,ε(·, t), ãäå PO � îïåðàòîð
ïðîäîëæåíèÿ (3.3). Â êà÷åñòâå ïåðâîãî ïðèáëèæåíèÿ ê ðåøåíèþ çàäà÷è (10.22) âîçüìåì

vε(·, t) = u0(·, t) + εΛεSεb(D)ũ0,ε(·, t) + εΛ̃εSεũ0,ε(·, t). (10.27)

Ïðèáëèæåíèåì äëÿ ïîòîêà pε(·, t) = gεb(D)uε(·, t) ñëóæèò ôóíêöèÿ

qε(·, t) = g̃εSεb(D)ũ0,ε(·, t) + gε(b(D)Λ̃)εSεũ0,ε(·, t). (10.28)

Òåîðåìà 10.17. Ïóñòü ϕ ∈ L2(O;Cn) è F ∈ Hr(T ) ïðè íåêîòîðîì 2 < r 6 ∞,
ãäå 0 < T 6∞. Ïóñòü uε(x, t) � ðåøåíèå çàäà÷è (10.22) ñ óñëîâèåì Íåéìàíà íà ∂O ×
(0, T ), u0(x, t) � ðåøåíèå çàäà÷è (10.24) ñ óñëîâèåì Íåéìàíà íà ∂O × (0, T ) è pε(·, t) =
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gεb(D)uε(·, t). Ïóñòü ôóíêöèè vε è qε îïðåäåëåíû â (10.27), (10.28) ñîîòâåòñòâåííî. Ïóñòü
÷èñëî ε1 ïîä÷èíåíî óñëîâèþ 3.1. Ïðè 0 < ε 6 ε1 è ε

2 6 t < T ñïðàâåäëèâû îöåíêè

‖uε(·, t)− vε(·, t)‖H1(O) 6 2C2ε
1/2t−3/4e−c[t/2‖ϕ‖L2(O) + črω(ε, r)‖F‖Hr(t),

‖pε(·, t)− qε(·, t)‖L2(O) 6 C̃2ε
1/2t−3/4e−c[t/2‖ϕ‖L2(O) + c̃rω(ε, r)‖F‖Hr(t).

Çäåñü âåëè÷èíà ω(ε, r) çàäàíà ñîîòíîøåíèåì

ω(ε, r) =


ε1−2/r, 2 < r < 4,

ε1/2(| ln ε|+ 1)3/4, r = 4,

ε1/2, 4 < r 6∞;

c[ � ïîñòîÿííàÿ (10.3). Ïîñòîÿííûå C2, C̃2 çàâèñÿò òîëüêî îò èñõîäíûõ äàííûõ (2.35),
à čr è c̃r çàâèñÿò îò r è äàííûõ (2.35).

Ïîñêîëüêó ïðàâàÿ ÷àñòü â îöåíêå (10.16) èìååò ìåíüøóþ ñèíãóëÿðíîñòü ïðè ìàëîì t,
íåæåëè ïðàâàÿ ÷àñòü â (10.15), ïðè r > 4 óäàåòñÿ àïïðîêñèìèðîâàòü ïîòîê pε(·, t) ôóíêöèåé

q0
ε(·, t) = g̃εSεb(D)ũ0(·, t) + gε(b(D)Λ̃)εSεũ0(·, t). (10.29)

Ñëåäóþùåå óòâåðæäåíèå ïðîâåðÿåòñÿ àíàëîãè÷íî äîêàçàòåëüñòâó ïðåäëîæåíèÿ 3.5 èç
[MSu3].

Ïðåäëîæåíèå 10.18. Ïóñòü ϕ ∈ L2(O;Cn) è F ∈ Hr(T ) ïðè íåêîòîðîì 4 < r 6 ∞, ãäå
0 < T 6∞. Ïóñòü uε(x, t) � ðåøåíèå çàäà÷è (10.22) ñ óñëîâèåì Íåéìàíà íà ∂O× (0, T ) è
pε(·, t) = gεb(D)uε(·, t). Ïóñòü ôóíêöèÿ q0

ε îïðåäåëåíà â (10.29). Ïóñòü ÷èñëî ε1 ïîä÷èíåíî

óñëîâèþ 3.1. Ïðè 0 < ε 6 ε1 è 0 < t < T ñïðàâåäëèâà îöåíêà

‖pε(·, t)− q0
ε(·, t)‖L2(O) 6 C̃2ε

1/2t−3/4e−c[t/2‖ϕ‖L2(O) + ĉrε
1/2‖F‖Hr(t).

Çäåñü c[ � ïîñòîÿííàÿ (10.3). Ïîñòîÿííàÿ C̃2 çàâèñèò òîëüêî îò èñõîäíûõ äàííûõ (2.35),
à ĉr çàâèñèò îò r è äàííûõ (2.35).

Ïðè äîïîëíèòåëüíûõ ïðåäïîëîæåíèÿõ î ðåøåíèÿõ âñïîìîãàòåëüíûõ çàäà÷ èç òåîðåìû
10.5 íåñëîæíî âûâåñòè ñëåäóþùèé ðåçóëüòàò.

Òåîðåìà 10.19. Ïóñòü âûïîëíåíû óñëîâèÿ òåîðåìû 10.17. Êðîìå òîãî, ïóñòü âûïîëíåíû
óñëîâèÿ 8.1 è 8.2. Îáîçíà÷èì

v̌ε(·, t) = u0(·, t) + εΛεb(D)ũ0,ε(·, t) + εΛ̃εũ0,ε(·, t). (10.30)

q̌ε(·, t) = g̃εb(D)ũ0,ε(·, t) + gε(b(D)Λ̃)εũ0,ε(·, t). (10.31)

Òîãäà ïðè 0 < ε 6 ε1 è ε
2 6 t < T ñïðàâåäëèâû îöåíêè

‖uε(·, t)− v̌ε(·, t)‖H1(O) 6 2C3ε
1/2t−3/4e−c[t/2‖ϕ‖L2(O) + c′rω(ε, r)‖F‖Hr(t),

‖pε(·, t)− q̌ε(·, t)‖L2(O) 6 2C̃3ε
1/2t−3/4e−c[t/2‖ϕ‖L2(O) + c′′rω(ε, r)‖F‖Hr(t).

Ïîñòîÿííûå C3, C̃3 çàâèñÿò òîëüêî îò èñõîäíûõ äàííûõ (2.35), îò p è îò íîðì ‖Λ‖L∞ ,
‖Λ̃‖Lp(Ω), à c

′
r è c

′′
r çàâèñÿò îò òåõ æå ïàðàìåòðîâ è îò r.

Èç òåîðåìû 10.11 ëåãêî âûâåñòè àïïðîêñèìàöèè ðåøåíèÿ è ïîòîêà â ñòðîãî âíóòðåííåé
ïîäîáëàñòè.

Òåîðåìà 10.20. Ïóñòü âûïîëíåíû óñëîâèÿ òåîðåìû 10.17. Ïóñòü O′ � ñòðîãî

âíóòðåííÿÿ ïîäîáëàñòü îáëàñòè O. Ïóñòü δ = dist{O′; ∂O}. Òîãäà ïðè 0 < ε 6 ε1 è

ε2 6 t < T ñïðàâåäëèâû îöåíêè

‖uε(·, t)− vε(·, t)‖H1(O′) 6 ε
(

C5t
−1/2δ−1 + C6t

−1
)
e−c[t/2‖ϕ‖L2(O) + cr$(ε, δ, r)‖F‖Hr(t),

‖pε(·, t)− qε(·, t)‖L2(O) 6 ε
(

C̃5t
−1/2δ−1 + C̃6t

−1
)
e−c[t/2‖ϕ‖L2(O) + c̃r$(ε, δ, r)‖F‖Hr(t).
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Çäåñü

$(ε, δ, r) :=

{
εδ−1 + ε1−2/r, 2 < r <∞,
εδ−1 + ε(| ln ε|+ 1), r =∞.

Ïîñòîÿííûå C5, C6, C̃5, C̃6 çàâèñÿò òîëüêî îò èñõîäíûõ äàííûõ (2.35), à cr è c̃r çàâèñÿò
îò òåõ æå ïàðàìåòðîâ è îò r.

Íàêîíåö, ïðè äîïîëíèòåëüíûõ ïðåäïîëîæåíèÿõ î ðåøåíèÿõ âñïîìîãàòåëüíûõ çàäà÷ èç
òåîðåìû 10.12 íåòðóäíî èçâëå÷ü ñëåäóþùèé ðåçóëüòàò.

Òåîðåìà 10.21. Ïóñòü âûïîëíåíû óñëîâèÿ òåîðåìû 10.19. Êðîìå òîãî, ïóñòü âûïîëíåíû
óñëîâèÿ 8.1 è 8.2. Ïóñòü ôóíêöèè v̌ε è q̌ε îïðåäåëåíû â (10.30) è (10.31) ñîîòâåòñòâåííî.
Òîãäà ïðè 0 < ε 6 ε1 è ε

2 6 t < T ñïðàâåäëèâû îöåíêè

‖uε(·, t)− v̌ε(·, t)‖H1(O′) 6 ε
(

C5t
−1/2δ−1 + C7t

−1
)
e−c[t/2‖ϕ‖L2(O) + c′r$(ε, δ, r)‖F‖Hr(t),

‖pε(·, t)− q̌ε(·, t)‖L2(O) 6 ε
(

C̃5t
−1/2δ−1 + C̃7t

−1
)
e−c[t/2‖ϕ‖L2(O) + c′′r$(ε, δ, r)‖F‖Hr(t)

Ïîñòîÿííûå C5, C7, C̃5 è C̃7 � òå æå, ÷òî â òåîðåìå 10.12. Ïîñòîÿííûå c′r è c′′r çàâèñÿò

îò èñõîäíûõ äàííûõ (2.35), îò p è îò íîðì ‖Λ‖L∞ , ‖Λ̃‖Lp(Ω).

� 11. Ïðèìåð ïðèìåíåíèÿ îáùèõ ðåçóëüòàòîâ

Äëÿ ýëëèïòè÷åñêèõ ñèñòåì âî âñåì ïðîñòðàíñòâå Rd ðàññìàòðèâàåìûé ïðèìåð èçó÷àëñÿ
â [Su4] è [MSu1]. Äëÿ ýëëèïòè÷åñêèõ è ïàðàáîëè÷åñêèõ ñèñòåì â îãðàíè÷åííîé îáëàñòè ïðè
óñëîâèè Äèðèõëå ïðèìåð ðàññìàòðèâàëñÿ â [MSu4] è [MSu3] ñîîòâåòñòâåííî.

11.1. Ñêàëÿðíûé ýëëèïòè÷åñêèé îïåðàòîð ñ ñèíãóëÿðíûì ïîòåíöèàëîì ïîðÿäêà
ε−1. Ïóñòü n = 1, m = d, b(D) = D, à g(x) � Γ-ïåðèîäè÷åñêàÿ ñèììåòðè÷íàÿ (d × d)-
ìàòðèöà-ôóíêöèÿ ñ âåùåñòâåííûìè ýëåìåíòàìè, ïðè÷åì g(x) > 0 è g, g−1 ∈ L∞. Óñëîâèå
(1.5) ñïðàâåäëèâî ïðè α0 = α1 = 1. Î÷åâèäíî, óñëîâèå 2.1 âûïîëíåíî, ïðè÷åì k1 = 1, k2 = 0.
Èìååì b(D)∗gε(x)b(D) = −div gε(x)∇.
Äàëåå, ïóñòü A(x) = col{A1(x), . . . , Ad(x)}, ãäå Aj(x), j = 1, . . . , d, � Γ-ïåðèîäè÷åñêèå

âåùåñòâåííûå ôóíêöèè, ïðè÷åì

Aj ∈ Lρ(Ω), ρ = 2 ïðè d = 1, ρ > d ïðè d > 2; j = 1, . . . , d.

Ïóñòü v(x) è V(x) � âåùåñòâåííûå Γ-ïåðèîäè÷åñêèå ôóíêöèè òàêèå, ÷òî

v,V ∈ Ls(Ω),

∫
Ω
v(x) dx = 0, s = 1 ïðè d = 1, s > d/2 ïðè d > 2.

Â L2(O) ðàññìîòðèì îïåðàòîðBN,ε, ôîðìàëüíî çàäàííûé äèôôåðåíöèàëüíûì âûðàæåíèåì

Bε = (D−Aε(x))∗gε(x)(D−Aε(x)) + ε−1vε(x) + Vε(x) (11.1)

ïðè åñòåñòâåííîì óñëîâèè (óñëîâèè Íåéìàíà) íà ∂O. Ýòîò îïåðàòîð ìîæíî
èíòåðïðåòèðîâàòü êàê îïåðàòîð Øð¼äèíãåðà ñ áûñòðî îñöèëëèðóþùèìè ìåòðèêîé gε,
ìàãíèòíûì ïîòåíöèàëîì Aε è ýëåêòðè÷åñêèì ïîòåíöèàëîì ε−1vε + Vε, ñîäåðæàùèì
ñèíãóëÿðíîå ñëàãàåìîå ε−1vε. Òî÷íîå îïðåäåëåíèå îïåðàòîðà BN,ε äàåòñÿ ÷åðåç
êâàäðàòè÷íóþ ôîðìó

bN,ε[u, u] =

∫
O

(
〈gε(D−Aε)u, (D−Aε)u〉+ (ε−1vε + Vε)|u|2

)
dx, u ∈ H1(O).

Ëåãêî âèäåòü (ñì. [Su4, ï. 13.1]), ÷òî âûðàæåíèå (11.1) ìîæíî ïåðåïèñàòü â âèäå

Bε = D∗gε(x)D +
d∑
j=1

(
aεj(x)Dj +Dj(a

ε
j(x))∗

)
+Qε(x).
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Çäåñü âåùåñòâåííàÿ ôóíêöèÿ Q(x) îïðåäåëåíà ðàâåíñòâîì

Q(x) = V(x) + 〈g(x)A(x),A(x)〉. (11.2)

Êîìïëåêñíûå ôóíêöèè aj(x) çàäàíû âûðàæåíèÿìè

aj(x) = −ηj(x) + iξj(x), j = 1, . . . , d. (11.3)

Çäåñü ηj(x) � êîìïîíåíòû âåêòîð-ôóíêöèè η(x) = g(x)A(x), à ôóíêöèè ξj(x) èìåþò âèä
ξj(x) = −∂jΦ(x), ãäå Φ(x) � Γ-ïåðèîäè÷åñêîå ðåøåíèå çàäà÷è ∆Φ(x) = v(x),

∫
Ω Φ(x) dx = 0.

Ïðè ýòîì âûïîëíåíî

v(x) = −
d∑
j=1

∂jξj(x). (11.4)

Ëåãêî óáåäèòüñÿ, ÷òî ôóíêöèè (11.3) óäîâëåòâîðÿþò óñëîâèþ (1.9) ñ ïîäõîäÿùèì
ïîêàçàòåëåì ρ′, çàâèñÿùèì îò ρ è s, ïðè÷åì íîðìû ‖aj‖Lρ′ (Ω) êîíòðîëèðóþòñÿ ÷åðåç ‖g‖L∞ ,
‖A‖Lρ(Ω), ‖v‖Ls(Ω) è ïàðàìåòðû ðåøåòêè Γ. Ôóíêöèÿ (11.2) óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ (1.10) ñ

ïîäõîäÿùèì ïîêàçàòåëåì s′ = min{s; ρ/2}.
Ïóñòü Q0(x) � ïîëîæèòåëüíî îïðåäåëåííàÿ è îãðàíè÷åííàÿ Γ-ïåðèîäè÷åñêàÿ ôóíêöèÿ.

Ðàññìîòðèì ïîëîæèòåëüíî îïðåäåëåííûé îïåðàòîð BN,ε := BN,ε+λQε0. Çäåñü ïîñòîÿííàÿ λ
âûáðàíà èç óñëîâèÿ (2.34) äëÿ îïåðàòîðà, êîýôôèöèåíòû g, aj , j = 1, . . . , d, Q è Q0 êîòîðîãî
îïðåäåëåíû âûøå. Îïåðàòîð BN,ε ìîæíî çàïèñàòü â âèäå

BN,ε = (D−Aε(x))∗gε(x)(D−Aε(x)) + ε−1vε(x) + Vε(x) + λQε0(x).

Â ðàññìàòðèâàåìîì ñëó÷àå èñõîäíûå äàííûå (2.35) ñâîäÿòñÿ ê íàáîðó

d, ρ, s; ‖g‖L∞ , ‖g−1‖L∞ , ‖A‖Lρ(Ω), ‖v‖Ls(Ω), ‖V‖Ls(Ω),

‖Q0‖L∞ , ‖Q−1
0 ‖L∞ ; ïàðàìåòðû ðåøåòêè Γ, îáëàñòü O.

(11.5)

Îïèøåì ýôôåêòèâíûé îïåðàòîð. Â ðàññìàòðèâàåìîì ñëó÷àå Γ-ïåðèîäè÷åñêîå ðåøåíèå
çàäà÷è (1.20) ÿâëÿåòñÿ ìàòðèöåé-ñòðîêîé: Λ(x) = iΨ(x), Ψ(x) = (ψ1(x), . . . , ψd(x)), ãäå ψj ∈
H̃1(Ω) � ðåøåíèå çàäà÷è

div g(x)(∇ψj(x) + ej) = 0,

∫
Ω
ψj(x) dx = 0.

Çäåñü ej , j = 1, . . . , d, � ñòàíäàðòíûå îðòû â Rd. ßñíî, ÷òî ôóíêöèè ψj(x)
âåùåñòâåííîçíà÷íûå, à ýëåìåíòû ìàòðèöû Λ(x) ÷èñòî ìíèìûå. Ñîãëàñíî (1.22) ñòîëáöû
(d×d)-ìàòðèöû-ôóíêöèè g̃(x) � ýòî g(x)(∇ψj(x) +ej), j = 1, . . . , d. Ýôôåêòèâíàÿ ìàòðèöà
îïðåäåëåíà â ñîîòâåòñòâèè ñ (1.21): g0 = |Ω|−1

∫
Ω g̃(x) dx. ßñíî, ÷òî g̃(x) è g0 èìåþò

âåùåñòâåííûå ýëåìåíòû.
Ñîãëàñíî (11.3) è (11.4) ïåðèîäè÷åñêîå ðåøåíèå çàäà÷è (1.30) ïðåäñòàâëÿåòñÿ â âèäå

Λ̃(x) = Λ̃1(x)+ iΛ̃2(x), ãäå âåùåñòâåííûå Γ-ïåðèîäè÷åñêèå ôóíêöèè Λ̃1(x) è Λ̃2(x) ÿâëÿþòñÿ
ðåøåíèÿìè çàäà÷

− div g(x)∇Λ̃1(x) + v(x) = 0,

∫
Ω

Λ̃1(x) dx = 0,

− div g(x)∇Λ̃2(x) + div g(x)A(x) = 0,

∫
Ω

Λ̃2(x) dx = 0.

Ìàòðèöà-ñòîëáåö V (ñì. (1.34)) èìååò âèä V = V1 + iV2, ãäå V1, V2 � ñòîëáöû ñ
âåùåñòâåííûìè ýëåìåíòàìè, îïðåäåëÿåìûå ðàâåíñòâàìè

V1 = |Ω|−1

∫
Ω

(∇Ψ(x))tg(x)∇Λ̃2(x) dx,

V2 = −|Ω|−1

∫
Ω

(∇Ψ(x))tg(x)∇Λ̃1(x) dx.
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Ñîãëàñíî (1.35) ïîñòîÿííàÿ W çàïèøåòñÿ â âèäå

W = |Ω|−1

∫
Ω

(
〈g(x)∇Λ̃1(x),∇Λ̃1(x)〉+ 〈g(x)∇Λ̃2(x),∇Λ̃2(x)〉

)
dx.

Ýôôåêòèâíûé îïåðàòîð B0
N äëÿ BN,ε çàäàí âûðàæåíèåì

B0u = −div g0∇u+ 2i〈∇u, V1 + η〉+ (−W +Q+ λQ0)u

ïðè êðàåâîì óñëîâèè Íåéìàíà. Ýòî âûðàæåíèå äîïóñêàåò çàïèñü â âèäå

B0 = (D−A0)∗g0(D−A0) + V0 + λQ0,

ãäå A0 = (g0)−1(V1 + gA) è V0 = V + 〈gA,A〉 − 〈g0A0,A0〉 −W .

11.2. Ýëëèïòè÷åñêèå ðåçóëüòàòû. Ñîãëàñíî çàìå÷àíèþ 8.5 â ðàññìàòðèâàåìîì ñëó÷àå

ñïðàâåäëèâû óñëîâèÿ 8.1 è 8.2, ïðè÷åì íîðìû ‖Λ‖L∞ è ‖Λ̃‖L∞ îöåíèâàþòñÿ â òåðìèíàõ
äàííûõ çàäà÷è (11.5). Ïîýòîìó ìîæíî èñïîëüçîâàòü êîððåêòîð (8.1), íå ñîäåðæàùèé
ñãëàæèâàþùåãî îïåðàòîðà:

K0
N (ε; ζ) :=

(
ΛεD + Λ̃ε

)
(B0

N − ζQ0)−1 =
(
Ψε∇+ Λ̃ε

)
(B0

N − ζQ0)−1.

Îïåðàòîð (8.2) çàïèøåòñÿ â âèäå

G0
N (ε; ζ) = −i

(
g̃ε∇(B0

N − ζQ0)−1 + gε(∇Λ̃)ε(B0
N − ζQ0)−1

)
.

Â ñîîòâåòñòâèè ñ òåîðåìàìè 3.2 è 8.6 ñïðàâåäëèâ ñëåäóþùèé ðåçóëüòàò.

Ïðåäëîæåíèå 11.1. Ïóñòü âûïîëíåíû ïðåäïîëîæåíèÿ ïóíêòà 11.1. Ïóñòü ζ ∈ C \ R+,

ζ = |ζ|eiφ, 0 < φ < 2π, |ζ| > 1. Ïóñòü ÷èñëî ε1 ïîä÷èíåíî óñëîâèþ 3.1. Òîãäà ïðè 0 < ε 6 ε1

ñïðàâåäëèâû îöåíêè∥∥(BN,ε − ζQε0)−1 − (B0
N − ζQ0)−1

∥∥
L2(O)→L2(O)

6 C3c(φ)2ε|ζ|−1/2,∥∥(BN,ε − ζQε0)−1 − (B0
N − ζQ0)−1 − ε

(
Ψε∇+ Λ̃ε

)
(B0

N − ζQ0)−1
∥∥
L2(O)→H1(O)

6 C4c(φ)ε1/2|ζ|−1/4 + C12c(φ)2ε,∥∥gε∇(BN,ε − ζQε0)−1 −
(
g̃ε∇+ gε(∇Λ̃)ε

)
(B0

N − ζQ0)−1
∥∥
L2(O)→L2(O)

6 C̃4c(φ)ε1/2|ζ|−1/4 + C̃12c(φ)2ε.

Çäåñü c(φ) � âåëè÷èíà (1.40). Ïîñòîÿííûå C3, C4, C12, C̃4 è C̃12 çàâèñÿò òîëüêî îò èñõîäíûõ

äàííûõ (11.5).

”
Äðóãàÿ“ àïïðîêñèìàöèÿ îïåðàòîðà (BN,ε − ζQε0)−1 ïîëó÷àåòñÿ íà îñíîâàíèè òåîðåì 9.1

è 9.7.

Ïðåäëîæåíèå 11.2. Ïóñòü âûïîëíåíû ïðåäïîëîæåíèÿ ïóíêòà 11.1. Ïóñòü ζ ∈ C\[c[,∞),
ãäå c[ = 1

2‖g
−1‖−1

L∞
‖Q0‖−1

L∞
. Ïóñòü %[(ζ) � âåëè÷èíà (9.1). Ïóñòü ÷èñëî ε1 ïîä÷èíåíî

óñëîâèþ 3.1. Òîãäà ïðè 0 < ε 6 ε1 èìåþò ìåñòî îöåíêè∥∥(BN,ε − ζQε0)−1 − (B0
N − ζQ0)−1

∥∥
L2(O)→L2(O)

6 C1%[(ζ)ε,∥∥(BN,ε − ζQε0)−1 − (B0
N − ζQ0)−1 − ε

(
Ψε∇+ Λ̃ε

)
(B0

N − ζQ0)−1
∥∥
L2(O)→H1(O)

6 C2ε
1/2%[(ζ)1/2 + C16|ζ + 1|1/2ε%[(ζ),∥∥gε∇(BN,ε − ζQε0)−1 −

(
g̃ε∇+ gε(∇Λ̃)ε

)
(B0

N − ζQ0)−1
∥∥
L2(O)→L2(O)

6 C̃2ε
1/2%[(ζ)1/2 + C̃16|ζ + 1|1/2ε%[(ζ).

Ïîñòîÿííûå C1, C2, C16, C̃2 è C̃16 çàâèñÿò òîëüêî îò èñõîäíûõ äàííûõ (11.5).

Ïðèìåíèìû òàêæå òåîðåìû 8.13 è 9.11 îá àïïðîêñèìàöèÿõ îïåðàòîðà (BN,ε − ζQε0)−1 â
ñòðîãî âíóòðåííåé ïîäîáëàñòè.
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11.3. Ïàðàáîëè÷åñêèå ðåçóëüòàòû. Îáñóäèì êðàòêî ïàðàáîëè÷åñêóþ çàäà÷ó. Ïóñòü
uε(x, t) � ðåøåíèå íà÷àëüíî-êðàåâîé çàäà÷è

Qε0(x)
∂uε(x, t)

∂t
=− (D−Aε(x))∗gε(x)(D−Aε(x))uε(x, t)

−
(
ε−1vε(x) + Vε(x) + λQε0(x)

)
uε(x, t), x ∈ O, 0 < t < T ;

Qε0(x)uε(x, 0) =ϕ(x), x ∈ O;

(11.6)

ñ óñëîâèåì Íåéìàíà íà ∂O × R+. Çäåñü ϕ ∈ L2(O). Óñðåäíåííàÿ çàäà÷à ïðèíèìàåò âèäQ0
∂u0(x, t)

∂t
=− (D−A0)∗g0(D−A0))u0(x, t)−

(
V0 + λQ0

)
u0(x, t), x ∈ O, 0 < t < T ;

Q0u0(x, 0) =ϕ(x), x ∈ O.
(11.7)

Ïðèìåíÿÿ òåîðåìû 10.2 è 10.5, ïîëó÷àåì ñëåäóþùåå óòâåðæäåíèå.

Ïðåäëîæåíèå 11.3. Ïóñòü âûïîëíåíû ïðåäïîëîæåíèÿ ïóíêòà 11.1. Ïóñòü uε(x, t) �

ðåøåíèå çàäà÷è (11.6) è u0(x, t) � ðåøåíèå óñðåäíåííîé çàäà÷è (11.7). Ïóñòü ÷èñëî ε1

ïîä÷èíåíî óñëîâèþ 3.1. Òîãäà ïðè 0 < ε 6 ε1 è t > 0 ñïðàâåäëèâû îöåíêè

‖uε(·, t)− u0(·, t)‖L2(O) 6 C1ε(t+ ε2)−1/2e−c[t/2‖ϕ‖L2(O),∥∥uε(·, t)− u0(·, t)− ε
(
Ψε∇+ Λ̃ε

)
u0(·, t)

∥∥
H1(O)

6 C3

(
ε1/2t−3/4 + εt−1

)
e−c[t/2‖ϕ‖L2(O),∥∥gε∇uε(·, t)− (g̃ε∇+ gε(∇Λ̃)ε

)
u0(·, t)

∥∥
L2(O)

6 C̃3

(
ε1/2t−3/4 + εt−1

)
e−c[t/2‖ϕ‖L2(O).

Çäåñü c[ = 1
2‖g
−1‖−1

L∞
‖Q0‖−1

L∞
. Ïîñòîÿííûå C1, C3, C̃3 çàâèñÿò òîëüêî îò èñõîäíûõ äàííûõ

(11.5).

Ïðèìåíèìà òàêæå òåîðåìà 10.12, äàþùàÿ àïïðîêñèìàöèþ ðåøåíèÿ uε(·, t) â H1(O′).
Ìîæíî ðàññìîòðåòü è íà÷àëüíî-êðàåâóþ çàäà÷ó äëÿ íåîäíîðîäíîãî óðàâíåíèÿ (àíàëîã
(11.6) ñ äîïîëíèòåëüíûì ñëàãàåìûì F (x, t) â ïðàâîé ÷àñòè óðàâíåíèÿ) è ïðèìåíèòü òåîðåìû
10.14, 10.15, 10.19 è 10.21.
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