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Аннотация. Исследуется равномерно вращающаяся конечная масса, состо-
ящая из двух несмешивающихся вязких несжимаемых самогравитирующих
жидкостей. Это движение описывается задачей c неизвестными границами
для системы Навье–Стокса с массовыми силами и градиентом ньютоновско-
го потенциала в правых частях. Поверхность раздела жидкостей считается
замкнутой. Поверхностное натяжение действует как на границу раздела, так
и на внешнюю свободную поверхность. Исследование задачи проводится в
пространствах функций Гёльдера. Доказывается устойчивость вращающей-
ся двухфазной капли с самогравитацией при достаточной малости начальных
данных, угловой скорости и экспоненциально убывающих массовых сил, а
также положительности второй вариации функционала энергии. Доказатель-
ство основано на анализе малых возмущений состояния равновесия вращаю-
щейся двухслойной жидкости. В результате делается вывод, что возмущение
осесимметричной фигуры равновесия экспоненциально стремится к нулю при
t→∞, при этом движение капли переходит во вращение жидкой массы как
твердого тела.
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устойчивость решения; вязкие несжимаемые самогравитирующие жидкости;
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1 Введение
В работе рассматривается проблема устойчивости вращения изолированной
жидкой массы вокруг неподвижной оси. Такими задачами занимались многие
выдающиеся математики. Обзор по этой теме можно найти в книге П. Аппеля
[1]. Там приведены, например, результаты А. Шаррюо [2, 3], который первым
начал исследование проблемы с учётом капиллярных сил ещё начале 20-го
века.

А. М. Ляпунов [4, 5, 6] предложил анализировать устойчивость фигур
равновесия вращающейся жидкой массы без поверхностного натяжения ана-
литическими методами. Он исследовал вторую вариацию функционала энер-
гии относительно малых возмущений границы фигуры. Положительность
этой вариации гарантирует устойчивость системы, поскольку в этом состоя-
нии её энергия имеет минимум.

Метод Ляпунова был обобщён на случай вращающейся капиллярной
жидкости одним из авторов в [7, 8]. Мы применяем эту технику для анали-
за устойчивости вращения конечной массы двухфазной жидкости. Мы рас-
сматриваем задачу об устойчивости двух вращающихся несжимаемых капил-
лярных самогравитирующих жидкостей, разделенных неизвестной границей
близкой к границе раздела фигуры равновесия. Существование фигур рав-
новесия в двухфазном случае было получено в [9]. Кроме того, мы адаптиру-
ем доказательство теоремы о глобальной разрешимости для двухжидкостной
задачи без вращения к нашему случаю [10, 11, 12, 13]. Исследование враща-
ющейся двухфазной капли в пространствах Соболева выполнено авторами
в [14, 15], где можно найти доказательство априорного экспоненциального
неравенства для обобщенной энергии системы. На этой основе была получе-
на глобальная разрешимость линейной задачи.

Этот материал будет опубликован в статье [16].
Приведем математическую постановку задачи. Пусть две вязкие несжи-

маемые несмешивающиеся жидкости со ступенчатыми плотностью ρ± и вяз-
костью µ± содержатся в области Ωt ⊂ R3, ограниченной свободной поверх-
ностью Γ−t , и разделены переменной границей Γ+

t . Предполагается, что Γ+
t

ограничивает область Ω+
t , заполненную жидкостью с плотностью ρ+, ко-

торая окружена другой жидкостью с плотностью ρ−, занимающей область
Ω−t = Ωt \ Ω+

t . Эта двухфазная капля вращается вокруг вертикальной оси x3

(см. рис. 1). В начальный момент времени t = 0 поверхности Γ−0 , Γ+
0 заданы.

Необходимо найти Γ−t , Γ+
t , а также векторное поле скоростей v(x, t) и функ-

цию давления p(x, t), которые удовлетворяют задаче дифракции для системы
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Навье–Стокса
ρ±
(
Dtv + (v · ∇)v

)
− µ±∇2v +∇p = ρ±(f + κ∇U),

∇ · v = 0 в ∪ Ω±t = Ω+
t ∪ Ω−t , t > 0,

v(x, 0) = v0(x) в ∪ Ω±0 ,

T(v, p)n
∣∣
Γ−t

= σ−H−n на Γ−t ,

[v]
∣∣
Γ+
t
≡ lim

x→x0∈Γ+
t ,

x∈Ω+
t

v(x, t)− lim
x→x0∈Γ+

t ,

x∈Ω−t

v(x, t) = 0,

[T(v, p)n]
∣∣
Γ+
t

= σ+H+n на Γ+
t ,

Vn = v · n на Γt = Γ+
t ∪ Γ−t ,

(1.1)

где Dt = ∂/∂t, ∇ = (∂/∂x1, ∂/∂x2, ∂/∂x3), ∇2 ≡ ∇ · ∇, f – вектор массовых
сил,

U(x, t) =

∫
Ωt

ρ± dz

|x− z|
,

κ > 0 – коэффициент самопритяжения, v0 – начальное распределение скоро-
стей,

T(v, p) = −p+ µ±S(v)

– тензор напряжений, S(v) = (∇v) + (∇v)T – удвоенный тензор скорости
деформации, верхний индекс T обозначает транспонирование, ρ±, µ± > 0 –
ступенчатые функции плотности и динамической вязкости, равные ρ−, µ− в
Ω−t и ρ+, µ+ в Ω+

t ; H−, H+ – удвоенные средние кривизны поверхностей Γ−t ,
Γ+
t (H+ < 0 в точках, где Γ+

t выпукла в сторону Ω−t ); σ−, σ+ > 0 – коэффици-
енты поверхностного натяжения на Γ−t и Γ+

t соответственно; n(x, t) – внешняя
нормаль к объединению Γ−t и Γ+

t , Vn – скорость эволюции поверхностей Γ−t
и Γ+

t в направлении n. Предположим, что в R3 введена декартова система
координат {x}. Точка означает декартово скалярное произведение.

Мы подразумеваем суммирование по повторяющимся индексам от 1 до
3, если они обозначены латинскими буквами. Мы помечаем векторы и век-
торные пространства жирным шрифтом.

Предположим, что области Ω+
0 , Ω0 мало отличаются от фигур равновесия

F+ и F таких, что
|Ω+

0 | = |F+|, |Ω0| = |F|. (1.2)
В силу несжимаемости жидкостей равенства (1.2) выполняются при любых
t > 0:

|Ω+
t | = |F+|, |Ωt| = |F|. (1.3)

Это подразумевает сохранение массы ввиду постоянства плотностей жид-
костей. Кроме того, обозначим G+ = ∂F+ и G− = ∂F (см. рис. 1). Пусть
F− ≡ F \ F+.
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Рис. 1.

Если сила f ортогональна всем векторам жёсткого смещения, т. е.∫
Ωt

ρ±f(x, t) dx = 0,

∫
Ωt

ρ±f(x, t) · ηi(x) dx = 0, i = 1, 2, 3, (1.4)

то решение задачи (1.1) удовлетворяет и другим законам сохранения:∫
Ωt

ρ±xj dx =

∫
Ω0

ρ±xj dx ≡ 0, j = 1, 2, 3,

(сохранение положения центра тяжести),∫
Ωt

ρ±v(x, t) dx =

∫
Ω0

ρ±v0(x) dx ≡ 0 (сохранение количества движения),∫
Ωt

ρ±v(x, t) · ηi(x) dx =

∫
Ω0

ρ±v0(x) · ηi(x) dx ≡ ω

∫
F
ρ̄η3(x) · ηi(x) dx = βδ3

i ,

(сохранение углового момента),
(1.5)

где ηi(x) = ei × x, i = 1, 2, 3, ρ̄ – ступенчатая функция плотности, равная ρ−
в F− и ρ+ в F+, δki – символ Кронекера; ω – угловая скорость вращения, а

β = ω

∫
F
ρ̄(x)|x′|2 dx ≡ ωI
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– угловой момент вращающихся жидкостей. Можно показать, что (1.5) спра-
ведливо для всех t > 0, если оно выполняется при t = 0 (см. [9]), и условия
(1.4) верны для всех неотрицательных t.

Если ввести новую функцию давления p − ρ±κU , система (1.1) превра-
щается в задачу

ρ±
(
Dtv + (v · ∇)v

)
− µ±∇2v +∇p = ρ±f ,

∇ · v = 0 в ∪ Ω±t , t > 0, (1.6)
v(x, 0) = v0(x) в ∪ Ω±0 = Ω+

0 ∪ Ω−0 ,

T(v, p)n
∣∣
Γ−t

= (σ−H− + ρ−κU)n на Γ−t ,

[v]
∣∣
Γ+
t

= 0, [T(v, p)n]
∣∣
Γ+
t

= (σ+H+ + [ρ±]
∣∣
Γ+
t
κU)n на Γ+

t , (1.7)

Vn = v · n на Γt = Γ+
t ∪ Γ−t .

Двухфазная капля, равномерно вращающаяся вокруг оси x3 с постоян-
ной угловой скоростью ω = β/I0, имеет векторное поле скоростей

V(x) = ωe3 × x ≡ ωη3

и функцию давления

P(x) = ρ̄
ω2

2
|x′|2 + p±0 ,

где |x′|2 = x2
1 + x2

2 и ρ̄, p±0 – ступенчатые функции в F±. Это движение опи-
сывается однородными стационарными уравнениями Навье–Стокса

ρ̄(V · ∇)V − µ̄∇2V +∇P = 0, ∇ · V = 0 в ∪ F±

со ступенчатой функцией µ̄ равной µ+ в F+ и µ− в F− . Подставив V ,P в
граничные условия (1.7), получим уравнения для поверхности G− области F
и для границы раздела между жидкостями G+:

σ−H−(x) + ρ−
ω2

2
|x′|2 + ρ−κU + p−0 = 0, x ∈ G−,

σ+H+(x) + [ρ̄]
∣∣
G+
ω2

2
|x′|2+ [ρ̄]

∣∣
G+κU + [p±0 ]

∣∣
G+= 0, x ∈ G+,

(1.8)

где H−, H+ – удвоенные средние кривизны G−, G+ соответственно,

U(x) =

∫
F

ρ̄ dz

|x− z|
.

В [9] было доказано существование поверхностей G−, G+, удовлетворяющих
уравнениям (1.8) при условии, что β достаточно мало, а κ, [ρ̄]

∣∣
G+ > 0 (предло-

жение 3.3). Там же было отмечено, что G± представляют собой сплющенные
сфероиды.
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Предложение 1.1. Пусть угловой момент β достаточно мал и κ > 0,
ρ+ > ρ−. Тогда для заданных объемов |F+| и |F| существует единственная
равновесная фигура, осесимметричная относительно оси x3 и симметрич-
ная относительно плоскости x3 = 0. Поверхности G+ и G− близки к сферам
SR+ = {|x| = R+} и SR− = {|x| = R−} соответственно, где R+, R− таковы,
что

4π

3
R3

+ = |F+|, 4π

3
R3
− = |F|

и
G± = {y = z + ϕ±z/|z|, z ∈ SR±}.

Итак, мы предполагаем осевую симметрию F± и их симметрию относи-
тельно плоскости x3 = 0; отсюда вытекает, что∫

F
ρ̄(x)xidx = 0, i = 1, 2, 3, (1.9)∫
F
ρ̄x3xjdx = 0, j = 1, 2.

Условие (1.9) соответствует первому соотношению в (1.5), означающему, что
центр тяжести жидкости все время совпадает с началом координат. Другие
условия в (1.5) – сохранение импульса и углового момента – принимают вид∫

Ωt

ρ±v(x, t)dx =

∫
F
ρ̄V(x)dx = 0, (1.10)

∫
Ωt

ρ±v(x, t) · ηi(x)dx =

∫
F
ρ̄V(x) · ηi(x)dx = δ3

i β, i = 1, 2, 3.

Рассмотрим задачу о возмущениях скорости и давления

vr(x, t) = v(x, t)− V(x), pr(x, t) = p(x, t)− P(x)

записанную в системе координат, вращающейся вокруг оси x3 с угловой ско-
ростью ω. Введем новые координаты {yi} и новые неизвестные функции (ṽ,
p̃) по формулам

x = Z(ωt)y,

ṽ(y, t) = Z−1(ωt)vr(Z(ωt)y, t), p̃(y, t) = pr(Z(ωt)y, t),

где

Z(θ) =

 cos θ − sin θ 0
sin θ cos θ 0

0 0 1

 .
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Заметим, что∇x = Z−T∇y= Z∇y, Z−1(ωt)(V ·∇x)vr= ω
(
η3(x)·∇x

)
ṽ(y, t)

= ω
(
Zη3(y) · Z∇y

)
ṽ = ω

(
η3(y) · ∇y

)
ṽ(y, t) = ω

(
y2

∂ṽ
∂y1
− y1

∂ṽ
∂y2

)
и Dtvr|x=Zy =

Dtvr(Zy, t)−(V ·∇)vr. Подставляя это в (1.6), (1.7), применяя Z−1 и учитывая
(1.8) в граничных условиях, приходим к задаче со свободной границей для
возмущений скорости ṽ и давления p̃:

ρ±
(
Dtṽ + (ṽ · ∇)ṽ + 2ω(e3 × ṽ)

)
− µ±∇2ṽ +∇p̃ = ρ±f̃ ,

∇ · ṽ = 0 в ∪ Ω̃±t ≡ Ω̃−t ∪ Ω̃+
t , t > 0,

ṽ(y, 0) = v0(y)− V(y) ≡ ṽ0(y), y ∈ ∪Ω̃±0 ≡ Ω̃−0 ∪ Ω̃+
0 ,

− p̃ñ+ µ−S(ṽ)ñ
∣∣
Γ̃−t

=
{
σ−
(
H̃−(y)−H−(z)

)
+ ρ−ω2

(
|y′|2 − |z′|2

)
/2

+ κρ−
(
Ũ(y, t)− U(z)

)}
ñ,

[ṽ]
∣∣
Γ̃+
t

= 0,

[−p̃ñ+µ±S(ṽ)ñ]|Γ̃+
t

=
{
σ+
(
H̃+(y)−H+(z)

)
+[ρ±]ω2

(
|y′|2− |z′|2

)
/2

+ κ[ρ±]|Γ+
t

(
Ũ(y, t)− U(z)

)}
ñ,

Ṽñ = ṽ · ñ на Γ̃t ≡ Γ̃−t ∪ Γ̃+
t ,

(1.11)

где Ω̃±t = Z−1(ωt)Ω±t , Γ̃±t = Z−1(ωt)Γ±t , f̃(y, t) = Z−1(ωt)f(Z(ωt)y, t), ñ –
внешняя нормаль к Γ̃t, n = Zñ, y′ = (y1, y2, 0) и т. д. Отметим, что кинема-
тическое граничное условие Vn = v · n, сохраняет свою форму (см.[14]).

Соотношения (1.3), (1.5), (1.10) преобразуются в

|Ω̃+
t | = |F+|, |Ω̃t| = |F|, (1.12)∫

Ω̃t

ρ±yj dy = 0, j = 1, 2, 3, (сохранение центра тяжести),∫
Ω̃t

ρ±ṽ(y, t) dy = 0 (сохранение импульса),∫
Ω̃t

ρ±ṽ(y, t) · ηi(y) dy + ω

∫
Ω̃t

ρ±η3 · ηi(y) dy = ω

∫
F
ρ̄η3 · ηi(y) dy = βδ3

i

(сохранение углового момента),
(1.13)

где ηi(y) = ei × y, i = 1, 2, 3.
Дадим определение анизотропных пространств Гёлдера, которыми мы

будем пользоваться.
Пусть Ω – область в Rn, n ∈ N; для T > 0 положим QT = Ω × (0, T );

наконец, пусть α ∈ (0, 1). Через Cα,α/2(QT ) обозначим множество функций f
над QT с нормой

|f |(α,α/2)
QT

= |f |QT + 〈f〉(α,α/2)
QT

,
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где
|f |QT = sup

t∈(0,T )

sup
x∈Ω
|f(x, t)|, 〈f〉(α,α/2)

QT
= 〈f〉(α)

x,QT
+ 〈f〉(α/2)

t,QT
,

и

〈f〉(α)
x,QT

= sup
t∈(0,T )

sup
x,y∈Ω

|f(x, t)− f(y, t)||x− y|−α,

〈f〉(µ)
t,QT

= sup
x∈Ω

sup
t,τ∈(0,T )

|f(x, t)− f(x, τ)||t− τ |−µ, µ ∈ (0, 1).

Введем следующие обозначения:

Dr
x = ∂|r|/∂xr11 . . . ∂xrnn , r = (r1, . . . rn), ri > 0, |r| = r1 + · · ·+ rn,

Dst = ∂s/∂ts, s ∈ N ∪ {0}.

Пусть k ∈ N. По определению пространство Ck+α,(k+α)/2(QT ) состоит из
функций f с конечной нормой

|f |(k+α, k+α
2

)

QT
≡

∑
|r|+2s6k

|Dr
xDstf |QT + 〈f〉(k+α, k+α

2
)

QT
,

где
〈f〉(k+α, k+α

2
)

QT
=

∑
|r|+2s=k

〈Dr
xDstf〉

(α,α
2

)

QT
+

∑
|r|+2s=k−1

〈Dr
xDstf〉

( 1+α
2

)

t,QT
.

Определим Ck+α(Ω), k ∈ N∪{0}, как пространство функций f(x), x ∈ Ω,
с нормой

|f |(k+α)
Ω ≡

∑
|r|6k

|Dr
xf |Ω + 〈f〉(k+α)

Ω .

Здесь

〈f〉(k+α)
Ω =

∑
|r|=k

〈Dr
xf〉

(α)
Ω =

∑
|r|=k

sup
x,y∈Ω

|Dr
xf(x)−Dr

yf(y)||x− y|−α.

Нам также будет нужна следующая полунорма с α, γ ∈ (0, 1):

f
(γ,1+α)
QT

= 〈〈〈〈〈〈〈〈〈f〉〉〉〉〉〉〉〉〉(γ,1+α)
QT

+ 〈f〉(
1+α−γ

2
)

t,QT
+ |f |QT ,

где

〈〈〈〈〈〈〈〈〈f〉〉〉〉〉〉〉〉〉(γ,1+α)
QT

≡ sup
t,τ∈(0,T )

sup
x,y∈Ω

|f(x, t)− f(y, t)− f(x, τ) + f(y, τ)|
|x− y|γ|t− τ |(1+α−γ)/2

.

Известна оценка
〈〈〈〈〈〈〈〈〈f〉〉〉〉〉〉〉〉〉(γ,1+α)

QT
6 c1〈f〉

(1+α, 1+α
2

)

QT
.
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Будем считать по определению, что f ∈ C(γ,1+α)(QT ), если

f
(γ,1+α)
QT

<∞.

Наконец, если функция f имеет конечную норму

|f |(γ,µ)
QT
≡ 〈f〉(γ)

x,QT
+ |f |(µ)

t,QT
, γ ∈ (0, 1), µ ∈ [0, 1),

где

|f |(µ)
t,QT

=

{
|f |QT + 〈f〉(µ)

t,QT
, если µ > 0,

|f |QT , если µ = 0,

будем считать, что f ∈ Cγ,µ(QT ).
Вектор-функция является элементом пространства Гёльдера, если все

ее компоненты принадлежат этому пространству и ее норма определяется
как максимум норм компонент. То же самое относится и к тензорнозначной
функции.

Положим

|f |(k+α, k+α
2

)

DT
≡ |f |(k+α, k+α

2
)

Q−T
+ |f |(k+α, k+α

2
)

Q+
T

, DT ≡ Q+
T ∪Q

−
T ,

|f |(k+α)

∪Ω± ≡ |f |
(k+α)

Ω− + |f |(k+α)

Ω+ .

2 Линеаризованная задача
Предположим, что поверхности Γ̃±t могут быть заданы соотношениями

Γ̃±t = {y = z +N (z)r(z, t), z ∈ G±}, (2.1)

где N – внешняя единичная нормаль к G− ∪ G+.
Отобразим Ω̃±t на F± с помощью преобразования, обратное к которому

является преобразованием Ханзавы

y = z +N ∗(z)r∗(z, t) ≡ er(z, t), (2.2)

где N ∗ и r∗ являются продолжениями N и r в F соответственно.
Для анализа задачи (1.11) с начальными данными, близкими к режиму

вращения двухслойной жидкости как твердого тела (см. рис. 1), мы линеари-
зуем ее. Для этого вычислим первую вариацию по r± выражений H(y)−H(z),
|y′|2 − |z′|2, U(y, t) − U(z), где y связан с z соотношением (2.2). Применим
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следующие формулы для первой и второй вариаций функционала R[r] отно-
сительно r

δ0R[r] =
d

ds
R[sr]

∣∣
s=0

, δ2
0R[r] =

d2

ds2
R[sr]

∣∣
s=0

. (2.3)

Очевидно, что δ0

(
|y′|2 − |z′|2

)
= d

ds

(
|z′ +N ′sr|2 − |z′|2

)∣∣
s=0

= 2z′ ·N ′r, N ′ =

(N1, N2, 0), и, согласно [17], δ0

(
H±(y)−H±(z)

)
= ∆±r±+

(
H±2

(z)−2K±(z)
)
r±,

где ∆± – операторы Лапласа –Бельтрами на G± соответственно. Более того,
как указано в [9], вариация отклонения ньютоновского потенциала

δ0

(
U(y, t)− U(z)

)
=

∂U
∂N

r +W [r](z, t),

где

U(z) =

∫
F

ρ̄ dx

|z − x|
, W [r](z, t) ≡ ρ−

∫
G−

r(x, t)

|z − x|
dGx + [ρ±]

∣∣
G+

∫
G+

r(x, t)

|z − x|
dGx.

Вследствие (2.2) кинематическое условие для Vn ≡ Dty · n|G принимает
вид

DtrN · n = ṽ · n. (2.4)

Таким образом, используя приведенные выше соотношения, приходим к
линейной задаче, соответствующей (1.11) относительно неизвестного вектор-
ного поля скорости w и функции давления p1:

ρ̄
(
Dtw + 2ω(e3 ×w)

)
− µ̄∇2w +∇p1 = ρ̄f ,

∇ ·w = f ≡ ∇ · F в ∪F± ≡ F− ∪ F+, t > 0,

w(z, 0) = v0(z)− V(z) ≡ w0(z), z ∈ ∪F±,
T(w, p1)N +NB−0 (r) = d на G−,
[w]
∣∣
G+ = 0, [T(w, p1)N ]

∣∣
G+ +NB+

0 (r) = d на G+,

Dtr −w ·N = g на G ≡ G− ∪ G+, r
∣∣
t=0

= r0 на G,

(2.5)

где операторы

B−0 (r) = −σ−∆−r − b−(z)r − ρ−κW [r], z ∈ G−,
B+

0 (r) = −σ+∆+r − b+(z)r − [ρ̄]
∣∣
G+κW [r], z ∈ G+,

(2.6)

с

b−(z) = σ−(H−2 − 2K−) + ρ−ω2N · z′ + ρ−κ∂U/∂N ,

b+(z) = σ+(H+2 − 2K+) + [ρ̄]
∣∣
G+ω

2N · z′ + [ρ̄]
∣∣
G+κ∂U/∂N ,
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z′ = (z1, z2, 0), K± – гауссовы кривизны поверхностей G±, ω – угловая ско-
рость вращения, r(x, t) – неизвестная функция, определяющая границы Γ±;
f , f,d, g, w0, r0 – заданные функции.

Рассмотрим сначала однородную задачу (2.5):

ρ̄(Dtw + 2ω(e3 ×w))− µ̄∇2w +∇p1 = 0, ∇ ·w = 0 в ∪F±, t > 0,

w
∣∣
t=0

= w0 в ∪F±,
T(w, p1)N

∣∣
G− +NB−0 (r) = 0 на G−,

[w]
∣∣
G+ = 0, [T(w, p1)N ]

∣∣
G+ +NB+

0 (r) = 0 на G+,

Dtr −w ·N = 0 на G, r
∣∣
t=0

= r0 на G.
(2.7)

Будем считать, что области F± симметричны относительно z1, z2, z3, а
начальные данные удовлетворяют, в соответствии с линеаризацией предпо-
ложений (1.12), (1.13), условиям ортогональности∫

G±
r0(z) dG = 0,

ρ−
∫
G−
r0(z)zj dG + [ρ̄]

∣∣
G+

∫
G+
r0(z)zj dG = 0, j = 1, 2, 3,

(2.8)

∫
F
ρ̄w0(z) dz = 0,∫

F
ρ̄w0(z) · ηj(z) dz + ω

(
ρ−
∫
G−
r0(z)η3(z) · ηj(z) dG

+ [ρ̄]
∣∣
G+

∫
G+
r0(z)η3(z) · ηj(z) dG

)
= 0.

(2.9)

Введём обозначения: Q±T = F±× (0, T ), G±T = G±× (0, T ), DT = Q+
T ∪Q

−
T ,

QT = Q+
T ∪Q

−
T , GT = G+

T ∪G
−
T , T ∈ (0,∞].

Предложение 2.1. Решение задачи (2.7) – (2.9) удовлетворяет условиям
(2.8), (2.9) для всех t > 0.

Это предложение доказывается так же, как предложение 2.1 в [14] в силу
предложения 2.2.

Ввиду закона сохранения импульса справедливо следующее утвержде-
ние.

Следствие 2.1. Имеет место разложение

w = w⊥ +
3∑
i=1

di(r)ηi, (2.10)
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где w⊥ – векторное поле, ортогональное всем векторам жесткого смещения
η, т.е.∫

F
ρ̄w⊥ · η dz = 0, η(z) = ei or η(z) = ηi(z), i = 1, 2, 3,

и

di(r) = − ω
Si

(
ρ−
∫
G−
rη3 · ηi dG + [ρ̄]|G+

∫
G+
rη3 · ηi dG

)
, Si =

∫
F
ρ̄|ηi|2 dz.

Предложение 2.2. Имеют место следующие соотношения:

B−0 (η ·N ) = −ω2ρ−η · z′, z ∈ G−,
B+

0 (η ·N ) = −ω2[ρ̄]|G+t η · z
′, z ∈ G+,

где η – это произвольный вектор жесткого смещения.

Это утверждение было доказано в [15].
Приведем результат, доказанный в [18] (см. также [13, 19]) о разреши-

мости следующей линейной задачи для системы Стокса в неограниченной
области Ω−∪Ω+, Ω+∪Ω− = R3, с замкнутой поверхностью раздела Γ = ∂Ω+:

Dtv − ν±∇2v +
1

ρ±
∇p = f , ∇ · v = g в DT ≡ ∪Q±T = Ω± × (0, T ),

v|t=0 = v0 в Ω− ∪ Ω+, v−−−→
|x|→∞

0,

[v]|Γ = 0, [Π0Tn]|Γ = b, b · n = 0, (2.11)

[n · Tn]
∣∣
Γ
− σn ·

∫ t

0

∆Γv dt′ = b′ + σ

∫ t

0

B dt′ на GT ≡ Γ× (0, T ),

где f , g, b, b′, B,v0 – заданные функции; n обозначает внешнюю единичную
нормаль к Γ, Π0a = a− (n · a)n.

Во-первых, допустим, что существуют два представления

g = ∇ ·R и DtR− f ≡ h = ∇ ·M =
3∑

k=1

∂Mik/∂xk. (2.12)

Во-вторых, мы предполагаем, что выполнены условия согласования

[v0]|Γ = 0, ∇ · v0(x) = g(x, 0), x ∈ Ω− ∪ Ω+,

[µ±Π0S(v0(x))n]|x∈Γ = b(x, 0), x ∈ Γ, (2.13)
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[
Π0

(
f(x, 0)− 1

ρ±
∇p(x, 0) + ν±∇2v0(x)

)]∣∣
x∈Γ

= 0.

Последнее из этих условий возникает из-за необходимости согласования скач-
ка производной Dtv с нулем при t = 0 : [Dtv]|Γ = 0. Нормальная часть этого
равенства [Dtv ·n]|Γ,t=0 = 0 верна, если p0 ≡ p(x, 0) является решением задачи

1

ρ±
∇2p0(x) = ∇ ·

(
f(x, 0) + ν±∇g(x, 0)−DtR(x, 0)

)
в ∪Ω±,

[p0]|Γ =
[
2µ±

∂v0

∂n
· n
]∣∣∣

Γ
− b′|t=0 ≡ p00, (2.14)[ 1

ρ±
∂p0

∂n

]∣∣∣
Γ

=
[
n ·
(
f(x, 0) + ν±∇2v0

)]∣∣
Γ
≡ p01

(∂ψ
∂n
≡ ∇ψ · n

)
.

(Здесь первое уравнение понимается в слабом смысле.)

Теорема 2.1. Пусть выполняются предположения (2.12) – (2.14). Кроме то-
го, для α, γ ∈ (0, 1), γ < α при σ > 0, и T < ∞ предполагается, что
Γ ∈ C2+α, f ∈ C α,α

2 (DT ), g ∈ C1+α, 1+α
2 (DT ), R ∈ C(γ,1+α)(DT ), DtR ∈

C α,α
2 (DT ), [R · n]

∣∣
GT

= 0, v0 ∈ C2+α(Ω− ∪ Ω+), b ∈ C
1+α, 1+a

2
n (GT ), b′ ∈

C(γ,1+α)(GT ), B ∈ Cα,α/2(GT ), а элементы тензора M имеют конечные по-
лунормы Mik

(γ,1+α)
DT

, 〈Mik〉(γ)
x,DT

, i, k = 1, 2, 3. Допустим также, что все из-
вестные функции достаточно хорошо убывают при |x| → ∞ (например,
степенным способом). Тогда задача (2.11) имеет решение (v, p) такое, что
v ∈ C2+α,1+α/2(DT ), ∇p ∈ Cα,α/2(DT ), p ∈ C(γ,1+α)(BT ), и верно неравенство

|v|(2+α,1+α/2)
DT

+ |∇p|(α,α/2)
DT

+ 〈〈〈〈〈〈〈〈〈p〉〉〉〉〉〉〉〉〉(γ,1+α)
DT

+ |p|(
1+α−γ

2
)

t,BT

6 c13(T )
{
|f |(α,

α
2

)

DT
+ |g|(1+α, 1+a

2
)

DT
+ |DtR|

(α,α
2

)

DT
+ R

(γ,1+α)
DT

+ |b|(1+α, 1+α
2

)

GT
+ b′

(γ,1+α)
GT

+ |b′|GT + |∇τb
′|(α,

α
2

)

GT
+ σ|B|(α,

α
2

)

GT
+ M (γ,1+α)

DT
+ 〈M〉(γ)

x,DT
+ |v0|(2+α)

∪Ω±

}
≡ c13(T )F (T ), (2.15)

где ∇τ = Π0∇, c13(T ) – неубывающая функция от T , BT = B1 × (0, T ), а B1

– шар, содержащий Ω+. Векторное поле скорости v определяется однознач-
но, а давление p определяется в классе функций слабого степенного роста с
точностью до гладкой ограниченной функции, зависящей от времени.

Для ограниченной области DT ≡ ∪F±× (0, T ) аналогичная теорема так-
же верна [13]. При доказательстве такой теоремы применяются оценки вблизи
внешней границы G−, полученные в [20, 21] для одной жидкости.
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Теорема 2.2 (Локальная разрешимость линейной задачи). Пусть G ∈
C3+α и r0 ∈ C3+α(G) с α ∈ (0, 1). Допустим, что f ∈ C α,α

2 (DT ), f ∈
C1+α, 1+α

2 (DT ), f = ∇ ·F , F ∈ C(γ,1+α)(DT ), DtF ∈ Cα,α/2(DT ), [F ·N ]|G+ = 0,

w0∈C2+α(∪F±), d = dτ +dN , dτ ∈C1+α, 1+a
2 (GT ), N ·dτ = 0, d ∈ C(γ,1+α)(GT ),

∇τd ∈ Cα,α/2(GT ), g ∈ C2+α,1+α
2 (GT ), GT ≡ G×(0, T ), γ ∈ (0, 1), γ < α, T <∞,

удовлетворяют условиям согласования

∇ ·w0 = f |t=0,

[w0]|G+ = 0, [µ̄ΠGS(w0)N ]|G+ = dτ |t=0, µ−ΠGS(w0)N |G− = dτ |t=0,[
ΠG
(
f(x, 0)− 1

ρ±
∇p1(x, 0) + ν̄∇2w0(x)

)]∣∣
x∈G+ = 0,

где ΠGb = b− (N · b)N . Кроме того, мы предполагаем, что для f и F есть
представление

DtF − f ≡ h = ∇ ·M =
3∑

k=1

∂Mik/∂xk,

где Mik имеют конечную норму Mik
(γ,1+α)
DT

и полунорму 〈Mik〉(γ)
x,DT

, i, k =
1, 2, 3, а начальное давление p0 ≡ p1(, 0) является (в слабом смысле) решени-
ем задачи

1

ρ̄
∇2p0(x) = ∇ ·

(
f(x, 0) + ν̄∇f(x, 0)−DtF (x, 0)− 2ω(e3 ×w0)

)
в ∪F±,

[p0]|G+ =
[
2µ̄
∂w0

∂N
·N
]∣∣∣
G+

+ B+
0 (r0)− d|t=0 ≡ p+

00,[1

ρ̄

∂p0

∂N

]∣∣∣
G+

=
[
N ·

(
f(x, 0) + ν̄∇2w0

)]∣∣
G+ ≡ p+

01

( ∂ψ
∂N

≡ ∇ψ ·N
)
,

p0|G− = 2µ−
∂w0

∂N
·N
∣∣∣
G−

+ B−0 (r0)− d|t=0 ≡ p−00.

Тогда задача (2.5) имеет единственное решение (w, p1, r) такое, что w ∈
C2+α,1+α/2(DT ), ∇p1 ∈ Cα,α/2(DT ), p1 ∈ C(γ,1+α)(DT ), r(·, t) ∈ C3+α(G) для
любого t ∈ (0, T ), и верно неравенство

Y(0,T )[w, p1, r] ≡ |w|
(2+α,1+α

2
)

DT
+ |∇p1|

(α,α
2

)

DT
+ p1

(γ,1+α)
DT

+ |r|(3+α, 3+α
2

)

GT
+ |Dtr|

(2+α,1+α
2

)

GT

6 c13(T )
{
|f |(α,

α
2

)

DT
+ |f |(1+α, 1+a

2
)

DT
+ |DtF |

(α,α
2

)

DT
+ F

(γ,1+α)
DT

+ |dτ |
(1+α, 1+α

2
)

GT
+ d

(γ,1+α)
GT

+ |∇τd|
(α,α

2
)

GT
+ σ|B|(α,

α
2

)

GT
+ M (γ,1+α)

DT
+ 〈M〉(γ)

x,DT
+ |w0|(2+α)

∪Ω± + |r0|(3+α)
G + |g|(2+α,1+α

2
)

GT

}
≡ c13(T )F (T ). (2.16)
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Доказательство. Пусть r1 – функция, удовлетворяющая условиям

r1(y, 0) = r0(y),

Dtr1(y, 0) = g(y, 0) +w0(y) ·N (y) ≡ r′0(y)

и оценке

|r1|
(3+α,3/2+α

2
)

GT
+ |Dtr1|

(2+α,1+α
2

)

GT
6 c
{
|r0|(3+α)
G + |r′0|

(2+α)
G

}
. (2.17)

Такая r1 существует. Действительно, мы можем найти эту функцию как ре-
шение гиперболического уравнения с начальными данными r∗1(y, 0) = r∗0(y),
Dtr∗1 = r′∗0, где r∗0, r′

∗
0 – продолжения начальных данных в R3 с сохранением

класса. Тогда

|r1|
(3+α, 3+α

2
)

GT
+ |Dtr1|(2+α,1+α/2)

GT
6 |r∗1|

(3+α,3+α)
QT

+ |Dtr∗1|
(2+α,2+α)
QT

6 c
{
|r0|(3+α)
G + |r′0|

(2+α)
G

}
.

Очевидно,

B±0 r(y, t) = B±0 r1(y, t) +

∫ t

0

B±0 Dt
(
r(y, τ)− r1(y, τ)

)
dτ

= B±0 r1(y, t) +

∫ t

0

B±0
(
g(y, τ) +w(y, τ) ·N (y)−Dtr1(y, τ)

)
dτ.

Следовательно, система (2.5) может быть преобразована к виду:

ρ̄
(
Dtw + 2ω(e3 ×w)

)
− µ̄∇2w +∇p1 = ρ̄f , ∇ ·w = f в DT ,

w(y, 0) = w0(y) в ∪ F±,
µ−ΠGS(w)N

∣∣
G−T

= dτ , [w]|G+
T

= 0, [µ±ΠGS(w)N ]
∣∣
G+
T

= dτ ,

N · T(w, p1)N
∣∣
G−T
− σ−N ·∆−

∫ t

0

w|G−T dτ = d′ + σ−
∫ t

0

B′ dτ

+ ρ−κ
∫ t

0

(
W [N ·w] +

∂U
∂N

N ·w
)

dτ + σ−∇GH ·
∫ t

0

w dτ (2.18)

− σ−ω2ρ−N · y′
∫ t

0

w ·N dτ + 2σ−
∫ t

0

∇Gw : ∇GN dτ на G−T ,

[N · T(w, p1)N ]
∣∣
G+
T
− σ+N ·∆+

∫ t

0

w|G+
T

dτ = d′+σ+

∫ t

0

B′ dτ

+ σ+∇GH+ ·
∫ t

0

w dτ + [ρ̄]
∣∣
G+κ
∫ t

0

(
W [N ·w] +

∂U
∂N

N ·w
)

dτ

− σ+ω2[ρ̄]
∣∣
G+N · y

′
∫ t

0

w ·N dτ + 2σ+

∫ t

0

∇Gw : ∇GN dτ на G+
T ,
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где d′ = d−B±0 r1, B′ = −B±0 (g−Dtr1), ∇G = ΠG∇ – поверхностный градиент
на G±; S :T ≡ SijTij. Здесь мы использовали (лемма 10.7 в [22]), что

∆±N = ∇GH± − (H±2 − 2K±)N .

Мы можем применить теорему 2.1, сформулированную для ограничен-
ной области, к задаче (2.18), чтобы установить ее разрешимость, при этом
дополнительные члены 2ω(e3 ×w) и

[ρ̄]
∣∣
G±κ
∫ t

0

(
W [N ·w] +

∂U
∂N

N ·w
)

dτ + σ±∇GH ·
∫ t

0

w dτ

− σ±ω2[ρ̄]|G±N · y′
∫ t

0

w ·N |G± dτ + 2σ±
∫ t

0

∇Gw(y, t) : ∇GN (y)|G± dτ

являются слабыми и не имеют существенного влияния на конечный резуль-
тат. Действительно, рассмотрим, например, члены, связанные с самограви-
тацией:

|W [w ·N ]|(α,α/2)
GT

6 c|w ·N |(α,α/2)
GT

6 c|w|(α,α/2)
GT

|N |(α)
G , (2.19)∣∣∣ ∂U

∂N
w ·N

∣∣∣(α,α/2)

GT
6 c|U|(1+α)

G |w ·N |(α,α/2)
GT

6 c|w|(α,α/2)
GT

. (2.20)

Аналогично можно оценить и другие члены. Итак, неравенство (2.15) вместе
с (2.17), (2.19), (2.20) влечет за собой оценку (2.16).

Теперь рассмотрим однородную задачу (2.7) с w0 и r0, удовлетворяющи-
ми условиям ортогональности (2.8), (2.9). Экспоненциальные L2-оценки w и
r были получены в [15] на основе разложения (2.10).

Предложение 2.3. Предположим, что форма

R0(r) =

∫
G
rB±0 r dG (2.21)

положительно определена, т. е. для произвольного r(x), удовлетворяющего
(2.8),

c−1‖r‖2
W 1

2 (G) 6 R0(r) 6 c‖r‖2
W 1

2 (G). (2.22)

Тогда решение (2.7) – (2.9) подчиняется неравенству

‖eβ1tw(·, t)‖2
F + ‖eβ1tr(·, t)‖2

W 1
2 (G) 6 c

{
‖w0‖2

F + ‖r0‖2
W 1

2 (G)

}
, t > 0, (2.23)

где β1, c > 0 не зависят от t.
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Замечание 2.1. Заметим, что условие (2.22) совпадает с положительно-
стью второй вариации потенциальной энергии

G(r) = σ+|Γ+
t |+ σ−|Γ−t | −

ω2

2

∫
Ωt

ρ±|x′|2 dx− κ
2

∫
Ωt

ρ±U dx− p+
0 |Ω+

t | − p−0 |Ω−t |

для заданных объемовΩ±t . Её можно рассчитать согласно (2.3) (см. [15, 7, 9]).
С учетом уравнений (1.8) окончательно получаем

δ2
0G(r) =

∫
G−

{
σ−|∇Gr|2 +

(
σ−(2K −H2)− ρ−ω2N · x′

)
r2
}

dG

+

∫
G+

{
σ+|∇Gr|2 +

(
σ+(2K −H2)− [ρ̄]

∣∣
G+ω

2N · x′
)
r2
}

dG

− κρ−
∫
G−

∂U
∂N

r2 dG − κ[ρ̄]
∣∣
G+

∫
G+

∂U
∂N

r2 dG

− κρ−
∫
G−
r(x)W [r](x.t) dGx − κ[ρ̄]

∣∣
G+

∫
G+
r(x)W [r](x.t) dGx.

Неотрицательность второй вариации потенциала G(r) на подпростран-
стве, состоящим из r, удовлетворяющих условиям ортогональности (2.8),
гарантирует его слабую полунепрерывность снизу, откуда вместе с коэрци-
тивностью потенциала следует существование минимума для него. Ясно,
что минимум реализуется при r = 0. Отсюда следует устойчивость фи-
гур равновесия F и F+, определяемых равенствами (1.8), которые являются
уравнениями Эйлера для потенциала G(r).

Такой подход соответствует вариационной постановке для задачи об
устойчивости поверхностей G±.

Теорема 2.3 (Глобальная разрешимость линейной однородной зада-
чи). Мы предполагаем, что оценка (2.22) верна для функционала R0(r), опре-
деляемого формулой (2.21), и что w0∈C2+α(∪F±), r0∈C3+α(G), G ∈ C3+α с
α ∈ (0, 1) удовлетворяют условиям ортогональности (2.8), (2.9) и условиям
согласования

∇ ·w0 = 0 в ∪ F±,
[w0]|G+ = 0, [µ̄ΠGS(w0)N ]|G+ = 0, µ−ΠGS(w0)N |G− = 0, (2.24)[

ΠG
(
− 1

ρ̄
∇p1(x, 0) + ν̄∇2w0(x)

)]∣∣
x∈G+ = 0

с функцией начального давления p0 ≡ p1(x, 0), которая является решением
задачи

1

ρ̄
∇2p0(x) = −2ω∇ · (e3 ×w0) в ∪ F±,
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[p0]|G+ =
[
2µ̄
∂w0

∂N
·N
]∣∣∣
G+

+B+
0 (r0) ≡ p+

00, p0|G− = 2µ−
∂w0

∂N
·N
∣∣∣
G−

+B−0 (r0) ≡ p−00,[1

ρ̄

∂p0

∂N

]∣∣∣
G+

=
[
ν̄∇2w0

]∣∣
G+ ≡ p+

01.

Тогда задача (2.7) имеет единственное решение (w, p1, r) такое, что
w ∈ C2+α,1+α/2(D∞), ∇p1 ∈ Cα,α/2(D∞), p1 ∈ C(γ,1+α)(B∞), r(·, t) ∈ C3+α(G)
для любого t ∈ (0,∞) и выполняется неравенство

|eβtw|(2+α,1+α
2

)

D∞
+ |eβt∇p1|

(α,α
2

)

D∞
+ eβtp1

(γ,1+α)
D∞

+ |eβtr|(3+α, 3+α
2

)

G∞
+ |eβtDtr|

(2+α,1+α
2

)

G∞

6 c14

{
|w0|(2+α)

∪F± + |r0|(3+α)
G

}
(2.25)

с некоторым β > 0.

Чтобы получить оценки гёльдеровских норм, аналогичные (2.23), мы ис-
пользуем локальную во времени оценку решения.

Предложение 2.4. Пусть T > 2. Решение задачи (2.7), (2.8), (2.9) подчи-
няется неравенству

Y(t0−1,t0)[w, p1, r] 6 c
{
‖w‖Qt0−2,t0

+ ‖r‖Gt0−2,t0

}
, (2.26)

где 2 < t0 6 T, Dt1,t2 = ∪F± × (t1, t2), Qt1,t2 = F × (t1, t2), F = F+ ∪ F−,
Gt1,t2 = G × (t1, t2).

Доказательство предложения 2.4. Фиксируем t0 ∈ (2, T ). Умножим (2.7) на
срезающую функцию ζλ(t), гладкую, монотонную, равную нулю при t 6 t0 −
2+λ/2 и единице при t > t0−2+λ, где λ ∈ (0, 1], и такую, что для ζ̇λ(t) ≡ dζλ(t)

dt
и ζ̈λ(t) верны неравенства

sup
t∈R

∣∣ζ̇λ(t)∣∣ 6 cλ−1, sup
t∈R
|ζ̈λ(t)| 6 cλ−2, 〈ζ̈λ(t)〉(ϑ)

R 6 cλ−2−ϑ, ∀ϑ ∈ (0, 1).

Тогда для wλ = wζλ, pλ = p1ζλ, rλ = rζλ, получаем систему

ρ̄
(
Dtwλ + 2ω∇ · (e3 ×wλ)

)
− µ̄∇2wλ +∇pλ = ρ̄wζ̇λ,

∇ ·wλ = 0 в F±, t > 0,

wλ(y, 0) = 0 в F , rλ(y, 0) = 0 на G,
[wλ]|G+ = 0, [µ̄ΠGS(wλ)N ]

∣∣
G+ = 0,

[N · T(wλ, pλ)N ]
∣∣
G+ + B0(rλ)|G+ = 0,

µ−ΠGS(wλ)N
∣∣
G− = 0, N · T(wλ, pλ)N

∣∣
G− + B0(rλ)|G− = 0,

Dtrλ −wλ ·N = rζ̇λ(t) на G.

(2.27)
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По теореме 2.2, примененной к системе (2.27), (2.8), (2.9), для wλ, pλ, rλ верна
оценка (2.16), откуда следует, что

Ψ(λ) ≡ |w|(2+α,1+α/2)
Dt1+λ,t0

+ |∇p|(α,α/2)
Dt1+λ,t0

+ p
(γ,1+α)
Dt1+λ,t0

+ |r|(3+α,3/2+α/2)
Gt1+λ,t0

+ |Dtr|(2+α,1+α/2)
Gt1+λ,t0

6 c13(T )
{
|wζ̇λ|

(α,α
2

)

Dt1+λ/2,t0
+ M (γ,1+α)

Dt1+λ/2,t0
+ 〈M〉(γ)

x,Dt1+λ/2,t0
+ |rζ̇λ|(2+α,1+α/2)

Gt1+λ/2,t0

}
(2.28)

где t1 = t0 − 2, и

M(ξ, t) = ∇
∫
R3

E(ξ, y)wζ̇λ dy

с E(x, y) = −1
4π|x−y| , при этом вектор w был продолжен во всё R3 так, что он

обращается в нуль на бесконечности. По леммам 2.1, 2.2, которые приведены
ниже, неравенство (2.28) можно продолжить следующим образом:

Ψ(λ) 6 c(T )λ−2−α/2
{
|w|(α,

α
2

)

Dt1+λ/2,t0
+ |w|(

1+α−γ
2

)

t,Dt1+λ/2,t0
+ |r|(2+α,1+α/2)

Gt1+λ/2,t0

}
6 cλ−2−α/2

{
θγ|w|(2+α,1+α

2
)

Dt1+λ/2,t0
+ θ〈r〉(3+α, 3+α

2
)

Gt1+λ/2,t0
+

t0∫
t1

(
θ−

7
2‖w(·, τ)‖2,Ω

+ θ−α−
11
2 ‖r(·, τ)‖2,G

)
dτ
}

с θ < 1. Это приводит к неравенству

Ψ(λ) 6 c1θλ
−2−α/2Ψ(λ/2) + c2θ

−mλ−2−α/2K.

Здесь K = ‖w‖Qt1,t0 + ‖r‖Gt1,t0 , m = α + 11/2.
Полагая θ = δλ2+α/2 < 1, получаем

λ(m+1)(2+α/2)Ψ(λ) 6 c1δ2
(m+1)(2+α/2)(λ/2)(m+1)(2+α/2)Ψ(λ/2) + c2δ

−mK,

откуда следует, что

Ψ(λ) 6 c3(δ)λ−(m+1)(2+α/2)(K + 2−1K + 2−2K + ...) 6
c3λ
−(m+1)(2+α/2)

1− 1/2
K,

если только c1δ2
(m+1)(2+α/2) < 1/2. При λ = 1 это неравенство совпадает с

(2.26).

В [23] установлена следующая лемма об оценке градиента ньютоновского
потенциала для пространств Гёльдера над DT ≡

(
Ω+

0 ∪ (R3 \ Ω+
0 )
)
× (0, T ).
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Лемма 2.1. Если F ∈ C(0, 1+α−γ
2

)(DT ) и обращается в нуль на бесконечности,
то для градиента ньютоновского потенциала

∇xV (x, t) = ∇x

∫
R3

E(x, y)F (y, t) dy

справедливы неравенства

|∇V |(γ,0)
DT

6 c|F |DT ,

|||∇V |||(γ,1+α)
DT

6 c
(
|F |DT + 〈F 〉(

1+α−γ
2

)

t,DT

)
≡ c|F |(0,

1+α−γ
2

)

DT
.

Следующие интерполяционные неравенства доказываются аналогично
[24].

Лемма 2.2. Пусть v ∈ C0, 1+α
2 (DT0), T0 > 0, 0 < θ < T

1/2
0 . Тогда v удовле-

творяет оценке

〈v〉(
1+α−γ

2
)

t,DT0
6 2θγ〈v〉(

1+α
2

)

t,DT0
+ c θγ−α−

9
2

T0∫
0

‖v(·, τ)‖2,Ω dτ.

Функции u∈C2+α,1+α
2 (DT0) и r∈C3+α, 3+α

2 (DT0), 0 < θ < min
{

diam {Ω}, T 1/2
0

}
,

подчиняются неравенствам

〈u〉(α,
α
2

)

DT0
6 2θ2〈u〉(2+α,1+α

2
)

DT0
+ c θ−α−

7
2

T0∫
0

‖u(·, τ)‖2,Ωdτ,

|u|DT0 6 c
{
θ2+α〈u〉(2+α,1+α

2
)

DT0
+ θ−

7
2

T0∫
0

‖u(·, τ)‖2,Ω dτ
}
,

|r|(2+α,1+α
2

)

DT0
6 c

{
θ〈r〉(3+α, 3+α

2
)

DT0
+ θ−α−

11
2

T0∫
0

‖r(·, τ)‖2,Ω dτ
}
.

Доказательство теоремы 2.3. По теореме 2.2 и предложению 2.4 имеем

eβ(T−j)Y(T−j−1,T−j)[w, p1, r] 6 ceβ(T−j)
{
‖w‖QT−j−2,T−j + ‖r‖GT−j−2,T−j

}
, (2.29)

j = 0, 1, ..., [T ]− 2.

Просуммировав (2.29) от j = 0 до j = [T ]−2, получим неравенство, из которого
следует, что
j=[T ]−2∑
j=0

Y(T−j−1,T−j)[e
βtw, eβtp1, e

βtr] 6 c

T∫
T−[T ]

eβt
(
‖w(·, t)‖Ω + ‖r(·, t)‖G

)
dt. (2.30)
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Выберем в (2.30) β 6 β1 из предложения 2.3, воспользуемся неравенством,
эквивалентным (2.23), и добавим оценку

Y(0,2)[w, p1, r] 6 c
{
|w0|(2+α)

∪Ω± + |r0|(3+α)
G

}
.

Теперь, взяв супремум по t ∈ (0,∞), приходим к (2.25).

3 Глобальная разрешимость нелинейной задачи
Разделим нормальную и касательную части в граничных условиях в (1.11)
после преобразования (2.2) и учтём (2.4) и (2.6). Тогда эту задачу можно
записать в виде [12, 25]:

ρ̄
(
Dtu+ 2ω(e3 × u)

)
− µ̄∇2u+∇q = ρ̄f̂ + l1(u, q, r) ≡ f1,

∇ · u = l2(u, r) в ∪F±, t > 0,

µ−ΠGS(u)N = l−3 (u, r) на G−,
[µ̄ΠGS(u)N ]

∣∣
G+ = l+3 (u, r) на G+,

− q + µ−N · S(u)N + B−0 r = l−4 (u, r) + l−5 (r) на G−,
[u]
∣∣
G+ = 0, [−q + µ̄N · S(u)N ]

∣∣
G+ + B+

0 r = l+4 (u, r) + l+5 (r) на G+,

Dtr − u ·N = l6(u, r) на G,
u
∣∣
t=0

= u0 в ∪F±, r
∣∣
t=0

= r0 на G,

(3.1)
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где u(z, t) = ṽ
(
er(z, t), t

)
, u0(z) = ṽ

(
er0(z, 0), 0

)
, q(z, t) = p̃

(
er(z, t), t

)
, f̂(z, t) =

f̃
(
er(z, t), t

)
,

l1(u, q, r) = µ̄(∇̃2 −∇2)u+ (∇− ∇̃)q + ρ̄Dtr∗(L−1N ∗ · ∇)u− ρ̄(L−1u · ∇)u,

l2(u, r) = (∇− ∇̃) · u ≡ ∇ ·L2(u, r),

l−3 (u, r) = µ−ΠG
(
ΠGS(u)N − Π̃S̃(u)ñ(er)

)
,

l+3 (u, r) =
[
µ̄ΠG

(
ΠGS(u)N − Π̃S̃(u)ñ(er)

)]∣∣
G+ ,

l−4 (u, r) = µ−
(
N · S(u)N − ñ(er) · S̃(u)ñ(er)

)
, (3.2)

l+4 (u, r) =
[
µ̄
(
N · S(u)N − ñ(er) · S̃(u)ñ(er)

)]∣∣
G+ ,

l−5 (r) = σ−
∫ 1

0

(1− s) d2

ds2

(
L−T (z, sr)∇G ·

L̂T (z, sr)N

|L̂T (z, sr)N |

)
ds+

ω2

2
ρ−|N ′|2r2

+ κρ−
∫ 1

0

(1− s) d2

ds2
Ũ(esr(z), t) ds,

l+5 (r) = σ+

∫ 1

0

(1− s) d2

ds2

(
L−T (z, sr)∇G ·

L̂T (z, sr)N

|L̂T (z, sr)N |

)
ds+

ω2

2
[ρ̄]
∣∣
G+|N

′|2r2

+ κ[ρ̄]
∣∣
G+

∫ 1

0

(1− s) d2

ds2
Ũ(esr(z), t) ds,

l6(u, r) =
( L̂TN
N · L̂TN

−N
)
· u,

I – единичная матрица, L – матрица преобразования Якоби (2.2):

L(z, r) ≡
{
Lij
}

=
{
δij +

∂
(
r∗(z, t)N∗i (z)

)
∂zj

}3

i,j=1
,

L ≡ detL, L̂ ≡ LL−1. Кроме того, ∇̃ = L−T∇ – преобразованный градиент ∇x,
L−T ≡ (L−1)T , верхний индекс T означает транспонирование, ñ = L̂T (z,r)N

|L̂T (z,r)N |
;

S̃(u) = ∇̃u + (∇̃u)T – преобразованный удвоенный тензор скорости дефор-
мации; Π̃b = b− ñ · bñ – проекция вектора b на касательную плоскость к Γ̃t,
∇G = ΠG∇.
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Заметим, что операторы l1 и l2 имеют дивергентный вид:

l1(w, s) = ρ̄∂L1j(w, s)/∂ξj,

L1j(w, s, r) = ν̄(L̂jiL̂mi/L
2 − δmj )∂w/∂ξm − BTejs/ρ̄+ ∂U(w, s, r)/∂ξj

= ν̄(BjiL̂mi/L+Bmj)∂w/∂ξm − BTejs/ρ̄+ ∂U(w, s, r)/∂ξj,

U(ξ, t) =

∫
∪F±
E(ξ, η)

{
Dtr∗(L−1N ∗ · ∇)w − (L−1w · ∇)w

+ ν̄
L̂ki
L2

∂L

∂ξk

L̂mi
L

∂w

∂ξm
− sL

−T∇ηL

ρ̄L(η, t)

}
dη,

l2(w) = (I− L−T )∇ ·w = ∇ ·L2(w, r),

L2(w, r) = − Bw +∇V (w), B ≡ L−1 − I,

V (ξ, t) ≡ −
∫
∪F±

E(ξ, η)

L2(η, t)
∇ηL · L̂w(η, t) dη = −

∫
∪F±

E(ξ, η)

L(η, t)
L−T∇ηL ·w(η, t) dη

(ej – единичный вектор в направлении ξj, ν̄ = µ̄/ρ̄). Здесь мы использовали
равенство L̂T∇ ·w = ∇ · L̂w, которое следует из тождества

∂L̂ij
∂ξi

= 0,

справедливого для алгебраических дополнений матрицы Якоби любого пре-
образования.

Кроме того, выражение ρ̄Dtl2(u)−∇·f1 также представимо в дивергент-
ной форме:

ρ̄Dtl2(u)−∇ · f1 = ρ̄
(
Dtl2(u)−∇ · f̂

)
−∇ · l1(u, q)

= ∇ · [ρ̄DtL2(u, r)− ρ̄f̂ − l1(u, q)]

=−∇ · [ρ̄f̂ + ρ̄BDtu+ ρ̄(DtB)u+ ρ̄∇DtV (u) + l1(u, q)]

≡−∇ ·
(
ρ̄L−1f̂ + l7(u, q)

)
с

l7(u, q) = ρ̄B(Dtu− f̂) + ρ̄(DtB)u+ ρ̄∇DtV (u) + l1(u, q)

= −B
(
2ωρ̄(e3 × u)− µ̄∇2u+∇q

)
+ ρ̄(DtB)u+ L−1l1(u, q) ≡ ∂L7j(u, q)

∂ξj
,

L7j(u, q) = µ̄B
∂u

∂ξj
− Bejq + ρ̄L−1L1j +

∂W

∂ξj
, j = 1, 2, 3, (3.3)

W (ξ, t) =−
∫
∪F±

E(ξ, η)
{ ∂B
∂ηm

(̄
µ
∂u

∂ηm
− emq + ρ̄L1m

)
+2ωρ̄B(e3×u)−ρ̄(DtB)u

}
dη.
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Мы предполагаем выполнение ограничений (1.4). Условия (1.12), (1.13)
могут быть выражены через r следующим образом (см. [26]):∫
G±
ϕ±(z, r) dG = 0 (закон сохранения массы),

ρ−
∫
G−
ψ−(z, r) dG + [ρ̄]

∣∣
G+

∫
G+
ψ+(z, r) dG = 0

(сохранение положения барицентра),∫
F
ρ̄u(z, t)L(z, r) dz = 0 (сохранение импульса),∫

F
ρ̄u(z, t) · ηj(er)L(z, r) dz + ω

∫
F
ρ̄η3(er) · ηj(er)L(z, r) dz

=

∫
F
ρ̄η3(z) · ηj(z) dz j = 1, 2, 3, (сохранение углового момента),

(3.4)

где

ϕ±(z, r) = r − r2

2
H±(z) +

r3

3
K±(z),

ψ±(z, r) = ϕ±(z, r)z +N (z)
(r2

2
− r3

3
H±(z) +

r4

4
K±(z)

)
.

Предложение 3.1. Для произвольных чисел l±, векторовM=(M1,M2,M3),
l,m, функции f0 ∈ C1+α(∪F±) и векторного поля b0 ∈ C1+α(G) существуют
r ∈ C3+α(G) и u ∈ C2+α(∪F±), удовлетворяющие условиям∫

G−
r(z) dG = l−,

∫
G+
r(z) dG = l+,

ρ−
∫
G−
r(z)z dG + [ρ̄]|G+

∫
G+
r(z)z dG = l,

(3.5)

∫
F
ρ̄u(z) dz = m,∫

F
ρ̄u(z) · ηj(z) dz + ω

(
ρ−
∫
G−
r(z)η3(z) · ηj(z) dG

+ [ρ̄]|G+
∫
G+
r(z)η3(z) · ηj(z) dG

)
= Mj, j = 1, 2, 3,

∇ · u = f0 в ∪F±, b0 · n0 = 0 на G±,
µ−ΠGS(u)N = b0 на G−, [u]|G+ = 0, [µ̄ΠGS(u)N ]|G+ = b0 на G+

и неравенству

|r|(3+α)
G + |u|(2+α)

∪F± 6 c
(
|l+|+ |l−|+ |l|+ |m|+ |M |+ |f0|(1+α)

∪F± + |b0|(1+α)
G

)
. (3.6)
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Доказательство. Пусть

r(z) =
l−N (z) · z

3|F|
+
C−

|F|
l ·N (z), z ∈ G−,

r(z) =
l+N (z) · z

3|F+|
+

C+

|F+|
l ·N (z), z ∈ G+.

(3.7)

Так как l – постоянный вектор, то∫
G±
l ·N (z) dG = 0.

Кроме того, ∫
G−
N · z dG =

∫
F
∇ · z dz = 3|F|.

Таким образом, первая строка в (3.5) выполняется.
Учитём, что

ρ−
∫
G−
r(z)z dG =

ρ−l−

3|F|

∫
F

(
∇ · (z1z),∇ · (z2z),∇ · (z3z)

)
dz

+
ρ−C−

|F|

∫
F

(
∇ · (z1l),∇ · (z2l),∇ · (z3l)

)
dz =

4ρ−l−

3|F|

∫
F
z dz + ρ−C−l.

Ввиду сохранения центра масс вторая строка в соотношениях (3.5) для (3.7)
выполняется, если ρ−C− + [ρ̄]|G+C+ = 1. Итак, положим

C− =
ρ−

ρ−2 + [ρ̄]|2G+
, C+ =

[ρ̄]|G+
ρ−2 + [ρ̄]|2G+

.

Далее построим вектор u1, удовлетворяющий уравнениям

∇ · u1 = f0 в ∪F±,
[u1]|G+ = 0, u1 ·N |G− = f1 на G−,

(3.8)

где

f1(z) =
N (z) · z

3|F|

∫
F
f0(z) dz +

1

|F|
K− ·N (z), z ∈ G−,

с некоторым вектором K−, определённым ниже. В качестве решения (3.8)
можно взять u1 = ∇Ψ с функцией Ψ такой, что

∇2Ψ = f0 в ∪F±,

[Ψ]|G+ = 0,
[ ∂Ψ

∂N

]∣∣∣
G+

= 0,
∂Ψ

∂N

∣∣∣
G−

= f1 на G−.
(3.9)
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Поскольку выполнено условие совместности∫
G−
f1(z) dG =

∫
F
f0(z) dz,

то существует Ψ, удовлетворяющая (3.9) и неравенству (см. [27] или [13], §9)

|Ψ|(3+α)

∪F± 6 c
(
|f0|(1+α)

∪F± + |f1|(2+α)
G

)
. (3.10)

Из соотношений∫
F
ρ̄(∇ · u1)z dz = −

∫
F
ρ̄u1 dz + ρ−

∫
G−

(u1 ·N )z dG + [ρ̄]|G+
∫
G+

(u1 ·N )z dG

заключаем, что∫
F
ρ̄u1 dz = −

∫
F
ρ̄f0z dz + ρ−K− + [ρ̄]|G+K+ = m

при

K− =
ρ−

ρ−2 + [ρ̄]|2G+
(
m+

∫
F
ρ̄f0z dz

)
, K+ =

[ρ̄]|G+
ρ−2 + [ρ̄]|2G+

(
m+

∫
F
ρ̄f0z dz

)
.

Отметим, что
∫
G−(u1 ·N )z dG =

∫
G− f1z dG = K−. В силу (3.10) u1 подчиня-

ется неравенству
|u1|(2+α)

∪F± 6 c
(
|f0|(1+α)

∪F± + |m|
)
.

Теперь найдем векторное поле u2, удовлетворяющее соотношениям

µ−ΠGS(u2)N = b0(z)− µ−ΠGS(u1)N ≡ b′(z), z ∈ G−,
[µ̄ΠGS(u2)N ]|G+ = b0(z)− [µ̄ΠGS(u1)N ]|G+ ≡ b′(z), z ∈ G+.

Следуя [12], положим u2 =rotΦ(z), где Φ ∈ C3+α(∪F±),

Φ(z) =
∂Φ(z)

∂N
= 0,

∂2Φ(z)

∂N 2
= b′(z)×N , z ∈ G−,

Φ(z) =
∂Φ(z)

∂N
= 0,

[
µ̄
∂2Φ(z)

∂N 2

]∣∣∣
G+

= b′(z)×N , z ∈ G+,

и потребуем, чтобы

|Φ|(3+α)

F± 6 c|b′|(1+α)

G± 6 c
{
|b0|(1+α)

G± + |u1|(2+α)

∪F±
}
.

Определим

u3(z) =
3∑

k=1

M̂kroteiA(z),
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где A ∈ C∞0 (F−), ρ−
∫
F− A(z) dz = 1

2
и

M̂k = Mk −
∫
F
ρ̄(u1(z) + u2(z)) · ηk(z) dz − ω

(
ρ−
∫
G−
rη3 · ηk dG

+ [ρ̄]|G+
∫
G+
rη3 · ηk dG

)
.

Окончательно имеем:
∫
F ρ̄u3(z) · ηj(z) dz = M̂j и

|u3|(2+α)

∪F± 6 c|M̂ |.

Теперь можно заключить, что функция r, определенная (3.7) и вектор u =
u1 + u2 + u3 удовлетворяют всем необходимым требованиям.

Положим DT ≡ ∪F± × (0, T ), QT ≡ F × (0, T ), GT ≡ ∪G± × (0, T ).

Теорема 3.1 (Локальная разрешимость нелинейной задачи). Пусть
Γ ∈ C3+α, f ,Dxf ∈ Cα, 1+α−γ

2 (QT0), u0 ∈ C2+α(∪F±) для некоторых α, γ ∈
(0, 1), γ < α, T0 <∞. Предположим, что выполнены условия согласования:

∇ · u0 = l2(u0, r0) в ∪ F±, µ−ΠGS(u0)N = l−3 (u0, r0) на G−,
[u0]

∣∣
G+ = 0, [µ̄ΠGS(u0)N ]

∣∣
G+ = l+3 (u0, r0) на G+,[

ΠG
(
ν̄∇2u0(x)− 1

ρ̄
∇q0 +

1

ρ̄
l1(u0, q0, r0)

)]∣∣
x∈G+ = 0,

где q0 ≡ q(x, 0) – начальная функция давления, являющаяся решением задачи

1

ρ̄
∇2q0(x)−1

ρ̄
∇ · l1(u0, q0, r0) = f̂ − 2ω∇ · (e3 × u0) + ν̄∇2l2(u0, r0) в ∪ F±,

[q0]|G+ =
[
2µ̄
∂u0

∂N
·N
]∣∣∣
G+

+ B+
0 (r0)− l4(u0, r0)− l5(r0),[1

ρ̄

∂q0

∂N

]∣∣∣
G+
−N · l1(u0, q0, r0) =

[
ν̄N · ∇2u0

]∣∣
G+ ,

q0|G− = 2µ−
∂u0

∂N
·N
∣∣∣
G−

+ B−0 (r0)− l4(u0, r0)− l5(r0).

Тогда существует значение ε(T0) � 1 такое, что задача (3.1) с малыми
данными:

|u0|(2+α)

∪F± + |r0|(3+α)
G + |f |(α,

1+α−γ
2

)

QT0
+ |∇f |(α,

1+α−γ
2

)

QT0
6 ε, (3.11)

имеет единственное решение (u, q, r) на отрезке (0, T0] и выполняются нера-
венства

Y(0,T0)(u, q, r) 6 c(ε)
{
N(u0, r0) + |f |(α,

1+α−γ
2

)

QT0

}
, (3.12)
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N
(
u(·, T0), r(·, T0)

)
6 ϑN(u0, r0) + c|f |(α,

1+α−γ
2

)

QT0
, (3.13)

где ϑ < 1/2,

Y(0,T )(u, q, r) ≡ |u|
(2+α,1+α

2
)

DT
+ |∇q|(α,

α
2

)

DT
+ q

(γ,1+α)
DT

+ |r|(3+α, 3+α
2

)

GT
+ |Dtr|

(2+α,1+α
2

)

GT

и
N(w, ρ) ≡ |w|(2+α)

∪F± + |ρ|(3+α)
G .

Доказательство теоремы 3.1 опирается на теорему 2.2 и на следующие
оценки нелинейных членов.

Предложение 3.2. Если

|r|(2+α,1+α
2

)

GT
+ |Dtr|

(2,1+α−γ
2

)

GT
+ |u|(1+α, 1+α

2
)

DT
6 δ, (3.14)

где δ – это некоторое малое положительное число, а f ,∇f ∈ Cα, 1+α−γ
2 (QT0)

удовлетворяют условию малости (3.11), тогда нелинейные члены (3.2) и
f̂(z, t) ≡ f̃(er(z, t), t) подчиняются неравенствам

Z(0,T )(u, q, r) ≡ |l1(u, r)|(α,
α
2

)

DT
+ |l2(u, r)|(1+α, 1+α

2
)

DT
+ |DtL2(u, r)|(α,

α
2

)

DT
+ |l4(u, r)|GT

+ L2(u, r)
(γ,1+α)
DT

+ |l3(u, r)|(1+α, 1+α
2

)

GT
+ l4(u, r)

(γ,1+α)
GT

+ |∇τ l4(u, r)|(α,
α
2

)

GT
+ |l5(r)|GT + l5(r)

(γ,1+α)
GT

+ |∇τ l5(r)|(α,
α
2

)

GT

+ |l6(u, r)|(1+α, 1+α
2

)

GT
+ M (γ,1+α)

DT
+ 〈M〉(γ)

x,DT

6 c1

{(
1 + |Dtr∗|(1,0)

DT

)
|f |(1,

1+α−γ
2

)

QT
+ Y 2

(0,T )(u, q, r)
}
, (3.15)

где ∇ ·M = −ρ̄L−1f̂ − l7, и

|f̂ |(α,
1+α−γ

2
)

QT
6 c
{
|f |(α,

1+α−γ
2

)

QT
+
(
|∇r|GT + |Dtr∗|QT

)
|∇f |QT

}
.

Если (u, r) и (u′, r′) удовлетворяют (3.14), тогда

Z(0,T )(u− u′, q − q′, r − r′) 6 c(δ + ε)Y(0,T )(u− u′, q − q′, r − r′),

|f̂ − f̂ ′|(α,
1+α−γ

2
)

QT
6 cεY(0,T )(u− u′, q − q′, r − r′), (3.16)

где f̂ ′ = f̃(er′(z, t), t).
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Доказательство. Оценим, например, член l1. По виду L легко видеть, что
первое слагаемое в l1 содержит производные второго порядка, только умно-
женные на функции от ∇r(z, t). Поэтому можно сделать вывод, что

|µ̄(∇̃2 −∇2)u|(α,
α
2

)

DT
6 c
(
|r∗|(1+α,α

2
)

DT
+ |∇r∗|(1+α,α

2
)

DT

)
|u|(2+α,α

2
)

DT
6 cY 2

(0,T )(u, q, r).

Член (∇− ∇̃)q может быть оценен аналогичным образом. Третье слагаемое
удовлетворяет неравенству

|ρ̄Dtr∗(L−1N ∗ · ∇)u|(α,
α
2

)

DT
6 c|Dtr∗|(α,0)

DT
(1 + |∇r∗|(α,0)

DT
)|∇u|(α,

α
2

)

DT

+ |Dtr∗|
(α,α

2
)

DT
(1 + |∇r∗|(α,

α
2

)

DT
)|u|(1+α,0)

DT
6 cY 2

(0,T )(u, q, r).

А последнее слагаемое можно оценить так:

ρ̄(L−1u · ∇)u|(α,
α
2

)

DT
6 c
((

1 + |r∗|(1+α,0)
DT

)
|u|(α,

α
2

)

DT
+ |∇r∗|(α,

α
2

)

DT
|u|(α,0)

DT

)
|u|(1+α, 1+α

2
)

DT

6 c|u|(2+α,1+α
2

)

DT
Y(0,T )(u, q, r).

Далее

|l2(u,r)|(1+α, 1+α
2

)

DT
+ |DtL2(u, r)|(α,

α
2

)

DT
+ L2(u, r)

(γ,1+α)
DT

6 c
{
|r∗|(3+α, 3+α

2
)

DT
|∇u|(1+α, 1+α

2
)

DT
+
(
|Dtr∗|

(1+α,α
2

)

DT
+ |r∗|(2+α,1+α

2
)

DT

)
|u|(2+α,1+α

2
)

DT

}
6 cY(0,T )(u, q, r)|u|

(2+α,1+α
2

)

DT
.

Теперь рассмотрим l7(u, q, r) = ∂L7j(u, q, r)/∂xj и

M(x, t) = −{L7j}3
j=1 −∇

∫
R3

ρ̄E(x, y)L−1f dy,

где согласно (3.3)

L7j(u, q) = µ̄B
∂u

∂ξj
− Bejq + ρ̄L−1L1j +

∂W

∂ξj
, j = 1, 2, 3,

W (ξ, t) =−
∫
∪F±

E(ξ, η)
{ ∂B
∂ηm

(̄
µ
∂u

∂ηm
−emq+ρ̄L1m

)
+ 2ωρ̄B(e3×u)−ρ̄(DtB)u

}
dη.

Для оценки M применим лемму 2.1. Тогда имеем:

M (γ,1+α)
DT

+ 〈M〉(γ)
x,DT

6 c
{

max
j
L7j

(γ,1+α)
DT

+ max
j
〈L7j〉(γ)

x,DT
+ |ρ̄L−1f |(0,

1+α−γ
2

)

DT

}
6 c
{(

1 + |∇r∗|(0,
1+α−γ

2
)

DT

)
|f |(0,

1+α−γ
2

)

DT
+ |u|(0,

1+α−γ
2

)

DT

(
|Dtr∗|

(1+α, 1+α
2

)

DT
+ |r∗|(2+α, 1+α

2
)

DT

)
+
(
|r∗|(1,

1+α−γ
2

)

DT
+ |∇∇r∗|(0,

1+α−γ
2

)

DT

)(
|u|(2+α, 1+α

2
)

DT
+ |q|(0,

1+α−γ
2

)

DT

)}
6 c
{(

1 + |Dtr∗|(1,0)
DT

)
|f̂ |(0,

1+α−γ
2

)

DT
+ Y 2

(0,T )(u, q, r)
}
.
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Кроме того,

l4(u, r)
(γ,1+α)
GT

+|∇τ l4(u, r)|(α,
α
2

)

GT
+ l5(r)

(γ,1+α)
GT

+ |∇τ l5(r)|(α,
α
2

)

GT
+ |l6(u, r)|(1+α, 1+α

2
)

GT

6 c
{
∇r (γ,1+α)

GT
|u|(2+α,1+α

2
)

DT

+ |∇r|(1+α, 1+α
2

)

GT

(
∇∇r (γ,1+α)

GT
+ |r|(3+α, 3+α

2
)

GT
+ |u|(1+α, 1+α

2
)

DT

)}
.

Некоторые детали оценки отклонений потенциала U от U и удвоенной средней
кривизны H от H можно найти в [28] (предложение 3.1).

Аналогично оцениваются остальные нелинейные члены.
Наконец, если продолжить функцию f за пределы Ω с сохранением клас-

са и воспользоваться соотношением

f
(
er(y, t), t

)
− f

(
er(y, t− τ), t

)
=

=

1∫
0

∇f
(
er(y, t)− λ

τ∫
0

N ∗(y)Dtr∗(y, t− τ ′) dτ ′, t
)

dλ

τ∫
0

N ∗(y)Dtr∗(y, t− τ ′) dτ ′,

то можно получить неравенство

|f̂ |(α,
1+α−γ

2
)

QT
6 c
{
|f |(α,

1+α−γ
2

)

QT
+
(
|∇r|GT + |Dtr|GT

)
|∇f |QT

}
.

Собирая предыдущие оценки, мы приходим к (3.15).
Неравенство (3.16) доказывается применением приведенной выше оценки

к

f
(
er, t

)
− f

(
er′ , t

)
=

∫ 1

0

∇f
(
er′ + λ

(
N ∗(y, t)(r − r′)

)
, t
)

dλN ∗(y, t)(r − r′).

На основании предложения 3.2 можно доказать теорему 3.1 последова-
тельными приближениями аналогично [12].

Теперь сформулируем основной результат работы.

Теорема 3.2 (Глобальная разрешимость нелинейной задачи). Пусть
κ > 0, [ρ̄]

∣∣
G+> 0. Допустим выполнение всех условий теоремы 3.1. Предпо-

ложим также, что условие малости

|u0|(2+α)

∪F± + |r0|(3+α)
G 6 ε� 1, (3.17)

а также неравенство (2.22), ограничения (3.4) при t = 0 и (1.4) тоже вы-
полнены. Кроме того, мы предполагаем, что f имеет малые нормы:

|ebtf |(1,
1+α−γ

2
)

Q∞
6 ε, b > 0, |Di

xf |
(α, 1+α−γ

2
)

Q∞
6 ε, |i| = 1, (3.18)
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где Q∞ = F × (0,∞), T0 > 2 – подходящее фиксированное число.
Тогда задача (3.1) имеет единственное решение, определенное на ин-

тервале времени t > 0, и

|eatu|(2+α,1+α
2

)

D∞
+ |eat∇q|(α,

α
2

)

D∞
+ eatq

(γ,1+α)
D∞

+ |eatr|(3+α, 3+α
2

)

G∞
+ |eatDtr|

(2+α,1+α
2

)

G∞

6 c1(ε)
{
|eatf |(1,

1+α−γ
2

)

Q∞
+ |u0|(2+α)

∪F± + |r0|(3+α)
G

}
(3.19)

с некоторым 0 < a < b, причём c1(ε) является ограниченной функцией от ε.

Заметим, что аналогичный результат в случае κ = 0 можно доказать без
ограничения [ρ̄]

∣∣
G+ > 0.

Доказательство теоремы 3.2. Запишем условия (3.4) в виде∫
G±
r± dG =

∫
G±

(r± − ϕ(z, r±)) dG, ϕ(z, r±) = ϕ±(z, r±) на G±,

ρ−
∫
G−
r−z dG + [ρ̄]|G+

∫
G+
r+z dG = ρ−

∫
G−

(
r−z −ψ−(z, r−)

)
dG

+ [ρ̄]|G+
∫
G+

(
r+z −ψ+(z, r+)

)
dG,∫

F
ρ̄u dz =

∫
F
ρ̄u
(
1− L(z, r)

)
dz,∫

F
ρ̄u · ηj(z) dz + ω

(
ρ−
∫
Gi
rη3 · ηj dG + [ρ̄]|G+

∫
Gi
rη3 · ηj dG

)
= ω

(
ρ−
∫
Gi
rη3 · ηj dG + [ρ̄]|G+

∫
Gi
rη3 · ηj dG −

∫
Ω̃t

ρ±η3(y) · ηj(y) dy
)

+

∫
F
ρ̄u · ηj(z)

(
1− L(z, r)

)
dz +

∫
F
ρ̄η3(z) · ηj(z) dz, j = 1, 2, 3.

(3.20)

Согласно предложению 3.1 можно найти функции u′′0, r′′0 , удовлетворяю-

32



щие соотношениям∫
G±
r±
′′

0 dG =

∫
G±

(
r±0 − ϕ(z, r±0 )

)
dG ≡ l±,

ρ−
∫
G−
r−
′′

0 z dG + [ρ̄]|G+
∫
G+
r+′′

0 z dG = ρ−
∫
G−

(
r−0 z −ψ−(z, r−0 )

)
dG

+ [ρ̄]
∣∣
G+

∫
G+

(
r+

0 z −ψ+(z, r+
0 )
)

dG ≡ l,∫
F
ρ̄u′′0 dz =

∫
F
ρ̄u0

(
1− L(z, r0)

)
dz ≡ m, (3.21)∫

F
ρ̄u′′0 · ηj(z) dz + ω

(
ρ−
∫
G−
r′′0η3 · ηj dG + [ρ̄]

∣∣
G+

∫
G+
r′′0η3 · ηj dG

)
= ω

(
ρ−
∫
G−
r0η3 · ηj dG + [ρ̄]

∣∣
G+

∫
Gi
r0η3 · ηj dG −

∫
Ω̃0

ρ±η3(y) · ηj(y) dy
)

+

∫
F
ρ̄u0 · ηj(z)

(
1− L(z, r0)

)
dz +

∫
F
ρ̄η3(z) · ηj(z) dz, j = 1, 2, 3,

∇ · u′′0 = l2(u0, r0) в ∪F±, [u′′0]
∣∣
G+ = 0,

µ−ΠGS(u′′0)N
∣∣
G− = l−3 (u0, r0), [µ̄ΠGS(u′′0)N ]

∣∣
G+ = l+3 (u0, r0).

Найдём решение (3.1) в виде суммы

u = u′ + u′′, q = q′ + q′′, r = r′ + r′′,

определяя (u′, q′, r′) как решение линейной задачи

ρ̄
(
Dtu′(z, t) + 2ω(e3 × u′)

)
− µ̄∇2u′ +∇q′ = 0, ∇ · u′ = 0 в ∪F±,

µ−ΠGS(u′)N
∣∣
G− = 0, −q′ + µ−N · S(u′)N + B−0 r′ = 0 на G−,

[u′]
∣∣
G+ = 0,

[
µ̄ΠGS(u′)N (z)

]∣∣
G+ = 0,[

− q′ + µ−N · S(u′)N
]∣∣
G+ + B+

0 r
′ = 0 на G+,

Dtr′ − u′ ·N = 0 на G,
u′(z, 0) = u′0(z), z ∈ F , r′(z, 0) = r′0(z), z ∈ G,

(3.22)

где u′0 ≡ u0−u′′0, r′0 ≡ r0− r′′0 . Заметим, что начальные данные u′0, r′0 удовле-
творяют (2.8), (2.9) и однородным условиям согласования (2.24).
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Наконец, в качестве (u′′, q′′, r′′) возьмем решение нелинейной системы

ρ̄
(
Dtu′′ + 2ω(e3 × u′′)

)
− µ̄∇2u′′ +∇q′′ = ρ̄f̂ + l1(u′ + u′′, q′ + q′′, r′ + r′′),

∇ · u′′ = l2(u′ + u′′, r′ + r′′) в ∪F±, t > 0,

µ−ΠGS(u′′)N = l−3 (u′ + u′′, r′ + r′′) на G−,
[u′′]

∣∣
G+ = 0,

[
µ̄ΠGS(u′′)N

]∣∣
G+ = l+3 (u′ + u′′, r′ + r′′) на G+, (3.23)

− q′′ + µ−N · S(u′′)N + B−0 r′′ = l−4 (u′ + u′′, r′ + r′′) + l−5 (r′ + r′′) на G−,
[−q′′ + µ̄N · S(u′′)N ]|G+ + B+

0 r
′′ = l+4 (u′ + u′′, r′ + r′′) + l+5 (r′ + r′′) на G+,

Dtr′′ − u′′ ·N = l6(u′ + u′′, r′ + r′′) на G,
u′′
∣∣
t=0

= u′′0 в ∪F±, r′′
∣∣
t=0

= r′′0 на G.

Рассмотрим ограничения (3.21). Если выполняется (3.17), то выражения

l± =

∫
G±

(
r±0 − ϕ(z, r±0 )

)
dG,

l = ρ−
∫
G−

(
r−0 z −ψ−(z, r−0 )

)
dG + [ρ̄]|G+

∫
G+

(r+
0 z −ψ+(z, r+

0 )) dG,

m =

∫
F
ρu0

(
1− L(z, r0)

)
dz,

Mj =

∫
F
ρu0 · ηj

(
1− L(z, r0)

)
dz, j = 1, 2, 3,

и функции f0 = l2(u0, r0), b0(z) = l±3 (u0, r0), z ∈ G±, удовлетворяют неравен-
ству

|l+|+ |l−|+ |l|+ |m|+ |M |+ |f0|(1+α)

∪F± + |b0|(1+α)
G 6 cε

(
|u0|(2+α)

∪F± + |r0|(3+α)
G

)
.

Значит, в силу (3.6)

|u′′0|
(2+α)

∪F± + |r′′0 |
(3+α)
G 6 cε

(
|u0|(2+α)

∪F± + |r0|(3+α)
G

)
, (3.24)

|u′0|
(2+α)
F + |r′0|

(3+α)
G 6 c

(
|u0|(2+α)

∪F± + |r0|(3+α)
G

)
.

Более того, ввиду (3.20), (3.21) u′0, r′0 подчиняется необходимым условиям∫
G±
r′0 dG =

∫
G±

(r0 − r
′′±
0 ) dG =

∫
G±
ϕ(z, r0) dS = 0,

ρ−
∫
G−
r′0z dG + [ρ̄]

∣∣
G+

∫
G+
r′0z dG = ρ−

∫
G−
ψ−(z, r0) dG + [ρ̄]

∣∣
G+

∫
G+
ψ+ dG = 0,∫

F
ρ̄u′0 dG = 0,
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∫
F
ρ̄u′0 · ηj(z) dz + ω

(
ρ−
∫
G−
r′0η3 · ηj dG + [ρ̄]|G+

∫
G+
r′0η3 · ηj dS

)
= 0.

По теореме 2.3 решение (u′, q′, r′) задачи (3.22) при любом положитель-
ном T удовлетворяет неравенству

N
(
u′(·, T ), r′(·, T )

)
≡ |u′(·, T )|(2+α)

∪F± +|r′(·, T )|(3+α)
G 6 c1e−βT

{
|u0|(2+α)

∪F± +|r0|(3+α)
G

}
.

Зафиксируем T = T0 настолько большим, что

c1e
−βT0 6 θ/2� 1/2, β > 0.

Что касается задачи (3.23), то она решается итерациями, как в [12], на
основе теоремы 2.2 и оценки (3.15) нелинейных членов (3.2):

Z0,T (u, q, r) 6 c
(
|f |(1,

1+α−γ
2

)

QT0
+ Y 2

0,T (u, q, r)
)
.

Заметим, что неравенство малости (3.14) нулевого приближения гарантиру-
ется (3.24). Таким образом, если ε достаточно мало, то из неравенств (3.12)
и (3.13) получаем

Y0,T0(u
′′, q′′, r′′) 6 c2(ε)

(
|f |(1,

1+α−γ
2

)

QT0
+ |u0|(2+α)

∪F± + |r0|(3+α)
G

)
,

N
(
u(·, T0), r(·, T0)

)
6 N

(
u′(·, T0), r′(·, T0)

)
+N

(
u′′(·, T0), r′′(·, T0)

)
6 (θ/2 + ϑ)

(
|u0|(2+α)

∪F± + |r0|(3+α)
G

)
+ c|f |(1,

1+α−γ
2

)

QT0
.

Положим λ ≡ θ/2 + ϑ < 1, в следствие (3.17), (3.18) отсюда вытекает, что

Y0,T0(u, q, r) 6 c
(
|f |(1,

1+α−γ
2

)

QT0
+ |u0|(2+α)

∪F± + |r0|(3+α)
G

)
6 cε,

N
(
u(·, T0), r(·, T0)

)
6 λ

(
|u0|(2+α)

∪F± + |r0|(3+α)
G

)
+ c|f |(1,

1+α−γ
2

)

QT0
6 Cε.

(3.25)

Неравенства (3.25) позволяют распространить решение (u, q, r) на интер-
валы (T0, 2T0), ..., (kT0, (k + 1)T0), ... вплоть до бесконечного интервала t > 0
повторными применениями полученного локального результата и завершить
доказательство теоремы 3.2 так же, как в [12]. Для этого воспользуемся ме-
тодом математической индукции. Итак, предположим, что для t 6 kT0 ре-
шение уже найдено. Тогда его можно определить для t ∈ (kT0, (k + 1)T0] как
решение задачи с начальными условиями u(z, kT0) = u(z, kT0 − 0) ≡ uk(z),
r(z, kT0) = r(z, kT0 − 0) ≡ rk(z).

Рассмотрим случай k = 1. Из (3.11) и (3.12) следует, что

N1 ≡ N(u1, r1) 6 Cε,
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следовательно, заменяя ε на C−1ε, мы видим, что эта задача разрешима на
интервале времени (T0, 2T0] и в силу (3.25) есть оценки

Y1(u, q, r) 6 c
{
N1 + |f |(1,

1+α−γ
2

)

QT0,2T0

}
,

N2 6 λN1 + c|f |(1,
1+α−γ

2
)

QT0,2T0
6 Cε,

где
Nk ≡ N(uk, rk), Yk(u, q, r) ≡ YkT0,(k+1)T0(u, q, r).

Если решение найдено при t 6 kT0 и выполнены неравенства

Nj 6 λNj−1 + c|f |(1,
1+α−γ

2
)

Q(j−1)T0,jT0
, λ < 1,

Yj 6 c
{
Nj + |f |(1,

1+α−γ
2

)

QjT0,(j+1)T0

}
, j = 1, ..., k, (3.26)

тогда при λ0 = e−bT0 < λ

Nj 6 ... 6 λjN0 + c

j−1∑
i=0

λj−1−i|f |(1,
1+α−γ

2
)

QiT0,(i+1)T0
6 λjN0 + cλj−1|ebT0f |(1,

1+α−γ
2

)

Q0,jT0

j−1∑
i=0

λi0
λi

6 cλj
(
N0 +

|ebT0f |(1,
1+α−γ

2
)

Q∞

λ− λ0

)
6 cλjε (3.27)

с константами c, не зависящими от j (мы использовали неравенства (3.18)
для f). Поскольку λj → 0 при j → ∞, то правая часть (3.27) меньше, чем
ε при j > j0, значит, замену ε на C−1ε нужно делать только конечное число
раз.

Пусть λ1 > λ (λ1 = e−aT0 , a < b). Просуммируем неравенства (3.27),
умноженные на λ−j1 . Это приведёт к оценке

k∑
j=0

λ−j1 Nj 6N0 +
k∑
j=1

λj

λj1
N0 + c

k∑
j=1

λj

λj1

j−1∑
i=0

|f |(1,
1+α−γ

2
)

QiT0,(i+1)T0

6
λ1

λ1 − λ

(
N0 +

cλ

λ− λ0

|ebT0f |(1,
1+α−γ

2
)

Q∞

)
.

Наконец, сумма (3.26), умноженных на λ−j1 , даёт нам

k∑
j=0

λ−j1 Yj(u, q, r) 6c
{ λ1

λ1 − λ

(
N0+

cλ

λ− λ0

|ebT0f |(1,
1+α−γ

2
)

Q∞

)
+

k∑
j=0

λ−j1 |f |
(1, 1+α−γ

2
)

QjT0,(j+1)T0

}
6c
{
N0 +

(
c+

λ1

λ1 − λ0

)
|ebT0f |(1,

1+α−γ
2

)

Q∞

}
.
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Левую часть в последнем неравенстве можно заменить на maxj6k λ
−j
1 Yj. Та-

ким образом, переходя к пределу по k → ∞, мы приходим к неравенству,
эквивалентному (3.19).
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[21] Mogilevskǐı I. Sh., Solonnikov V. A., On the Solvability of an Evolution
Free Boundary Problem for the Navier–Stokes Equations in Hölder Spaces
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