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Аннотация. В работе [AB4] были построены примеры эффективных
систем счисления и было дано неформальное определение эффектив-
ной системы счисления как способа представления чисел бесконечными
словами над конечным алфавитом, таким, что равенство чисел может
быть проверено, а сумма чисел — вычислена с помощью конечных авто-
матов. Данная работа посвящена более формальному определению эф-
фективных систем счисления. В качестве первого шага на этом пути
вводится близкое, но более удобное понятие регулярного пространства и
регулярного отображения, и изучаются их основные свойства. Эффек-
тивные отображения будут затем рассмотрены в отдельной работе. Для
иллюстрации полезности введённых понятий и их свойств с их помощью
доказываются свойства эффективных систем счисления, неформально
объяснённые, но не доказанные ранее в [AB4].
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6 Регулярные пространства и регулярные отоб-
ражения

Мы ранее определили в [AB4] эффективную систему счисления как
некоторый способ представления чисел с помощью бесконечных слов в
конечном алфавите D (множестве цифр), таким образом, чтобы сложе-
ние, вычитание и проверка на равенство выполнялись эффективно, т.е.
с помощью конечных автоматов (см. [AB4],4.4.10). Более того, в [AB4]
были приведены примеры эффективных систем счисления, такие, как
избыточная двоичная система с цифрами {−1, 0, 1} и система с основа-
нием φ или −φ и двумя цифрами {0, 1}. Мы бы хотели дать более точ-
ное определение эффективных систем счисления и классифицировать
их. Однако перед этим нам надо изучить более общий класс эффектив-
ных отображений, т.е. отображений, которые могут быть вычислены с
помощью конечных автоматов (вернее, трансдукторов), а также техни-
чески более удобный класс регулярных отображений, т.е. отображений,
график которых может быть распознан конечным автоматом. Мы нач-
нём с рассмотрения регулярных отображений и регулярных пространств.
Затем в одной из последующих работ мы отдельно изучим эффективные
отображения.

6.1 Регулярные отношения эквивалентности

Для того, чтобы в дальнейшем можно было дать строгое определение
эффективной системы счисления, изучим регулярные подмножества и
регулярные отношения эквивалентности ≡ на бесконечных словах Dω,
поскольку такое отношение эквивалентности является важной компо-
нентой эффективной системы счисления.

6.1.1. (Отношения на бесконечных словах, заданные конечными авто-
матами.) Пусть D — конечное множество, Dω = DN0 — множество беско-
нечных слов над алфавитом D, т.е. последовательностей x = (xn)n≥0 =
x0x1 . . . с xn ∈ D. Пусть G = (S, s0, E) — детерминированный конечный
автомат с (конечным) множеством состояний S, начальным состоянием
s0 ∈ S, множеством переходов E и входным алфавитом D × D. Иначе
говоря, E состоит из троек (s, xy, t), s, t ∈ S, xy = (x, y) ∈ D2, кото-
рые мы обычно записываем в виде s

xy−→ t и изображаем в виде ребра
ориентированного графа из вершины s в вершину t с меткой xy, а де-
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терминированность автомата означает, что для любого s ∈ S и xy ∈ D2

существует не более одного t ∈ S, такого, что (s, xy, t) ∈ E. Можно так-
же сказать, что E является графиком частично заданного отображения
γ : S × D2 99K S. Мы будем говорить, что автомат G определяет или
задаёт отношение R на множестве Dω, или что G распознаёт R, если
xRy, т.е. (x,y) ∈ R, в том и только том случае, если автомат G никогда
не останавливается на вводе, состоящем из последовательности пар сим-
волов (x0, y0), (x1, y1), . . . . Иначе говоря, xRy в том и только том случае,
если существует последовательность состояний sn ∈ S при n ≥ 1 (с s0
равному начальному состоянию), такая, что (sn, xnyn, sn+1) ∈ E для всех
n ≥ 0.

6.1.2. (Мы рассматриваем только синхронные автоматы.) Существен-
ным является то ограничение, что при определении регулярных отно-
шений R ⊂ Aω × Aω или регулярных соответствий S ⊂ Aω × Bω ниже
в 6.1.4 мы рассматриваем только синхронные конечные автоматы, чи-
тающие оба входных потока x = x0x1 . . . и y = y0y1 . . . с одинаковой
скоростью: на n-ом шаге читается xn−1 и yn−1. В принципе мы могли бы
рассмотреть конечные автоматы, которые не обязательно сдвигают обе
входные ленты на одну позицию вправо при каждом переходе. Вместо
этого, например, можно было бы указывать для каждого перехода два
дополнительных параметра δx и δy ∈ {0, 1}, показывающие, нужно ли
продвигать соответствующую входную ленту. Такого рода асинхронные
автоматы, вообще говоря, не сводятся к синхронным (см. пример в 6.6.7)
и требуют отдельного, более сложного, рассмотрения.

Определение 6.1.3 (Регулярные отношения на Dω.) Пусть D — конеч-
ное множество. Будем говорить, что отношение R на Dω регулярно,
если оно распознаётся (синхронным) конечным автоматом.

6.1.4. (Обобщение: регулярные подмножества и регулярные соответствия.)
Мы можем несколько обобщить предыдущее определение следующим об-
разом. Будем говорить, что подмножество R ⊂ Aω распознаётся (де-
терминированным) конечным автоматом G = (S, s0, E) (со входным
алфавитом A), где s0 ∈ S, E ⊂ S × A × S, если R — это множество
всех бесконечных строк x ∈ Aω, на которых G никогда не завершает
работу из-за невозможности совершить очередной переход. Иначе го-
воря, x = x0x1 . . . ∈ R в том и только том случае, если существует
бесконечная последовательность состояний {sn}n≥1, sn ∈ S, такая, что
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(sn, xn, sn+1) ∈ E для всех n ≥ 0. Если R ⊂ Aω распознаётся конечным
автоматом, мы будем говорить, что R — регулярное подмножество Aω.
Далее, поскольку (A × B)ω ∼= Aω × Bω, будем говорить, что соответ-
ствие R между Aω и Bω регулярно, если R регулярно как подмножество
R ⊂ Aω×Bω ∼= (A×B)ω; в этом случае R распознаётся некоторым конеч-
ным автоматом над алфавитом A× B. При A = B = D снова получаем
понятия регулярного отношения R на Dω из 6.1.3 и распознающего его
(синхронного) конечного автомата.

Такого рода обобщения удобны тем, что в действительности многие
свойства регулярных отношений выполнены и для регулярных соответ-
ствий и регулярных подмножеств, и проще всего доказываются именно
в контексте регулярных подмножеств.

6.1.5. (Примеры: пустое множество и всё Aω регулярны.) В качестве
тривиального примера регулярных подмножеств R ⊂ Aω приведём пу-
стое подмножество ∅, а также всё Aω. Оба они распознаются конечным
автоматом с единственным состоянием ∗, без переходов в случае R = ∅
либо с переходами ∗ x−→ ∗ для всевозможных x ∈ A в случае R = Aω.

6.1.6. (Множества бесконечных слов, заданные недетерминированными
конечными автоматами, регулярны.) Отметим, что предыдущие опреде-
ления формально годятся и для недетерминированных конечных авто-
матов G = (S, s0, E), т.е. не обладающих дополнительным свойством,
что (s, x, t) ∈ E & (s, x, t′) ∈ E ⇒ t = t′. Однако распространение
предыдущих определений на недетерминированные (синхронные конеч-
ные) автоматы не расширяет класс распознаваемых подмножеств, от-
ношений или соответствий, поскольку любой недетерминированный ав-
томат может быть стандартным образом преобразован в детерминиро-
ванный. Состояния такого детерминированного автомата соответствуют
непустым подмножествам α ⊂ S состояний исходного автомата; началь-
ным состоянием является {s0}, а переход α

x−→ β присутствует в том и
только том случае, если α и β — непустые подмножества S, такие, что
β = {t ∈ S | ∃s ∈ α : (s, x, t) ∈ E}. Получившийся детерминирован-
ный конечный автомат распознаёт бесконечные слова x ∈ Aω, облада-
ющие тем свойством, что сколь угодно длинные префиксы x распозна-
ются исходным недетерминированным автоматом; несложно видеть, что
это равносильно тому, что и всё x распознаётся исходным автоматом,
например, применив лемму Кёнига или эквивалентный ей факт непу-
стоты проективного предела P = limn Pn последовательности непустых
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конечных множеств {Pn}, где в качестве Pn можно взять все последова-
тельности переходов s0

x0−→ s1 → · · · → sn−1
xn−1−→ sn длины n в исходном

автомате, начинающиеся с начального состояния и такие, что их метки
образуют префикс x0x1 . . . xn−1 бесконечного слова x.

6.1.7. (Dω — польский компакт.) Введём дискретную топологию на ко-
нечном множестве D, и затем топологию прямого произведения на Dω =
DN0 и Dω ×Dω; тогда Dω — это метризуемый компакт. В качестве мет-
рики можно взять

dρ(x,y) = ρ− inf{n≥0: xn ̸=yn} (6.1.7.1)
для произвольного фиксированного вещественного ρ > 1.

6.1.8. (Регулярные подмножества R ⊂ Aω всегда замкнуты.) Отметим,
что регулярные подмножества R ⊂ Aω всегда замкнуты в топологии
прямого произведения на Aω. В самом деле, надо проверить, что если
x ∈ Aω таково, что для любого n ∈ N существует y ∈ R, совпадаю-
щее с x по первым n символам, то и x ∈ R. Однако это очевидно из
описания R с помощью конечного автомата G: данное условие гаранти-
рует, что автомат G проработает на вводе x как минимум n шагов для
каждого натурального n, а значит, никогда не остановится.

6.1.9. (Регулярные отношения замкнуты в топологии Dω × Dω.) Как
следствие, регулярные отношения R ⊂ Dω ×Dω замкнуты в топологии
произведения Dω × Dω, поскольку они являются регулярными подмно-
жествами (D ×D)ω ∼= Dω ×Dω.

6.1.10. (Пополненный конечный автомат G⊥, распознающий R.) Пусть
G = (S, s0, E) — конечный автомат, распознающий регулярное подмно-
жество R ⊂ Aω. Тогда R состоит из всех бесконечных слов, на которых
автомат G никогда не останавливается из-за невозможности совершить
очередной переход. Мы можем преобразовать G в пополненный авто-
мат G⊥, в котором есть дополнительное ошибочное состояние ⊥, и до-
бавлены все ранее отсутствовавшие переходы, так, чтобы они вели в ⊥.
Тогда x ∈ R, если и только если конечный автомат G⊥ никогда не оказы-
вается в ошибочном состоянии⊥ в процессе чтения бесконечного слова x.

6.1.11. (Связь регулярных подмножеств R ⊂ Aω с регулярными языка-
ми.) Отметим, что регулярные подмножества R ⊂ Aω тесно связаны с
регулярными языками R ⊂ A∗, где A∗ =

⊔
n≥0A

n обозначает множество
всех конечных слов над алфавитом A, или, если угодно, свободный мо-
ноид, порождённый A. Например, множество всех префиксов всех слов
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x ∈ R образует некоторый регулярный язык R ⊂ A∗, и наоборот, если
R ⊂ A∗ — произвольный регулярный язык, то множество R всех x ∈ Aω,
все префиксы которых принадлежат R, является регулярным.

Другой способ связать регулярные подмножества R ⊂ Aω с регу-
лярными языками таков. Пусть G⊥ — пополненный конечный автомат,
распознающий R, и пусть R̄ ⊂ A∗ — регулярный язык, распознаваемый
G⊥, если считать ⊥ конечным состоянием. Тогда R̄ состоит в точности
из всех конечных слов, не являющихся префиксами никаких бесконеч-
ных слов из R, а R состоит из всех бесконечных слов, никакие префиксы
которых не попадают в R̄. Более того, любой регулярный язык R̄ ⊂ A∗

определяет таким образом регулярное подмножество R ⊂ Aω.

6.1.12. (Минимальный конечный автомат, распознающий заданное отно-
шение или подмножество.) Заметим, что среди всех детерминированных
(синхронных) конечных автоматов, распознающих данное регулярное от-
ношение R на Dω, или, более общо, данное регулярное подмножество
R ⊂ Aω, есть наименьший, т.е. обладающий минимальным количеством
состояний, причём он единственный с точностью до изоморфизма (пе-
реименования состояний). Из любого конечного автомата G = (S, s0, E),
распознающего R, можно эффективно построить минимальный. Для это-
го надо выбросить из S состояния, недостижимые из начального со-
стояния s0, а также состояния, из которых не начинаются бесконечно
длинные пути (для чего можно выкинуть все состояния, отличные от
начального, из которых нет ни одного перехода, а затем повторять эту
процедуру снова и снова до тех пор, пока таких состояний не останется,
возможно, за исключением начального состояния). Затем надо рассмот-
реть все отношения эквивалентности ∼ на S, обладающие тем свойством,
что если (s, a, t) ∈ E и s ∼ s′, то существует t′ ∈ S, такое, что (s′, a, t′) ∈ E
и t ∼ t′. Надо выбрать наибольшее из всех таких отношений эквивалент-
ности (что в действительности можно проделать эффективно с помощью
описания из 6.1.13: s ∼ s′ в том и только том случае, если конечные авто-
маты, полученные из исходного заменой начального состояния на s и s′,
определяют одно и то же регулярное множество, что можно эффективно
проверить с помощью 6.1.21)1, и заменить S на S̄ := S/∼.

1Самый простой способ вычисления графика ∼ — построить прямое произведение
G⊥×G⊥ пополненных автоматов как в 6.1.18 или 6.1.19 и найти в нём все состояния
(s, s′) ∈ S × S, из которых недостижимо ни одно состояние вида (t,⊥) или (⊥, t) с
t ̸= ⊥.
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6.1.13. (Единственность минимального автомата, распознающего данное
регулярное отношение или подмножество.) Единственность минимально-
го конечного автомата следует из того факта, что он допускает непосред-
ственное описание в терминах распознаваемого им подмножества R. А
именно, состояния пополненного минимального автомата — это все под-
множества R′ ⊂ Aω вида

α\R := {x ∈ Aω | αx ∈ R} (6.1.13.1)

для всевозможных α ∈ A∗. Переход R′ a−→ R′′ присутствует в мини-
мальном автомате в том и только том случае, если R′′ = a\R′, т.е. если
ax ∈ R′ ⇔ x ∈ R′′. Начальное состояние — это само R, а ошибочное
состояние ⊥ — это ∅; если его выкинуть, получится минимальный ко-
нечный автомат.

6.1.14. (Критерий регулярности замкнутого подмножества.) Предыду-
щая конструкция позволяет нам сформулировать удобный критерий ре-
гулярности: подмножество R ⊂ Aω регулярно в том и только том
случае, если R замкнуто в Aω и множество SR := {α\R | α ∈ A∗} ко-
нечно. В этом случае мы можем использовать SR как множество состоя-
ний пополненного минимального конечного автомата, распознающего R
(см. 6.1.13). Пустое множество ∅ является тогда ошибочным состоянием
этого автомата; если его выкинуть, получится непополненный автомат
(если вдруг ∅ ̸∈ SR, то R = Aω, и минимальный автомат обладает един-
ственным состоянием и всевозможными переходами из него в себя; если
же ошибочное состояние ∅ совпадает с начальным состоянием R, то его
нельзя выкидывать, но тогда R = ∅).

Ясно, что сформулированный выше критерий является необходимым
условием регулярности, поскольку все регулярные множества замкнуты
по 6.1.8, и если G⊥ = (S, s0, E) — произвольный пополненный конечный
автомат, распознающий R, и если s(α) ∈ S обозначает состояние, в ко-
торое он переходит после чтения слова α ∈ A∗, то из s(α) = s(β) следует
α\R = β\R, и потому cardSR ≤ cardS < +∞. Наоборот, предположим,
что SR конечно. Тогда условие, что конечный автомат с состояниями SR,
построенный в 6.1.13, не оказывается в ошибочном состоянии ⊥ = ∅
после чтения первых n символов x0 . . . xn−1 бесконечного слова x ∈ Aω,
есть

x0 . . . xn−1\R ̸= ∅ (6.1.14.1)
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что равносильно
x0 . . . xn−1A

ω ∩R ̸= ∅ (6.1.14.2)

Поскольку x0 . . . xn−1A
ω образуют фундаментальную систему окрестно-

стей точки x ∈ Aω, предыдущее условие выполнено для всех n ≥ 0 в
том и только том случае, если x ∈ R̄. Иначе говоря, построенный конеч-
ный автомат распознаёт в точности R̄, так что замыкание R̄ регулярно.
Поскольку R по предположению замкнуто, регулярно и R = R̄.

6.1.15. (Предрегулярные множества R ⊂ Aω и их замыкания.) Будем
говорить, что подмножество R ⊂ Aω предрегулярно, если множество
SR := {α\R | α ∈ A∗} из 6.1.14 конечно. Тогда 6.1.14 означает, что
замкнутые предрегулярные подмножества Aω — это в точности ре-
гулярные подмножества. Более того, если R ⊂ Aω предрегулярно, то
конечный автомат с состояниями SR, построенный в 6.1.13, распознаёт
замыкание R̄ ⊂ Aω, как это было показано в 6.1.14. Поэтому замыка-
ние R̄ предрегулярного подмножества R ⊂ Aω регулярно.

6.1.16. (Пример: корректные двоичные записи образуют предрегуляр-
ное, но не регулярное множество.) Приведём пример достаточно просто-
го и естественно возникающего множества, не являющегося регулярным.
Пусть D = {0, 1}, и рассмотрим внутри Dω подмножество X всех кор-
ректных двоичных записей чисел из отрезка [0, 1). Иначе говоря, X со-
стоит из x = x0x1 · · · ∈ Dω, в которых встречается бесконечно много
нулей. Несложно видеть, что X ⊂ Dω не является регулярным, напри-
мер, потому что оно не замкнуто (см. 6.1.8). Можно также доказать это
с помощью прямых комбинаторных рассуждений. Если G = (S, s0, E) —
детерминированный конечный автомат, распознающий X, то посмотрим
на последовательность его переходов на бесконечной строке 1∞ = 111 · · · .
Поскольку эта строка не принадлежит X, автомат должен остановиться
на каком-то шаге, скажем, после n-ого перехода. Тогда он остановится и
при обработке строки 1n+10∞ ∈ X, что неправильно. Таким образом, X
не регулярно; тем не менее, оно предрегулярно в смысле 6.1.15, посколь-
ку α\X = X для любой конечной строки α ∈ D∗, и потому SX = {X}
конечно.

Несложно видеть также, что дополнение Dω−X, т.е. множество всех
некорректных двоичных записей, также не является регулярным, напри-
мер, потому что распознающий его конечный автомат должен был бы
останавливаться на строке 0∞ ∈ X, а значит, и на 0n+11∞ ̸∈ X для до-
статочно большого n, что неправильно.
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6.1.17. (Операции R 7→ α\R и R 7→ αR переводят регулярные множества
в регулярные.) Отметим, что для любого регулярного R ⊂ Aω и любого
слова α ∈ A∗ подмножество α\R является регулярным: в самом деле,
оно распознаётся тем же конечным автоматом G = (S, s0, E), что и R, но
с другим начальным состоянием s′0, а именно, тем состоянием, в которое
исходный автомат переходит после прочтения слова α (если такого состо-
яния нет, то α\R = ∅). Кроме того, множество αR = {αx : x ∈ R} также
регулярно: распознающий его конечный автомат Gα содержит n = |α| до-
полнительных состояний s−n, . . . , s−1 по сравнению с G, а также допол-
нительные переходы s−n+i

αi−→ s−n+i+1 при 0 ≤ i < n, где α = α0 · · ·αn−1,
при этом начальным состоянием Gα является s−n.

6.1.18. (Пересечение регулярных подмножеств.) Если R1 и R2 — регу-
лярные подмножества Aω, то их пересечение R1∩R2 также регулярно.
В частности, пересечение двух регулярных отношений на Dω регулярно.
В самом деле, если Gj = (Sj, sj0, Ej) распознаёт Rj, j = 1, 2, то R1 ∩ R2

распознаётся (внутренним) прямым произведением этих конечных авто-
матов G = G1 × G2, т.е. конечным автоматом G = (S1 × S2, s0, E), где
s0 = (s10, s20) и E = E1 ×A E2; иначе говоря, переход (s1, s2)

a−→ (t1, t2)
присутствует в G1 × G2, если и только если sj

a−→ tj присутствует в Gj

при j = 1, 2. Кроме того, это рассуждение показывает, что конечный
автомат, распознающий R1 ∩ R2, может быть эффективно вычислен с
помощью некоторого алгоритма по конечным автоматам, распознающим
R1 и R2 (и затем может быть минимизирован). Иначе говоря, операция
пересечения регулярных подмножеств, а также регулярных отношений
и регулярных соответствий, эффективна.

6.1.19. (Объединение регулярных подмножеств.) Чуть менее очевидно,
что объединение R1∪R2 регулярных подмножеств R1 и R2 ⊂ Aω также
регулярно. Можно доказать это, например, заметив, что α\(R1 ∪ R2) =
(α\R1)∪ (α\R2) для любого конечного слова α ∈ A∗. Поэтому множество
SR1∪R2 из 6.1.14 содержится во множестве, состоящем из всевозможных
объединений R′ ∪ R′′, R′ ∈ SR1 , R′′ ∈ SR2 , и потому конечно, если SR1

и SR2 конечны; кроме того, R1 ∪ R2 замкнуто. Можно также напрямую
построить пополненный конечный автомат, распознающий R1 ∪ R2, как
прямое произведение пополненных конечных автоматов G1,⊥ и G2,⊥, рас-
познающих R1 и R2, соответственно.

6.1.20. (Проверка R1 ⊂ R2.) Пусть R1 и R2 — регулярные подмноже-
ства Aω. Покажем, что включение R1 ⊂ R2 (т.е. импликация R1 ⇒ R2 в
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случае регулярных отношений или соответствий) может быть эффектив-
но проверено, исходя из конечных автоматов G1 и G2, распознающих R1

и R2. Действительно, пополним автомат G2 = (S2, s20, E2) до автомата
G2,⊥ с помощью дополнительного ошибочного состояния ⊥, как описано
в 6.1.10, и затем построим прямое произведение G1×G2,⊥, как в 6.1.18,
выкинем в получившимся автомате состояния, недостижимые из началь-
ного, а также состояния, из которых не начинаются бесконечные пути,
как в 6.1.12. Если в итоговом автомате осталось хоть одно состояние ви-
да (s,⊥) с s ∈ S1, то R1 ̸⊂ R2, поскольку мы можем построить конечный
путь с метками x0, . . . , xn−1 из начального состояния (s10, s20) в (s,⊥),
и затем продолжить его до бесконечного пути с метками xn, xn+1, . . . ;
тогда бесконечное слово x = x0x1 . . . ∈ Aω таково, что x ∈ R1, но x ̸∈ R2.
Напротив, если состояний вида (s,⊥) не осталось, то R1 ⊂ R2.

6.1.21. (Проверка R1 = R2.) В частности, мы можем проверять два ре-
гулярных подмножества (в том числе два регулярных отношения) на
равенство с помощью их конечных автоматов, поскольку R1 = R2 рав-
носильно (R1 ⊂ R2)& (R2 ⊂ R1). Впрочем, чуть более эффективно сразу
построить прямое произведение пополненных автоматов G1,⊥ × G2,⊥ и
проверить, есть ли в нём состояния вида (s1,⊥) или (⊥, s2) с s1, s2 ̸= ⊥,
достижимые из начального; перед этим надо минимизировать G1 и G2

или хотя бы удалить из них состояния, из которых не начинаются бес-
конечные пути.

6.1.22. (Проверка рефлексивности R.) Поскольку равенство на Dω явля-
ется регулярным отношением эквивалентности (оно задаётся автоматом
с единственным состоянием ∗ и переходами ∗ xx−→ ∗ для всех x ∈ D), мы
можем эффективно проверять включение [=] ⊂ R, т.е. рефлексивность
регулярного отношения R.

6.1.23. (Проверка симметричности R.) Заметим, что если отношение R
регулярно, то и симметричное ему отношение R−1 также регулярно, по-
скольку оно распознаётся тем же конечным автоматом, что и R, если
в нём заменить все метки переходов xy на симметричные yx. Поэтому
проверка симметричности регулярного отношения R также эффективна,
так как она равносильна проверке включения R ⊂ R−1.

6.1.24. (Образ и прообраз регулярного множества.) Если f : A → B
— произвольное отображение конечных множеств, то индуцированное
отображение бесконечных слов fω : Aω → Bω обладает тем свойством,
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что образ fω(R) регулярен в Bω, если R ⊂ Aω регулярно, и наоборот,
если S ⊂ Bω регулярно, то и прообраз (fω)−1(S) ⊂ Aω также регуля-
рен. Более общо, если Φ — произвольное соответствие между конечными
множествами A и B, и Φω — индуцированное соответствие между Aω и
Bω, то образ Φω(R) ⊂ Bω регулярен для любого регулярного R ⊂ Aω,
причём конечный автомат, задающий этот образ, легко строится по ко-
нечному автомату G = (S, s0, E), E ⊂ S×A×S, распознающему R: новый
автомат GΦ = (S, s0, E

Φ) обладает тем же множеством состояний S и на-
чальным состоянием s0, однако его переходы другие: (s, b, t) ∈ EΦ в том
и только том случае, если (s, a, t) ∈ E для некоторого a ∈ A, такого,
что (a, b) ∈ Φ. Получающийся автомат GΦ, очевидно, распознаёт Φω(R),
однако он недетерминирован; его можно преобразовать в детерминиро-
ванный стандартным образом, см. 6.1.6.

6.1.25. (Пример: проекция регулярного множества регулярна.) В част-
ности, если R ⊂ Aω × Bω = (A × B)ω — регулярное соответствие, то
pr1(R) ⊂ Aω и pr2(R) ⊂ Bω — регулярные подмножества.

6.1.26. (Прямое произведение регулярных множеств регулярно.) Если
R ⊂ Aω и S ⊂ Bω — регулярные множества, то их прямое произведение
R× S ⊂ Aω ×Bω ∼= (A×B)ω также регулярно. В самом деле, конечный
автомат GR×S, распознающий R× S, есть внешнее прямое произведение
GR ⊠GS автоматов GR и GS, распознающих R и S соответственно.

6.1.27. (Композиция S ◦ R регулярных соответствий R и S регулярна.)
Пусть R ⊂ Aω × Bω и S ⊂ Bω × Cω — регулярные соответствия. Тогда
их композиция S ◦R ⊂ Aω × Cω, заданная стандартным образом

S ◦R = {(x, z) | ∃y : (x,y) ∈ R & (y, z) ∈ S} (6.1.27.1)

является регулярным соответствием. Действительно, S ◦R является об-
разом прообраза прямого произведения R× S:

S ◦R = pω
(
(∆ω)−1(R× S)

)
(6.1.27.2)

где прямое произведение R×S ⊂ (A×B×B×C)ω регулярно по 6.1.26,
∆ = idA×∆B × idC : A×B×C → A×B×B×C индуцировано диагона-
лью, а p = pr23 : A×B×C → A×C — проекция, так что S ◦R регулярно
согласно 6.1.24. Более того, конечный автомат, распознающий S ◦R, мо-
жет быть эффективно построен по конечным автоматам, распознающим
R и S.
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6.1.28. (Проверка транзитивности R.) Теперь мы готовы обсудить эф-
фективную проверку транзитивности регулярного отношения R на Dω.
Для этого заметим, что транзитивность эквивалентна включению R◦R ⊂
R, и при этом композиция R◦R может быть эффективно вычислена по R
согласно 6.1.27, после чего включение R◦R ⊂ R может быть эффектив-
но проверено по 6.1.20.
6.1.29. (Регулярные отношения эквивалентности.) Будем говорить, что
отношение≡ на Dω — регулярное отношение эквивалентности, если оно
одновременно регулярно и является отношением эквивалентности. Такое
отношение эквивалентности всегда задаётся некоторым конечным авто-
матом, который при желании можно всегда минимизировать (см. 6.1.12);
кроме того, по конечному автомату над алфавитом D×D можно эффек-
тивно проверить, является ли заданное им регулярное отношение на Dω

отношением эквивалентности (см. 6.1.22, 6.1.23 и 6.1.28).

Определение 6.1.30 (Регулярные отображения.) Пусть A и B — ко-
нечные множества, R ⊂ Aω и S ⊂ Bω — регулярные подмножества. Бу-
дем говорить, что отображение f : R → S регулярно, если его график
Γf ⊂ R× S ⊂ Aω ×Bω — регулярное соответствие в смысле 6.1.4.

6.1.31. (Композиция регулярных отображений.) Из 6.1.27 немедленно
следует, что композиция регулярных отображений регулярна. Кроме то-
го, из 6.1.22 следует, что idR : R → R — регулярное отображение для
любого регулярного множества R ⊂ Aω.
6.1.32. (Пример регулярного отображения: σa : x 7→ ax для a ∈ A.)
Пусть A — конечное множество, зафиксируем a ∈ A и рассмотрим отоб-
ражение конкатенации σa : x 7→ ax. Это отображение регулярно. Дей-
ствительно, множество всех пар (x,y) с y = ax можно распознать с
помощью конечного автомата, состояния которого — это элементы A,
начальное состояние — это a ∈ A, а переходы — это y

xy−→ x для всех x,
y ∈ A.
6.1.33. (Пример регулярного отображения: σα : x 7→ αx для α ∈ A∗.)
Предыдущий пример можно обобщить: если α ∈ A∗ — произвольное ко-
нечное слово, то σα : x 7→ αx — регулярное отображение. Это следу-
ет, например, из 6.1.32 и 6.1.31, поскольку σα = σa0 ◦ · · · ◦ σan−1 , если
α = a0 . . . an−1. Можно также напрямую построить конечный автомат,
распознающий пары (x,y), такие, что y = αx. Состояния этого авто-
мата — это всевозможные слова β ∈ An с |β| = n := |α|, начальное
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состояние — это слово α, а переходы — это yβ
xy−→ βx для всех β ∈ An−1,

x, y ∈ A.

6.1.34. (Отображение отбрасывания первого символа τ : x0x1 · · · 7→
x1x2 · · · регулярно.) Отображение отбрасывания первого символа τ :
Aω → Aω, (τ(x))n = xn+1, также регулярно, например, потому что его
график симметричен объединению графиков всех σa, a ∈ A. Как и в
предыдущих примерах, можно напрямую построить конечный автомат,
распознающий график Γτ : состояния этого конечного автомата — слова
длины не более 1, начальное состояние — пустое слово ∅, а переходы —
∅ xy−→ y и x

xy−→ y для всех x, y ∈ A.

6.1.35. (Факторпространство K := Dω/ ≡ — польский компакт.) Пусть
дано регулярное отношение эквивалентности ≡ на компакте Dω. Тогда
факторпространство K := Dω/≡ отделимо (раз график ≡ замкнут со-
гласно 6.1.9), а значит, и компактно. Напомним, что компакт является
польским (т.е. метризуемым топологическим пространством, обладаю-
щим счётным всюду плотным множеством) в том и только том случае,
если он метризуем, а также в том и только том случае, если он удовле-
творяет второй аксиоме счётности, т.е. обладает счётной базой тополо-
гии. Отсюда сразу следует, что отделимое факторпространство польско-
го компакта является польским компактом; в частности, K = Dω/ ≡
— польский компакт (если {Vn}n∈N — счётная база топологии Dω, то в
качестве счётной базы топологии K можно взять семейство множеств
WA := K − π(Dω −

⋃
n∈A Vn), где A пробегает всевозможные конечные

подмножества N, а π : Dω ↠ K = Dω/ ≡ обозначает каноническую
проекцию). В частности, компакт K метризуем. Однако явно указать
расстояние на K (например, с помощью формулы, аналогичной (6.1.7.1),
задающей расстояние на Dω) не всегда просто.

6.1.36. (Граница и дополнение внутренности регулярного множества ре-
гулярны.) Докажем, что граница ∂R = R− IntR и дополнение внутрен-
ности Aω−IntR, или, что одно и то же, замыкание дополнения Aω −R
регулярного множества R ⊂ Aω регулярны. Отметим, что едва ли мож-
но ожидать регулярности самой внутренности IntR, поскольку она, вооб-
ще говоря, не замкнута, а значит, и не регулярна (см. 6.1.8); аналогичное
замечание верно и для дополнения Aω−R. Для доказательства зафикси-
руем минимальный конечный автомат G = (S, s0, E) над алфавитом A,
распознающий R. Пусть Sint ⊂ S — те состояния, при использовании ко-
торых в качестве начальных распознаются все слова из Aω. Множество
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Sint можно эффективно вычислить, поскольку Sint — это в точности все
состояния пополненного конечного автомата G⊥ (см. 6.1.10), из кото-
рых недостижимо ошибочное состояние ⊥. Если s0 ∈ Sint, то R = Aω

и утверждение тривиально, т.к. ∂R = Aω − IntR = ∅. Поэтому будем
считать, что s0 ̸∈ Sint. Выбросим из G все состояния из Sint, а также
все переходы, ведущие в такие состояния или из них. Получившийся ко-
нечный автомат ∂G распознаёт те бесконечные строки x ∈ Aω, которые
распознаются исходным автоматом G таким образом, что он никогда не
оказывается в одном из состояний Sint; иначе говоря, ∂G распознаёт ре-
гулярное множество

R′ = {x = x0x1 · · · ∈ R | ∀n ∈ N0, x0x1 . . . xn−1A
ω ̸⊂ R} (6.1.36.1)

Это условие означает, что x ∈ R таково, что никакая его окрестность
не содержится целиком в R, т.е. что x ∈ ∂R. Это доказывает регуляр-
ность границы ∂R. Регулярность Aω − IntR доказывается аналогично:
это множество распознаётся конечным автоматом G′′, получающимся из
пополненного автомата G⊥ выбрасыванием состояний из Sint, после чего
ошибочное состояние ⊥ интерпретируется как одно из обычных состо-
яний нового автомата. Несложно видеть, что G′′ распознаёт в точности
те x ∈ Aω, которые либо вовсе не распознаются исходным автоматом G
(т.е. G⊥ переходит на них через конечное число шагов в состояние ⊥ и
остаётся в нём навсегда), либо которые распознаются им, но так, что G
никогда не оказывается в состояниях из Sint. Это означает, что G′′ рас-
познаёт множество R′′ = (Aω −R) ∪ ∂R = Aω − IntR, так что Aω − IntR
регулярно.

6.2 Регулярные подсистемы

Регулярные подмножества R ⊂ Aω, изученные в предыдущем подразде-
ле, в какой-то степени аналогичны замкнутым по Зарискому подмноже-
ствам аффинного пространства. Мы хотим определить регулярные под-
системы R ⊂ Aω, аналогичные замкнутым подсхемам того же аффин-
ного пространства. Таким образом, каждой регулярной подсистеме R
сопоставляется некоторое регулярное подмножество — а именно, её но-
ситель |R|, однако одному и тому же регулярному подмножеству могут
соответствовать различные регулярные системы.

6.2.1. (Проекции prn→m : An → Am при 0 ≤ m ≤ n ≤ ω.) Пусть 0 ≤ m ≤
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n ≤ ω — ординалы, A — произвольное множество (обычно конечное). То-
гда мы можем определить отображение проекции prn→m : An → Am, пе-
реводящее конечную последовательность (xi)0≤i<n ∈ An в её ограничение
(xi)0≤i<m, или, если угодно, слово x0x1 . . . xn−1 в его префикс x0x1 . . . xm−1

длины m. Можно также сказать, что prn→m — это Am→n, т.е. результат
применения контравариантного функтора A(−) = HomSets(−, A) к вложе-
нию ординалов m → n. Ясно, что при 0 ≤ m ≤ n ≤ p ≤ ω выполнено
равенство prn→m ◦ prp→n = prp→m, так что {An, prn→m} с 0 ≤ m ≤ n < ω
образуют проективную систему, а prω→n определяют биективное отобра-
жение Aω ∼→ lim←−n∈N0

An из Aω в проективный предел этой системы.

6.2.2. (Усечения Rn и огрубления R̃n = Wn(R) произвольного подмно-
жества R ⊂ Aω.) Пусть A — конечный алфавит, R ⊂ Aω — произвольное
подмножество. Обозначим Rn := prω→n(R) ⊂ An и R̃n := pr−1

ω→n(Rn); бу-
дем говорить, что Rn — n-ое усечение R, а R̃n — n-ое огрубление R. Если
R замкнуто, то R отождествляется с проективным пределом lim←−n

Rn ⊂
lim←−n

An ∼= Aω; в общем случае этот проективный предел равен замы-
канию R̄. Кроме того, если Wn — окружение равномерной структуры
компакта Aω, такое, что xWny в том и только том случае, если x и
y ∈ Aω совпадают по первым n символам, т.е. prω→n(x) = prω→n(y), то
R̃n = Wn(R). Ясно, что R̃n одновременно открыто и замкнуто в Aω, и что
{R̃n}n≥0 — убывающая последовательность компактов в Aω, пересечение
членов которой равно замыканию R̄ исходного множества R.

Предыдущие конструкции применимы также к соответствиям R ⊂
Aω × Bω, где B — ещё одно конечное множество, поскольку Aω × Bω ∼=
(A × B)ω, и к отношениям R ⊂ Aω × Aω, поскольку мы можем взять
B = A. Кроме того, всё это применимо к регулярным подмножествам,
соответствиям и отношениям. В частности, регулярное подмножество
R ⊂ Aω полностью определяется последовательностью своих усечений
Rn или огрублений R̃n, поскольку это верно для произвольных замкну-
тых подмножеств R ⊂ Aω (тогда R =

⋂
n≥0 R̃n

∼= lim←−n
Rn); это же верно

и для регулярных соответствий R ⊂ Aω × Bω и регулярных отношений
R ⊂ Aω × Aω.
6.2.3. (Квазиусечения и квазиогрубления, заданные конечным автома-
том, распознающим R.) Пусть R ⊂ Aω — регулярное подмножество, рас-
позначаемое некоторым конечным автоматом G = (S, s0, E) (см. 6.1.1
и 6.1.4). В этом случае G определяет некоторые подмножества RG,n ⊂ An

и R̃G,n := pr−1
ω→n(RG,n), которые можно назвать псевдоусечениями и псев-
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доогрублениями R, определёнными автоматом G. А именно, RG,n состо-
ит из всех строк α = x0x1 · · ·xn−1 ∈ An длины n, распознаваемыми
G (т.е. такими, для которых существует последовательность переходов
sj

xj−→ sj+1 в G при 0 ≤ j ≤ n− 1, где sj ∈ S). Ясно, что R отождествля-
ется с lim←−n

RG,n ⊂ lim←−n
An ∼= Aω (это следует непосредственно из опреде-

ления 6.1.1), но при этом RG,n не обязано совпадать с Rn, а может быть
несколько больше. Аналогично, псевдоогрубления R̃G,n := pr−1

ω→n(RG,n)
содержат огрубления R̃n, но, вообще говоря, не совпадают с ними, однако
при этом

⋂
n≥0 R̃G,n = R. Отметим, однако, что если из каждого состоя-

ния автомата G начинается бесконечная последовательность переходов,
например, если G минимален (см. 6.1.12), то RG,n = prω→n(R) = Rn

и R̃G,n = R̃n. Таким образом, последовательность R := {RG,n}n≥0 или
{R̃G,n}n≥0 полностью определяет регулярное множество R, но содержит
больше информации; в некотором смысле это аналогично ситуации в
алгебраической геометрии, где на одном и том же замкнутом подпро-
странстве Y схемы X могут существовать различные (неприведённые)
структуры подсхемы.

Предложение 6.2.4 (Сравнение псевдоогрублений регулярных подмно-
жеств R ⊂ S.) Пусть R ⊂ S ⊂ Aω — регулярные подмножества, распозна-
ваемые конечными автоматами G и G′ (не обязательно минимальными),
и пусть R̃G,n и S̃G′,n — соответствующие псевдоогрубления (см. 6.2.3).
Тогда существует ℓ ∈ N0, такое, что для всех n ∈ N0 выполнено R̃G,n+ℓ ⊂
S̃G′,n, или, что равносильно, prn+ℓ→n(RG,n+ℓ) ⊂ SG′,n. В частности, суще-
ствует ℓ ∈ N0, такое, что R̃G,n+ℓ ⊂ S̃n для всех n ∈ N0, что равносильно
prn+ℓ→n(RG,n+ℓ) ⊂ Sn. В качестве ℓ можно взять, например, количество
состояний автомата G.

Доказательство. Если взять в качестве G′ минимальный автомат, рас-
познающий S, то псевдоогрубление S̃G′,n совпадает с обычным огрубле-
нием S̃n, так что второе утверждение предложения действительно явля-
ется частным случаем основного. С другой стороны, поскольку всегда
S̃n ⊂ S̃G′,n, достаточно доказать второе утверждение, т.е. можно пред-
полагать G′ минимальным. Кроме того, поскольку из R ⊂ S следует
R̃n ⊂ S̃n, достаточно доказать это утверждение в случае S = R, т.е. до-
казать существование ℓ ∈ N0, такого, что R̃G,n+ℓ ⊂ R̃n для всех n ∈ N0.
Поэтому будем считать, что S = R и что автомат G′ минимален. Возьмём
в качестве ℓ количество состояний автомата G, из которых не начинает-
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ся ни одного бесконечного пути (или любое большее число, например,
общее количество состояний автомата G). Если x ∈ R̃G,n+ℓ, то автомат G
распознаёт конечную строку x0x1 . . . xn+ℓ−1. Пусть sm — состояние ав-
томата G после чтения первых m символов x, и выберем наибольшее
0 ≤ m ≤ n+ ℓ, такое, что из состояния sm начинается бесконечный путь
в G (если такого m нет, т.е. если даже из начального состояния s0 нет
бесконечного пути, то положим m = −1). Если m ≥ 0, и y — последова-
тельность меток произвольного бесконечного пути, начинающегося в sm,
то x0 . . . xm−1y ∈ R, откуда x ∈ Wm(R) = R̃m. Согласно выбору m, ни из
какого из n+ ℓ−m состояний sm+1, sm+2, . . . , sn+ℓ не начинается беско-
нечный путь, а значит, все эти состояния различны (если бы si = sj при
m < i < j ≤ n+ℓ, то из si начинался бы бесконечный путь с циклической
меткой (xixi+1 . . . xj−1)

∞). Ввиду выбора ℓ это означает, что n+ℓ−m ≤ ℓ,
откуда m ≥ n и x ∈ R̃m ⊂ R̃n, что завершает доказательство включения
R̃G,n+ℓ ⊂ R̃n в основном случае m ≥ 0. Если же m = −1, то неравенство
m ≥ n приводит к противоречию, т.е. x ∈ R̃G,n+ℓ невозможно, откуда
получаем требуемое включение R̃G,n+ℓ = ∅ ⊂ R̃n и в этом случае.

6.2.5. (Подсистемы, или ω-подпредпучки R ⊂ Aω.) Отождествим ор-
динал ω, т.е. множество неотрицательных целых чисел с естественным
порядком, с соответствующей категорией, и рассмотрим категорию ω̂ =
Funct(ωop, Sets) предпучков множеств на ω. При этом мы также отож-
дествим натуральное число (конечный ординал) n ∈ ω с множеством
всех меньших ординалов, т.е. со стандартным конечным множеством
n = {0, 1, . . . , n − 1}. Тогда можно отождествить морфизм m → n в ω
при 0 ≤ m ≤ n с каноническим вложением множеств m ↪→ n, и считать,
что ω — подкатегория категории множеств Sets.

Для произвольного множества A обозначим через Aω предпучок n⇝
An, являющийся ограничением на ω ⊂ Sets представимого функтора
hA = HomSets(−, A) после упомянутого выше отождествления объек-
тов n : ω с конечными множествами n = {0, 1, . . . , n − 1}. Отобра-
жения Aω(m → n) : An → Am, получающиеся применением функто-
ра Aω к морфизмам m → n в ω — это в точности проекции prn→m

из 6.2.1, отображающие (x0, x1, . . . , xn−1) в набор из первых m компонент
(x0, x1, . . . , xm−1). Поэтому последовательности огрублений R = {Rn}n≥0,
Rn ⊂ An, из 6.2.2 или псевдоогрублений R = {RG,n}n≥0, RG,n ⊂ An,
из 6.2.3 представляют из себя ω-подпредпучки R ⊂ Aω, т.е. подфункто-
ры функтора Aω (или его подобъекты в категории ω̂).
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Более общо, будем говорить, что R = {Rn}n≥0 является (проектив-
ной) подсистемой или ω-подпредпучком Aω, если R ⊂ Aω в категории ω̂,
т.е. если Rn ⊂ An и prn+1→n(Rn+1) ⊂ Rn для всех n ≥ 0. Обычно мы
применяем эту терминологию только для конечных множеств (алфави-
тов) A; тогда все Rn ⊂ An также конечны.

6.2.6. (Носитель |R| подсистемы R ⊂ Aω. Система R как дополнитель-
ная структура на замкнутом множестве |R|. Минимальные подсистемы
с данным носителем.) Каждый ω-подпредпучок R ⊂ Aω является подси-
стемой проективной системы {An, prn→m}, рассмотренной ранее, и пото-
му ему можно сопоставить его проективный предел lim←−R ⊂ lim←−Aω = Aω,
т.е. некоторое замкнутое подмножество в Aω; мы будем также говорить,
что lim←−R — это носитель системы или ω-предпучка R и обозначать
его через |R|. Одному и тому же замкнутому подмножеству R ⊂ Aω

могут соответствовать различные R ⊂ Aω, такие, что |R| = R; таким
образом, можно считать, что система R — это некоторая дополни-
тельная структура на замкнутом подмножестве R ⊂ Aω. Из всех
систем R ⊂ Aω с фиксированным носителем |R| = R есть наименьшая,
а именно, система, составленная из проекций {prω→n(R)}n≥0. Мы будем
говорить, что такая система является минимальной или приведённой. В
частности, для любого замкнутого подмножества R ⊂ Aω существует
как минимум одна подсистема с носителем R, а именно, построенная
выше минимальная система {prω→n(R)}n≥0. В интересующем нас случае
A конечно, и тогда система R ⊂ Aω минимальна в том и только том
случае, если все её морфизмы перехода Rn+1 → Rn сюръективны, т.е.
если prn+1→n(Rn+1) = Rn для всех n ≥ 0.

6.2.7. (Усечения Rn ⊂ An и огрубления R̃n ⊂ Aω, определённые систе-
мой R ⊂ Aω.) Если R = {Rn}n≥0 ⊂ Aω — произвольная подсистема,
то мы можем по аналогии с 6.2.2 рассматривать Rn = R(n) ⊂ An (т.е.
значения предпучка R : ωop → Sets на объектах n : ω) как усечения
системы R, а открыто-замкнутые подмножества R̃n := pr−1

ω→n(Rn) ⊂ Aω

— как огрубления R. Ясно, что {R̃n}n≥0 — убывающая последователь-
ность открыто-замкнутых подмножеств в Aω, пересечение которой равно
носителю |R|, и что это последовательность однозначно определяет R,
поскольку Rn = prω→n(R̃n).

6.2.8. (Регулярные системы RG = {RG,n}n≥0 ⊂ Aω, заданные конечным
автоматом G над алфавитом A.) Пусть G = (S, s0, E) — конечный (не
обязательно детерминированный) автомат над конечным алфавитом A.
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Пусть RG,n — множество всех слов α = x0x1 . . . xn−1 ∈ An, распознава-
емых G, т.е. таких, что существуют состояния sj ∈ S, 1 ≤ j ≤ n, и
переходы sj

xj−→ sj+1 из E, 0 ≤ j ≤ n − 1. Иначе говоря, RG,n — это
псевдоусечения, определённые конечным автоматом G в смысле 6.2.3.
Тогда prn+1→n(RG,n+1) ⊂ RG,n, и потому G определяет некоторую систе-
му RG = {RG,n}n≥0 ⊂ Aω. Мы будем говорить, что система R ⊂ Aω

регулярна, если R = RG для некоторого конечного автомата G, который
при желании можно считать детерминированным, при необходимости
преобразовав его стандартным образом из 6.1.6.

6.2.9. (Носитель регулярной системы RG — это регулярное множество,
распознаваемое G. Регулярная система как дополнительная структура
на регулярном множестве.) Отметим, что носитель |RG| регулярной си-
стемы RG, заданной конечным автоматом G — это в точности регулярное
множество R ⊂ Aω, распознаваемое G в смысле 6.1.4. Наоборот, если
множество R ⊂ Aω регулярно, то и минимальная регулярная система
с носителем R (см. 6.2.6) также регулярна, например, потому что она
совпадает с регулярной системой, заданной минимальным автоматом,
распознающим R. Поэтому имеет смысл рассматривать регулярную си-
стему R как некоторую дополнительную структуру на регулярном мно-
жестве |R|. Можно также отождествлять регулярное множество R с со-
ответствующей минимальной регулярной системой. В этом смысле ре-
гулярные подмножества R ⊂ Aω аналогичны замкнутым по Зарискому
подмножествам аффинного пространства, а регулярные системы R ⊂ Aω

— замкнутым подсхемам того же аффинного пространства.

6.2.10. (Критерий регулярности системы R ⊂ Aω и минимальный авто-
мат, распознающий R.) Для любой системы R = {Rn}n≥0 ⊂ Aω и любого
конечного слова α ∈ A∗ обозначим через α\R систему

α\R := {α\Rn+|α|}n≥0 ⊂ Aω (6.2.10.1)

где, как обычно, для любого подмножества T ⊂ A∗

α\T = {β ∈ A∗ : αβ ∈ T} (6.2.10.2)

Рассмотрим для системы R ⊂ Aω множество

SR := {α\R : α ∈ A∗} (6.2.10.3)
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Несложно видеть по аналогии с 6.1.14, что система R ⊂ Aω регулярна
в том и только том случае, если множество SR конечно, и что в этом
случае SR можно рассматривать как состояния (пополненного) мини-
мального конечного автомата, распознающего R. Начальное состояние
этого автомата — это само R = ∅\R, а переходы — T

x−→ x\T ; ошибоч-
ное состояние — это пустая система ∅∅∅, инициальный объект категории ω̂.
Если нужен непополненный автомат, можно выкинуть ошибочное состо-
яние.

Отметим, что критерий регулярности для систем R ⊂ Aω оказыва-
ется даже проще, чем критерий регулярности 6.1.14 для подмножеств
R ⊂ Aω, поскольку последний дополнительно требует также замкну-
тость R.

Теперь можно переформулировать 6.2.4 следующим образом:

Предложение 6.2.11 (Включение регулярных систем и их огрублений.)
Если R, S ⊂ Aω — регулярные подсистемы, такие, что |R| ⊂ |S| в Aω,
то существует ℓ ∈ N0, такое, что включение огрублений R̃n+ℓ ⊂ S̃n вы-
полнено для всех n ≥ 0.

6.2.12. (Операции пересечения и объединения регулярных систем.) Если
R и S ⊂ Aω — регулярные подсистемы, то их пересечение R ∩ S и R ∪
S, определённые, например, как их нижняя и верхняя грань в решётке
подобъектов Aω, либо с помощью явных покомпонентных формул (R ∩
S)n := Rn ∩Sn, (R∪S)n := Rn ∪Sn, регулярны в Aω. Это утверждение
является обобщением 6.1.18 и 6.1.19 и доказывается ровно так же, с
помощью тех же конструкций с конечными автоматами, либо с помощью
формул α\(R ∩ S) = (α\R) ∩ (α\S) и α\(R ∪ S) = (α\R) ∪ (α\S) и
критерия 6.2.10.

6.2.13. (Прямое произведение регулярных систем.) Аналогично, если
R ⊂ Aω и S ⊂ Bω регулярны, то и их прямое произведение R × S ⊂
Aω × Bω ∼= (A × B)ω, определённое либо категорно внутри ω̂, либо по-
компонентно с помощью (R × S)n := Rn × Sn ⊂ An × Bn ∼= (A × B)n,
снова регулярно, что устанавливается с помощью внешнего прямого про-
изведения соответствующих конечных автоматов, как в 6.1.26, либо с
помощью критерия 6.2.10 и формулы (α, β)\(R × S) = (α\R) × (β\S)
для любых α ∈ A∗, β ∈ B∗ одинаковой длины.

6.2.14. (Образ и прообраз регулярных систем относительно φω : Aω →
Bω.) Ясно, что конструкция A ⇝ Aω функториальна по A, и потому
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любое отображение конечных множеств φ : A→ B индуцирует морфизм
φω : Aω → Bω. Докажем, что образы и прообразы относительно φω регу-
лярных подсистем снова регулярны. Как и в 6.1.24, докажем более общее
утверждение, а именно, что для произвольного соответствия Φ ⊂ A×B
соответствие Φω ⊂ Aω × Bω переводит регулярное R ⊂ Aω в регуляр-
ное Φω(R) ⊂ Bω с компонентами Φ×n(Rn) ⊂ Bn, а затем применим это
утверждение к Φ = φ и Φ = φ−1. Доказательство снова ровно такое же,
как в 6.1.24: достаточно взять детерминированный конечный автомат G,
распознающий R, построить по нему недетерминированный автомат GΦ,
распознающий Φω(R), а затем стандартным образом преобразовать GΦ

в детерминированный автомат.

6.2.15. (Частный случай: проекции и покомпонентная композиция.) В
качестве частного случая применения предыдущих конструкций отме-
тим, что если система R ⊂ Aω×Bω регулярна, то и её проекции pr1(R) ⊂
Aω и pr2(R) ⊂ Bω регулярны, а также что если системы R ⊂ Aω × Bω

и S ⊂ Bω × Cω регулярны, то и их «покомпонентная композиция»
S ◦R = {Sn ◦Rn}n≥0 ⊂ Aω × Cω также регулярна, поскольку

S ◦R = prω13
(
((idA×∆B × idC)

ω)−1(R× S)
)

(6.2.15.1)

(см. также 6.1.25).

6.2.16. (Операции с регулярными системами согласованы с соответству-
ющими операциями с регулярными множествами.) Отметим, что опре-
делённые выше операции с регулярными системами, такие, как объеди-
нение, пересечение, прямое произведение, образ, прообраз и композиция,
обобщают соответствующие операции с регулярными множествами в том
смысле, что они перестановочны с операцией взятия носителя. Напри-
мер, |R × S| = |R| × |S|, |R ∩ S| = |R| ∩ |S|, |R ∪ S| = |R| ∪ |S|,∣∣φω(R)

∣∣ = φω(|R|),
∣∣(φω)−1(R)

∣∣ = (φω)−1
(
|R|

)
и |R◦S| = |R|◦|S|. Можно

дополнить эти формулы равенством |R⊔S| = |R|⊔|S| для дизъюнктных
объединений, где R⊔S ⊂ (A⊔B)ω для R ⊂ Aω и S ⊂ Bω. Все эти фор-
мулы в действительности верны для произвольных подсистем R ⊂ Aω

и S ⊂ Bω, не обязательно регулярных, однако для некоторых операций
требуется конечность множеств A и B.

Для тех из перечисленных операций, что выражаются конечными
пределами, т.е. ∩, × и φ−1 (поскольку (φω)−1(R) = R×BωAω для φ : A→
B и R ⊂ Bω), эти формулы верны в максимальной общности (даже для
бесконечных A и B), поскольку функтор |·| вычисления носителя — это
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функтор lim←− вычисления проективного предела, который, конечно же,
сохраняет произвольные пределы. Формула для ◦ следует из остальных,
поскольку ◦ выражается через взятие прямого произведения, прообраза
и образа с помощью (6.2.15.1). Формула для дизъюнктного объедине-
ния проверяется непосредственно, после чего формула для объединения
следует из формулы для образа, поскольку при R, S ⊂ Aω выполнено
R ∪ S = ∇ω

A(R ⊔ S) и |R| ∪ |S| = ∇ω
A(|R| ⊔ |S|), где ∇A : A ⊔ A → A —

кодиагональ.
Таким образом, остаётся только доказать формулу для носителя об-

раза подсистемы R ⊂ Aω относительно φω : Aω → Bω; здесь мы будем
предполагать конечность множеств A и B. Заметим, что все компонен-
ты морфизма R → S := φω(R), индуцированного φω, сюръективны,
и при этом все множества Rn конечны; поскольку функтор lim←− перево-
дит сюръективные морфизмы проективных систем конечных множеств
в сюръективные отображения множеств, отображение |R| → |S| сюръ-
ективно, откуда |S| = φω(|R|).

6.2.17. (Операции, сохраняющие минимальность регулярных систем: объ-
единение, прямое произведение и образ относительно φω.) Отметим, что
некоторые, но не все из перечисленных выше операций сохраняют мини-
мальность (т.е. приведённость) (регулярных) систем. А именно, R ∪ S,
R ⊔ S, R × S и φω(R) минимальны, если R и S были минимальны,
однако это, вообще говоря, неверно для R ∩ S, (φω)−1(R) и S ◦R. Для
доказательства этих утверждений заметим, что R = {Rn}n≥0 минималь-
но в том и только том случае, если все морфизмы перехода Rn+1 → Rn

сюръективны (см. 6.2.6), откуда немедленно выводится требуемое, по-
скольку ∪, ⊔, × и образ относительно φω вычисляются покомпонентно и
сохраняют сюръективность отображений множеств. Контрпримеры для
операций, не сохраняющих минимальность, также легко строятся, на-
пример, для R∩S можно взять в качестве R и S минимальные системы
в Aω := {0, 1}ω с непересекающимися одноточечными носителями {0∞}
и {01∞}, тогда R∩S имеет пустой носитель, но не равна инициальному
объекту ∅∅∅, поскольку (R ∩ S)1 = R1 ∩ S1 = {0} ≠ ∅. Отсюда так-
же следует и контрпример для прообраза относительно φω, поскольку
R ∩ S = (∆ω

A)
−1(R× S).

6.2.18. (Образ и прообраз регулярной системы относительно регуляр-
ного соответствия или отображения.) Если R ⊂ Aω и Φ ⊂ Aω × Bω, то
мы определим «образ системы R относительно системы-соответствия Φ»
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как
Φ(R) := prω2

(
Φ ∩ (prω1 )

−1(R)
)

(6.2.18.1)

Ясно, что тогда
(
Φ(R)

)
n
= Φn(Rn). Результаты 6.2.12, 6.2.14 и 6.2.16

показывают, что система Φ(R) регулярна, если Φ и R регулярны, и что
|Φ(R)| = |Φ|

(
|R|

)
. Эта конструкция применима, в частности, в том слу-

чае, если Φ ⊂ Aω×Bω — произвольное регулярное (или даже замкнутое)
соответствие между Aω и Bω, а Φ — минимальная система с носителем,
равным Φ; в этом случае мы пишем Φ(R) вместо Φ(R) и говорим, что
Φ(R) — это образ (регулярной) системы R ⊂ Aω относительно (ре-
гулярного) соответствия Φ ⊂ Aω × Bω. Далее, если f : Aω 99K Bω —
частично заданное регулярное отображение, т.е. график Γf ⊂ Aω×Bω ре-
гулярен, то мы пишем f(R) вместо Γf (R) и называем его образом систе-
мы R относительно регулярного отображения f ; если |R| содержится
в области определения f , то

∣∣f(R)
∣∣ = f

(
|R|

)
. Аналогично, мы пишем

f−1(R) вместо Γ−1
f (R) (где теперь R ⊂ Bω) и называем его прообразом

системы R относительно регулярного отображения f . Эти определе-
ния обобщают рассмотренные ранее понятия образа и прообраза отно-
сительно морфизмов вида φω : Aω → Bω для φ : A → B и обладают
аналогичными свойствами.

Предложение 6.2.19 (Композиция огрублений.) Пусть регулярные си-
стемы R ⊂ Aω × Bω, S ⊂ Bω × Cω и T ⊂ Aω × Cω таковы, что
|S| ◦ |R| ⊂ |T |. Тогда существует ℓ ≥ 0, такое, что

S̃n+ℓ ◦ R̃n+ℓ ⊂ T̃ n для всех n ≥ 0 (6.2.19.1)

где огрубления R̃n, S̃n, T̃ n определены как в 6.2.7.
В частности, если регулярные соответствия R ⊂ Aω×Bω, S ⊂ Bω×Cω

и T ⊂ Aω ×Cω таковы, что S ◦R ⊂ T , то существует ℓ ≥ 0, для которого
выполнено

S̃n+ℓ ◦ R̃n+ℓ ⊂ T̃n для всех n ≥ 0 (6.2.19.2)

где огрубления R̃n, S̃n, T̃n определены как в 6.2.2.
Аналогичные формулы верны и для композиций более длинных це-

почек регулярных систем или регулярных соответствий.

Доказательство. Второе утверждение действительно является част-
ным случаем первого, поскольку в качестве R, S и T можно взять ми-
нимальные регулярные системы (см. 6.2.6) с данными носителями R,
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S и T , соответственно, тогда R̃n = R̃n и т.п. Для доказательства пер-
вого утверждения заметим, что |S ◦ R| = |S| ◦ |R| согласно 6.2.16, и
потому |S ◦ R| ⊂ |T |, так что мы можем применить 6.2.11 к регуляр-
ным системам S ◦R и T . Таким образом, существует ℓ ≥ 0, такое, что
˜(S ◦R)n+ℓ ⊂ T̃ n для всех n ≥ 0. Поскольку композиция регулярных си-

стем определяется покомпонентно, имеем (S ◦ R)n = Sn ◦ Rn, откуда
получаем равенство огрублений ˜(S ◦R)n = S̃n ◦ R̃n. Подставив в это
равенство n+ ℓ вместо n, получаем требуемое включение (6.2.19.1).

Следствие 6.2.20 (Квазитранзитивность огрублений транзитивных ре-
гулярных отношений.) Пусть R ⊂ Aω×Aω — регулярная система, такая,
что R := |R| является транзитивным (регулярным) отношением на Aω.
Тогда существует ℓ ≥ 0, такое, что

R̃
◦2
n+ℓ ⊂ R̃n для всех n ≥ 0. (6.2.20.1)

где огрубления R̃n ⊂ Aω × Aω определены как в 6.2.7.
В частности, для любого транзитивного регулярного отношения R

на Aω существует ℓ ≥ 0, такое, что

R̃◦2
n+ℓ ⊂ R̃n для всех n ≥ 0 (6.2.20.2)

для огрублений R̃n, определённых в 6.2.2.

Доказательство. Транзитивность |R| означает, что |R|◦|R| ⊂ |R|, так
что данное следствие является частным случаем 6.2.19 при R = S = T
или R = S = T .

6.3 Категория стандартных регулярных пространств

Продолжим наше изучение регулярных множеств и соответствий, по-
строив категорию регулярных соответствий RegRel и её подкатегорию —
категорию стандартных регулярных пространств Reg .

6.3.1. (Категория соответствий Rel.) Напомним, что категория соот-
ветствий Rel — это категория, объектами которой являются обычные
множества, а морфизмы — это соответствия между ними; композиция
морфизмов — это обычная композиция соответствий (6.1.27.1). Катего-
рия Rel обладает инициальным и финальным объектом — это пустое
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множество ∅; там также существуют бинарные произведения и копро-
изведения, которые совпадают и задаются дизъюнктным объединением
множеств. Кроме того, Rel является моноидальной категорией относи-
тельно A ⊗ B := A × B (декартова произведения множеств), и даже ∗-
автономной категорией: двойственным A⊥ к множеству A является оно
само, а если R ∈ Rel(A,B) — морфизм в Rel, т.е. соответствие R ⊂ A×B,
то R⊥ — это симметричное соответствие R−1 ⊂ B ×A, являющееся мор-
физмом R⊥ ∈ Rel(B⊥, A⊥). Мультипликативная дизъюнкция ` совпа-
дает с ⊗, т.е. с декартовым произведением множеств, поскольку всегда
A ` B = (A⊥ ⊗ B⊥)⊥, а внутренний Hom(A,B) = (A ⊸ B), т.е. ли-
нейная импликация, задаётся обычной формулой (A⊸ B) = A⊥ ` B =
(A ⊗ B⊥)⊥, т.е. снова совпадает с декартовым произведением множеств
A и B. Мультипликативная единица 1 — это одноточечное множество, и
дуализирующий объект ⊥ со свойством A⊥ ∼= (A⊸ ⊥) — это тоже оно.

6.3.2. (Симметричные транзитивные отношения как идемпотенты в Rel.
Частичное идемпотентное расширение Rel+.) Пусть R — симметричное
транзитивное отношение на некотором множестве X. Обозначим X0 :=
domR = pr1(R) = {x ∈ X | ∃y : xRy}. Если xRy, то по симметричности
yRx, откуда по транзитивности xRx и yRy. Это доказывает, что xRx
для любого x ∈ X0, и что xRy ⇒ (x ∈ X0) & (y ∈ X0). Иначе говоря,
R ⊂ X0 ×X0, и R является отношением эквивалентности на подмноже-
стве X0 ⊂ X. Таким образом, симметричные транзитивные отношения
на множестве X — это то же самое, что и отношения эквивалент-
ности на всевозможных подмножествах X0 ⊂ X. Если R — такое от-
ношение, то, очевидно, R ◦ R = R; это означает, что R ∈ Rel(X,X) —
идемпотентный эндоморфизм X в категории соответствий Rel. Поэто-
му мы можем рассмотреть полную подкатегорию Rel+ идемпотентного
пополнения категории Rel, состоящую из объектов (X,R) такого рода,
т.е. из множества X и симметричного транзитивного отношения R на X.
Морфизмы Rel+

(
(X,R), (Y, S)

)
— это, как обычно, F ∈ Rel(X, Y ), такие,

что S ◦ F ◦ R = F , что равносильно паре равенств S ◦ F = F = F ◦ R,
поскольку R ◦ R = R и S ◦ S = S. Однако в нашем случае категория
Rel+ оказывается эквивалентна исходной категории Rel, поскольку объ-
ект (X,R) из Rel+ оказывается изоморфен фактормножеству X0/R (где
X0 = domR), рассматриваемому как объект Rel+ с помощью тривиаль-
ного идемпотента idX0/R = ∆X0/R.

6.3.3. (Обозначение X/R для симметричного транзитивного отношения
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R на X.) Пусть R — симметричное транзитивное отношение на множе-
стве X, или, что одно и то же, отношение эквивалентности на некотором
подмножестве X0 := domR ⊂ X. Обозначим через X/R фактормно-
жество domR/R. Иначе говоря, X/R — это множество всех непустых
множеств вида R(x), x ∈ X. Если X — топологическое пространство, то
введём на X/R = X0/R фактортопологию, индуцированную топологией
подпространства X0 ⊂ X.

6.3.4. (∗-автономная категория регулярных соответствий RegRel0 между
Aω.) Пусть теперь RegRel0 — категория регулярных соответствий меж-
ду множествами вида Aω, где A может быть любым конечным множе-
ством. Таким образом, объекты RegRel0 — это всевозможные Aω (либо
просто конечные множества A), а морфизмы — это регулярные соот-
ветствия R ⊂ Aω × Bω в смысле 6.1.4. Композиция двух регулярных
соответствий регулярна по 6.1.27, а тождественный морфизм idAω , т.е.
отношение равенства на Aω, регулярен по 6.1.22, так что RegRel0 дей-
ствительно категория. При желании мы можем описать эту категорию
очень явно и конструктивно, задавая объекты Aω с помощью конечного
множества A, а морфизмы, т.е. регулярные соответствия R ⊂ Aω × Bω

— с помощью минимального конечного автомата над конечным алфави-
том A × B, распознающего R. Ясно, что RegRel0 — это ⊗-подкатегория
категории соответствий Rel, с Aω ⊗ Bω = (A × B)ω и с R ⊗ S = R × S,
поскольку декартово произведение регулярных соответствий регулярно
по 6.1.26. Более того, RegRel0 — ∗-автономная подкатегория Rel, с той
же двойственностью (Aω)⊥ = Aω и R⊥ = R−1 на морфизмах.

6.3.5. (∗-автономная категория регулярных соответствий RegRel как
частичное идемпотентное пополнение RegRel0.) Рассмотрим теперь ча-
стичное идемпотентное пополнение RegRel категории RegRel0, опреде-
лённое с помощью регулярных симметричных транзитивных отношений
R по аналогии с 6.3.2. Таким образом, если R — симметричное тран-
зитивное регулярное отношение на Aω для некоторого конечного мно-
жества A, или, что одно и то же, регулярное отношение эквивалент-
ности на некотором регулярном подмножестве domR ⊂ Aω (отметим,
что domR = pr1(R) необходимо регулярно по 6.1.25), то R ◦ R = R, и
потому (Aω, R) — некоторый объект идемпотентного пополнения катего-
рии RegRel0. Наша новая категория RegRel — это полная подкатегория
идемпотентного пополнения категории RegRel0, образованная объектами
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(Aω, R) указанного выше вида. В частности,

RegRel
(
(Aω, R), (Bω, S)

)
=

{
F ∈ RegRel0(A

ω, Bω) : S ◦ F ◦R = F
}

(6.3.5.1)
Эта категория по-прежнему допускает очень явное описание с помощью
конечных множеств и минимальных конечных автоматов; отметим, что
симметричность и транзитивность отношения R на Aω, равно как и свой-
ство S◦F ◦R = F , могут быть эффективно проверены, см. 6.1.23, 6.1.28,
6.1.27 и 6.1.21.

6.3.6. (Категория RegRel является ∗-автономной.) Категория RegRel,
будучи полной подкатегорией идемпотентного пополнения ∗-автономной
категории RegRel0, также ∗-автономна. Например, ⊗ задаётся на RegRel
с помощью

(Aω, R)⊗ (Bω, S) =
(
(A×B)ω, R× S

)
(6.3.6.1)

Здесь существенно, что декартово произведение R×S по-прежнему сим-
метрично, транзитивно и регулярно, см. 6.1.26. Кроме того, (Aω, R)⊥ =
(Aω, R⊥) = (Aω, R), поскольку R⊥ = R−1 = R по симметричности R, так
что все объекты ∗-автономной категории RegRel канонически самодвой-
ственны.2

6.3.7. (Конечные произведения и копроизведения в RegRel.) В катего-
рии RegRel, в отличие от RegRel0, существуют конечные произведения
и копроизведения, причём они совпадают, как и в Rel. А именно,

(Aω, R) & (Bω, S) = (Aω, R)⊕ (Bω, S) =
(
(A ⊔B)ω, R ∪ S

)
(6.3.7.1)

где & и ⊕ — обозначения для бинарного прямого произведения и копро-
изведения, или, что одно и то же, для аддитивной конъюнкции и ад-
дитивной дизъюнкции из линейной логики. Мы воспользовались 6.1.19,
чтобы установить, что объединение R∪S регулярно в (A⊔B)ω×(A⊔B)ω.

6.3.8. (Функтор Φ из RegRel в Rel.) Поскольку каждый объект (Aω, R)
категории RegRel является также объектом категории Rel+, рассмотрен-
ной в 6.3.2, и изоморфен там фактормножеству Aω/R := domR/R, мы
получаем естественный функтор Φ : RegRel → Rel, (Aω, R) 7→ Aω/R
в обозначениях 6.3.3, забывающий дополнительную структуру на мно-
жествах Aω и регулярность используемых отношений эквивалентности

2В этом плане они чем-то похожи на гильбертовы пространства над полем из
одного элемента.
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и соответствий. При этом Φ является (сильным) ⊗-функтором и сохра-
няет конечные произведения и копроизведения, а также двойственность
∗-автономной категории.

6.3.9. (Категория стандартных регулярных пространств StdReg или Reg .)
Будем говорить, что морфизм F ∈ RegRel

(
(Aω, R), (Bω, S)

)
является ре-

гулярным отображением, если индуцированное им соответствие Φ(F ) ∈
Rel(Aω/R,Bω/S) является отображением множеств (т.е. графиком отоб-
ражения множеств). Ясно, что это условие равносильно тому, что F−1 ◦
F ⊃ R и F ◦ F−1 ⊂ S, что может быть проверено эффективно; это
следует из того наблюдения, что соответствие R ⊂ X × Y является гра-
фиком некоторого отображения X → Y в том и только том случае, если
R−1 ◦R ⊃ idX и R ◦R−1 ⊂ idY .

Обозначим через Reg или через StdReg категорию (стандартных) ре-
гулярных пространств — подкатегорию RegRel, состоящую из всех объ-
ектов (Aω, R) и из регулярных отображений между ними. Объекты ка-
тегории Reg , или, что одно и то же, объекты категории RegRel, будут
называться (стандартными) регулярными пространствами. Их не надо
путать с регулярными топологическими пространствами, т.е. топологи-
ческими пространствами, в которых выполнена аксиома отделимости T3

(любое замкнутое подмножество является пересечением всех своих за-
мкнутых окрестностей).

6.3.10. (Мы рассматриваем только стандартные регулярные простран-
ства.) В дальнейшем мы заменим категорию стандартных регулярных
пространств StdReg на эквивалентную ей, но более удобную категорию
регулярных пространств Reg (см. 6.5.2), которые будут определены как
топологические пространства с дополнительной структурой, по аналогии
с категорией (аффинных приведённых) схем в алгебраической геомет-
рии. Однако до конца следующего подраздела мы рассматриваем только
стандартные регулярные пространства в смысле данного выше определе-
ния 6.3.9, и называем их просто регулярными пространствами, считая,
что Reg = StdReg .

6.3.11. (Функтор Φ : Reg → Sets.) Заметим, что функтор Φ : RegRel →
Rel, переводящий (Aω, R) в Aω/R, переводит подкатегорию Reg ⊂ RegRel
в подкатегорию Sets ⊂ Rel, и потому индуцирует функтор Reg → Sets,
который мы обозначим той же буквой Φ.

6.3.12. (Функторы Φ : RegRel → Rel и Reg → Sets строги и консерва-
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тивны.) Отметим, что оба варианта функтора Φ строги (т.е. инъективны
на морфизмах) и консервативны. Это следует из того, что изоморфизмы
в Rel, равно как и в Sets — это биекции множеств, и из того, что если
F ∈ RegRel

(
(Aω, R), (Bω, S)

)
индуцирует биекцию Φ(F ) : Aω/R

∼→ Bω/S,
то F−1 — обратный морфизм к F в RegRel; здесь существенно то, что
соответствие F−1 регулярно, если регулярно F .

6.3.13. (Категория Reg содержит регулярные множества и регулярные
отображения между ними.) Если X ⊂ Aω — регулярное подмножество,
то (Aω, idX) = (Aω,∆X) — объект категории Reg (т.е. регулярное про-
странство), причём Φ переводит этот объект в Aω/∆X = X/∆X = X, т.е.
«в само X». Мы можем отождествить X ⊂ Aω с этим объектом в Reg .
Если Y ⊂ Bω — ещё одно регулярное подмножество, то Reg(X, Y ) —
это в точности регулярные отображения из 6.1.30, т.е. наше новое опре-
деление регулярных отображений согласовано со старым и расширяет
его.

6.3.14. (Топология на польском компакте Aω/R.) Пусть (Aω, R) — ре-
гулярное пространство, т.е. объект категории RegRel или Reg . Иначе
говоря, A — конечное множество, а R — симметричное транзитивное
регулярное отношение на Aω. Тогда Aω — польский компакт (относи-
тельно топологии прямого произведения), а значит, его регулярное под-
множество domR ⊂ Aω также является польским компактом, будучи
замкнутым в Aω по 6.1.8. Отсюда следует, что и факторпространство
Aω/R = domR/R также является польским компактом (см. 6.1.35).

6.3.15. (Функтор геометрической реализации |·| : Reg → Cpt.) Опреде-
лим геометрическую реализацию |X0| регулярного подмножества X0 ⊂
Aω как множество X0 вместе с топологией, индуцированной топологией
прямого произведения на Aω. Кроме того, если R — регулярное симмет-
ричное транзитивное отношение на Aω, т.е. регулярное отношение экви-
валентности на некотором регулярном подмножестве X0 := domR ⊂ Aω,
то |Aω/R| или |(Aω, R)| — это фактормножество Aω/R = X0/R с фактор-
топологией из 6.3.14. Тем самым мы получаем функтор геометрической
реализации |·| : RegRel → CptRel из категории регулярных соответствий
RegRel в категорию компактных соответствий CptRel, объекты которой
— компактные топологические пространства, а морфизмы — компактные
соответствия между ними, т.е. соответствия, график которых компактен
как подпространство прямого произведения. Поскольку всякая непре-
рывная биекция между компактами является гомеоморфизмом, подкате-
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гория CptRel, состоящая из тех компактных соответствий, что являются
графиками отображений, отождествляется с категорией Cpt компактных
пространств и их непрерывных отображений. Поэтому функтор геомет-
рической реализации ограничивается до функтора | · | : Reg → Cpt из
категории регулярных пространств в категорию компактных топологи-
ческих пространств (и даже польских компактов).

6.3.16. (Функтор геометрической реализации | · | строг и консервати-
вен.) Оба варианта функтора геометрической реализации строги (т.е.
инъективны на морфизмах) и консервативны, поскольку это верно для
их композиции с забывающим функтором CptRel → Rel или Cpt → Sets,
см. 6.3.12.

6.3.17. (Обозначение Aω/R для объекта (Aω, R) категории Reg или RegRel
и для польского компакта |(Aω, R)|.) В дальнейшем (но не в этом разде-
ле) мы зачастую злоупотребляем тем, что функторы Φ и | · | являются
строгими (но не вполне строгими) и консервативными, и обозначаем че-
рез Aω/R сам объект (Aω, R), а не только его образ Φ

(
(Aω, R)

)
= Aω/R

в категории множеств или отношений относительно функтора Φ. Более
того, мы подразумеваем, что на Aω/R введена описанная выше фак-
тортопология, так что Aω/R отождествляется и с польским компактом
|(Aω, R)| в категории Cpt или CptRel.

Следует, однако, учитывать то, что в таких ситуациях сам по себе
компакт или множество Aω/R не помнит дополнительную структуру, с
помощью которой его построили, поэтому в действительности надо пом-
нить и исходный объект (Aω, R). Иначе говоря, функторы Φ и | · | не
являются вполне строгими, и потому мы на самом деле не можем отож-
дествить Reg с полной подкатегорией Sets или Cpt. Корректное тополо-
гическое, вернее, геометрическое описание Reg будет дано далее в 6.5.

6.3.18. (Регулярное отношение R или распознающий его конечный ав-
томат полностью определяют регулярное пространство (Aω, R).) Заме-
тим ещё, что объект (Aω, R) категории RegRel или Reg , т.е. регулярное
пространство (Aω, R), которое мы зачастую обозначаем просто Aω/R, в
действительности полностью определяется (с точностью до изоморфиз-
ма) регулярным отношением R или распознающим его конечным авто-
матом. В самом деле, существует наименьшее конечное множество A0,
такое, что R ⊂ Aω

0 × Aω
0 ; тогда A0 ⊂ A, и (Aω

0 , R) изоморфно (Aω, R) в
Reg . Более того, если R распознаётся (минимальным) конечным автома-
том GR = (S, s0, E), где S — конечное множество состояний, s0 ∈ S —
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начальное состояние, и E ⊂ S×A×A×S, то A0 полностью определяет-
ся этим конечным автоматом, поскольку A0 = pr2(E) ∪ pr3(E) = pr2(E).
Поэтому в действительности мы можем полностью задать регулярное
пространство (Aω, R) отношением R или минимальным конечным авто-
матом GR.

6.4 Регулярные подпространства и конечные преде-
лы в Reg

Продолжим наше изучение категории (стандартных) регулярных про-
странств Reg . Для этого мы дадим явное описание подобъектов в этой
категории и воспользуемся им для доказательства существования рас-
слоенных произведений и произвольных конечных пределов в Reg . Как
и в предыдущем разделе, мы считаем все регулярные пространства стан-
дартными и отождествляем Reg с StdReg (см. 6.3.9 и 6.3.10).

Определение 6.4.1 (Регулярные подпространства.) Пусть X = (Aω, R)
— регулярное пространство. Мы говорим, что Y — регулярное подпро-
странство X, и пишем Y ⊂ X, если Y = (Aω, S) и при этом S ⊂ R и
R ◦ S = S. В этом случае каноническое вложение iY : Y → X — это
морфизм S ∈ Reg

(
(Aω, S), (Aω, R)

)
.

6.4.2. (Регулярные подпространства Y ⊂ X определяют подобъекты X
в Reg .) Отметим, что свойство R ◦ S = S из 6.4.1 равносильно S−1 ◦
R−1 = S−1, т.е. S ◦ R = S, поскольку R и S оба симметричны. Поэто-
му S ◦ S ◦ R = S, так что действительно S ∈ Reg

(
(Aω, S), (Aω, R)

)
и

iY : Y → X корректно определено. Свойство R ◦ S = S также означает,
что любой непустой класс S-эквивалентности S(x) R-насыщен, т.е. яв-
ляется объединением классов R-эквивалентности; поскольку, кроме того,
S ⊂ R, это означает, что всякий непустой класс S-эквивалентности явля-
ется классом R-эквивалентности, так что Φ(Y ) = Aω/S ⊂ Φ(X) = Aω/R
(напомним, что Aω/R — это в точности множество всех непустых клас-
сов R(x)). Обратно, несложно видеть, что если всякий непустой класс
S-эквивалентности является классом R-эквивалентности (т.е. буквально
если Φ(Y ) ⊂ Φ(X) как множества), то S ⊂ R и R ◦ S = S. Иначе го-
воря, Y ⊂ X если и только если Φ(Y ) ⊂ Φ(X). В этом случае Φ(iX) —
это вложение Φ(Y ) ↪→ Φ(X); в частности, Φ(iX) инъективен, а значит,
iY : Y ↪→ X — мономорфизм в Reg (так как Φ строг), т.е. Y может быть
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отождествлён с некоторым подобъектом X в категории регулярных
пространств (мы докажем позже в 6.4.16, что в действительности все
подобъекты X в Reg возникают таким образом). Кроме того, поскольку
|iY | : |Y | → |X| — инъективное непрерывное отображение компактов, |Y |
отождествляется с замкнутым подпространством компакта |X|.
6.4.3. (Альтернативное описание регулярных подпространств через на-
сыщенные регулярные подмножества.) Пусть по-прежнему X = (Aω, R)
— регулярное пространство, и пусть X0 := domR ⊂ Aω — носитель R,
регулярное подмножество в Aω; тогда Φ(X) = X0/R. Если Y = (Aω, S)
— регулярное подпространство X, то Y0 := domS — также регуляр-
ное подмножество Aω, содержащееся в X0 (потому что S ⊂ R), при-
чём R-насыщенное (действительно, Y0 — объединение всех непустых S-
классов эквивалентности S(x), а мы видели, что каждый такой класс R-
насыщен). Мы можем восстановить S по Y0, поскольку S = R∩ (Y0×Y0).
Более того, если Y ′

0 ⊂ X0 — произвольное R-насыщенное регулярное
подмножество, то S ′ := R ∩ (Y ′

0 × Y ′
0) — симметричное транзитивное ре-

гулярное отношение на Aω, причём domS ′ = Y ′
0 , S ′ ⊂ R и R ◦ S ′ = S ′,

так что Y ′ := (Aω, S ′) — регулярное подпространство X. Тем самым
Y = (Aω, S) 7→ domS определяет биекцию между регулярными подпро-
странствами Y ⊂ X и R-насыщенными регулярными подмножествами
Y0 ⊂ X0. Конечно же, при этом Φ(Y ) ⊂ Φ(X) отождествляется с обра-
зом Y0 ⊂ X0 относительно сюръекции X0 ↠ X0/R = Φ(X). Отметим
ещё, что R-насыщенные регулярные подмножества Y0 ⊂ X0 — это в
точности регулярные подмножества Y0 ⊂ Aω, совпадающие со своими
R-насыщениями R(Y0).

6.4.4. (Регулярные подпространства регулярных подпространств.) От-
метим, что если Z — регулярное подпространство Y , а Y — регуляр-
ное подпространство X, то Z является также регулярным подпростран-
ством X; в этом случае мы пишем Z ⊂ Y ⊂ X. Кроме того, если Z ⊂ X
и Y ⊂ X — регулярные подпространства X, такие, что Z ⊂ Y как под-
объекты X в Reg , или, что равносильно, Φ(Z) ⊂ Φ(Y ) внутри Φ(X), то Z
является регулярным подпространством Y , так что использование одной
и той же записи Z ⊂ Y для включения подобъектов и для обозначения
регулярных подпространств не приводит к противоречию.

6.4.5. (Дистрибутивная решётка регулярных подпространств регуляр-
ного пространства X.) Поскольку регулярные подпространства Y ⊂ X
являются подобъектами X, на множестве регулярных подпространств
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{Y : Y ⊂ X} есть естественный частичный порядок ⊂, индуцирован-
ный включением соответствующих подобъектов; мы только что видели,
что Z ⊂ Y равносильно тому, что Z является регулярным подпростран-
ством Y . Кроме того, Z ⊂ Y в том и только том случае, если Φ(Z) ⊂ Φ(Y )
внутри множества Φ(X); в частности, Φ(Z) = Φ(Y ) влечёт Z = Y . Если
Y = (Aω, S) и Z = (Aω, T ) — регулярные подпространства X = (Aω, R),
то Y ∩ Z := (Aω, S ∩ T ) и Y ∪ Z := (Aω, S ∪ T ) — также регулярные под-
пространства согласно 6.1.18 и 6.1.19, причём Φ(Y ∩Z) = Φ(Y )∩Φ(Z) и
Φ(Y ∪Z) = Φ(Y )∪Φ(Z); отсюда следует, что Y ∩Z и Y ∪Z — это нижняя и
верхняя грань Y и Z в решётке регулярных подпространств X. Более то-
го, решётка регулярных подпространств X дистрибутивна, поскольку
Φ : Y 7→ Φ(Y ) определяет её вложение в решётку P(Φ(X)) подмножеств
множества Φ(X).

6.4.6. (Регулярные подпространства X и RegRel(1, X).) В категории
множеств множество P(X) = {Y : Y ⊂ X} всех подмножеств фик-
сированного множества X допускает три разных описания: теоретико-
множественное (P(X) состоит из всех множеств Y , таких, что из y ∈ Y
следует y ∈ X), в рамках категории множеств (P(X) — это множество
подобъектов X в Sets) и в рамках категории соответствий (P(X) =
Rel(1, X)). Мы хотим проверить, что регулярные подпространства до-
пускают аналогичные описания в категориях Reg и RegRel. Докажем
сначала, что регулярные подпространства Y ⊂ X находятся во взаим-
но однозначном соответствии с RegRel(1, X). Здесь 1 = 1Reg — муль-
типликативная единица Reg и RegRel, т.е. ({∗}ω, id). Для этого зафик-
сируем X = (Aω, R) и заметим, что RegRel(1, X) по определению есть
множество всех регулярных F ⊂ {∗}ω × Aω ∼= Aω, таких, что R ◦ F = F ,
т.е. R(F ) = F , если отождествить F с регулярным подмножеством Aω.
Однако это условие означает, что F является R-насыщенным подмно-
жеством носителя X0 = domR, а мы только что видели в 6.4.3, что
такие регулярные подмножества F ⊂ X0 находятся во взаимно однознач-
ном соответствии с регулярными подпространствами Y ⊂ X, а именно,
Y =

(
Aω, R∩(F ×F )

)
. Таким образом, RegRel(1, X) действительно нахо-

дится во взаимно однозначном соответствии с множеством регулярных
подпространств Y ⊂ X. При этом функтор Φ : RegRel → Rel инду-
цирует отображение RegRel(1, X) → Rel(1,Φ(X)) ∼= P(Φ(X)), которое
можно отождествить с отображением, переводящим регулярное подпро-
странство Y ⊂ X в регулярное подмножество Φ(Y ) ⊂ Φ(X).
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6.4.7. (Образ и прообраз регулярного подпространства относительно ре-
гулярного соответствия или отображения.) Пусть X ′ ⊂ X — регулярное
подпространство и F ∈ RegRel(X, Y ) — регулярное соответствие. По-
скольку X ′ ⊂ X соответствует некоторому морфизму RegRel(1, X), ком-
позиция этого морфизма с F в RegRel определяет некоторое регулярное
подпространство Y ′ ⊂ Y , которое мы обозначим через F (X ′) и назовём
образом X ′ относительно F . Поскольку функтор Φ : RegRel → Rel со-
гласован с используемыми отождествлениями, Φ(F (X ′)) ⊂ Φ(Y ) совпа-
дает с образом подмножества Φ(X ′) ⊂ Φ(X) относительно соответствия
Φ(F ) между Φ(X) и Φ(Y ).

Эти конструкции применимы, в частности, к регулярному отобра-
жению f ∈ Reg(X, Y ) ⊂ RegRel(X, Y ), а также к f−1 ∈ RegRel(Y,X).
Тем самым определены понятия образа и прообраза регулярного под-
пространства относительно любого морфизма в Reg , причём эти поня-
тия согласованы с функтором Φ : Reg → Sets. Например, если X ′ ⊂ X,
то Φ(f(X ′)) = Φ(f)

(
Φ(X ′)

)
⊂ Φ(Y ), а если Y ′ ⊂ Y , то Φ(f−1(Y ′)) =

Φ(f)−1
(
Φ(Y ′)

)
⊂ Φ(X).

6.4.8. (Каноническое разложение регулярного отображения.) В частно-
сти, для любого регулярного отображения f : X → Y определён образ
f(X) ⊂ Y , т.е. образ X как регулярного подпространства самого себя.
При этом Φ(f(X)) = Φ(f)

(
Φ(X)

)
⊂ Φ(Y ). Докажем, что f пропускается

через мономорфизм i = if(X) : f(X) ↪→ X, т.е. что существует разложе-

ние f : X
p
↠ f(X)

i
↪→ Y . Действительно, если X = (Aω, R) и Y = (Bω, S),

то Reg(X, Y ) состоит из регулярных соответствий F ⊂ Aω × Bω, таких,
что S ◦ F ◦ R = F , F−1 ◦ F ⊃ R и F ◦ F−1 ⊂ S. Поэтому f : X → Y
— это тоже такое регулярное соответствие F . Положим S ′ := F ◦ F−1;
S ′ — регулярное отношение по 6.1.27, симметричное по построению.
Тогда S ′ ⊂ S и S ◦ F = S ◦ S ◦ F ◦ R = S ◦ F ◦ R = F , откуда
S ◦ S ′ = S ◦ F ◦ F−1 = F ◦ F−1 = S ′; в частности, S ′ ◦ S ′ ⊂ S ◦ S ′ = S ′,
так что S ′ транзитивно. Иначе говоря, Y ′ := (Bω, S ′) — это регулярное
подпространство в Y = (Bω, S). При этом F−1◦F ⊂ R и F ◦F−1 = S ′, так
что F определяет морфизм p : X → Y ′. Далее, поскольку iY ′ : Y ′ ↪→ Y
задаётся S ′, а также S ′ ◦ F = F ◦ F−1 ◦ F ⊃ F ◦ R = F и одновре-
менно S ′ ◦ F ⊂ S ◦ F = F , откуда S ′ ◦ F = F , и потому iY ′ ◦ p = f
в Reg . Осталось проверить, что Y ′ — это действительно f(X). Для это-
го мы заметим, что построенное нами p обладает тем свойством, что
Φ(p) : Aω/R → Bω/S ′ сюръективно, что непосредственно следует из ра-
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венства S ′ = F ◦ F−1, которое позволяет построить прообраз непустого
S ′-класса эквивалентности при помощи F−1; поскольку Φ(iY ′) инъектив-
но с образом Φ(Y ′) ⊂ Φ(Y ) и Φ(f) = Φ(iY ′) ◦ Φ(p), отсюда следует, что
Φ(Y ′) = Φ(f)(Φ(X)) = Φ(f(X)), откуда Y ′ = f(X) как регулярные под-
пространства Y .

Попутно мы доказали, что построенное разложение f = if(Y ) ◦ p об-
ладает тем свойством, что Φ(p) сюръективно, а Φ(if(Y )) инъективно; по-
скольку Φ строг, отсюда следует, что p — эпиморфизм в Reg , а if(Y ) —
мономорфизм.

6.4.9. (Критерий того, чтобы f : X → Y пропускался через Y ′ ⊂ Y .)
Пусть f : X → Y — морфизм в Reg и Y ′ ⊂ Y — регулярное подпро-
странство. Тогда f пропускается через мономорфизм iY ′ : Y ′ ↪→ Y в
том и только том случае, если образ Φ(f) содержится в Φ(Y ′) ⊂ Φ(Y ),
т.е. если Φ(f) пропускается через Φ(iY ′). Это условие также равносиль-
но тому, что f(X) ⊂ Y ′ как регулярные подпространства Y , или что
f−1(Y ′) = X; это так из-за того, что образы и прообразы регулярных
подпространств согласованы с функтором Φ. Ясно, что рассматривае-
мое условие необходимо; достаточность же следует из существования
разложения X

p−→ f(X)
if(X)−→ Y из 6.4.8, поскольку при f(X) ⊂ Y ′

автоматически f(X) является также регулярным подпространством Y ′

(см. 6.4.4), а значит, композиция f̄ : X
p→ f(X) ↪→ Y ′ даёт искомое

разложение f .

6.4.10. (Критерий того, что регулярное отображение изоморфно вложе-
нию регулярного подпространства.) Кроме того, из 6.4.8 и консерватив-
ности функтора Φ немедленно следует, что морфизм f : X → Y в Reg
изоморфен каноническому вложению iY ′ : Y ′ ↪→ Y некоторого регуляр-
ного подпространства Y ′ ⊂ Y в том и только том случае, если отоб-
ражение Φ(f) инъективно. Действительно, в этом случае морфизм p
из разложения 6.4.8 будет таким, что Φ(p) одновременно инъективно и
сюръективно, а значит, p — изоморфизм из-за консервативности Φ.

6.4.11. (Прообраз регулярного подобъекта определяет декартов квад-
рат.) Пусть теперь f : X → Y — регулярный морфизм, Y ′ ⊂ Y — ре-
гулярное подпространство, X ′ := f−1(Y ′) ⊂ X — прообраз регулярного
подпространства Y ′ относительно f в смысле 6.4.7. Тогда следующий
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квадрат декартов:

X ′ // iX′ //

f̄
��

X

f
��

Y ′ // iY ′ // Y

(6.4.11.1)

Более точно, существует единственный морфизм f̄ : X ′ → Y ′, такой, что
iY ′ ◦ f̄ = f ◦ iX′ , после чего этот квадрат становится декартовым. Для
доказательства достаточно заметить, что согласно критерию 6.4.9 мор-
физм g : Z → X обладает тем свойством, что f ◦ g : Z → Y пропускается
через iY ′ : Y ′ ↪→ Y , в том и только том случае, если (f ◦ g)−1(Y ′) = Z,
т.е. g−1(f−1(Y ′)) = Z, что равносильно g−1(X ′) = Z, т.е. тому, что g
пропускается через iX′ : X ′ ↪→ X.

6.4.12. (Декартовы произведения регулярных пространств.) Заметим,
что функтор ⊗ из RegRel, заданный (Aω, R)⊗(Bω, S) = ((A×B)ω, R×S)
(см. 6.3.6), определяет также прямое произведение в Reg . Доказатель-
ство этого факта про подкатегорию Reg ∗-автономной категории RegRel
дословно такое же, как доказательство соответствующего факта про под-
категорию Rel+ ∼= Sets ∗-автонономной категории Rel. В частности, если
X = (Aω, R), Y = (Bω, S), Z = (Cω, T ), и f : Z → X, g : Z → Y
заданы регулярными соответствиями F ⊂ Cω × Aω, G ⊂ Cω × Bω, то
h = (f, g) : Z → X × Y задаётся H := pr−1

12 (F )∩ pr−1
13 (G) ⊂ Cω ×Aω ×Bω;

существенным здесь является то, что H регулярно по 6.1.24 и 6.1.18.
При этом Φ(X × Y ) ∼= Φ(X)× Φ(Y ) и |X × Y | ∼= |X| × |Y |.

6.4.13. (Диагональ ∆X : X → X ×X изоморфна вложению регулярного
подпространства.) Пусть теперь X — произвольное регулярное простран-
ство. Тогда диагональ ∆X : X → X × X обладает тем свойством, что
Φ(∆X) инъективно (поскольку ∆X — расщепляющийся мономорфизм),
а значит, ∆X изоморфна вложению регулярного подпространства ∆X(X)
в X ×X согласно 6.4.10.

6.4.14. (Расслоенные произведения существуют в Reg и сохраняются
функторами Φ и |·|.) Теперь мы можем доказать, что в категории Reg
существуют произвольные расслоенные произведения. Действительно,
если p : X → Z и q : Y → Z — произвольные морфизмы, то мы можем
построить расслоенное произведение X ×Z Y с помощью вспомогатель-
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ного декартова квадрата

X ×Z Y //

��

X × Y

p×q
��

Z
∆Z // Z × Z

(6.4.14.1)

который существует согласно 6.4.11, потому что нижняя стрелка изо-
морфна вложению регулярного подпространства по 6.4.13. Кроме того,
из этой конструкции следует, что функторы Φ : Reg → Sets и | · | :
Reg → Cpt сохраняют расслоенные произведения. Поскольку они так-
же сохраняют декартовы произведения и финальный объект, мы можем
заключить, что функторы Φ : Reg → Sets и |·| : Reg → Cpt точны слева.

6.4.15. (Мономорфизмы регулярных пространств.) Поскольку морфизм
f : X → Y в категории с расслоенными произведениями является мо-
номорфизмом, если и только если ∆f : X → X ×Y X изоморфизм, а
функтор Φ : Reg → Sets точен слева и консервативен, мы видим, что
морфизм регулярных пространств f : X → Y является мономорфиз-
мом если и только если Φ(f) инъективно, или, что одно и то же, если
его геометрическая реализация |f | : |X| → |Y | инъективна.

6.4.16. (Регулярные подпространства Y ⊂ X — это в точности подобъек-
ты X в Reg .) Предыдущая классификация мономорфизмов в Reg вместе
с критерием 6.4.10 показывают, что подобъекты X в Reg — это в точ-
ности регулярные подпространства Y ⊂ X вместе с их каноническими
вложениями iY : Y → X. Таким образом, мы, наконец, завершили до-
казательство этого факта, начатое в 6.4.6. Отсюда ввиду 6.4.5 следует,
что подобъекты Y ⊂ X, т.е. регулярные подпространства Y ⊂ X, об-
разуют дистрибутивную решётку.

6.4.17. (Копроизведения в Reg — это дизъюнктные объединения.) От-
метим, что конечные копроизведения также существуют в Reg и совпа-
дают с таковыми в RegRel (см. 6.3.7). Иначе говоря, если X = (Aω, R)
и Y = (Bω, S), то X ⊔ Y =

(
(A ⊔B)ω, R ∪ S

)
, где объединение R ∪ S вы-

числяется внутри (A ⊔ B)ω (см. 6.1.19). Из этого описания немедленно
следует, что |X ⊔ Y | = |X| ⊔ |Y |, т.е. функтор геометрической реализа-
ции | · | : Reg → Cpt, равно как и функтор Φ : Reg → Sets, сохраняет
конечные копроизведения. Поэтому мы будем также называть конечные
копроизведения в Reg дизъюнктными объединениями.
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6.4.18. (Факторбъекты относительно отношений эквивалентности и груп-
поидов в Reg .) Действуя подобным образом, можно доказать, что в Reg
существуют факторобъекты относительно произвольных отношений эк-
вивалентности (в категорном смысле) и даже группоидов (см. 6.5.19),
причём функторы Φ и | · | сохраняют эти факторобъекты. Здесь суще-
ственно то, что образ регулярного множества относительно регулярно-
го соответствия регулярен. Кроме того, можно доказать, что морфизм
f : X → Y является коуравнителем своей ядерной пары X ×Y X ⇒ X,
т.е. эффективным эпиморфизмом, если и только если Φ(f), или, что одно
и то же, |f | сюръективно (см. 6.4.20 ниже). Таким образом, канониче-
ское разложение f = i ◦ p из 6.4.8 — это в действительности разложение
морфизма в композицию эффективного эпиморфизма и мономорфизма,
и потому оно единственно.

Лемма 6.4.19 (Критерий того, что g пропускается через f с сюръектив-
ным Φ(f).) Пусть f : X → Y и g : X → Z — морфизмы (стандартных)
регулярных пространств, такие, что Φ(f) сюръективно, а Φ(g) пропус-
кается через Φ(f). Тогда g пропускается через f .

Доказательство. Пусть X = (Aω, R), Y = (Bω, S), Z = (Cω, T ) в
StdReg ; тогда f и g задаются регулярными соответствиями F ⊂ Aω×Bω

и G ⊂ Aω × Cω, такими, что S ◦ F ◦ R = F (что равносильно S ◦ F =
F = F ◦ R), T ◦ G ◦ R = G, F−1 ◦ F ⊃ R, F ◦ F−1 ⊂ S, G−1 ◦ G ⊃ R,
G◦G−1 ⊂ T . Сюръективность Φ(f) означает, что F ◦F−1 = S. Кроме того,
Φ(g) пропускается через Φ(f) в том и только том случае, если отношение
эквивалентности на Φ(X) = Aω/R, индуцированное Φ(f), слабее отноше-
ния эквивалентности, заданного Φ(g), т.е. F−1 ◦ F ⊂ G−1 ◦ G. Положим
H := G ◦ F−1 ⊂ Bω × Cω; это регулярное соответствие по 6.1.27. Мы
хотим доказать, что H задаёт морфизм h : Y → Z, такой, что h ◦ f = g.
Для этого надо проверить, что T ◦H ◦S = H, H−1 ◦H ⊃ S, H ◦H−1 ⊂ T
и что H ◦ F = G. Действительно, из F = S ◦ F по симметрии получаем
F−1 = (S◦F )−1 = F−1◦S, и потому T ◦H◦S = T ◦G◦F−1◦S = G◦F−1 = H;
далее, H−1 ◦ H = F ◦ G−1 ◦ G ◦ F−1 ⊃ F ◦ F−1 ◦ F ◦ F−1 = S ◦ S = S;
H ◦H−1 = G ◦ F−1 ◦ F ◦ G−1 ⊂ G ◦ G−1 ◦ G ◦ G−1 ⊂ T ◦ T = T ; наконец,
H ◦ F = G ◦ F−1 ◦ F ⊃ G ◦R = G и одновременно H ◦ F = G ◦ F−1 ◦ F ⊂
G ◦G−1 ◦G ⊂ T ◦G = G, откуда H ◦ F = G.

6.4.20. (Эффективные эпиморфизмы в Reg .) Докажем упомянутое выше
утверждение, а именно, что f : X → Y является эффективным эпимор-
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физмом (т.е. коуравнителем своей ядерной пары p, q : X ×Y X ⇒ X)
в том и только том случае, если отображение Φ(f) : Φ(X) → Φ(Y )
сюръективно, или, что равносильно, если |f | : |X| → |Y | сюръективно.
Проверим сначала достаточность этого условия. В самом деле, поскольку
функтор Φ точен слева (см. 6.4.14), он переводит ядерную пару f в ядер-
ную пару Φ(f), а значит, g◦p = g◦q, равносильное Φ(g)◦Φ(p) = Φ(g)◦Φ(q)
по строгости Φ, оказывается равносильно также тому, что Φ(g) пропус-
кается через Φ(f), что согласно лемме 6.4.19 равносильно тому, что g
пропускается через f , необходимо единственным образом (снова по стро-
гости Φ); это как раз означает, что f = coeq(p, q : X ×Y X ⇒ X), т.е. что
f — эффективный эпиморфизм. После того, как достаточность доказа-
на, мы видим, что каноническое разложение f = i ◦ p′ из 6.4.8 является
разложением в композицию эффективного эпиморфизма p′ и мономор-
физма i, поскольку Φ(p′) сюръективно; если f — эффективный эпимор-
физм, то ядерные пары p′ и f = i ◦ p′ совпадают, а потому p′ совпадает
с f и Φ(f) также сюръективно. Это доказывает необходимость сюръек-
тивности Φ(f).

6.4.21. (Регулярные соответствия F ∈ Reg(X, Y ) — это регулярные под-
пространства F ⊂ X × Y .) Декартово произведение X × Y из 6.4.12
позволяет нам отождествить регулярные соответствия F ∈ Reg(X, Y ) с
регулярными подпространствами F ⊂ X × Y , или, что одно и то же,
с подобъектами F ⊂ X × Y или с классами изоморфности диаграмм
X

p←− F
q−→ Y , таких, что пара морфизмов p и q мономорфна, т.е. что

определенный ей морфизм (p, q) : F → X × Y — мономорфизм.
Для доказательства этого факта положим X = (Aω, R) и Y = (Bω, S);

тогда F ∈ RegRel(X, Y ) равносильно тому, что F ⊂ Aω × Bω — регу-
лярное соответствие, такое, что S ◦ F ◦ R = F . Поскольку для любых
соответствий R ∈ Rel(X ′, X), F ∈ Rel(X, Y ) и S ∈ Rel(Y, Y ′) выполнено
равенство S◦F ◦R = (R⊥⊗S)(F ), условие S◦F ◦R = F равносильно тому,
что (R ⊗ S)(F ) = F , так как в нашем случае R⊥ = R−1 = R по симмет-
ричности R. Иначе говоря, F ∈ RegRel(X, Y ) равносильно тому, что F —
(R⊗ S)-насыщенное регулярное подмножество Aω ×Bω; согласно 6.4.3,
такие F находятся во взаимно однозначном соответствии с регулярными
подпространствами в X ⊗ Y =

(
(A × B)ω, R ⊗ S), т.е. с регулярными

подпространствами прямого произведения X × Y в Reg .
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6.5 Геометрическая категория регулярных пространств

Введём понятие регулярного представления компакта, или, что одно и
тоже, регулярной структуры на топологическом пространстве. После это-
го изменим нашу точку зрения на регулярные пространства на более
геометрическую: теперь это будут топологические пространства, наде-
лённые регулярной структурой.

6.5.1. (Регулярное представление компакта K. Регулярно представлен-
ные компакты и регулярные отображения между ними.) Пусть K — ком-
пактное топологическое пространство. Определим регулярное представ-
ление компакта K или регулярную структуру на топологическом про-
странстве K как пару (θ,X), состоящую из стандартного регулярного
пространства X = (Aω, R) в смысле определения 6.3.9 и гомеоморфиз-
ма θ : |X| ∼→ K между геометрической реализацией X (см. 6.3.15) и
топологическим пространством K. Таким образом, A — конечное мно-
жество, R — регулярное симметричное транзитивное отношение на Aω, а
θ — гомеоморфизм |Aω/R| ∼→ K. Если регулярное представление (A,R, θ)
компакта K зафиксировано, будем говорить, что K — регулярно пред-
ставленный компакт. Если K и L — регулярно представленные компак-
ты, то имеет смысл говорить о регулярных отображениях f : K → L и
регулярных соответствиях R ⊂ K × L.

Ясно, что если K допускает регулярное представление, то K — поль-
ский компакт. У одного и того же K, вообще говоря, могут быть неизо-
морфные регулярные представления. Любое из таких представлений мо-
жет быть использовано для эффективного комбинаторного описания K
(согласно 6.3.18, в качестве такового можно взять минимальный конеч-
ный автомат, распознающий симметричное транзитивное регулярное от-
ношение R), а также некоторых его непрерывных отображений в другие
компактные пространства, допускающие регулярные представления. Та-
ким образом, теория регулярно представленных компактов — это фраг-
мент конструктивной математики, позволяющий эффективно работать
с некоторыми компактами.

6.5.2. (Регулярные пространства как топологические пространства с ре-
гулярной структурой.) Изменим нашу точку зрения на регулярные про-
странства. Будем говорить, что регулярное пространство K = (K, θ,X)
— это топологическое пространство K, снабжённое регулярной струк-
турой (θ,X). Морфизм регулярных пространств, или регулярный мор-
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физм, или регулярное отображение f : K = (K, θK , X)→ L = (L, θL, Y )
— это пара (f, φ), состоящая из непрерывного отображения f : K → L и
морфизма φ : X → Y в StdReg , таких, что f ◦ θK = θL ◦ |φ|. Таким обра-
зом мы получаем новую категорию регулярных пространств Reg , кото-
рая, впрочем, эквивалентна старой, которую мы теперь будем обозначать
StdReg и называть категорией стандартных регулярных пространств.

Определённая таким образом категория регулярных пространств чуть
более естественна с геометрической точки зрения. Можно сравнить Reg
с категорией аффинных схем в алгебраической геометрии, а StdReg — с
категорией схем вида SpecR, где R — коммутативное кольцо, или даже с
категорией, противоположной категории коммутативных колец. Все эти
категории эквивалентны, однако категория аффинных схем более есте-
ственна и удобна с геометрической точки зрения.

6.5.3. (Функтор геометрической реализации становится функтором за-
бывания регулярной структуры.) Если X = (X, θX) — регулярное про-
странство в новом смысле, то можно считать, что |X| — это топологиче-
ское пространство, полученное из X забыванием регулярной структуры.
Новый функтор | · | : Reg → Cpt ⊂ Top переходит в старый функтор
геометрической реализации |·| : StdReg → Cpt, если взять его компози-
цию с эквивалентностью категорий StdReg ∼→ Reg , и потому их можно
отождествить.

6.5.4. (Регулярный морфизм f : X → Y однозначно определяется соот-
ветствующим непрерывным отображением.) Отметим, что регулярный
морфизм f = (f, φ) однозначно определяется соответствующим непре-
рывным отображением f : X → Y (т.е. |f | : |X| → |Y |), поскольку
функтор геометрической реализации |·| строг и консервативен (на кате-
гории StdReg по 6.3.16, а значит, и на эквивалентной категории Reg).
Поэтому можно говорить о регулярных морфизмах как о некоторых —
а именно, регулярных — непрерывных отображениях соответствующих
топологических пространств.

6.5.5. (Регулярные подпространства Y ⊂ X.) Пусть X = (X, θX : |X ′| ∼→
X) — регулярное пространство. Будем говорить, что замкнутое подмно-
жество Y ⊂ X является регулярным подпространством, если суще-
ствует регулярное подпространство Y ′ ⊂ X ′ в смысле 6.4.1, такое, что
Y = θX(|Y ′|). В этом случае на Y возникает естественная регулярная
структура θY : |Y ′| ∼→ Y , полученная ограничением регулярной струк-
туры X, и мы всегда рассматриваем именно эту регулярную структуру



6.5. Геометрическая категория регулярных пространств 43

на Y . Другими словами, индуцированная регулярная структура на за-
мкнутом подмножестве Y ⊂ X — это единственная регулярная струк-
тура, относительно которой замкнутое вложение iY : Y ↪→ X являет-
ся регулярным морфизмом, и такая регулярная структура существует
в том и только том случае, если Y — регулярное подпространство X.
Результаты 6.4 показывают, что регулярные подпространства фиксиро-
ванного регулярного пространства X образуют дистрибутивную решёт-
ку, которая отождествляется с подрешёткой решётки замкнутых под-
множеств X, и что эта дистрибутивная решётка — это на самом деле
решётка всех подобъектов X в категории регулярных пространств Reg .

6.5.6. (Инъективность, биективность и сюръективность регулярных мор-
физмов.) Будем говорить, что регулярный морфизм f : X → Y инъекти-
вен, сюръективен или биективен, если он обладает этим свойством как
непрерывное отображение топологических пространств (или, если угод-
но, если |f | обладает этим свойством). Аналогично для свойства быть
замкнутым отображением, гомеоморфизмом и прочих свойств непрерыв-
ных отображений топологических пространств. Тогда:

• f биективен ⇔ f — гомеоморфизм ⇔ f — изоморфизм в Reg (это
следует из консервативности |f |, см. 6.3.16, а также из компактно-
сти всех регулярных пространств).

• f инъективен ⇔ f — замкнутое вложение топологических про-
странств ⇔ f — мономорфизм в Reg ⇔ f — изоморфизм с регу-
лярным подпространством образа (первая эквивалентность снова
следует из компактности, а остальные две — это 6.4.15 и 6.4.10).

• f сюръективен⇔ f — эффективный эпиморфизм в Reg (см. 6.4.20).
В этом случае топология на Y является фактортопологией тополо-
гии X.

• Любой регулярный морфизм f : X → Y однозначно (с точно-
стью до изоморфизма) раскладывается в композицию эффектив-
ного эпиморфизма (т.е. сюръективного регулярного морфизма) p :
X ↠ f(X) и мономорфизма (т.е. инъективного регулярного мор-
физма) i : f(X) ↪→ Y (см. 6.4.8).

6.5.7. (Финальный объект 1 категории Reg . Единственная регулярная
структура на одноточечном топологическом пространстве.) Поскольку в
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категории StdReg есть финальный объект 1StdReg = ({∗}ω, id), это вер-
но и в эквивалентной категории Reg . В качестве финального объекта
Reg можно взять геометрическую реализацию 1 := |1StdReg |. Тогда 1
— одноточечное топологическое пространство с некоторой регулярной
структурой. Отсюда сразу следует, что на любом одноточечном тополо-
гическом пространстве P существует единственная (с точностью до
изоморфизма) регулярная структура, и после наделения этой структу-
рой P становится финальным объектом категории Reg . Действитель-
но, существование следует из существования биекции P

∼→ 1 с помощью
переноса структуры; единственность следует из того, что если P — од-
ноточечное регулярное пространство, то канонический морфизм P → 1
из P в финальный объект биективен, и потому является изоморфизмом
по 6.5.6.

6.5.8. (Расслоенные и прямые произведения в Reg .) Напомним, что со-
гласно 6.4.14, в StdReg , а значит, и в эквивалентной категории Reg ,
существуют расслоенные произведения, причём они сохраняются функ-
тором |·|, т.е. |X ×Z Y | = |X| ×|Z| |Y |. Иначе говоря, для любых регуляр-
ных морфизмов p : X → Z и q : Y → Z на топологическом расслоен-
ном произведении X ×Z Y существует единственная регулярная струк-
тура, превращающая его в расслоенное произведение X и Y над Z в
Reg . Аналогичное утверждение верно и для бинарных прямых произве-
дений (см. 6.4.12), а также для финального объекта (см. 6.5.7), откуда
мы заключаем, что в Reg существуют конечные пределы, причём они
сохраняются забывающим функтором |·| : Reg → Top.

6.5.9. (Образ и прообраз регулярных подпространств.) Пусть f : X → Y
— регулярный морфизм. Если Y ′ ⊂ Y — регулярное подпространство, то
и f−1(Y ′) ⊂ X — регулярное подпространство, носитель которого совпа-
дает с теоретико-множественным прообразом. При этом f−1(Y ′) отож-
дествляется с расслоенным произведением Y ′ ×Y X (см. 6.4.11). Кроме
того, если X ′ ⊂ X — регулярное подпространство, то согласно 6.4.7
f(X ′) ⊂ Y — тоже регулярное подпространство, чей носитель совпа-
дает с теоретико-множественным образом, и f ◦ iX′ пропускается через
if(X′) : f(X

′) ↪→ X согласно 6.4.8.

6.5.10. (Дизъюнктные объединения регулярных пространств.) Если X
и Y — регулярные пространства, то на их дизъюнктном объединении
X ⊔Y существует единственная регулярная структура, относительно ко-
торой X и Y являются регулярными подпространствами X ⊔ Y , и тогда
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X ⊔ Y становится копроизведением X и Y в категории Reg . Послед-
нее утверждение, равно как и существование такой регулярной структу-
ры, следуют из 6.4.17; единственность тогда следует из универсального
свойства копроизведения и из того факта, что все регулярные биекции —
изоморфизмы, см. 6.5.6. Мы обычно будем наделять X⊔Y этой регуляр-
ной структурой и называть его дизъюнктным объединением регулярных
пространств X и Y .
6.5.11. (Пустое регулярное пространство ∅.) Отметим ещё, что на пу-
стом множестве ∅ существует единственная структура регулярного про-
странства (определённая, например, с помощью стандартного регуляр-
ного пространства (∅ω,∅); единственность снова следует из того, что
все регулярные биекции — изоморфизмы). Тем самым определено пу-
стое регулярное пространство ∅, очевидно, являющееся инициальным
объектом Reg (например, потому что (∅ω,∅) — инициальный объект
StdReg). Отсюда и из 6.5.10 мы заключаем, что в Reg существуют
конечные копроизведения, причём они сохраняются забывающим функ-
тором |·| : Reg → Top.
6.5.12. (Геометрическая категория регулярных соответствий RegRel.)
Поскольку мы изменили определение регулярных пространств на более
геометрическое и тем самым заменили категорию стандартных регуляр-
ных пространств StdReg на эквивалентную ей, но более естественную ка-
тегорию регулярных пространств Reg , естественно переопределить ана-
логичным образом и категорию регулярных соответствий RegRel. Для
этого возьмём ObRegRel = ObReg , т.е. объекты новой (геометрической)
категории регулярных соответствий будут всё те же регулярные про-
странства в смысле определения 6.5.2, и определим RegRel(X, Y ) как
множество всех регулярных подпространств R ⊂ X×Y ; мы будем назы-
вать такие регулярные подпространства регулярными соответствиями
между X и Y ; можно также определить RegRel(X, Y ) как множество
классов изоморфности диаграмм X

p←− R
q−→ Y в Reg , таких, что

пара (p, q) мономорфна. Согласно 6.4.21, мы получим таким образом
категорию, эквивалентную старой категории регулярных соответствий.
Композиция S ◦ R соответствий R ⊂ X × Y и S ⊂ Y × Z определяется
обычным образом, а именно, S ◦R = pr13

(
pr−1

12 (R)∩ pr−1
23 (S)

)
, где пересе-

чение регулярных подпространств pr−1
12 (R)∩pr−1

23 (S) вычисляется внутри
X × Y × Z.
6.5.13. (Каноническая регулярная структура на регулярных подмноже-
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ствах X ⊂ Aω.) Пусть A — конечное множество, X ⊂ Aω — регулярное
подмножество в смысле 6.1.4. Напомним, что X — замкнутое подмноже-
ство компакта Aω = AN0 , так что на X уже есть естественная топология,
и X является компактом относительно этой топологии. Более того, гео-
метрическая реализация |(Aω, idX)| стандартного регулярного простран-
ства (Aω, idX), где idX = ∆X ⊂ X × X ⊂ Aω × Aω — диагональ X,
отождествляется с самим X. Поэтому на X возникает каноническая ре-
гулярная структура. В действительности это его регулярная структура
как регулярного подпространства X ⊂ Aω, и регулярные подпростран-
ства Aω — это в точности регулярные подмножества X ⊂ Aω (для дока-
зательства последнего утверждения достаточно применить 6.4.3 к стан-
дартному регулярному пространству (Aω,∆Aω)).

6.5.14. (Каноническое накрытие стандартного регулярного простран-
ства.) Пусть X = (Aω, R) — стандартное регулярное пространство, т.е.
A — конечное множество, а R ⊂ Aω ×Aω — симметричное транзитивное
регулярное отношение. Тогда на геометрической реализации |X| = Aω/R
существует каноническая регулярная структура id|X|, которую мы будем
всегда рассматривать впредь. Мы также обозначим |X| той же буквой X.

Пусть теперь X0 := domR ⊂ Aω — регулярное множество, носитель
отношения R. Тогда X = X0/R, так что существует каноническая сюръ-
екция π : X0 ↠ X, и топология на X является фактортопологией топо-
логии X0, индуцированной с Aω, просто по определению геометрической
реализации 6.3.15. Иначе говоря, π : X0 ↠ X — непрерывная сюръ-
екция, и несложно видеть, что она является регулярным морфизмом,
потому что R задаёт соответствующий морфизм из (Aω,∆X0) в (Aω, R)
в категории стандартных регулярных пространств.

Таким образом, мы получили канонический сюръективный регуляр-
ный морфизм π : X0 ↠ X из регулярного множества, т.е. регулярного
подпространства X0 ⊂ Aω, в стандартное регулярное пространство X, за-
данное (Aω, R). Поскольку всякое регулярное пространство X изоморф-
но стандартному, для всякого регулярного пространства X существует
конечное множество A, регулярное подпространство X0 ⊂ Aω и сюръ-
ективный регулярный морфизм π : X0 ↠ X. В такой ситуации мы будем
говорить, что π : X0 ↠ X с X0 ⊂ Aω — регулярное накрытие X. Отме-
тим, однако, что изоморфные регулярные структуры могут соответство-
вать, вообще говоря, неизоморфным регулярным накрытиям.

6.5.15. (Накрытие π : X0 ↠ X однозначно определяет регулярную
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структуру на X.) Заметим, что сюръективное отображение π : X0 ↠ X
вкупе с регулярной структурой регулярного подпространства X0 ⊂ Aω,
полностью определяет регулярную структуру на X. Более точно, если
X0 ⊂ Aω — регулярное подпространство, и π : X0 ↠ X — сюръективное
отображение, то на X существует не более одной регулярной структуры,
для которой π является регулярным отображением. Действительно, если
такая структура есть, то, во-первых, топология на X является фактор-
топологией топологии компакта X0 и потому однозначно определена; а
во-вторых, π : X0 ↠ X тогда оказывается эффективным эпиморфизмом
согласно 6.5.6, и ядро π — это R := X0 ×X X0 ⊂ X0 × X0 ⊂ Aω × Aω,
которое оказывается регулярным подпространством Aω × Aω (так как
X0×XX0 ↪→ X0×X0 ↪→ Aω×Aω — мономорфизмы в Reg), т.е. регулярным
подмножеством. Далее, поскольку π — эффективный эпиморфизм, он яв-
ляется коуравнителем своей ядерной пары p, q : R = X0 ×X X0 ⇒ X0,
а значит, определён однозначно с точностью до изоморфизма. Иначе го-
воря, регулярная структура на X однозначно восстанавливается из изо-
морфизма X ∼= Coeq(p, q : R ⇒ X0), где на регулярном подмножестве
R ⊂ X0×X0 ⊂ Aω×Aω вводится регулярная структура, индуцированная
с Aω × Aω.

Более того, это рассуждение показывает, что на X существует (необ-
ходимо единственная) регулярная структура, для которой π : X0 ↠ X
является регулярным морфизмом, если и только если определённое π
отношение эквивалентности R ⊂ X0 × X0 ⊂ Aω × Aω является регу-
лярным подмножеством. Очевидно, в этом случае X изоморфно геомет-
рической реализации |(Aω, R)| стандартного регулярного пространства
(Aω, R).

6.5.16. (Регулярное представление компакта K однозначно определяет-
ся регулярным накрытием — сюръективным непрерывным отображени-
ем π : X0 ↠ K.) Как следствие, регулярное представление θK некоторого
компакта K (т.е. регулярная структура θK на компакте K) однозначно
определяется непрерывным сюръективным отображением π : X0 ↠ K,
где X0 ⊂ Aω — регулярное подмножество Aω для какого-нибудь конеч-
ного множества A. Более того, такое π действительно задаёт регулярное
представление K в том и только том случае, если его ядро ≡π, т.е. отно-
шение x ≡π y ⇔ π(x) = π(y) на X0 и на Aω ⊃ X0, является регулярным.
В этом случае регулярная структура имеет вид θK : |(X0,≡π)|

∼→ K.

6.5.17. (Регулярные накрытия π : X0 ↠ K, X0 ⊂ Aω, со значениями в
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произвольном компакте K.) Предыдущие рассуждения позволяют обоб-
щить определение регулярного накрытия следующим образом. Если дано
регулярное пространство X, то мы по-прежнему определяем регулярное
накрытие π : X0 ↠ X, X0 ⊂ Aω как сюръективный регулярный мор-
физм из некоторого регулярного подмножества X0 ⊂ Aω в X. С другой
стороны, если изначально дан компакт (или отделимое топологическое
пространство) K без регулярной структуры, то мы говорим, что регуляр-
ное накрытие π : X0 ↠ K, X0 ⊂ Aω — это сюръективное непрерывное
отображение из некоторого подмножества X0 ⊂ Aω в X, такое, что
его ядро R := X0×XX0 ⊂ X0×X0 ⊂ Aω×Aω является регулярным (сим-
метричным транзитивным) отношением на Aω. Отметим, что отсюда
немедленно следует, что и X0 = pr1R регулярно и, в частности, замкну-
то в Aω. Мы только что видели в 6.5.16, что регулярное накрытие во
втором смысле задаёт на K регулярную структуру θ : |(Aω, R)| ∼→ K, и
после наделения K этой регулярной структурой π становится регуляр-
ным накрытием в первом смысле. Более того, рассуждения из 6.5.16 по-
казывают, что нам не нужно даже изначально задавать топологию на K,
поскольку она в итоге окажется фактортопологией топологии X0, и по-
тому мы можем даже говорить о регулярных накрытиях π : X0 ↠ K,
X0 ⊂ Aω множества K без какой-либо дополнительной структуры.
В большинстве случаев, однако, топология K изначально задана, и мы
требуем непрерывность π.

6.5.18. (Отношения эквивалентности на регулярном пространстве X.)
Напомним, что отношение эквивалентности R на объекте X произволь-
ной категории C определяется как подобъект R ⊂ X × X (который
можно при желании задать с помощью мономорфной пары морфизмов
p, q : R ⇒ X), такой, что для любого объекта S : Ob C подмножество
R(S) ⊂ X(S) × X(S) является отношением эквивалентности на мно-
жестве S-точек X(S) = HomC(S,X). Несложно видеть, что отношение
эквивалентности R на регулярном пространстве X в смысле этого об-
щего категорного определения, применённого к C = Reg — это то же
самое, что регулярное подпространство R ⊂ X × X, являющееся так-
же теоретико-множественным отношением эквивалентности на X (т.е.
|R| ⊂ |X|× |X| — отношение эквивалентности на |X|). Ввиду 6.5.12, это
равносильно также тому, что R ∈ RegRel(X,X) таково, что ∆X ⊂ R,
R ◦ R = R и R⊥ = R. Поскольку все эти определения равносильны, мы
определим (регулярное) отношение эквивалентности R на регулярном
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пространстве X как регулярное подпространство R ⊂ X × X, такое,
что |R| является отношением эквивалентности на множестве |X|.

6.5.19. (Регулярное факторпространство X/R относительно регулярно-
го отношения эквивалентности.) Пусть R ⊂ X × X — регулярное от-
ношение эквивалентности на регулярном пространстве X. С категорной
точки зрения, факторобъект X/R — это коуравнитель двух проекций
Coeq(p, q : R⇒ X). Докажем, что в категории регулярных пространств
Reg существуют факторобъекты относительно произвольных отно-
шений эквивалентности. Иначе говоря, мы должны доказать существо-
вание X/R = Coeq(p, q : R ⇒ X) для произвольного регулярного отно-
шения эквивалентности R на произвольном регулярном пространстве X.
Для этого выберем сюръективное регулярное накрытие π : X0 ↠ X с
X0 ⊂ Aω, как в 6.5.14, и положим R0 := (π × π)−1(R) ⊂ X0 × X0. По-
скольку R — (регулярное) отношение эквивалентности на X, R0 — также
(регулярное) отношение эквивалентности на регулярном множестве X0.
Мы уже видели в 6.5.15, что в такой ситуации регулярное факторпро-
странство X0/R0 существует (и по существу изоморфно стандартному
регулярному пространству (Aω, R0)). Если теперь взять X/R в катего-
рии топологических пространств (с фактортопологией), то π индуцирует
непрерывную биекцию π̄ : X0/R0

∼→ X/R, а значит, и гомеоморфизм, по-
скольку X0/R0 и X/R компактны. Введём регулярную структуру на X/R
переносом структуры с X0/R0 вдоль π̄. Тогда π : X0 ↠ X и φ′ : X0 ↠
X ↠ X/R ∼= X0/R0 — эффективные эпиморфизмы, причём ядро второго
из них содержится в ядре первого из них (поскольку второе отображение
пропускается через первое на уровне множеств), и потому φ′ пропуска-
ется через π и в Reg , т.е. φ : X ↠ X/R — сюръективный регулярный
морфизм в Reg , а значит, эффективный эпиморфизм по 6.5.6. Его яд-
ро — это в точности исходное R (потому что это так на уровне теории
множеств, а регулярные подпространства R ⊂ X × X полностью опре-
деляются множеством своих точек). Поэтому X/R = Coeq(p, q : R⇒ X)
в Reg , т.е. X/R — искомый факторобъект.

6.5.20. (Эффективные факторобъекты регулярного пространства X.)
Из существования факторобъектов X/R сразу следует, что эффектив-
ные факторобъекты X ′′ регулярного пространства X, т.е. такие фак-
торобъекты, что X ↠ X ′′ — эффективный эпиморфизм, находятся
во взаимно однозначном соответствии с (регулярными) отношениями
эквивалентности R ⊂ X × X. Кроме того, мы видим, что для любо-
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го регулярного пространства X и любого сюръективного отображения
множеств π : X ↠ Y существует не более одной регулярной структуры
на Y , для которой π является регулярным отображением, причём та-
кая регулярная структура существует в том и только том случае, если
ядро R := X ×Y X ⊂ X × X является регулярным отношением экви-
валентности на X в смысле 6.5.18, и тогда Y ∼= X/R. В таком случае
мы говорим, что регулярная структура Y является факторструктурой
регулярной структуры X, или что Y является регулярным факторпро-
странством X.
6.5.21. (Aω играют роль аффинных пространств размерности log |A|; все
регулярные пространства — факторпространства подпространств Aω.)
Предыдущие результаты показывают, что любое регулярное простран-
ство X является регулярным факторпространством некоторого регуляр-
ного подпространства X0 ⊂ Aω. Это чем-то напоминает алгебраическую
геометрию, где приведённые аффинные алгебраические многообразия
над полем k изоморфны (приведённым) замкнутым подмногообразиям
Y ⊂ An

k аффинных пространств An
k . Правда, в нашем случае нужно

брать не только подпространства Aω, но и факторпространства таких
подпространств, так что аналогия неполная. Кроме того, хотя регуляр-
ные пространства вида Aω и замкнуты относительно декартова произ-
ведения, поскольку Aω × Bω ∼= (A × B)ω, эта формула показывает, что
если Aω и аналогично аффинному пространству над каким-то полем F
(вроде гипотетического поля из одного элемента или его алгебраиче-
ского замыкания), то это скорее Alog |A|

F , поскольку мы обычно ожидаем
Am × An ∼= Am+n.
6.5.22. (Регулярных подпространств X0 ⊂ Aω недостаточно, надо брать
факторпространства регулярных подпространств.) Отметим, что, в от-
личие от аффинных алгебраических многообразий, не все регулярные
пространства X изоморфны регулярным подпространствам «аффинных
пространств» Aω, необходимо рассматривать факторпространства регу-
лярных подпространств. Действительно, Aω вполне несвязно, а значит,
и все регулярные подпространства X0 ⊂ Aω вполне несвязны, но в то же
время существуют связные регулярные пространства X, не сводящиеся
к одной точке, например, отрезок I = [0, 1], см. 6.6.3.
6.5.23. (Всякое регулярное пространство изоморфно факторпростран-
ству некоторого Aω.) Интересно, что вместо факторпространств всевоз-
можных регулярных подпространств X0 ⊂ Aω достаточно сразу рас-
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сматривать факторпространства Aω. Иначе говоря, всякое регулярное
пространство X может быть представлено как факторпространство
некоторого Aω, или, что равносильно, для всякого регулярного простран-
ства X существует конечное множество A и сюръективный регуляр-
ный морфизм π : Aω ↠ X. Это также означает, что любой объект StdReg
изоморфен объекту вида (Aω, R), где R — регулярное отношение эквива-
лентности на Aω. Правда, получающиеся представления не всегда удоб-
ны и неканоничны, так что мы не будем настаивать на том, чтобы обхо-
диться исключительно факторпространствами Aω.

Для доказательства этого факта достаточно заметить, что если X =
∅, оно изоморфно ∅ω; если же X ̸= ∅, то оно накрывается X0 ↠ X для
некоторого непустого регулярного подпространства X0 ⊂ Aω, которое
является ретрактом Aω и потому накрывается Aω ↠ X0 по следующей
лемме:

Лемма 6.5.24 (Непустые регулярные подпространства в Aω являются
ретрактами.) Если X ⊂ Aω — непустое регулярное подпространство, то
iX : X ↪→ Aω — расщепляющийся мономорфизм. Иначе говоря, суще-
ствует регулярный морфизм p : Aω ↠ X, такой, что p ◦ iX = idX .

Доказательство. Поскольку X — регулярное подмножество Aω, оно
распознаётся некоторым конечным автоматом G = (S, s0, E), s0 ∈ S,
E ⊂ S × A × S, который мы будем считать минимальным (см. 6.1.12).
Рассмотрим для каждого s ∈ S подмножество As := {x ∈ A | ∃t ∈
S : (s, x, t) ∈ E} ⊂ A. Иначе говоря, As — это множество меток всех
переходов из состояния s. Поскольку автомат минимален и X ̸= ∅, из
каждого состояния начинается бесконечный путь и потому As непусто.
Зафиксируем произвольную ретракцию πs : A → As ⊂ A, и построим
новый автомат G′ = (S, s0, E

′) над алфавитом A×A следующим образом.
Его состояния и начальное состояние будут такими же, как у исходного
автомата, и (s, xy, t) ∈ E ′ ⇔ (s, y, t) ∈ E & πs(x) = y. Иначе говоря,
переход s

xy−→ t присутствует в новом автомате, если и только если y =
πs(x) и переход s

y−→ t присутствовал в старом автомате. Пусть P ⊂
Aω × Aω — регулярное отношение, заданное G′. Несложно видеть, что
для любого x = x0x1 · · · ∈ Aω существует единственное y = y0y1 · · · ∈ Aω,
для которого (x,y) ∈ P , поскольку из каждого состояния автомата G′

есть ровно один переход с заданной первой буквой x ∈ A. Иначе говоря,
P является графиком некоторого регулярного отображения p : Aω →



6.5. Геометрическая категория регулярных пространств 52

Aω. Кроме того, очевидно, что (x,y) ∈ P ⇒ y ∈ X (надо рассмотреть
последовательность состояний автомата G′ на вводе (x,y) и увидеть, что
она совпадает с последовательностью состояний G на вводе y), и что x ∈
X ⇒ (x,x) ∈ P (поскольку πs : A → As — ретракция, в G′ есть переход
s

xx−→ t для каждого перехода s
x−→ t в G). Иначе говоря, p(Aω) ⊂ X и

p|X = idX . Это как раз и означает, что p — искомая регулярная ретракция
Aω на X ⊂ Aω.

6.5.25. (Возможная внутренняя характеризация регулярных пространств,
вкладываемых в Aω.) Интересно было бы получить какую-нибудь внут-
реннюю категорную или топологическую характеризацию регулярных
пространств X, которые могут быть вложены в какое-нибудь Aω, т.е.
регулярно изоморфны регулярным подмножествам X0 ⊂ Aω, или, что
одно и то же, являются ретрактами какого-нибудь Aω. Например, такие
регулярные пространства должны быть вполне несвязны. Верно ли, что
любое вполне несвязное регулярное пространство X изоморфно некото-
рому регулярному подмножеству X0 ⊂ Aω?

6.5.26. (Граница и дополнение внутренности регулярного подпростран-
ства регулярны.) Пусть X — регулярное пространство. Поскольку регу-
лярные подпространства Y ⊂ X отождествляются с некоторыми замкну-
тыми подмножествами компакта X, можно задаться вопросом, какие из
обычных топологических операций с замкнутыми подмножествами ком-
пакта сохраняют регулярность. Например, мы знаем, что конечные пере-
сечения и конечные объединения регулярных подпространств регулярны
(см. 6.4.5), и что образ и прообраз регулярного подпространства относи-
тельно регулярного морфизма регулярны (см. 6.5.9). Докажем, что если
Y ⊂ X регулярно, то его граница ∂Y = Y − IntX Y и дополнение его
внутренности X− IntX Y (т.е. замыкание дополнения X − Y ) регуляр-
ны в X. Для доказательства зафиксируем регулярное пространство X
и его регулярное подпространство Y ⊂ X, и выберем сюръективный
регулярный морфизм p : Aω ↠ X, существующий по 6.5.23; тогда лем-
ма 6.5.27 показывает, что ∂Y = p(∂Ỹ ) и X − IntX Y = p(Aω − Int Ỹ ), где
Ỹ := p−1(Y ) ⊂ Aω. Поскольку взятие образа или прообраза относительно
регулярного отображения сохраняет регулярные подпространства, тем
самым достаточно доказать наше утверждение для регулярного множе-
ства Ỹ ⊂ Aω, т.е. для частного случая X = Aω, для которого оно верно
по 6.1.36.
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Лемма 6.5.27 (Образ границы прообраза относительно сюръекции ком-
пактов.) Пусть f : X ↠ Y — непрерывная сюръекция компактов, и пусть
T ⊂ Y — произвольное подмножество. Положим S := f−1(T ) ⊂ X. Тогда
Y − IntT = f(X − IntS) и T̄ = f(S̄). Кроме того, если T ⊂ Y замкнуто,
то ∂T = f(∂S).

Доказательство. Поскольку f сюръективно, f(S) = T , откуда f(S̄) ⊂
T̄ по непрерывности f . Помимо этого, f(S̄) компактно, будучи непре-
рывным образом компакта S̄ ⊂ X, и потому f(S̄) — замкнутое подмно-
жество Y , содержащее f(S) = T , откуда f(S̄) ⊃ T̄ и f(S̄) = T̄ . Формула
с внутренностями получается отсюда заменой T на Y − T и S на X − S,
поскольку X−IntS = X − S и Y −IntT = Y − T . Наконец, если T , а зна-
чит, и S замкнуто, то ∂T = T−IntT = T ∩(Y −IntT ) = T ∩f(X−IntS) =
f
(
S ∩ (X − IntS)

)
= f(S − IntS) = f(∂S).

6.6 Примеры регулярных представлений компактов

Приведём примеры регулярных структур в смысле 6.5.1 на некоторых
интересных нам компактах, таких, как Zp и I = [0, 1]

6.6.1. (Zp допускает регулярное представление.) Целые p-адические чис-
ла Zp допускают очень простое регулярное представление с помощью
обычной p-ичной записи: можно взять D = {0, 1, . . . , p−1} и θ : Dω ∼→ Zp,
θ : x 7→

∑+∞
n=0 xnp

n. В этом случае регулярное отношение эквивалентно-
сти≡ на Dω не нужно, т.е.≡— это отношение равенства (или диагональ).

Если зафиксировать это регулярное представление, то сложение p-
адических чисел [+] : Zp×Zp → Zp, (x, y) 7→ x+ y, оказывается регуляр-
ным отображением. Иначе говоря, существует регулярное отображение
a : Dω ×Dω ∼= (D ×D)ω → Dω, такое, что θ ◦ a = [+] ◦ (θ × θ). В самом
деле, график a распознаётся с помощью автомата с двумя состояния-
ми S = {0, 1}, начальным состоянием 0 ∈ S и переходами s

xyz−→ t при
pt = s+ x+ y − z, где s, t ∈ S, x, y, z ∈ D.

6.6.2. (Fq[[T ]] допускает регулярное представление.) Кольцо формаль-
ных степенных рядов Fq[[T ]] с коэффициентами в конечном поле Fq до-
пускает ещё более простое регулярное представление: возьмём D = Fq и
определим θ : Fω

q
∼→ Fq[[T ]] формулой θ(x) =

∑+∞
n=0 xnT

n. Поскольку θ —
гомеоморфизм, тем самым на Fq[[T ]] определена регулярная структура.
Очевидно, сложение является регулярным отображением относительно
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этой регулярной структуры: график сложения распознаётся совсем про-
стым автоматом с единственным состоянием 0 и переходами 0

xyz−→ 0 при
z = x+ y в Fq.

6.6.3. (Двоичная запись определяет регулярное представление I = [0, 1].)
Отрезок вещественной прямой I = [0, 1] также допускает регулярное
представление, например, с помощью обычной двоичной записи: B =
{0, 1}, θ2 : Bω → I = [0, 1], x = x0x1 · · · 7→

∑+∞
n=0 xn2

−n−1. В этом
случае отношение эквивалентности ≡ нетривиально и является ядром
непрерывного отображения θ2, т.е. x ≡ y ⇔ θ2(x) = θ2(y). Поскольку
θ2 : Bω ↠ I — непрерывная сюръекция компактов, она индуцирует го-
меоморфизм θ̄2 : Bω/≡ ∼→ I, и надо только проверить, что ≡ является
регулярным отношением эквивалентности на Bω. Это действительно так:
≡ распознаётся конечным автоматом с тремя состояниями S = {−1, 0, 1},
начальным состоянием 0 ∈ S и переходами s

xy−→ t при t = 2s+x− y, где
s, t ∈ S, x, y ∈ B, что проверяется так же, как в [AB4],4.4.1.

Интересно, что в данном случае мы не можем обойтись тривиальным
отношением эквивалентности, поскольку любое Aω и любое его регуляр-
ное подмножество вполне несвязно, а I связно и состоит более чем из
одной точки. Кроме того, нам приходится рассматривать все двоичные
записи, в том числе «некорректные» вроде 1/2 = (0.01111 . . .)2 = θ2(01

∞),
поскольку корректные двоичные записи не образуют регулярного мно-
жества, см. 6.1.16.

Тем не менее, сложение, вернее, отображение полусуммы h : (x, y) 7→
(x + y)/2, h : I × I → I, оказывается регулярным. В самом деле, прооб-
раз графика Γh ⊂ I3 относительно отображения θ32 : (B

ω)3 ↠ I3 задаётся
конечным автоматом с состояниями S = {−2,−1, 0, 1, 2}, начальным со-
стоянием 0 ∈ S и переходами s

xyz−→ t при t = 2s+ x+ y− 2z, где s, t ∈ S,
x, y, z ∈ B. Мы можем определить и саму сумму (x, y) 7→ x + y, но она
будет только частично заданным регулярным отображением I × I 99K I.

6.6.4. (Избыточная двоичная запись определяет другое представление
I = [0, 1].) Рассмотрим теперь избыточную двоичную запись веществен-
ных чисел из I = [0, 1] с помощью трёх цифр D = {−1, 0, 1}. Для
того, чтобы получился именно отрезок [0, 1], а не [−1, 1], будем счи-
тать, что первая цифра после запятой — это всегда единица. Таким
образом, непрерывное сюръективное отображение θ : Dω ↠ I зада-
но θ : x 7→ (0.1x0x1 . . .)2 = 1/2 +

∑+∞
n=0 xn2

−n−2. Индуцированное им
отношение эквивалентности x ≡ y ⇔ θ(x) = θ(y) снова регулярно
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на Dω, поскольку оно распознаётся конечным автоматом с состояниями
S = {−2,−1, 0, 1, 2}, начальным состоянием 0 ∈ S и переходами s

xy−→ t
при t = 2s + x − y, где s, t ∈ S, x, y ∈ D (см. [AB4],4.4.1). Поэтому
θ̄ : Dω/ ≡ ∼→ I — это регулярное представление.

6.6.5. (Представления I = [0, 1] с помощью обычной и с помощью избы-
точной системы счисления регулярно изоморфны.) Однако это регуляр-
ное представление в действительности изоморфно предыдущему, постро-
енному с помощью обычной (неизбыточной) двоичной системы. Действи-
тельно, соответствие F ⊂ Bω × Dω, заданное условием xFy ⇔ θ2(x) =
θ(y), является регулярным, так как оно распознаётся конечным автома-
том с состояниями S = {−2,−1, 0, 1, 2}, начальным состоянием 0 ∈ S и
переходами s

xy−→ t при t = 2s + 2x − y − 1, s, t ∈ S, x ∈ B, y ∈ D. По-
этому F задаёт изоморфизм между регулярными пространствами Bω/≡
и Dω/≡, индуцирующий idI на I. Из изоморфности этих двух регуляр-
ных представлений, конечно же, сразу следует, что сложение s : I2 99K I
и полусумма h : I2 → I, (x, y) 7→ (x + y)/2 регулярны и в представ-
лении, основанном на избыточной двоичной системе. Однако только в
избыточной двоичной системе полусумма h может быть эффективно вы-
числена с помощью конечного автомата (точнее, трансдуктора). Поэтому
эффективность отображений (понимаемая как их вычислимость с помо-
щью конечных автоматов) — более сильное свойство, чем регулярность,
и требует отдельного изучения.

6.6.6. (Троичное представление I = [0, 1] не эквивалентно двоичному.)
Можно также построить (неизбыточное) троичное представление чисел
из отрезка I = [0, 1], с помощью цифр из T = {0, 1, 2} и отображения
θ3 : T

ω → I, x 7→
∑+∞

n=0 3
−n−1xn. Как и прежде, равенство вещественных

чисел легко проверяется по их троичным записям с помощью конечного
автомата с тремя состояниями, и потому θ3 задаёт ещё одно регулярное
представление компакта I = [0, 1]. Однако это представление не изо-
морфно двум предыдущим, поскольку троичная запись числа не может
быть преобразована в двоичную с помощью конечного автомата, для это-
го нужна полноценная машина Тьюринга. Мы отложим строе доказыва-
тельство этого факта до 6.6.9; неформально причина в том, что первые
n цифр троичной записи числа x содержат гораздо больше информации
об x, чем первые n цифр двоичной записи (примерно на n(log2 3− 1) би-
тов), и конечному автомату негде хранить эту информацию (он может
хранить информацию только в текущем состоянии, которое принимает
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значения в конечном множестве и потому содержит ограниченное коли-
чество информации).

6.6.7. (Четверичное представление чисел из I = [0, 1] тоже не эквива-
лентно двоичному, потому что мы используем только синхронные ав-
томаты.) Можно рассмотреть также четверичное представление веще-
ственных чисел, с Q = {0, 1, 2, 3} и θ4 : Qω ↠ I = [0, 1], заданным x 7→∑+∞

n=0 xn4
−n−1. Получаем ещё одно регулярное представление компакта

I = [0, 1], не эквивалентное ни одному из предыдущих (например, по тем
же неформальным «информационным» причинам, или по 6.6.9). Одна-
ко интересно, что четверичная запись может быть легко преобразована в
двоичную с помощью асинхронного конечного автомата (см. 6.1.2), кото-
рый на каждую прочитанную цифру x ∈ Qω выводит две цифры y ∈ Bω;
обратное преобразование также может быть реализовано асинхронным
конечным автоматом. Проверка на равенство θ4(x) и θ2(y) также реа-
лизуется асинхронным конечным автоматом, который в среднем читает
по две цифры y на каждую цифру x. Поэтому синхронность рассмат-
риваемых конечных автоматов — это существенное ограничение, как мы
указывали ранее в 6.1.2.

6.6.8. (Неизбыточная m-ичная система счисления на [0, 1].) Конечно
же, для любого натурального m > 1 мы можем определить неизбыточ-
ную m-ичную систему счисления на отрезке I = [0, 1]: возьмём Dm =
{0, 1, . . . ,m− 1} и определим θm : Dω

m ↠ I, x 7→
∑+∞

n=0 xnm
−n−1; индуци-

рованное отношение эквивалентности ≡m на Dm окажется, как обычно,
регулярным, оно распознаётся конечным автоматом с тремя состояния-
ми. Такого рода m-ичные представления I = [0, 1] оказываются регуляр-
но неизоморфны при разных m > 1, примерно по той же «информаци-
онной» причине, что и раньше (см. также 6.6.9).

6.6.9. (m-ичные системы для различных m задают неизоморфные ре-
гулярные структуры на отрезке.) Докажем, что m-ичные регулярные
структуры на отрезке I = [0, 1], заданные отображениями θm : Dω

m ↠ I,
x 7→

∑+∞
n=0 xnm

−n−1, где xn ∈ Dm = {0, 1, . . . ,m − 1}, регулярно неизо-
морфны при различных натуральных m > 1. Действительно, зафик-
сируем два различных m1, m2 > 1; не умаляя общности, можно счи-
тать, что m2 < m1. Регулярные структуры на отрезке, задаваемые θm1 и
θm2 , изоморфны в том и только том случае, если соответствие R между
Dω

m1
и Dω

m2
, заданное xRy ⇔ θm1(x) = θm2(y), является регулярным.

Для проверки того, является ли R регулярным, воспользуемся критери-
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ем 6.1.14: для любой пары слов α ∈ Dω
m1

, β ∈ Dω
m2

одинаковой дли-
ны определим (замкнутое) соответствие Rα,β := (α, β)\R с помощью
xRα,βy ⇔ (αx)R(βy) ⇔ θm1(αx) = θm2(βy); тогда R регулярно в том
и только том случае, если множество всех соответствий вида Rα,β ко-
нечно. Рассмотрим частный случай α = β = 0n при n ∈ N. Тогда
xR0n,0ny ⇔ m−n

1 θm1(x) = m−n
2 θm2(y), поэтому R0n,0n — это прообраз от-

носительно сюръективного отображения θm1×θm2 отношения R̄n ⊂ I×I,
заданного xR̄ny ⇔ m−n

1 x = m−n
2 y. Все отношения R̄n различны, посколь-

ку являются графиками ограничений на I = [0, 1] линейных функций
x 7→ (m2/m1)

nx с попарно различными наклонами. Поскольку θm1 × θm2

сюръективно, отсюда следует, что и все R0n,0n попарно различны, а зна-
чит, R действительно нерегулярно.

6.6.10. (Перепутанная троичная система счисления.) Может сложить-
ся впечатление, что регулярные представления отрезка I = [0, 1] по су-
ществу ограничиваются m-ичными представлениями, избыточными или
нет, причём избыточные представления оказываются регулярно изоморф-
ны неизбыточным. В действительности ситуация несколько сложнее. Рас-
смотрим, например, «перепутанную» троичную систему счисления, ис-
пользующую те же цифры T = {0, 1, 2}, что и обычная, но в которой
после каждой единицы цифры 1 и 2 меняются ролями (формально го-
воря, это символы некоторого алфавита, и нет никакой причины, по ко-
торой они всегда должны означать одно и то же). Более точно, пусть
φ : T ω ∼→ T ω — регулярная биекция, переводящая бесконечное слово x
в бесконечное слово y, такое, что xn = 0 ⇔ yn = 0 и xn + yn = 3 ⇔ 2 ∤
card{m < n : xm = 1}. Несложно видеть, что φ — действительно регуляр-
ная биекция, поскольку её график Γφ распознаётся конечным автоматом
с двумя состояниями S = {0, 1}, начальным состоянием 0 ∈ S и шестью
переходами 0

00−→ 0, 0 22−→ 0, 0 11−→ 1, 1 00−→ 1, 1 12−→ 0, 1 21−→ 1. Ясно, что
θ3 ◦φ : T ω ↠ I задаёт несколько непривычное регулярное представление
отрезка I = [0, 1], пусть и регулярно изоморфное обычному троичному.
В частности, сумма является (частичным) регулярным отображением и
в этом представлении, однако конечный автомат, распознающий график
суммы, т.е. проверяющий равенство x + y = z в перепутанной троичной
системе, выглядит очень странно и запутанно, поскольку в нём гораздо
больше состояний, чем обычно (в восемь раз). Тем не менее, нет ника-
кой причины с самого начала «запретить» это регулярное представление;
можно разве что сказать, что оно в конечном итоге бесполезно, посколь-
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ку изоморфно более естественному обычному троичному представлению.

6.6.11. (Регулярное представление отрезка, использующее покрытие от-
резками разной длины.) Все предыдущие рассмотренные нами представ-
ления основаны на покрытии отрезка I = [0, 1] несколькими меньшими
отрезками, которые соответствуют числам, чья запись начинается с од-
ной и той же цифры. Например, обычная троичная система основана
на покрытии I отрезками I0 = [0, 1/3], I1 = [1/3, 2/3] и I2 = [2/3, 1], а
избыточная двоичная система — на покрытии отрезками I ′−1 = [0, 1/2],
I ′0 = [1/4, 3/4], I ′1 = [1/2, 1]. Однако во всех наших примерах все отрезки
из покрытия имели одну и ту же длину (а именно, 1/m для m-ичной
системы). Насколько это обязательно?

Рассмотрим, например, систему с тремя цифрами D = {−1, 0, 1},
основанную на покрытии отрезка I = [0, 1] отрезками разной длины
I ′′−1 = [0, 1/4], I ′′0 = [1/4, 3/4], I ′′1 = [3/4, 1]; затем каждый из этих отрез-
ков подразбивается подобным образом ещё на три и т.д. до бесконечно-
сти, примерно как при арифметическом кодировании слов над трёхбук-
венным алфавитом D с неравномерным распределением вероятностей
P (−1) = P (1) = 1/4, P (0) = 1/2. Таким образом, θu : Dω ↠ I отоб-
ражает x ∈ Dω в limn→+∞(σx0 ◦ σx1 ◦ · · · ◦ σxn)(0), где {σk : I → I}k∈D
— аффинные отображения, заданные σ−1(x) = x/4, σ0(x) = 1/4 + x/2,
σ1(x) = 3/4+x/4. Ясно, что θu : Dω ↠ I — непрерывная сюръекция ком-
пактов, поэтому θ̄u : Dω/ ≡→ I — гомеоморфизм, где ≡ — отношение
эквивалентности на Dω, индуцированное θu. Более того, удивительным
образом отношение эквивалентности ≡ оказывается регулярным, по-
скольку оно распознаётся тем же конечным автоматом, что и равенство
чисел в обычной троичной системе 6.6.6 (в избыточной системе счисле-
ния, где соседние отрезки покрытия обязаны хотя бы немного перекры-
ваться, этот трюк не сработал бы и отношение эквивалентности оказа-
лось бы нерегулярным). Иначе говоря, мы получаем то же регулярное
пространство Dω/≡, но с другим гомеоморфизмом θ̄u : |Dω/≡ | ∼→ I.

Тем не менее, такое неравномерное представление вещественных чи-
сел не очень подходит для наших целей, поскольку сложение не являет-
ся регулярным отображением в регулярном представлении (Dω,≡, θ̄u)
отрезка [0, 1]. Неформальная причина этого по-прежнему информаци-
онная: цифры 1 и −1 несут гораздо больше информации о вещественном
числе, чем цифра 0 (два бита против одного), поэтому, например, при
сложении чисел вида 0n+2x и 001ny при n≫ 1 неизбежно возникнут про-
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блемы из-за того, что синхронному конечному автомату негде хранить
накапливающуюся дополнительную информацию о втором слагаемом.
Строгое же доказательство может быть построено аналогично 6.6.9. От-
сюда, кстати, следует, что это регулярное представление отрезка регу-
лярно неизоморфно ни одному из рассмотренных ранее (несмотря на то,
что равенство числа в таком представлении и числа в обычной двоич-
ной записи может быть проверено с помощью асинхронного автомата).
Интересно, однако, что «забраковать» такое представление отрезка без
отсылки к сложению не получается.

6.6.12. (Система с двумя цифрами и нецелым основанием a, 1 < |a| < 2.)
Рассмотрим теперь систему счисления с двумя цифрами B = {0, 1} и
вещественным основанием a ∈ R, |a| > 1. Тогда θa : B

ω → R — это непре-
рывное отображение x 7→ (0.x0x1 . . .)a =

∑+∞
n=0 xna

−n−1, xn ∈ B = {0, 1}.
Это отображение корректно определено и непрерывно при |a| > 1; его
образ — это некоторый компакт θa(B

ω) ⊂ R. Однако при |a| > 2 отобра-
жение θa инъективно, и этот компакт оказывается чем-то вроде канто-
рова множества; в частности, он не обладает ни одной внутренней точ-
кой, и существуют сколь угодно малые положительные вещественные
числа, не обладающие a-ичным представлением, т.е. не попадающие в
θa(B

ω). Поэтому значения |a| > 2 не задают представления веществен-
ных чисел или хотя бы какого-либо интервала вещественных чисел, так
что мы не будем их рассматривать. Далее, a = 2 соответствует обычной
двоичной системе 6.6.3, которая, как мы знаем, действительно задаёт
регулярное представление отрезка [0, 1]; случай a = −2 («нега-двоичная
система счисления») в общем аналогичен и задаёт регулярное представ-
ление отрезка [−2/3, 1/3]. Поэтому в дальнейшем мы ограничимся случа-
ем 1 < |a| < 2. Тогда Ia := θa(B

ω) — это некоторый отрезок вещественной
прямой, а именно, [0, 1/(a − 1)] при 1 < a < 2 и [a/(a2 − 1), 1/(a2 − 1)]
при −2 < a < −1, и θa задаёт регулярное представление этого отрезка
в том и только том случае, если отношение эквивалентности ≡a на Bω,
заданное x ≡a y ⇔ θa(x) = θa(y), является регулярным.

6.6.13. (Критерий регулярности ≡a: конечность вспомогательного мно-
жества Sa.) Попробуем выяснить, для каких a отношение эквивалентно-
сти ≡a на Bω является регулярным. Для этого воспользуемся критери-
ем 6.1.14: для любой пары двоичных слов α, β ∈ B∗ одинаковой длины
построим (замкнутое) отношение Rα,β := (α, β)\≡a на Bω, заданное усло-
вием xRα,βy ⇔ αx ≡a βy. Тогда ≡a регулярно в том и только том слу-
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чае, если множество всех отношений такого вида конечно (и тогда можно
использовать это множество в качестве состояний минимального конеч-
ного автомата, распознающего ≡a). Заметим, что xRα,βy равносильно
θa(αx) = θa(βy), т.е.

∑n−1
k=0 αka

−k−1+a−nθa(x) =
∑n−1

k=0 βka
−k−1+a−nθa(y),

где n = |α| = |β|. Поэтому Rα,β — это прообраз относительно θa × θa от-
ношения R̄δ ⊂ Ia × Ia, заданного xR̄δy ⇔ y − x = δ, где δ = δα,β :=∑n−1

k=0(αk − βk)a
n−k−1. Поскольку θa : B

ω ↠ Ia сюръективно, Rα,β = Rα′,β′

в том и только том случае, если R̄δ = R̄δ′ , где δ′ = δα′,β′ . В свою очередь,
это условие выполнено в том и только случае, если либо оба R̄δ, R̄δ′ пу-
сты, что равносильно |δ|, |δ′| > L := 1/(|a| − 1) (где L = 1/(|a| − 1) —
длина отрезка Ia), либо δ = δ′.

Пусть теперь Sa — это множество всех чисел вида δ = δα,β, принад-
лежащих отрезку [−L,L]. Иначе говоря, Sa состоит из всех δ ∈ [−L,L],
представимых в виде

∑n−1
k=0 cka

k для некоторых n ∈ N0 и ck ∈ {−1, 0, 1},
где L = 1/(|a| − 1). Мы видим, что отношение эквивалентности ≡a

на Bω регулярно в том и только том случае, если множество Sa ко-
нечно.

6.6.14. (Необходимое условие конечности Sa: a должно быть целым ал-
гебраическим небольшой нормы.) В качестве первого следствия отме-
тим, что, очевидно, S−a = Sa, так что ≡a регулярно в том и только
том случае, если ≡−a регулярно, и мы можем ограничиться изучени-
ем случая 1 < a < 2. Далее, заметим, что для любого x ∈ [−L,L],
где L = 1/(a − 1), хотя бы одно из чисел ax ± 1 ∈ [−L,L]. Напри-
мер, если x ≥ 0, то ax − 1 ∈ [−1, aL − 1] = [−1, L] ⊂ [−L,L]; если
же x ≤ 0, то ax + 1 ∈ [−L,L]. Отсюда немедленно следует, что если
x ∈ Sa, то как минимум одно из чисел ax ± 1 ∈ Sa. Кроме того, мы
знаем, что 0 ∈ Sa. Поэтому мы можем построить цепочку чисел x0 = 0,
xn+1 = axn + εn, εn = ±1, таких, что все xn ∈ Sa. Мы можем выбрать
ε0 = 1; для остальных n мы можем использовать εn = −1 при xn > 0 и
εn = 1 при xn ≤ 0. Если множество Sa конечно, то эта последователь-
ность должна зациклиться, т.е. xn+ℓ = xn для некоторых n ≥ 0, ℓ > 0.
Однако xn = ε0a

n−1 + ε1a
n−2 + · · · + εn−1 является значением в точке a

унитарного многочлена Pn(T ) степени n−1, все коэффициенты которого
равны ±1. Аналогичное утверждение верно и для xn+ℓ = Pn+ℓ(a), и по-
тому a является корнем унитарного многочлена Pn+ℓ(T )− Pn(T ) ∈ Z[T ]
степени n+ ℓ− 1, а значит, для конечности Sa и регулярности ≡a необ-
ходимо, чтобы a было целым алгебраическим числом. Кроме того, все
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коэффициенты унитарного многочлена Pn+ℓ(T )− Pn(T ) — целые числа,
не превосходящие по модулю двух. Поскольку минимальный многочлен
алгебраического числа a ̸= 0 обязан быть делителем этого многочлена,
мы видим, что свободный член минимального многочлена a равен ±1
или ±2; иначе говоря, |NQ(a)/Q(a)| ≤ 2. Это утверждение несколько сла-
бее, чем анонсированное в [AB4],4.6.1 (мы пока не исключили случай
NQ(a)/Q(a) = ±2 и не можем утверждать, что a — единица в Z[a] или в
максимальном порядке числового поля Q(a)), зато мы его строго дока-
зали относительно элементарными методами.

6.6.15. (Рациональные и трансцендентные a не подходят.) В частности,
мы получаем, что ≡a не является регулярным отношением эквивалент-
ности ни для какого рационального a с 1 < |a| < 2, т.е. такие a не го-
дятся для эффективного представления вещественных чисел в системе
счисления с двумя цифрами. Этот результат был анонсирован и нефор-
мально объяснён ранее в [AB4],4.5.12. Мы также видим, что трансцен-
дентные a заведомо не подходят, что было ранее неформально пояснено
в [AB4],4.5.4.

6.6.16. (Альтернативное описание Sa и минимальный конечный автомат,
распознающий ≡a.) Напомним, что Sa состоит из всех чисел x ∈ [−L,L],
представимых в виде x =

∑n
k=0 cka

k с ck ∈ {−1, 0, 1} и n ∈ N0. Если x
представимо в таком виде, то и y := (x− c0)/a =

∑n−1
k=0 ck+1a

k представи-
мо в таком виде, причём с меньшим n, и |y| ≤ (L+1)/|a| = L, поскольку
L = 1/(|a| − 1), что означает, что y ∈ Sa. Отсюда по индукции полу-
чаем, что все числа x ∈ Sa получаются последовательным применением
следующих двух правил:

• 0 ∈ Sa

• Если s ∈ Sa, c ∈ {−1, 0, 1} и t := as+ c ∈ [−L,L], то t ∈ Sa.

Мы можем также описать Sa следующим образом. Рассмотрим (беско-
нечный) автомат с множеством состояний [−L,L], начальным состояни-
ем s0 = 0 и переходами s

xy−→ t при t = as + x − y, s, t ∈ [−L,L], x,
y ∈ B = {0, 1}. Тогда Sa — это в точности множество всех достижи-
мых состояний этого автомата. Если оно конечно, то ограничение этого
автомата на множество Sa — это по построению минимальный автомат,
распознающий ≡a (см. 6.6.13 и 6.1.14). Таким образом, у нас возникает
критерий, позволяющий доказать конечность Sa и регулярность ≡a, а
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заодно и построить минимальный автомат, распознающий ≡a: надо по-
строить множество Sa, начав с {0} и последовательно добавляя к нему
все элементы, получающиеся по второму правилу. Если этот процесс рас-
ширения завершится через конечное число шагов, то мы получим всё
множество Sa, оно окажется конечным, и заодно мы построим мини-
мальный конечный автомат. Если же ≡a нерегулярно, а Sa бесконечно,
процесс никогда не завершится.
6.6.17. (Случай квадратичной иррациональности a: a = φ или a =

√
2.)

Рассмотрим теперь случай, когда 1 < a < 2 — квадратичная иррацио-
нальность с минимальным многочленом P (T ) = T 2 − pT + q; тогда p,
q ∈ Z, q ̸= 0 и |q| ≤ 2 по 6.6.14. Пусть a′ = q/a — второй корень этого
многочлена; поскольку 1 < a < 2 и |q| ≤ 2, мы знаем, что |a′| < 2, откуда
−1 < p = a+ a′ < 4 и p ∈ {0, 1, 2, 3}. Это уже оставляет конечное множе-
ство вариантов для P (T ). Мы можем сузить его дальше: случай a′ > 1
невозможен, поскольку тогда из 1 < a, a′ < 2 следовало бы q = aa′ > 1
и 2 < p = a + a′ < 4, откуда q = 2 и p = 3, однако соответствующий
многочлен T 2 − 3T + 2 = (T − 2)(T − 1) приводим. Поэтому a′ < 1 < a,
откуда P (1) = (1 − a)(1 − a′) < 0 и P (2) > 0, т.е. 1 − p + q = P (1) ≤ −1
и 4 − 2p + q = P (2) ≥ 1, откуда q + 2 ≤ p ≤ (q + 3)/2, что возможно
только при q ≤ −1, т.е. q ∈ {−1,−2}, и в обоих случаях p = q + 2, что
оставляет только два варианта: P (T ) = T 2 − T − 1 и P (T ) = T 2 − 2. В
первом случае a = φ = (1 +

√
5)/2, а во втором a =

√
2.

6.6.18. (Случай a = ±φ.) При a = φ процесс построения множества
Sφ ⊂ Iφ = [−φ, φ] с помощью метода 6.6.16 действительно заверша-
ется за конечное число шагов, и мы получаем конечный автомат с се-
мью состояниями Sφ = {−φ, −1, −φ−1, 0, φ−1, 1, φ} из 4.6.8 и 4.6.9
в работе [AB4], распознающий ≡φ. Аналогично для a = −φ с тем же
множеством S−φ = Sφ. Таким образом, ≡φ регулярно, а отображение
θφ : Bω ↠ [0, φ] задаёт регулярную структуру на отрезке [0, φ], равно
как и θ−φ : Bω ↠ [−1, φ−1].
6.6.19. (Случай a = ±

√
2.) При a =

√
2 процесс построения множе-

ства S√
2 = S−

√
2 по правилам 6.6.16 никогда не завершается, множество

S√
2 бесконечно, а отношение эквивалентности ≡√

2 нерегулярно, так что
a = ±

√
2 не годится в качестве основания регулярной (и тем более эф-

фективной) системы счисления с двумя цифрами. Таким образом, един-
ственная квадратичная иррациональность a, для которой ≡a регулярно
— это a = ±φ, как и было анонсировано в [AB4],4.6.2.
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Для доказательства бесконечности множества S√
2 проверим, что (1−√

2)n ∈ S√
2 для всех натуральных n. Для этого докажем, что если α =

a + b
√
2 ∈ Z[

√
2] таково, что |α| ≤ L = 1/(

√
2− 1) = 1 +

√
2, то α ∈ S√

2;
иначе говоря, S√

2 = [−1 −
√
2, 1 +

√
2] ∩ Z[

√
2]. Пусть α′ = a − b

√
2 —

сопряженное число; тогда |α′| ≤ 2n/2 для достаточно большого целого
n ≥ −1, и мы докажем наше вспомогательное утверждение индукцией
по n. Для перехода выберем ε ∈ {−1, 0, 1} следующим образом: если√
2 | α, т.е. 2 | a, то ε = 0; иначе ε = 1 при α′ ≥ 0 и ε = −1 при

α′ < 0. Положим β := (α − ε)/
√
2 = b + a−ε

2

√
2. Тогда β ∈ Z[

√
2], |β| ≤

(L + 1)/
√
2 = L и β′ = −(α′ − ε)/

√
2, так что |β′| ≤ max(1, |α′|)/

√
2 ≤

2(n−1)/2 при n ≥ 0. По предположению индукции β ∈ S√
2, а значит, и

α = β
√
2 + ε ∈ S√

2 по второму правилу из 6.6.16. Осталось доказать
базу индукции n = −1, т.е. рассмотреть случай |α| ≤ 1+

√
2, |α′| ≤

√
2/2.

Поскольку a = (α+α′)/2 ∈ Z, отсюда следует |a| ≤ 1/2+3
√
2/4 < 2 и a ∈

{−1, 0, 1}; кроме того, b = (α−α′)/(2
√
2) ∈ Z, откуда |b| ≤ 3/4+

√
2/4 < 2

и b ∈ {−1, 0, 1}. Это оставляет не более девяти вариантов для α, из
которых подходят только −1 −

√
2, 0 и 1 +

√
2; несложно видеть, что

они действительно принадлежат S√
2, что и завершает доказательство

нашего вспомогательного утверждения.

6.7 Регулярные точки регулярных пространств

Определение 6.7.1 (Категорное определение регулярных точек.) Пусть
X = (X, θX) — регулярное пространство, т.е. объект категории Reg из 6.5.2.
Назовём регулярной точкой или глобальным сечением регулярного
пространства X любой морфизм p : 1 → X, где 1 — финальный объект
категории Reg, т.е. одноточечное регулярное пространство (см. 6.5.7).
Обозначим через X♯ := Reg(1, X) множество всех регулярных точек X.

6.7.2. (Геометрическое определение: регулярные точки как одноточеч-
ные регулярные подмножества.) Заметим, что любой морфизм p : 1→ X
инъективен, а значит, является изоморфизмом 1 = {∗} на свой образ —
одноточечное регулярное подпространство {p(∗)} ⊂ X (см. 6.5.6). На-
оборот, если {x} ⊂ X — одноточечное регулярное подпространство, то
1 ∼= {x}, потому что на одноточечном множестве есть только одна регу-

лярная структура (см. 6.5.7), и мы получаем точку px : 1 ∼= {x}
i{x}
↪→ X

с образом {x}. Таким образом, регулярные точки p : 1 → X регуляр-
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ного пространства X находятся во взаимно однозначном соответствии
с одноточечными регулярными подпространствами {x} ⊂ X. Мы мо-
жем отождествить p с соответствующей точкой x ∈ X (т.е. образом p)
и определить регулярную точку регулярного пространства X как такую
точку x ∈ X, для которой замкнутое подмножество {x} ⊂ X является
регулярным подпространством в смысле 6.5.5. Тогда X♯ = HomReg(1, X)
отождествляется с подмножеством X♯ ⊂ X, состоящим из всех регуляр-
ных точек.

6.7.3. (Действие регулярных отображений и регулярных соответствий на
регулярных точках.) Ясно, что X ⇝ X♯ является функтором Reg → Sets
(а именно, h1 = Reg(1,−)), принимающим значения в счётных мно-
жествах (поскольку все Reg(X, Y ) счётны). Иначе говоря, любое регу-
лярное отображение f : X → Y индуцирует отображение множеств
f ♯ : X♯ → Y ♯. Если мы отождествляем X♯ с подмножеством в X, и
аналогично с Y ♯, то f(X♯) ⊂ Y ♯, т.е. регулярный образ регулярной точки
регулярен, и f ♯ есть ограничение f (как непрерывного отображения то-
пологических пространств). Кроме того, любое регулярное соответствие
R ∈ RegRel(X, Y ) (см. 6.5.12) определяет соответствие R♯ между мно-
жествами X♯ и Y ♯ с помощью ограничения R ⊂ X × Y на подмножество
X♯ × Y ♯ ⊂ X × Y .

6.7.4. (Регулярные точки в регулярно представленных компактах.) Ес-
ли K — некоторый регулярно представленный компакт, это означает, что
на K есть регулярная структура, т.е. K является регулярным простран-
ством. Поэтому в K появляется счётное подмножество регулярных точек
K♯ ⊂ K, вообще говоря, зависящее от выбора регулярного представления
(регулярной структуры) компакта K.

6.7.5. (Регулярные точки в прямых и расслоенных произведениях.) По-
скольку X♯ = Reg(1, X), функтор X ⇝ X♯ сохраняет все пределы, су-
ществующие в Reg , и, в частности, прямые и расслоенные произведения,
cуществующие согласно 6.5.8:

(X × Y )♯ = X♯ × Y ♯ (6.7.5.1)

и
(X ×Z Y )♯ = X♯ ×Z♯ Y ♯ (6.7.5.2)

для любых морфизмов p : X → Z, q : Y → Z в Reg . Иначе говоря,
функтор X ⇝ X♯ точен слева.
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6.7.6. (Регулярные точки в стандартном регулярном пространстве X =
(Aω, R) — это классы периодических слов modR.) Пусть X = (Aω, R)
— стандартное регулярное пространство, т.е. R — симметричное тран-
зитивное регулярное отношение на Aω (см. 6.3.9). Обозначим X0 :=
domR ⊂ Aω; тогда X0 ⊂ Aω — регулярное подмножество, и у нас есть
эпиморфизм π : X0 ↠ X в Reg , который мы отождествим с сюръек-
цией X0 ↠ X0/R. Докажем, что регулярные точки p ∈ X0/R — это в
точности образы (нестрого) периодических слов x ∈ X0 ⊂ Aω относи-
тельно π : X0 ↠ X0/R. В данном случае мы называем бесконечное слово
x = x0x1 · · · ∈ Aω (нестрого) периодическим, если существуют n0 ≥ 0 и
ℓ ≥ 1, такие, что xn+ℓ = xn для всех n ≥ n0. Это равносильно тому, что
τn0+ℓ(x) = τn0(x), где τ : Aω → Aω — отображение отбрасывания первого
символа из 6.1.34.

Прежде всего, если бесконечное слово x ∈ X0 ⊂ Aω периодическое,
оно распознаётся некоторым конечным автоматом с n0+ℓ состояниями в
предыдущих обозначениях, т.е. подмножество {x} ⊂ Aω является регу-
лярным, или, что одно и то же, отображение px : 1→ Aω с образом x яв-
ляется регулярным. Если теперь мы рассмотрим π ◦ px : 1→ X = X0/R,
мы получим некоторую регулярную точку X, которая как раз является
классом π(x) = x mod R.

Наоборот, предположим, p ∈ X — регулярная точка, что согласно
определению 6.7.1 означает, что p ∈ StdReg(1, X). По определению ка-
тегории StdReg (см. 6.3.9 и (6.3.5.1)) такой морфизм p — это некоторое
регулярное подмножество P ⊂ Aω ∼= {∗}ω×Aω, являющееся также клас-
сом эквивалентности относительно R; в частности, P непусто. Согласно
лемме 6.7.7 ниже, P содержит хотя бы одно периодическое бесконечное
слово x ∈ P ; тогда p = π(x), что и требовалось доказать.

Лемма 6.7.7 (Периодические слова плотны в регулярных множествах.)
Периодические слова плотны в любом регулярном подмножестве X0 ⊂
Aω.

Доказательство. Пусть x ∈ X0 — произвольное бесконечное слово
из X0, и пусть N ∈ N0. Докажем, что существует периодическое беско-
нечное слово y ∈ X0, совпадающее с x по первым N символам. Пусть
G = (S, s0, E) — конечный автомат, распознающий X0. Рассмотрим по-
следовательность его переходов sn

xn−→ sn+1 на входе x. Поскольку мно-
жество состояний S конечно, неизбежно sn = sn+ℓ для некоторых N ≤
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n < n+ℓ ≤ N+ |S|. Тогда слово y, совпадающее с x по первым n+ℓ сим-
волам и затем ℓ-периодическое (т.е. yk = xk при 0 ≤ k < n + ℓ, yk = yk−ℓ

при k ≥ n + ℓ), принадлежит X0 и при этом совпадает с x по первым
n+ ℓ ≥ N символам.

Следствие 6.7.8 (Регулярные точки плотны в любом регулярном про-
странстве.) Множество регулярных точек X♯ ⊂ X плотно в любом регу-
лярном пространстве X. В частности, если X ̸= ∅, то и X♯ ̸= ∅.

Доказательство. Не умаляя общности, можно считать регулярное про-
странство X стандартным, т.е. X = (Aω, R) для некоторого конечного
множества A и симметричного транзитивного регулярного отношения
R ⊂ Aω×Aω. Пусть X0 := domR ⊂ Aω — носитель R, а π : X0 ↠ X0/R =
X — канонический эпиморфизм. Мы доказали в 6.7.6, что X♯

0 ⊂ X0 —
это в точности периодические слова, попадающие в регулярное подмно-
жество X0, и потому X♯

0 плотно в X0 по лемме 6.7.7. Далее, X♯ = π(X♯
0)

снова по 6.7.6, и непрерывное отображение |π| : |X0| → |X| сюръективно;
поэтому X♯ плотно в компакте |X|.

6.7.9. (X♯ — выделенное счётное всюду плотное множество в польском
компакте X.) Мы видим, что множество регулярных точек X♯ ⊂ X яв-
ляется счётным всюду плотным множеством в компакте X = |X|. В
самом существовании такого подмножества нет ничего удивительного,
поскольку компакт |X| — польский. Тем не менее, выбор именно X♯ в
качестве такого счётного всюду плотного множества очень естествен и
удобен. Например, любое регулярное отображение f : X → Y переводит
X♯ в Y ♯.

6.7.10. (Функтор X ⇝ X♯ строг.) Отсюда и из строгости функтора гео-
метрической реализации |·| следует, что функтор X ⇝ X♯ строг (инъ-
ективен на морфизмах). В самом деле, если f ♯ = g♯ для некоторых f ,
g : X → Y , то непрерывные отображения f и g совпадают на плотном
подмножестве X♯ ⊂ X, а значит, равны. Мы вскоре увидим, что функ-
тор X ⇝ X♯ ещё и консервативен, т.е. из биективности f ♯ следует, что
f : X → Y изоморфизм (см. 6.7.21). Более того, f мономорфизм в том и
только том случае, если f ♯ инъективно (см. 6.7.20), и эффективный эпи-
морфизм в том и только том случае, если f ♯ сюръективно (см. 6.7.22).

6.7.11. (X♯ как счётное равномерное пространство. Восстановление |X|
по X♯.) Ясно, что на счётном подмножестве X♯ ⊂ X возникает топо-
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логия, индуцированная топологией компакта X. Более того, посколь-
ку на компакте X существует единственная равномерная структура, со-
гласованная с его топологией, естественно рассматривать X♯ как равно-
мерное пространство относительно индуцированной равномерной струк-
туры. Эта равномерная структура метризуема, однако, вообще говоря,
расстояние, задающее её, неканонично. Далее, поскольку X♯ плотно в
компакте X = |X|, мы можем восстановить компакт |X| как пополне-
ние X̂♯ равномерного пространства X♯. Непрерывное отображение |f | :
|X| → |Y |, индуцированное регулярным отображением f : X → Y , мо-
жет быть также восстановлено по f ♯ : X♯ → Y ♯ как f̂ ♯, при этом f ♯ всегда
равномерно непрерывно.

6.7.12. (Пример: регулярные точки Zp — это рациональные числа.) Рас-
смотрим в качестве примера регулярные точки Z♯

p ⊂ Zp относительно
регулярного представления Zp из 6.6.1. Согласно 6.7.6, Z♯

p — это мно-
жество всех целых p-адических чисел x = (. . . x2x1x0)0, обладающих пе-
риодической записью. Однако это в точности рациональные числа, т.е.
Z♯

p = Zp ∩Q = Z(p) = {m/n : p ∤ n}; равномерная структура на этом мно-
жестве рациональных чисел индуцирована обычным p-адическим рассто-
янием |x−y|p. Отметим, что сложение [+]Zp : Zp×Zp → Zp, (x, y) 7→ x+y,
будучи регулярным отображением, действительно переводит регулярные
точки в регулярные точки, поскольку сумма двух рациональных чисел
снова рациональна.

6.7.13. (Пример: регулярные точки Fq[[T ]] — это рациональные функ-
ции.) Аналогично, регулярные точки Fq[[T ]]

♯ относительно регулярной
структуры 6.6.2 — это рациональные функции, т.е.

Fq[[T ]]
♯ = Fq(T ) ∩ Fq[[T ]] = Fq[T ](T ) = {φ ∈ Fq(T ) : φ(0) ̸=∞} (6.7.13.1)

Конечно же, сумма двух рациональных функций, конечных в нуле —
снова такая рациональная функция.

6.7.14. (Пример: регулярные точки I = [0, 1] — это рациональные числа.)
Аналогичным образом, регулярные точки отрезка I = [0, 1] относительно
любого из регулярных представлений 6.6.3—6.6.11 — это рациональные
числа, т.е. I♯ = I ∩Q с равномерной структурой, заданной обычным ве-
щественным расстоянием |x − y|, поскольку согласно 6.7.6 это должны
быть вещественные числа, обладающие периодичной записью в m-ичной
системе счисления. Для избыточной двоичной системы счисления 6.6.4
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и перепутанной троичной системы 6.6.10 это тоже верно, поскольку они
регулярно изоморфны обычной двоичной и троичной системе, соответ-
ственно. Более того, это верно и для «неравномерной» системы из 6.6.11,
например, потому что числа могут быть преобразованы из такого пред-
ставления в обычную двоичную запись и обратно конечным автоматом,
пусть и асинхронным, а такие преобразования сохраняют периодичность
бесконечных слов.

Отметим, что во всех этих случаях частично определённое сложение
s : I × I 99K I и полусумма h : I × I → I действительно переводят ре-
гулярные точки в регулярные, т.е. рациональные числа в рациональные.
При этом во всех этих примерах, за исключением последнего, сложение
является регулярным отображением (а последний пример показывает,
что непрерывное отображение, переводящее регулярные точки в регу-
лярные, всё-таки не обязано быть регулярным).

6.7.15. (Пример: отображение x 7→
√
x не является регулярным на I.) В

качестве простого приложения отметим, что отображение x 7→
√
x, I →

I, не является регулярным ни для какого регулярного представления
отрезка I = [0, 1] из 6.6, потому что оно не переводит рациональные
числа в рациональные числа.

6.7.16. (Отображения q : x 7→ x2 и m : (x, y) 7→ xy не являются ре-
гулярными.) Чуть менее очевидно, что отображение возведения в квад-
рат q : I

∼→ I, q : x 7→ x2 не является регулярным. Дело в том, что q
— гомеоморфизм, а функтор геометрической реализации консервативен;
поэтому, если бы q было регулярным, то и q−1 : x 7→

√
x также было бы

регулярным, а это не так. Отсюда также следует, что отображение умно-
жения m : (x, y) 7→ xy, I2 → I, не может быть регулярным, поскольку
тогда его композиция с диагональю m ◦∆I = q была бы регулярна.

6.7.17. (Пример: регулярные точки отрезка [0, φ] в системе с основа-
нием φ.) Система счисления с двумя цифрами B = {0, 1} и основа-
нием φ = (1 +

√
5)/2 из 6.6.18 определяет несколько необычную ре-

гулярную структуру на отрезке [0, φ]: в этом случае оказывается, что
[0, φ]♯ = [0, φ] ∩ Q(φ), т.е. не только рациональные числа оказываются
регулярными, но и некоторые квадратичные иррациональности.

6.7.18. (Регулярные точки регулярных подпространств Y ⊂ X.) Пусть
Y ⊂ X — регулярное подпространство регулярного пространства X. По-
скольку одноточечное замкнутое подмножество {x} является регуляр-
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ным подпространством Y в том и только том случае, если оно регулярное
подпространство X и содержится в Y (см. 6.5.5 и 6.4.4), мы немедленно
получаем, что

Y ♯ = Y ∩X♯ для любого регулярного Y ⊂ X (6.7.18.1)

Кроме того, поскольку Y ♯ плотно в замкнутом подпространстве Y ⊂ X,
мы можем также написать

Y = Y ♯ для любого регулярного Y ⊂ X (6.7.18.2)

Последняя формула показывает, что для регулярных Y , Z ⊂ X равен-
ство Y ♯ = Z♯ влечёт Y = Z; поэтому отображение Y 7→ Y ♯ = Y ∩ X♯

является изоморфизмом дистрибутивной решётки Sub(X) регулярных
подпространств X (т.е. подобъектов X в Reg) с некоторой (счётной) под-
решёткой решётки P(X♯) всех подмножеств счётного множества X♯. В
частности, Y ⊂ Z ⇔ Y ♯ ⊂ Z♯, (Y ∩ Z)♯ = Y ♯ ∩ Z♯ и (Y ∪ Z)♯ = Y ♯ ∪ Z♯.

6.7.19. (Если f — мономорфизм и f ♯ биективно, то f — изоморфизм.)
Поскольку любой мономорфизм f : Y → X в Reg изоморфен канониче-
скому вложению регулярного подпространства iY : Y ↪→ X (см. 6.5.6),
и для Y ⊂ X равенство Y ♯ = X♯ равносильно Y = X согласно 6.7.18,
мы видим, что если для мономорфизма f : Y → X отображение f ♯

биективно, то f — изоморфизм.

6.7.20. (f — мономорфизм, если и только если f ♯ инъективно.) Докажем
теперь, что регулярный морфизм f : X → Y — мономорфизм в том и
только том случае, если f ♯ : X♯ → Y ♯ инъективно. Для этого заметим,
что диагональный морфизм ∆f : X → X ×Y X всегда является моно-
морфизмом, и он изоморфизм если и только если f — мономорфизм.
Поскольку функтор X ⇝ X♯ точен слева, он переводит ∆f в ∆f♯ ; те-
перь 6.7.19 показывает, что ∆f изоморфизм в том и только том случае,
если ∆f♯ биекция, т.е. если и только если отображение f ♯ инъективно.

6.7.21. (Если f ♯ биективно, то f : X → Y — изоморфизм. Консерва-
тивность X ⇝ X♯.) Пусть теперь f : X → Y — произвольный морфизм
в Reg , такой, что f ♯ биективно. Тогда оно, в частности, инъективно, и
потому f — мономорфизм по критерию 6.7.20. Поэтому к f примени-
мо 6.7.19, и из биективности f ♯ следует, что f — изоморфизм. Таким
образом, функтор X ⇝ X♯ консервативен.
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6.7.22. (f — эффективный эпиморфизм, если и только если f ♯ сюръек-
тивно.) Докажем теперь, что f : X → Y — эффективный эпиморфизм,
т.е. сюръективное регулярное отображение (см. 6.5.6), если и только ес-
ли f ♯ : X♯ → Y ♯ сюръективно. Поскольку f(X) замкнуто в Y (будучи
регулярным подпространством) и содержит f ♯(X♯), а Y ♯ плотно в Y ,
сюръективность f ♯ достаточна для сюръективности f . Наоборот, пред-
положим, что f : X → Y сюръективно, и пусть y ∈ Y ♯, т.е. {y} ⊂ Y —
регулярное подпространство. Тогда f−1(y) = f−1({y}) — непустое регу-
лярное подпространство в X, а значит, в нём есть хотя бы одна регуляр-
ная точка {x} ⊂ f−1(y) согласно 6.7.8. В итоге x ∈ X♯ и f(x) = y, и мы
доказали, что f ♯(X♯) = Y ♯ ввиду произвольности выбора y ∈ Y ♯.

6.7.23. (Образ Φ(Z)♯ = Φ♯(Z♯) для регулярных Φ ⊂ X × Y и Z ⊂ X.)
Пусть теперь Φ ∈ RegRel(X, Y ) — регулярное соответствие, т.е. регу-
лярное подпространство Φ ⊂ X × Y (см. 6.5.12), и пусть Z ⊂ X —
регулярное подпространство. Согласно 6.7.18 и (6.7.5.1), этому Φ соот-
ветствует некоторое подмножество Φ♯ ⊂ X♯ × Y ♯ = (X × Y )♯, т.е. неко-
торое соответствие между X♯ и Y ♯, причём Φ однозначно определяет-
ся Φ♯; кроме того, Φ♯ = Φ ∩ (X♯ × Y ♯) согласно (6.7.18.1). Рассмотрим
образ Φ(Z) := pr2

(
(Z × Y ) ∩ Φ

)
⊂ Y . Поскольку pr2 индуцирует сюръ-

ективный регулярный морфизм π : (Z × Y ) ∩ Φ ↠ Φ(Z), мы имеем
Φ(Z)♯ = π♯((Z♯ × Y ♯) ∩ Φ♯) = Φ♯(Z♯) по 6.7.22 и 6.7.5. Таким образом,
X ⇝ X♯ сохраняет образы регулярных подпространств относительно ре-
гулярных соответствий.

6.7.24. (Регулярные точки образа и прообраза регулярного подмноже-
ства.) Предыдущее наблюдение применимо, в частности, когда Φ = f или
f−1 для некоторого регулярного морфизма f : X → Y . Таким образом,
если Y ′ ⊂ Y — регулярное подпространство, то f−1(Y ′)♯ = (f ♯)−1(Y ′♯) ⊂
X♯; если X ′ ⊂ X — регулярное подпространство, то f(X ′)♯ = f ♯(X ′♯) ⊂
Y ♯.

6.7.25. (Функтор X ⇝ X♯ из RegRel в Rel.) Аналогичным образом мы
легко доказываем, что (Ψ ◦ Φ)♯ = Ψ♯ ◦ Φ♯ для любых регулярных со-
ответствий Φ ∈ RegRel(X, Y ) и Ψ ∈ RegRel(Y, Z), поскольку Ψ ◦ Φ =
pr13

(
pr−1

12 (Φ)∩ pr−1
23 (Ψ)

)
, где пересечение вычисляется внутри X ×Y ×Z.

Это означает, что X ⇝ X♯, Φ 7→ Φ♯, определяют функтор RegRel → Rel
из категории регулярных соответствий в категорию соответствий между
(счётными) множествами.
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6.7.26. (X♯ аналогично множеству рациональных точек многообразия
над алгебраически замкнутым полем.) В рамках аналогии 6.5.21 между
категорией регулярных пространств Reg и категорией приведённых аф-
финных алгебраических многообразий над полем F финальному объек-
ту 1 соответствует точка A0

F = SpecF, а значит, X♯ = HomReg(1, X) — это
нечто вроде X(F), множества F-значных точек алгебраического много-
образия X. Как мы знаем, если F алгебраически замкнуто, то множество
F-значных точек очень плотно в X, например, оно плотно в топологии
Зариского в любом подмногообразии, и обладает свойствами, аналогич-
ными полученным нами для регулярных пространств (например, если
f : X → Y — сюръективный морфизм алгебраических многообразий над
алгебраически замкнутым полем F, то fF : X(F) → Y (F) сюръектив-
но). Поэтому можно попробовать думать про регулярные пространства
как про нечто вроде алгебраических многообразий над алгебраическим
замыканием поля из одного элемента. Тот факт, что регулярные точки
заданы ℓ-периодическими словами следует тогда интерпретировать так,
что соответствующие точки X(F̄1) определены уже над некоторым ко-
нечным расширением F1ℓ поля из одного элемента. Впрочем, в наших
регулярных пространствах слишком много точек (континуум, а не счёт-
ное множество), что можно считать некоторым свидетельством в пользу
того, что на самом деле более правильная аналогия — не сами алгебра-
ические многообразия над полем F, а их формальные пополнения.

6.8 Конструктивные подмножества регулярных про-
странств

Мы можем определить (регулярно) конструктивные (под)множества
(множества точек) регулярного пространства X как элементы алгебры
множеств, порожденной регулярными подпространствами Y ⊂ X, анало-
гично тому, как это делается в алгебраической геометрии. Мы начнём с
обсуждения общих свойств конструктивных множеств, а затем перейдём
к изучению конструктивных подмножеств в Aω. Регулярно конструктив-
ные множества оказываются тесно связанными с предрегулярными под-
множествами, ранее определёнными в 6.1.15.

6.8.1. (Конструктивные подмножества C в регулярном пространстве X.)
Мы будем говорить, что подмножество C ⊂ X (регулярно) конструктив-
но, если оно принадлежит алгебре множеств, порождённой регулярными
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подпространствами Y ⊂ X, иначе говоря, если оно может быть построено
с помощью операций объединения, пересечения и дополнения из конеч-
ного числа регулярных подпространств Y1, . . . , Yn ⊂ X, рассматривае-
мых как их множества точек, т.е. некоторые замкнутые подмножества
в X, которые иногда удобно называть регулярными подмножествами
в X. Поскольку регулярные подпространства замкнуты относительно
конечных объединений и пересечений (см. 6.4 и 6.5.5), конструктивные
подмножества C ⊂ X — это в точности те подмножества, которые могут
быть представлены в виде

C =
n⋃

i=1

(Yi − Zi) (6.8.1.1)

где n ∈ N0 и Yi, Zi ⊂ X — регулярные подпространства. Заменив Zi на
Zi ∩ Yi, можно считать, что Zi ⊂ Yi для всех 1 ≤ i ≤ n.

Это определение применимо в частности при X = Aω, и потому мы
можем говорить о (регулярно) конструктивных подмножествах в Aω.
Это в точности элементы алгебры множеств, порождённой всеми регу-
лярными подмножествами R ⊂ Aω.

6.8.2. (Регулярность замыкания конструктивного множества.) Пусть C ⊂
X — конструктивное подмножество в регулярном пространстве X. То-
гда замыкание C̄ конструктивного C ⊂ X является регулярным под-
пространством в X. Действительно, представим C в виде (6.8.1.1). По-
скольку замыкание перестановочно с конечными объединениями, и ко-
нечное объединение регулярных подпространств снова регулярно, до-
статочно доказать регулярность C̄ в частном случае C = Y − Z, где
Z ⊂ Y ⊂ X регулярны. Однако в этом случае C̄ = Y − Z оказывается
регулярным в Y , а значит, и в X, по 6.5.26.

6.8.3. (Замкнутые конструктивные множества регулярны. Локально за-
мкнутые конструктивные множества и их каноническое представление
C = Y − Z.) Отметим, что замкнутые конструктивные множества
C ⊂ X регулярны в X, поскольку тогда C = C̄, и C̄ регулярно по 6.8.2.
Далее, если конструктивное множество C локально замкнуто, то его
можно записать в виде C = Y − Z с замкнутыми Y := C̄ и Z := C̄ − C.
Тогда Y регулярно по 6.8.2, а значит, и конструктивно; потому кон-
структивно и Z = Y − C, но оно при этом замкнуто ввиду локальной
замкнутости C. Поэтому Z = Z̄ снова оказывается регулярным, и мы
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видим, что любое локально замкнутое конструктивное множество C
имеет вид Y −Z для регулярных Z ⊂ Y ⊂ X. Среди всех таких представ-
лений можно выбрать минимальное или каноническое — то, в котором
Y настолько малó, насколько это возможно, т.е. Y = C̄ и Z = Y − C.

6.8.4. (Образ и прообраз конструктивного множества.) Поскольку про-
образ регулярного множества относительно регулярного отображения
регулярен, мы видим, что прообраз f−1(C) ⊂ X конструктивного под-
множества C ⊂ Y относительно регулярного отображения f : X → Y
конструктивен. В алгебраической геометрии подобное утверждение вер-
но и для образов конструктивных множеств. К сожалению, в нашем слу-
чае это не так, см. 6.8.36.

6.8.5. (Конструктивное представление конструктивных множеств с по-
мощью наборов конечных автоматов.) Предположим, регулярное про-
странство X задано с помощью конкретной регулярной структуры θ :
|(Aω, R)| ∼→ X, где R — регулярное симметричное транзитивное отно-
шение на Aω, которое можно явно описать с помощью минимального
конечного автомата, и мы хотим производить вычисления с конструк-
тивными подмножествами C ⊂ X. Для этого заметим, что θ опреде-
ляет регулярное накрытие p : X0 ↠ X, X0 ⊂ Aω, где p(x) = θ(x
mod R), после чего p−1 устанавливает изоморфизм между алгеброй под-
множеств в P(X) и подалгеброй R-устойчивых подмножеств в P(Aω).
При этом p−1 переводит конструктивные подмножества в конструктив-
ные, так что можно производить вычисления с прообразами конструк-
тивных множеств p−1(C) ⊂ Aω вместо самих C. Далее, конструктивное
подмножество C ′ ⊂ Aω может быть представлено в виде (6.8.1.1), где
мы можем предполагать, что регулярные Zi ⊂ Yi ⊂ Aω минимальны, т.е.
Yi = Yi − Zi. После этого регулярные подмножества Yi, Zi ⊂ Aω представ-
ляются конечными автоматами, распознающими их, и почти все опера-
ции с конструктивными множествами в итоге сводятся к операциям над
регулярными множествами Yi, Zi, которые могут быть явно реализованы
с помощью простых операций с конечными автоматами, см., например,
6.1.18 и 6.1.19. Вычисление Y − Z и минимизация представлений Yi−Zi

чуть менее тривиальная операция, но она также может быть выполнена с
помощью конечных автоматов. Таким образом, вычисления с конструк-
тивными множествами в X сводятся к вычислениям с конструктивными
множествами в Aω, где они могут быть представлены с помощью наборов
конечных автоматов. Мы вскоре увидим, что можно задавать конструк-
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тивные подмножества C ⊂ Aω с помощью одного автомата и некоторого
набора множеств его состояний.

Теперь перейдём к более подробному изучению конструктивных мно-
жеств в Aω. Для этого нам будет полезно алгебраическое описание конеч-
ных автоматов как конечных правых A∗-множеств с отмеченной точкой.

6.8.6. (Детерминированные конечные автоматы с полностью определён-
ной функцией переходов.) Напомним, что мы обычно рассматриваем (де-
терминированные) конечные автоматы G = (S, s0, E), s0 ∈ S, E ⊂ S ×
A×S с частично определённой функцией переходов γ : S×A 99K S, т.е.
E = Γγ для некоторой такой частично определённой функции, см. 6.1.1.
В этом параграфе нам будет удобно рассматривать в основном конечные
автоматы с полностью определённой функцией переходов, т.е. E = Γγ

для некоторой функции γ : S × A → S. Поскольку любой детерми-
нированный конечный автомат G можно пополнить с помощью допол-
нительного «ошибочного» состояния ⊥ до пополненного автомата G⊥ с
полностью определённой функцией переходов (см. 6.1.10), такое огра-
ничение на класс рассматриваемых автоматов непринципиально. Если
G — конечный автомат с полностью определённой функцией переходов,
мы будем его также записывать как тройку G = (S, s0, γ), где s0 ∈ S и
γ : S×A→ S; можно сказать, что γ — это правое действие множества
(алфавита) A на множестве состояний S. Таким образом, конечный
автомат над алфавитом A оказывается конечным множеством S с пра-
вым действием множества A и выделенной точкой s0 ∈ S.

6.8.7. (Расширение функции переходов до правого действия моноида A∗.)
Функция γ : S × A → S единственным образом продолжается до пра-
вого действия γ : S × A∗ → S моноида A∗ на множестве S, которое мы
обозначим тем же символом γ. Иначе говоря, продолжение γ задаётся
формулами

γ(s, ∅) = s (6.8.7.1)
γ(s, αx) = γ

(
γ(s, α), x

)
(6.8.7.2)

для всех s ∈ S, α ∈ A∗ и x ∈ A. Таким образом, γ(s, α) — это состояние,
в которое переходит конечный автомат из состояния s ∈ S после обра-
ботки конечной строки α. Поскольку расширенное γ : S ×A∗ → S — это
правое действие моноида A∗ на множестве S, мы можем писать s ·α или
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sα вместо γ(s, α) для s ∈ S, α ∈ A∗. Теперь мы можем переформулиро-
вать наше определение конечного автомата (с полностью определённой
функцией перехода над алфавитом A), сказав, что это конечное правое
A∗-множество S с выделенной точкой s0 ∈ S.

6.8.8. (Отображение sG : A∗ → S. Конечные автоматы без недостижи-
мых состояний как конечные A∗-фактормножества A∗

d.) Конечный авто-
мат G = (S, s0, γ) определяет отображение s = sG : A∗ → S, переводящее
α ∈ A∗ в γ(s0, α) = s0 · α. Иначе говоря, sG(α) ∈ S — это состояние,
в котором оказывается конечный автомат G после обработки конечной
входной строки α. Множество всех состояний, достижимых из началь-
ного — это sG(A

∗) = s0A
∗. В большинстве случаев мы можем выкинуть

из конечного автомата все состояния, недостижимые из начального, что
соответствует замене правого A∗-множества S на его A∗-подмножество
s0A

∗ ⊂ A. Если рассматривать только конечные автоматы, все состояния
которых достижимы, т.е. такие, что S = s0A

∗ и sG : A∗ ↠ S сюръектив-
но, то их можно описать как конечные правые A∗-фактормножества A∗

d,
т.е. факторобъекты A∗

d в категории правых A∗-множеств, где A∗
d обозна-

чает A∗, рассматриваемое как правое A∗-множество. Таким образом, с
алгебраической точки зрения, конечные автоматы над алфавитом A с
полностью определённой функцией переходов и без недостижимых со-
стояний — это в точности конечные правые A∗-фактормножества A∗

d.

6.8.9. (Морфизмы конечных автоматов. Категория конечных автома-
тов над заданным алфавитом.) Пусть G = (S, s0, γ) и G′ = (S ′, s′0, γ

′) —
два конечных автомата над алфавитом A. Алгебраическая точка зрения
на конечные автоматы, изложенная выше, подсказывает, что морфизм
или гомоморфизм f : G → G′ следует определить как морфизм правых
A∗-множеств f : S → S ′, сохраняющий отмеченные точки. Иначе гово-
ря, морфизм f — это отображение f : S → S ′, такое, что f(s0) = s′0 и
γ′(f(s), a) = f

(
γ(s, a)

)
для всех s ∈ S, a ∈ A. Последнее условие мо-

жет быть также записано в виде f(s · α) = f(s) · α для любых s ∈ S и
α ∈ A∗, или только для α ∈ A. Ясно, что композиция морфизмов ко-
нечных автоматов является морфизмом, и потому конечные автоматы
над фиксированным алфавитом A образуют некоторую категорию. Ко-
нечные автоматы без недостижимых состояний образуют полную под-
категорию в этой категории, а именно, категорию конечных правых A∗-
фактормножеств A∗-множества A∗

d. Впрочем, в этой категории существу-
ет не более одного морфизма между каждыми двумя объектами, и по-
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тому она эквивалентна частично упорядоченному множеству. Поэтому
мы пишем G ≤ G′ или S ≤ S ′ в том случае, если из конечного правого
A∗-фактормножества S есть морфизм в такое же S ′. Отметим, что если
f : G → G′ — морфизм конечных автоматов, то f ◦ sG = sG′ : A∗ → S ′,
поскольку f(sG(α)) = f(s0 · α) = f(s0) · α = s′0 · α = sG′(α).
6.8.10. (Прямое произведение конечных автоматов. Нижняя грань S ∧
S ′ конечных A∗-фактормножеств A∗

d.) Ясно, что прямое произведение
двух конечных автоматов G = (S, s0, γG) и G′ = (S ′, s′0, γG′), т.е. ко-
нечный автомат G × G′ = (S × S ′, (s0, s

′
0), γG×G′) с γG×G′

(
(s, s′), a

)
=(

γG(s, a), γG(s
′, a)

)
, является прямым произведением в категории конеч-

ных автоматов над алфавитом A. В частности, для любых двух авто-
матов G и G′ существует автомат G′′ с морфизмами p : G′′ → G и
q : G′′ → G′, поскольку можно взять G′′ := G×G′, p := pr1, q := pr2. Если
же ограничиться конечными автоматами без недостижимых состояний,
т.е. конечными правыми A∗-фактормножествами A∗

d, то в этой катего-
рии также есть категорное произведение, а именно, надо взять в прямом
произведении S × S ′ орбиту (s0, s

′
0)A

∗; в этом случае мы будем обозна-
чать полученный автомат через S ∧ S ′ или G ∧ G′, он является ниж-
ней гранью S и S ′ в частично упорядоченном множестве, эквивалентном
данной категории. Таким образом, конечные автоматы без недостижи-
мых состояний, т.е. конечные правые A∗-фактормножества A∗

d, образуют
фильтрующуюся проективную систему.
6.8.11. (Отображение σG : Aω → P(S) и его образ TG ⊂ P(S).) Пусть
G = (S, s0, γ) — конечный автомат, как выше, и пусть sG : A∗ → S — по-
строенное в 6.8.8 отображение α 7→ s0α. Продолжим sG до отображения
σG : Aω → P(S) следующим образом:

σG(x) = {sG(x0x1 . . . xn−1) | n ∈ N0} = {s0 · x0x1 . . . xn−1 | n ∈ N0}
(6.8.11.1)

Иначе говоря, σG(x) состоит из всех состояний автомата G, в которых он
оказывается в процессе обработки бесконечного слова x ∈ A∗. Обозначим
через TG := σG(A

ω) ⊂ P(S) образ отображения σG.
В тех случаях, когда мы используем алгебраическое описание конеч-

ного автомата G как конечное правое A∗-множество S с отмеченной точ-
кой s0 ∈ S или как конечное правое A∗-фактормножество A∗

d ↠ S, мы
можем использовать обозначения σS и TS вместо σG и TG.

Отметим, что если f : G → G′ (т.е. f : S → S ′) — морфизм конеч-
ных автоматов, то σG′ = f∗ ◦ σG : Aω → P(S ′), где f∗ : P(S) → P(S ′)
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обозначает отображение a 7→ f(a) взятия образа подмножества a ⊂ S
относительно отображения f : S → S ′. Отсюда немедленно следует, что
f∗(TG) = TG′ , поскольку TG = σG(A

ω) и TG′ = σG′(Aω).

6.8.12. (Топология на P(S) и TG ⊂ P(S).) Для любого конечного множе-
ства S введём на P(S) топологию, замкнутые множества относительно
которой — это подмножества F ⊂ P(S), являющиеся идеалами относи-
тельно включения, т.е. такие, что a ⊂ b и b ∈ F влечёт a ∈ F . Соответ-
ственно, подмножество U ⊂ P(S) открыто в том и только том случае,
если a ⊂ b ⊂ S и a ∈ U влекут b ∈ U . Несложно видеть, что объедине-
ние и пересечение замкнутых множеств замкнуто, так что P(S) действи-
тельно становится топологическим пространством, очевидно, квазиком-
пактным, поскольку оно конечно. В этом топологическом пространстве
{a} = P(a) = {b | b ⊂ a} ⊂ P(S) для любой точки a ∈ P(S), и любое за-
мкнутое подмножество F является конечным объединением замыканий
одноточечных множеств {a} (например, можно написать F =

⋃
a∈F {a}).

Несложно видеть, что замкнутое подмножество F ⊂ P(S) неприводимо
в том и только том случае, если F = {a}; таким образом, P(S) являет-
ся трезвым топологическим пространством (т.е. любое его неприводи-
мое замкнутое подмножество обладает единственной общей точкой), и, в
частности, оно колмогоровское (в нём выполнена аксиома отделимости
T0); в этом плане P(S) похоже на аффинные схемы и другие топологи-
ческие пространства, возникающие в алгебраической геометрии.

Если T ⊂ P(S) — произвольное подмножество (например, TG =
σG(A

ω), построенное в 6.8.11), то мы будем рассматривать на нём ин-
дуцированную топологию. Несложно видеть, что неприводимые замкну-
тые подмножества T — это по-прежнему замыкания (в T ) одноточечных
множеств, так что T — по-прежнему трезвое, колмогоровское, квази-
компактное и нётерово топологическое пространство. Впрочем, любое
колмогоровское конечное топологическое пространство обладает всеми
этими свойствами.

6.8.13. (Непрерывность отображения f∗ : P(S)→ P(S ′).) Пусть f : S →
S ′ — произвольное отображение конечных множеств. Тогда индуциро-
ванное отображение f∗ : P(S) → P(S ′), a 7→ f(a), непрерывно относи-
тельно описанной выше топологии, поскольку любое замкнутое подмно-
жество F ⊂ P(S ′) является конечным объединением множеств вида {b},
и (f∗)

−1({b}) = {f−1(b)} для любого b ⊂ S ′. Действительно, {b} = P(b)
и потому a ∈ (f∗)

−1({b}) ⇔ f(a) ∈ {b} ⇔ f(a) ⊂ b ⇔ a ⊂ f−1(b) ⇔
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a ∈ {f−1(b)}. Кроме того, если T ⊂ P(S) и T ′ ⊂ P(S ′) — произвольные
подмножества, такие, что f∗(T ) ⊂ T ′, то индуцированное отображение
f∗ : T → T ′ также непрерывно относительно индуцированных топологий
на T и T ′.
6.8.14. (Непрерывность отображения σG. Характеризация регулярных
множеств R ⊂ Aω как прообразов замкнутых множеств F ⊂ TG.) Дока-
жем, что отображение σG : Aω → TG ⊂ P(S), построенное в 6.8.11,
непрерывно. Действительно, поскольку любое замкнутое подмножество
F ⊂ P(S) является конечным объединением неприводимых замкнутых
множеств вида {a} для некоторых a ∈ P(S), достаточно доказать, что
σ−1
G ({a}) замкнуто в Aω. Мы докажем большее, а именно, прообраз σ−1

G ({a})
является регулярным подмножеством Aω. Поскольку конечное объеди-
нение регулярных множеств регулярно, отсюда будет следовать, что σ−1

G

переводит замкнутые подмножества F ⊂ P(S) в регулярные подмно-
жества σ−1

G (F ) ⊂ Aω. Конечно же, это верно и в том случае, если рас-
сматривать σG как отображение Aω ↠ TG.

Для доказательства того факта, что R := σ−1
G ({a}) регулярно, доста-

точно заметить, что {a} = P(a), и потому R состоит из тех бесконечных
слов x ∈ Aω, для которых σG(x) ⊂ a, т.е. конечный автомат G никогда
не оказывается в состояниях из S − a в процессе чтения бесконечного
слова x. Если обозначить через Ga конечный автомат, получающийся
из G выбрасыванием всех состояний из S − a, а также всех переходов,
ведущих в них или из них, то получится, что x ∈ R в том и только том
случае, если Ga никогда не останавливается на x, что по определению
означает регулярность R.
6.8.15. (Все регулярные подмножества R ⊂ Aω G-регулярны, т.е. имеют
вид σ−1

G (F ).) Отметим, что все регулярные подмножества R ⊂ Aω воз-
никают как σ−1

G (F ) для подходящего конечного автомата G = (S, s0, γ)
над алфавитом A и замкнутого подмножества F ⊂ P(S). В тех слу-
чаях, когда R имеет такой вид, мы будем говорить, что R G-регулярно.
Таким образом, подмножество R ⊂ Aω регулярно в том и только том
случае, если оно G-регулярно для некоторого конечного автомата G.
Действительно, если R регулярно, оно распознаётся некоторым конеч-
ным автоматом G′ = (S ′, s0, E) над A (с частично определённой функци-
ей переходов). Возьмём тогда в качестве G пополненный автомат G′

⊥, а
в качестве F — замкнутое подмножество P(S ′) = {S ′} в P(S ′ ∪ {⊥}).
6.8.16. (G-предрегулярные множества. Любое предрегулярное множе-
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ство G-предрегулярно для некоторого G.) Будем говорить, что множе-
ство X ⊂ Aω G-предрегулярно для некоторого конечного автомата G =
(S, s0, γ), если для любых α, β ∈ A∗ из s0α = s0β следует α\X = β\X. По-
скольку S конечно, отсюда следует конечность множества SX = {α\X |
α ∈ A∗}, т.е. предрегулярность X (см. 6.1.15). Наоборот, если X ⊂ Aω

предрегулярно, т.е. SX конечно, то мы можем построить конечный авто-
мат GX = (SX , X, γ) с множеством состояний SX , переходами X ′ a−→ X ′′

при a\X ′ = X ′′ и начальным состоянием s0 := X; в этом автомате
s0 ·α = α\X и потому s0 ·α = s0 ·β равносильно α\X = β\X, так что X —
GX-предрегулярное множество. Таким образом, подмножество X ⊂ Aω

предрегулярно в том и только том случае, если оно G-предрегулярно
для некоторого конечного автомата G над алфавитом A. При этом,
очевидно, GX — наименьший из конечных автоматов без недостижимых
состояний с этим свойством, т.е. для любого такого G существует гомо-
морфизм φ : G → GX (т.е. морфизм правых A∗-множеств φ : S → SX ,
сохраняющий отмеченные точки).

6.8.17. (G-предрегулярные множества образуют алгебру подмножеств
Aω.) Отметим, что G-предрегулярные подмножества в Aω образуют ал-
гебру подмножеств, т.е. объединение, пересечение, разность и дополне-
ние G-предрегулярных множеств G-предрегулярны. Действительно, для
любых X1, X2 ⊂ Aω и любого α ∈ A∗ выполнены равенства α\(X1∪X2) =
(α\X1)∪(α\X2) и аналогичные равенства для α\(X1∩X2) и α\(X1−X2),
поскольку α\X = σ−1

α (X), где σα : Aω → Aω — отображение конкатена-
ции x 7→ αx. Если X1 и X2 G-предрегулярны для некоторого фиксиро-
ванного G = (S, s0, γ), то из s0 ·α = s0 · β следует α\Xi = β\Xi для i = 1,
2, откуда α\(X1 ∪X2) = β\(X1 ∪X2), и аналогично для X1 ∩X2, X1−X2

и Aω −X1. Отсюда следует G-предрегулярность всех этих множеств.

6.8.18. (G-конструктивные множества и их конструктивность.) Пусть
G = (S, s0, γ) — как и раньше, конечный автомат над алфавитом A.
Будем говорить, что подмножество X ⊂ Aω G-конструктивно, если оно
имеет вид σ−1

G (C) для некоторого подмножества C ⊂ P(S) (или C ⊂ TG).
Отметим, что все подмножества C ⊂ P(S) конструктивны, т.е. записы-
ваются в виде C =

⋃n
i=1(Yi − Zi) для некоторых замкнутых подмно-

жеств Yi, Zi ⊂ P(S), например, потому что все одноточечные множества
{a} = {a} −

⋃
b⊊a {b} конструктивны. Поскольку σ−1

G переводит замкну-
тые подмножества Y ⊂ P(S) в регулярные (см. 6.8.14), отсюда следует,
что G-конструктивные подмножества X ⊂ Aω (регулярно) конструк-
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тивны в смысле 6.8.1.

6.8.19. (Вспомогательный конечный автомат G+, построенный по G.)
Пусть G = (S, s0, γ) — конечный автомат над алфавитом A. Построим по
нему некоторый вспомогательный конечный автомат G+ = (S+, s+0 , γ

+)
и морфизм π : G+ → G следующим образом. Положим S+ := S ×P(S),
s+0 := (s0, {s0}) и

γ+
(
(s, τ), a

)
=

(
γ(s, a), τ ∪ {γ(s, a)}

)
(6.8.19.1)

для всех (s, τ) ∈ S+ = S × P(S) и a ∈ A. Определим π : G+ → G как
отображение π := pr1 : S+ = S × P(S) → S; по построению, π — мор-
физм конечных автоматов. Если мы хотим работать только с конечными
автоматами без недостижимых состояний, так что изначально S = s0A

∗,
то мы можем заменить S+ на меньшее множество s+0 A

∗.
Построенный таким образом автомат G+ обладает тем свойством, что

sG+(α) = s+0 · α =
(
s0 · α, σ′

G(α)
)
=

(
sG(α), σ

′
G(α)

)
(6.8.19.2)

где σ′
G(α) обозначает множество всех состояний, в которых оказывается

исходный автомат G в процессе чтения конечного слова α ∈ A∗:

σ′
G(α) = {s0 · β | βγ = α} (6.8.19.3)

Иначе говоря, автомат G+ отличается от автомата G тем, что он помнит
не только текущее состояние, но и то, какие состояния были посещены
до этого (без учёта порядка и кратности их посещения).

6.8.20. (Связь G-регулярности, G-конструктивности и G+-предрегуляр-
ности.) Отметим, что всякое G-регулярное множество G-конструктивно.
Действительно, G-регулярные множества — это в точности множества
вида σ−1

G (F ) для замкнутых F ⊂ TG (см. 6.8.15). Далее, всякое G-
конструктивное множество G+-предрегулярно, где G+ — вспомогатель-
ный конечный автомат, построенный по G в 6.8.19. Действительно, мы
только что видели в 6.8.18, что алгебра G-конструктивных множеств
порождается G-регулярными множествами вида σ−1

G ({a}) для всевоз-
можных a ⊂ S, и G+-предрегулярные множества также образуют алгеб-
ру по 6.8.17. Поэтому достаточно доказать G+-предрегулярность X =
σ−1
G ({a}) для каждого a ⊂ S. В этом случае

α\X =

σ−1
(S,s0·α,γ)({a}) если sG(β) ∈ a для всех βγ = α

∅ иначе
(6.8.20.1)
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или, в обозначениях (6.8.19.3),

α\X =

σ−1
(S,s0·α,γ)({a}) если σ′

G(α) ⊂ a

∅ иначе
(6.8.20.2)

где (S, s0 · α, γ) — тот же автомат, что и исходный G = (S, s0, γ), но с
другим начальным состоянием s0 ·α. Поэтому из s0 ·α = s0 · β и σ′

G(α) =
σ′
G(β) следует α\X = β\X, что согласно (6.8.19.2) как раз и означает

G+-предрегулярность X.

6.8.21. (Сравнение G-регулярных, G-предрегулярных и G-конструктивных
множеств для разных G.) Если f : G′ → G — морфизм конечных авто-
матов, где G = (S, s0, γ), G′ = (S ′, s′0, γ

′), то f∗ : P(S ′) → P(S) или
f∗ : TG′ → TG — непрерывное отображение, такое, что f∗ ◦ σG′ = σG,
см. 6.8.11 и 6.8.13. Отсюда σ−1

G′ ((f∗)
−1(C)) = σ−1

G (C) для любого под-
множества C ⊂ P(S) или C ⊂ TG. Поэтому если существует морфизм
конечных автоматов f : G′ → G, то любое G-регулярное множество
X ⊂ Aω является также G′-регулярным, а любое G-конструктивное
— и G′-конструктивным. Более того, если X G-предрегулярно, то оно
и G′-предрегулярно. Для последнего утверждения достаточно заметить,
что s′0 · α = s′0 · β влечёт s0 · α = s0 · β и затем α\X = β\X, если X
G-предрегулярно.

Во всех этих определениях можно ограничиться рассмотрением ко-
нечных автоматов без недостижимых состояний. В этом случае из G′ ≤ G
следует, что G-регулярные, G-предрегулярные или G-конструктивные
множества являются также G′-регулярными, G′-предрегулярные или G′-
конструктивными, соответственно.

Наконец, если Xi Gi-конструктивно (соответственно, Gi-регулярно
или Gi-предрегулярно) при 1 ≤ i ≤ n, то все Xi будут G-конструктивны
(соотв., G-регулярны, G-предрегулярны) для подходящего G, а именно,
для G =

∏n
i=1Gi; если мы рассматриваем только конечные автоматы

без недостижимых состояний, то надо взять G =
∧n

i=1Gi из 6.8.10. Про
такое G можно думать, как про некоторый «общий знаменатель» для
набора множеств {Xi}1≤i≤n.

6.8.22. (Все конструктивные множества G-конструктивны для подходя-
щего G.) Заметим, что G-конструктивные множества для фиксированно-
го G образуют алгебру множеств, т.е. объединение, пересечение, допол-
нение и разность двух G-конструктивных множеств G-конструктивны,
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поскольку σ−1
G : P(TG) → P(Aω) сохраняет все эти операции. Далее, ес-

ли C ⊂ Aω — произвольное конструктивное множество, то выполнено
равенство (6.8.1.1) для некоторого n ≥ 0 и некоторых регулярных Yi, Zi

при 1 ≤ i ≤ n. Согласно 6.8.15 и 6.8.21, можно найти конечный авто-
мат G, для которого все Yi и Zi G-регулярны, а потому и G-конструк-
тивны по 6.8.20. Отсюда следует, что и C G-конструктивно. Сочетая
этот результат с 6.8.18, мы получаем, что подмножество C ⊂ Aω кон-
структивно в том и только том случае, если оно G-конструктивно
для некоторого конечного автомата G. Аналогичные утверждения для
регулярных и предрегулярных множеств были доказаны ранее в 6.8.15
и 6.8.16.

6.8.23. (Замыкание G-предрегулярного множества G-предрегулярно и
одновременно G-регулярно.) Докажем, что замыкание G-предрегулярного
множества G-регулярно и G-предрегулярно. Как следствие, замкнутые
G-предрегулярные множества G-регулярны. Действительно, пусть G =
(S, s0, γ) и пусть X ⊂ Aω G-предрегулярно, т.е. s0 · α = s0 · β ⇒ α\X =
β\X. Поскольку αAω одновременно открыто и замкнуто в Aω, выполне-
но равенство X̄ ∩ αAω = X ∩ αAω, откуда применением σ−1

α для отоб-
ражения конкатенации σα : x 7→ αx получаем α\X̄ = α\X для лю-
бых X ⊂ Aω и α ∈ A∗. Поэтому из G-предрегулярности X следует G-
предрегулярность X̄. Обозначим через a ⊂ S множество всех состояний
s0 · α, для которых α\X ̸= ∅, что равносильно α\X̄ = α\X ̸= ∅. Тогда
рассуждение 6.1.14 показывает, что конечный автомат Ga, полученный
выкидыванием из G всех состояний не из a, распознаёт множество X̄.
Поэтому X̄ = σ−1

G ({a}) является прообразом относительно σG некоторо-
го замкнутого подмножества и потому G-регулярно (см. 6.8.15).

6.8.24. (Замыкание G-конструктивного G-предрегулярного множества.)
Поскольку всякое G-конструктивное множество G+-предрегулярно со-
гласно 6.8.20, предыдущий результат доказывает, что замыкание G-
конструктивного множества G+-регулярно. Кроме того, если X явля-
ется одновременно G-конструктивным и G-предрегулярным, то его за-
мыкание X̄ G-предрегулярно, G-регулярно и как следствие G-конструк-
тивно (см. 6.8.20), поскольку это верно и без предположения о G-кон-
структивности (см. 6.8.23). Докажем следующий более точный резуль-
тат: если G-предрегулярное X имеет вид X = σ−1

G (C) для некоторого
C ⊂ TG, то X̄ = σ−1

G (C̄), где C̄ обозначает замыкание C в топологиче-
ском пространстве TG. Для доказательства нашего утверждения заме-
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тим, что если Y ⊂ Aω G-регулярно, то Y = σ−1
G (F ) для некоторого за-

мкнутого F ⊂ TG, причём это F однозначно определено, будучи равным
σG(Y ), поскольку σG : Aω ↠ TG сюръективно по определению TG. Если
G-предрегулярное X имеет вид X = σ−1

G (C) для некоторого C ⊂ TG, т.е.
X G-конструктивно, то мы уже знаем, что X̄ G-регулярно (см. 6.8.23),
т.е. имеет вид σ−1

G (F ) для некоторого замкнутого F ⊂ TG, и потому X̄
— это наименьшее множество вида σ−1

G (F ) с замкнутым F ⊂ TG, со-
держащее X = σ−1

G (C). Поскольку σG сюръективно, σ−1
G (C) ⊂ σ−1

G (F )
равносильно C ⊂ F , так что F должно быть наименьшим замкнутым
подмножеством TG, содержащим C, откуда F = C̄ и X̄ = σ−1

G (C̄).

6.8.25. (Замыкание произвольного G-конструктивного множества.) Преды-
дущий результат может быть обобщён следующим образом. Если G —
конечный автомат и π : G+ → G — морфизм, построенный в 6.8.19, то
для любого C ⊂ TG выполнено равенство

σ−1
G (C) = σ−1

G+

(
π−1
∗ (C)

)
(6.8.25.1)

где π∗ : TG+ → TG — непрерывное отображение, индуцированное π :

G+ → G, а π−1
∗ (C) обозначает замыкание подмножества π−1

∗ (C) в тополо-
гическом пространстве TG+ . Для доказательства этой формулы достаточ-
но заметить, что σ−1

G (C) = σ−1
G+(π−1

∗ (C)) одновременно G+-конструктивно
и G+-предрегулярно по 6.8.20, так что к нему применимо рассужде-
ние 6.8.24 с G+ вместо G.

Лемма 6.8.26 (Непустота относительной внутренности конструктивно-
го множества.) Пусть ∅ ̸= Q ⊂ Aω — непустое конструктивное множе-
ство. Тогда его относительная внутренность U := IntQ̄Q также конструк-
тивна и непуста.

Доказательство. Согласно 6.8.22, мы можем зафиксировать конеч-
ный автомат G, такой, что Q G-конструктивно. Заменив при необходи-
мости G на G+, можно считать, что Q не только G-конструктивно, но
и G-предрегулярно (см. 6.8.20). Тогда Y := Q̄, S := Y − Q, Z := S̄
и U := Y − Z также G-предрегулярны и G-конструктивны (см. 6.8.17,
6.8.23 и 6.8.24), при этом U = IntQ̄ Q — это в точности множество из
формулировки леммы; в частности, мы доказали, что оно конструктив-
но. Положим Q′ := σG(Q) ⊂ TG, Y ′ := Q′, S ′ := Y ′ − Q′, Z ′ := S ′ и
U ′ := Y ′ − Z ′ ⊂ TG. Тогда Q = σ−1

G (Q′) по G-конструктивности Q и да-
лее Y = σ−1

G (Y ′) по 6.8.24, S = σ−1
G (S ′), Z = σ−1

G (Z ′) снова по 6.8.24 и



6.8. Конструктивные подмножества регулярных пространств 84

U = σ−1
G (U ′). Поскольку U ′ = IntQ̄′ Q′, достаточно доказать, что непустое

подмножество Q′ конечного топологического пространства TG обладает
непустой относительной внутренностью U ′. Элементы ∅ ̸= Q′ ⊂ TG ⊂
P(S) — это подмножества a ⊂ S; выберем элемент a ∈ Q′ наибольшей
мощности card a. Тогда a — это внутренняя точка замыкания Q′ и пото-
му a ∈ U ′ и U ′ ̸= ∅. Действительно, Q̄′ = {b ∈ TG | ∃c ∈ Q′ : b ⊂ c} и
потому card b ≤ card a для всех b ∈ Q̄′ с равенством только при b = a. С
другой стороны, V := {b ∈ TG | b ⊃ a} — это открытая окрестность точ-
ки a в TG, все элементы которой, за исключением a, обладают большей
мощностью, чем a. Отсюда V ∩ Q̄′ = {a} ⊂ Q̄′, так что a — внутренняя
точка Q̄′.

6.8.27. (Пример предрегулярного, но не конструктивного множества:
корректные двоичные записи.) Пусть B = {0, 1}, и пусть Q ⊂ Bω —
это множество всех бесконечных двоичных слов, содержащих только ко-
нечное число единиц:

Q := {α0∞ | α ∈ B∗} = {x = x0x1 . . . ∈ Bω | lim
n→+∞

xn = 0} (6.8.27.1)

Поскольку α\Q = Q для любого конечного слова α ∈ B∗, множество Q
предрегулярно. При этом Q̄ = Bω и IntQ̄Q = IntQ = ∅, что невозможно
для непустого конструктивного множества согласно 6.8.26. Таким обра-
зом, Q регулярно, но не конструктивно. Поскольку множество некор-
ректных двоичных записей получается из Q заменой символов 0 ↔ 1
алфавита B, это множество также предрегулярно, но не конструктив-
но. Это же верно и для его дополнения — предрегулярного множества
корректных двоичных записей, рассмотренного в 6.1.16.

6.8.28. (Ещё один пример предрегулярного, но не конструктивного мно-
жества: регулярные точки Aω.) Пусть R := Aω♯ = (Aω)♯ ⊂ Aω — счёт-
ное множество регулярных точек Aω, т.е. (нестрого) периодических слов
x ∈ Aω (см. 6.7.6). Несложно видеть, что α\R = R для любого ко-
нечного слова α ∈ A∗, и потому R предрегулярно. Тем не менее, R не
конструктивно, поскольку R̄ = Aω (см. 6.7.7) и IntR̄ R = IntR = ∅, что
невозможно для непустого конструктивного множества согласно 6.8.26.

6.8.29. (Регулярные точки конструктивных множеств.) Пусть A — ко-
нечный алфавит. Для любого конструктивного подмножества C ⊂ Aω

обозначим через C♯ множество регулярных точек, принадлежащих C:

C♯ := C ∩ (Aω)♯ (6.8.29.1)
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Будем говорить, что C♯ — множество регулярных точек конструктив-
ного множества X, а элементы x ∈ C♯ будем называть регулярными
точками конструктивного множества C. Кроме того, будем говорить,
что подмножество Q ⊂ Aω♯ = (Aω)♯ конструктивно, если оно имеет вид
Q = C♯ для некоторого конструктивного C ⊂ Aω. Ясно, что подмно-
жество Q ⊂ Aω♯ конструктивно в том и только том случае, если оно
может быть записано в виде Q =

⋃n
i=1(Yi − Zi) для некоторых регу-

лярных Yi, Zi ⊂ Aω♯ (т.е. следов на Aω♯ регулярных подмножеств Aω).
Согласно предложению 6.8.30 ниже, C однозначно определяется C♯, т.е.
отображение C 7→ C♯ определяет изоморфизм между алгебрами кон-
структивных подмножеств в Aω и в Aω♯.

Предложение 6.8.30 (Конструктивное множество определяется регу-
лярными точками.) Пусть A — конечный алфавит. Тогда:

a) Если ∅ ̸= C ⊂ Aω — непустое конструктивное множество, то C♯ ̸=
∅, т.е. любое непустое конструктивное множество содержит хотя
бы одну регулярную точку.

b) Если C1, C2 ⊂ Aω — конструктивные подмножества, то C1 = C2 в
том и только том случае, если C♯

1 = C♯
2.

c) Если C1, C2 ⊂ Aω — конструктивные подмножества, то C1 ⊂ C2 в
том и только том случае, если C♯

1 ⊂ C♯
2

Доказательство. Пусть C ⊂ Aω — непустое конструктивное множе-
ство. Согласно лемме 6.8.26, U := IntC̄ C ̸= ∅. Положим Y := C̄,
Z := Y − C. Тогда Z ⊂ Y — регулярные подмножества (см. 6.8.24),
такие, что U = Y − Z. Поскольку U ̸= ∅, Z ̸= Y , откуда Z♯ ⊊ Y ♯, т.к.
Y ♯ плотно в Y (см. 6.7.8). Отсюда получаем ∅ ̸= Y ♯ − Z♯ = U ♯ ⊂ C♯,
что доказывает a). Ясно, что b) немедленно следует из c), и что условие
в c) необходимо. Для доказательства его достаточности применим a) к
конструктивному множеству C := C1 − C2.

Следствие 6.8.31 (Регулярные точки плотны в любом конструктивном
множестве.) Если C ⊂ Aω конструктивно, то подмножество C♯ := C ∩
(Aω)♯ плотно в C.
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Доказательство. Если это не так, то существует точка x = x0x1 . . . ∈
C и её открытая окрестность U ∋ x, такие, что U ∩C♯ = ∅. При необхо-
димости уменьшив U , можно предполагать, что U = x0 . . . xn−1A

ω. Тогда
U — регулярное, а потому и конструктивное подмножество Aω, причём
U∩C непусто, поскольку оно содержит x. Поэтому (U∩C)♯ = U ♯∩C♯ ̸= ∅
согласно 6.8.30,a), что противоречит выбору U .

6.8.32. (Предрегулярные множества не задаются своими регулярными
точками.) Отметим, что предрегулярные множества Q ⊂ Aω не за-
даются своими предрегулярными точками Q♯ := Q ∩ Aω♯, в отличие
от конструктивных множеств. Например, множество регулярных точек
R = Aω♯ ⊂ Aω из 6.8.28 предрегулярно, но при этом R♯ = R = (Aω)♯,
несмотря на то, что R ̸= Aω. В данном случае след предрегулярного мно-
жества на Aω♯ совпал со следом некоторого (однозначно определённого
по 6.8.30,b)) конструктивного множества, но и это не всегда так. На-
пример, предрегулярное множество Q ⊂ Bω из (6.8.27.1), где B = {0, 1},
состоит только из регулярных точек, так что Q♯ = Q, однако Q ̸= C♯

ни для какого конструктивного C ⊂ Bω. В самом деле, если было бы
Q = C♯, то C̄ = C♯ = Q̄ = Bω, и потому IntC ̸= ∅ по 6.8.26. То-
гда C ⊃ IntC ⊃ αBω для некоторого конечного слова α ∈ Bω, откуда
α1∞ ∈ αBω♯ = (αBω)♯ ⊂ C♯ = Q, что неверно.

Предложение 6.8.33 (Критерий конструктивности предрегулярного мно-
жества.) Пусть Q ⊂ Aω — предрегулярное множество. Определим после-
довательность предрегулярных множеств {Qn}n≥0 и последовательность
регулярных множеств {Yn}n≥0 следующим образом:

Q0 := Q (6.8.33.1)
Qn+1 := Q̄n −Qn для всех n ≥ 0 (6.8.33.2)

Yn := Q̄n для всех n ≥ 0 (6.8.33.3)

Тогда {Yn}n≥0 — убывающая последовательность регулярных множеств,
поскольку Yn+1 = Yn −Qn ⊂ Ȳn = Yn. Кроме того:

a) Если Q G-предрегулярно для некоторого конечного автомата G, то
все Qn и Yn G-предрегулярны, а Yn ещё и G-регулярны. Кроме того,
в этом случае убывающая последовательность Yn стабилизируется
на некотором Y∞.
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b) Множество Q конструктивно в том и только том случае, если Yn =
∅ для некоторого n ≥ 0 (что равносильно Qn = ∅, поскольку Yn =
Q̄n), т.е. если Y∞ из пункта a) пусто.

Доказательство. Поскольку всякое предрегулярное множество явля-
ется G-предрегулярным для подходящего G, мы можем зафиксировать
такое G для данного Q. Общие свойства последовательностей {Qn} и
{Yn} будут тогда следовать из пункта a), к доказательству которого мы
и переходим. Ясно, что если Q0 = Q G-предрегулярно, то все Qn и Yn

также будут G-предрегулярны по 6.8.17 и 6.8.23; кроме того, 6.8.23
показывает, что все Yn = Q̄n одновременно и G-регулярны. Поэтому
Yn = σ−1

G (Y ′
n) для некоторой убывающей последовательности замкнутых

подмножеств Y ′
n := σG(Yn) ⊂ TG. Поскольку топологическое простран-

ство TG конечно, эта убывающая последовательность стабилизируется, а
значит, стабилизируется и {Yn}.

Докажем теперь необходимость условия b). Если Q конструктивно, то
и все Qn также конструктивны. Если при этом Y∞ ̸= ∅, то выберем n ≥ 0,
такое, что Yn = Yn+1 = Y∞ ̸= ∅ и посмотрим на конструктивное множе-
ство Qn. Поскольку Q̄n = Yn ̸= ∅, то и Qn ̸= ∅, а значит, относительная
внутренность IntQ̄n

Qn = IntYn Qn = Yn − Yn −Qn = Yn − Yn+1 также
непуста по лемме 6.8.26, что противоречит равенству Yn = Yn+1. Нако-
нец, докажем достаточность условия b). Если некоторое Yn пусто, то и
Qn ⊂ Yn пусто, а потому и конструктивно, откуда убывающей индукцией
по 0 ≤ m ≤ n получаем, что все Qm = Ym−Qm+1 также конструктивны.
В частности, Q = Q0 оказывается конструктивным.

Следствие 6.8.34 (Конструктивные G-предрегулярные множества.) Ес-
ли G-предрегулярное множество Q конструктивно, то оно G-конструк-
тивно.

Доказательство. Действительно, в этом случае все множества Yn из
6.8.33 G-регулярны по 6.8.33,a), а значит, они и G-конструктивны. От-
сюда по критерию 6.8.33,b) получаем G-конструктивность всех Qm =
Ym −Qm+1 убывающей индукцией по m, а значит, и Q = Q0.

6.8.35. (Вычисления в алгебре конструктивных G-предрегулярных мно-
жеств.) Рассмотрим семейство CG всех G-предрегулярных конструктив-
ных множеств. Ясно, что это — некоторая подалгебра алгебры всех G-
конструктивных множеств. Иначе говоря, это семейство состоит из G-
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конструктивных множеств и при этом замкнуто относительно объеди-
нений, пересечений, дополнений и разностей множеств. Кроме того, CG
устойчиво относительно топологических операций взятия замыкания,
внутренности и границы — что неверно для алгебры всех G-конструк-
тивных множеств — и потому может быть более удобно. Поскольку все
Q ∈ CG G-конструктивны, они имеют вид σ−1

G (Q′) для подходящих под-
множеств Q′ ⊂ TG (а именно, Q′ = σG(Q)), образующих некоторую по-
далгебру множеств C ′G ⊂ P(TG). Отображение σ−1

G задаёт некоторый
изоморфизм между алгебрами множеств C ′G и CG, т.е. является биек-
цией и сохраняет все теоретико-множественные операции. Более того,
σ−1
G : C ′G

∼→ CG сохраняет и топологические операции, такие, как замыка-
ние (см. 6.8.24), а значит, и внутренность с границей. Поэтому все вы-
числения с конструктивными G-предрегулярными множествами могут
быть «промоделированы» внутри C ′G, т.е. с помощью некоторых подмно-
жеств конечного топологического пространства TG. В действительности
доказательство леммы 6.8.26 является примером такого вычисления.

6.8.36. (Регулярный образ конструктивного множества не обязан быть
конструктивным.) Важность конструктивных множеств в алгебраиче-
ской геометрии основана на том факте, что образ конструктивного мно-
жества относительно любого конечно представимого морфизма схем кон-
структивен. К сожалению, это не так в нашем случае: образ конструк-
тивного множества относительно регулярного отображения не все-
гда конструктивен. Для построения контрпримера зафиксируем A =
{0, 1, 2}, B = {0, 1} и рассмотрим регулярное подмножество Y ⊂ Aω,
заданное (непополненным) автоматом

s0 s10, 1
2

2

Иначе говоря, Y состоит из тех бесконечных слов (или троичных запи-
сей), в которых после первого вхождения цифры 2 в дальнейшем встре-
чаются только двойки:

Y = {x = x0x1 . . . ∈ Aω | ∀m,n ∈ N0 : (m < n) ∧ (xm = 2)⇒ xn = 2}
(6.8.36.1)

Далее, пусть Z := {0, 1}ω ⊂ Y — регулярное подмножество Y , состоящие
из тех слов, в которых встречаются только цифры 0 и 1. Таким образом,
конструктивное множество Y −Z состоит из бесконечных слов вида α2∞
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для всевозможных α ∈ {0, 1}∗. Рассмотрим отображение φ : A → B,
заданное φ(0) = φ(2) = 0, φ(1) = 1, и продолжим его до регулярного
отображения φω : Aω → Bω. Тогда

φω(Y − Z) = Q = {α0∞ | α ∈ B∗} = {y = y0y1 . . . ∈ Bω | lim
n→+∞

yn = 0}
(6.8.36.2)

т.е. образ конструктивного множества Y − Z ⊂ Aω относительно регу-
лярного отображения φω — это предрегулярное, но не конструктивное
множество Q ⊂ Bω, рассмотренное в 6.8.27.

Если расширить A до большего множества A′ = A ∪ {3} = {0, 1, 2, 3}
и отождествить его с B2 = {00, 01, 10, 11}, то A′ω отождествляется с
Bω × Bω, а φω — с ограничением проекции pr2 : Bω × Bω → Bω. Таким
образом, даже проекция pr2 : Bω × Bω → Bω не сохраняет конструк-
тивные подмножества.

6.8.37. (Регулярный образ предрегулярного множества предрегулярен.)
Докажем более слабое утверждение: образ любого предрегулярного мно-
жества Q ⊂ X0 ⊂ Aω относительно регулярного отображения f :
X0 → Bω предрегулярен. Для этого докажем чуть более общий (но в дей-
ствительности эквивалентный) факт: образ R(Q) любого предрегулярного
подмножества Q ⊂ Aω относительно любого предрегулярного соответ-
ствия R ⊂ Aω × Bω предрегулярен. Действительно, для любого β ∈ Bn

выполнено

R(Q) ∩ βBω =
⋃

α∈An

(
R ∩ (αAω × βBω)

)
(Q ∩ αAω) (6.8.37.1)

откуда
β\R(Q) =

⋃
α∈An

(
(α, β)\R

)
(α\Q) (6.8.37.2)

Поскольку R и Q предрегулярны, (α, β)\R и α\Q могут принимать толь-
ко конечное число значений. Сопоставим каждому β ∈ B∗ множество Pβ

всех пар
(
(α, β)\R,α\Q

)
, возникающих, когда α пробегает все конечные

слова из A∗ той же длины. Есть только конечное множество различ-
ных Pβ, поскольку Pβ должно быть подмножеством прямого произведе-
ния двух фиксированных конечных множеств. При этом β\R(Q) полно-
стью определяется Pβ:

β\R(Q) =
⋃

(R′,Q′)∈Pβ

R′(Q′) (6.8.37.3)
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и потому существует только конечное число различных β\R(Q), т.е. R(Q)
предрегулярно.

6.8.38. (Предрегулярные подмножества в произвольном регулярном про-
странстве X. Их устойчивость относительно теоретико-множественных
операций, а также образов и прообразов относительно регулярных отоб-
ражений.) Предыдущий результат позволяет определить предрегулярные
подмножества в (произвольном) регулярном пространстве X. Сначала
рассмотрим случай стандартного регулярного пространства X = (Aω, R).
Подмножества Q ⊂ |X| находятся во взаимно-однозначном соответствии
с R-насыщенными подмножествами Q̃ ⊂ Aω (т.е. такими, что R(Q̃) = Q̃).
Будем говорить, что Q предрегулярно (в X), если Q̃ предрегулярно в Aω.
Ясно, что предрегулярные подмножества в |X| образуют алгебру мно-
жеств. Далее, образы и прообразы относительно регулярных морфизмов
f : X = (Aω, R)→ Y = (Bω, S) сохраняют предрегулярность, т.е., напри-
мер, если Q ⊂ |X| предрегулярно, то |f |(Q) ⊂ |Y | также предрегулярно.
Для доказательства заметим, что по определению f задаётся некоторым
регулярным соответствием F ⊂ Aω×Bω, таким, что S ◦F ◦R = F , и что
если Q ⊂ |X| соответствует R-насыщенному Q̃ ⊂ Aω, то |f |(Q) ⊂ |Y | со-
ответствует S-насыщенному F (Q̃). Однако из предрегулярности Q̃ ⊂ Aω

следует предрегулярность F (Q̃) согласно 6.8.37, что доказывает требуе-
мое. Для доказательства предрегулярности прообразов предрегулярных
множеств относительно регулярного морфизма f , заданного F , надо ана-
логичным образом применить 6.8.37 к регулярному соответствию F−1.

В частности, если f — регулярный изоморфизм, то гомеоморфизм
|f | : |X| ∼→ |Y | переводит предрегулярные подмножества в предрегуляр-
ные, и потому корректно говорить о предрегулярных подмножествах в
регулярно представленном компакте или в регулярном пространстве X =
(X, θX): предрегулярность подмножества Q ⊂ X не меняется при за-
мене регулярной структуры θX : |(Aω, R)| ∼→ X на изоморфную. Это
позволяет перенести предыдущие результаты со стандартных регуляр-
ных пространств на произвольные, т.е. предрегулярные подмножества
Q ⊂ X образуют алгебру множеств, все конструктивные подмножества
предрегулярны, образы и прообразы предрегулярных подмножеств от-
носительно регулярных морфизмов или соответствий предрегулярны,
если Q ⊂ X и Q′ ⊂ Y предрегулярны, то предрегулярно и их прямое
произведение Q×Q′ ⊂ X × Y и т.д.

6.8.39. (Устойчивость предрегулярных подмножеств Q ⊂ X относитель-



но замыканий и других топологических операций.) Отметим, что замы-
кание Q̄ предрегулярного Q ⊂ X регулярно (а значит, также конструк-
тивно и предрегулярно) в X. Для доказательства выберем регулярное
накрытие f : X0 ↠ X, X0 ⊂ Aω, и заметим, что Q̄ = f

(
f−1(Q)

)
ввиду

собственности и сюръективности f (или просто потому что f — непре-
рывная сюръекция компактов; см. 6.5.27), после чего утверждение сле-
дует из аналогичного утверждения для предрегулярного f−1(Q) ⊂ Aω,
доказанного в 6.1.15. Отсюда следует, что замкнутое предрегулярное
Q ⊂ X регулярно. Кроме того, внутренность IntQ и граница ∂Q пред-
регулярного Q ⊂ X предрегулярны, поскольку эти операции выражаются
с помощью замыкания и теоретико-множественных операций. Поскольку
граница ∂Q всегда замкнута, это означает, что граница ∂Q предрегуляр-
ного Q ⊂ X всегда регулярна.
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[OP] Gabor Szegö, Orthogonal polynomials, AMS, 1978.

[TT] Peter Johnstone, On a topological topos, Proc. London Math. Soc.
(3) 38 (1979) pp. 237–271.

[CH1] Th. Coquand, G. Huet, Constructions: A higher order proof system
for mechanizing mathematics. In EUROCAL’85, volume 203, Linz, 1985.
Springer-Verlag.

[CH2] Th. Coquand, G. Huet, The Calculus of Constructions,
Information and Computation, 76 (2/3), 1988.

91



[CP] Th. Coquand, C. Paulin-Mohring. Inductively defined types, in
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