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1 Введение
Мы исследуем структуру и статистические характеристики множества
классических узлов и зацеплений, включая глобальные и локальные свой-
ства графов преобразований узлов и скорость роста числа узлов относи-
тельно различных мер сложности (см. [M18, M19, BM19, BKMMF21] и при-
веденную там литературу). В настоящей работе конструируются так назы-
ваемые усложненные Александеровские замыкания кос, дающие вложения
групп крашеных кос в множество узлов. Как и классическое Александеров-
ское замыкание, усложненные замыкания имеют четко выраженный геомет-
рический смысл и являются липшицевыми отображениями по отношению
к словарным метрикам на группах кос и их графах Кэли и метрике вло-
женных перестроек на множестве узлов и зацеплений и соответствующем
гордиевом графе. При этом, в отличие от Александеровского замыкания,
склеивающего классы сопряженности (и не только), специальным образом
сконструированные усложненные Александеровские замыкания не сюръек-
тивны (теорема Александера), а инъективны (раздел 4.1). Это позволяет, в
частности, получать оценки на скорость роста числа узлов. Центральными
моментами настоящей работы являются описание примера усложненного
Александеровского замыкания (§2 и рис. 1), доказательство его инъектив-
ности (раздел 4.1) и получение, в качестве следствия, оценки на скорость
роста числа простых узлов по отношению к дуговому индексу узла. Полу-
ченная нижняя оценка представлена в следующей теореме.

Теорема 1. При k > 5 число Ak изотопических классов ориентированных
простых узлов в R3, дуговый индекс которых не превышает k, составляет
по меньшей мере n!, где n – целая часть числа (k + 4)/11.

В частности, при k > 5 выполняется неравенство Ak > xx, где x =
k/22, а при k > 107 выполняется неравенство Ak > yy, где y = k/12.

Пример усложненного Александеровского замыкания описан в §2
(см. рис. 1), предложение 1 описывает некоторые из его свойств в виде аб-
страктного утверждения о существовании – формулировка не затрагивает
геометрического смысла конструкции, – такой формулировки достаточно
для вывода теоремы 1.

Предложение 1. Для каждого натурального n > 2 найдется отображе-
ние

fn : PBn → ~K

группы крашеных кос PBn с n нитями в множество ~K (классов объем-
лемо изотопных ) ориентированных узлов в R3, обладающее следующими
свойствами:

– отображение fn инъективно;

– все узлы в образе fn(PBn) — просты;

– все узлы в образе fn(PBn) являются сателлитами;
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Рис. 1. Пример шаблона для усложненного Александеровского замыкания

– если коса β ∈ PBn представима в виде произведения из s перестано-
вочных кос, то дуговый индекс узла fn(β) не превышает числа

n ·max{11, s+ 8} − 4.

2 Усложненное Александеровское замыкание:
определение отображения fn : PBn → ~K

В настоящем разделе для произвольного n > 3 определяется отображение
fn : PBn → ~K из группы крашеных кос PBn на n нитях в множество ~K
классов объемлемо изотопных ориентированных узлов в R3.

Пусть C – комплексная плоскость. Выберем n различных точек на веще-
ственном интервале (−1; 1) ⊂ R ⊂ C и обозначим эти точки через z1, . . . , zn
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слева направо (т. е. так, что z1 < z2 < · · · < zn на R). Точки множе-
ства Z := {z1, . . . , zn} будем называть исключительными. Обозначим че-
рез D замкнутый диск единичного радиуса с центром в точке 0 ∈ C, и
через D′ — проколотый диск D \ Z.

Пусть V – полноторий, полученный отождествлением слоев D × {0} и
D×{3} ({z}×{0} ∼ {z}×{3}) цилиндра D×[0, 3]. Слоение полнотория V на
меридианные диски вида D×{t} будем называть фиксированным слоением.
Подцилиндры D × [0, 1], D × [1, 2] и D × [2, 3] в полнотории V обозначим
через VC , VS и VB соответственно.

Для элементов группы кос Bn зафиксируем стандартное представле-
ние в виде изотопических классов наборов простых дуг с фиксированны-
ми концами в цилиндрах вида D × [a, b], поставив в соответствие артинов-
ской образующей σi набор, состоящий из отрезков {zj} × [a, b] для всех
j ∈ {1, . . . , n} \ {i, i + 1} и дуг γi и γ′i, где γi – простая дуга с концами в
точках {zi}×{a} и {zi+1}×{b}, трансверсальная к дискам фиксированного
слоения и при проекции в D дающая простую дугу, относительная внут-
ренность которой лежит в полуплоскости с отрицательной мнимой частью,
а γ′i – простая дуга, получающаяся из γi поворотом на угол π относительно
отрезка {(zi+ zi+1)/2}× [a, b]. При a < b < c произведению кос β1β2 ставит-
ся в соответствие изотопический класс набора дуг в D× [a, c], являющегося
объединением набора дуг в D × [a, b], представляющего косу β1, и набора
дуг в D × [b, c], представляющего косу β2.

Для крашеной косы β ∈ PBn обозначим через β′ набор дуг в D × [0, 3],
являющийся объединением отрезков Z× [0, 1], произвольно выбранного на-
бора дуг в VS , представляющих косу

δn := σn−1 . . . σ2σ1,

и произвольно выбранного набора дуг в VB , представляющего косу β (на-
бор β′ представляет тем самым косу δnβ). Соответствующее подмножество
в полнотории V обозначим через β̂′. Заметим, что множество β̂′ связно,
поскольку коса δn, а значит и δnβ, задают циклическую перестановку мно-
жества {1, . . . , n}. Подмножества вида β̂′ будем называть также узлами или
замкнутыми косами.

Для каждого i ∈ {1, . . . , n − 1} выберем и обозначим через Oi какую-
нибудь геометрическую окружность, лежащую во внутренности диска D и
охватывающую из множества Z лишь точки zi и zi+1. Окружность Oi ×
{i/n} в VC ⊂ V обозначим через Ci, зацепление C1 ∪ · · · ∪ Cn−1 в VC ⊂ V
обозначим через C.

Обозначим через r минимум расстояний между компонентами множе-
ства (Z× [0, 1])∪C, положим ε := r/(100n), и для каждого i ∈ {1, . . . , n− 1}
обозначим через Bi замкнутую ε-окрестность плоского диска, ограниченно-
го окружностью Ci.

Для каждого i ∈ {1, . . . , n−1} выберем во внутренности топологического
шара Bi достаточно тонкую замкнутую трубчатую окрестность Ui = U(Ci)
окружности Ci. Дополняющий полноторий Bi \ intUi обозначим через Ri.
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Объединение U1 ∪ · · · ∪ Un−1 будем обозначать через U(C) и U , много-
образие V \ int(U(C)) обозначим через M . (Тем самым, M гомеоморфно
сфере с выкинутой открытой окрестностью тривиального n-компонентного
зацепления.)

Пусть B – топологический шар, O – содержащийся в B полноторий (воз-
можно, заузленный). Тогда на крае ∂O определен изотопический класс па-
раллелей (см, например, [BZ03, Theorem 3.1]). Вложение ψ : O → B назовем
неперекручивающим, если ψ переводит параллели полнотория O в парал-
лели полнотория ψ(O).

Пусть φ0 : M → V – какое-нибудь вложение, тождественное вне ша-
ров Bi, неперекрученно заузливающее полноторий R1 в узел-восьмерку и
для каждого i ∈ {2, . . . , n−1} неперекрученно заузливающее полноторий Ri
в правый трилистник.

Пусть φ1 : V → R3 – какое-нибудь вложение полнотория V в R3, зауз-
ливающее его в трилистник и неперекручивающее в том смысле, что для
произвольного x ∈ ∂D кривая, отвечающая отрезку {x} × [0, 3], переходит
в параллель заузленного полнотория φ1(V ).

Обозначим композицию φ1 ◦ φ0 через φ и определим образ fn(β) косы
β ∈ PBn как класс узла φ(β̂′) в R3.

3 Предварительные сведения и вспомогатель-
ные леммы

3.1 Предварительные сведения и вспомогательные
леммы о зацеплениях в расслоенных пространствах

Настоящий раздел содержит сведения о зацеплениях в расслоенных про-
странствах, использующиеся в разделе 4.1 при доказательстве инъективно-
сти определенных в разделе 2 отображений fn.

Подмногообразие расслоенного многообразия называется вертикально-
горизонтальным (ВГ ), если каждая из его компонент либо трансверсальна
слоям во всех своих точках (вертикальна), либо лежит в слое (горизон-
тальна). Одномерные компактные подмногообразия, лежащие во внутрен-
ности трехмерного многообразия, называются зацеплениями.

В работе [Mal22] доказывается следующая теорема.

Теорема 2. В компактном ориентируемом трехмерном многообразии,
локально тривиально расслоенном над окружностью со слоем компакт-
ная поверхность, ВГ-зацепления объемлемо изотопны если и только если
они изотопны в классе ВГ.

Нам потребуется следующее уточнение теоремы 2, прямо вытекающее
из конструкции приведенного в [Mal22] доказательства теоремы 2.
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Теорема 3. Пусть L1 и L2 – объемлемо изотопные ВГ-зацепления в ком-
пактном ориентируемом трехмерном многообразии W , локально триви-
ально расслоенном над окружностью со слоем компактная поверхность.
Тогда для каждой объемлемой изотопии λ, переводящей L1 в L2, найдет-
ся изотопия в классе ВГ, переводящая L1 в L2 и индуцирующая то же
отображение на множествах компонент зацеплений, что и изотопия λ.

Пусть F – поверхность. Зацепление в F × R называется вертикально
расщепленным, если его проекция в R не связна, и – горизонтально рас-
щепленным, если не связна его проекция на F . Если зацепление L в F ×R
изотопно вертикально/горизонтально расщепленному, его называют вер-
тикально/горизонтально расщепимым. Ту компоненту двухкомпонентного
вертикально расщепленного зацепления в F × R, у которой R-координаты
больше, назовем верхней, а отличную от нее компоненту – нижней. Будем
говорить, что вертикально расщепленное двухкомпонентное горизонталь-
ное зацепление в F × R допускает рокировку, если в F × R найдутся вер-
тикально расщепленное двухкомпонентное горизонтальное зацепление L′ и
изотопия между L и L′, переводящая верхнюю компоненту зацепления L в
нижнюю компоненту зацепления L′. Поверхностями конечного типа назы-
вают компактные поверхности и поверхности, полученные из компактных
удалением конечного числа точек внутренности.

В работе [Mal22] доказывается следующая лемма.

Лемма 1. Вертикально расщепленное двухкомпонентное горизонтальное
зацепление в F ×R, где F – ориентируемая поверхность конечного типа,
допускает рокировку если и только если проекции его компонент на F
изотопны в F непересекающимся кривым.

Вертикально-горизонтальное зацепление назовем моноциклическим, ес-
ли оно не изотопно никакому ВГ-зацеплению с двумя горизонтальными
компонентами в одном слое. (По теореме 2, каждое моноциклическое за-
цепление не только изотопно, но и ВГ-изотопно зацеплению с двумя гори-
зонтальными компонентами в одном слое.)

Лемма 2. При n > 3 для каждой крашеной косы β ∈ PBn зацепление
β̂′ ∪ C из определения отображения fn моноциклично.

Доказательство. Пусть N – многообразие, локально тривиально рассло-
енное над окружностью со связным слоем, и пусть L – вертикально-
горизонтальное зацепление в N , ни одна пара горизонтальных компонент
которого не лежит в одном слое.

Две горизонтальные компоненты в L назовем соседними, если они ле-
жат в одной компоненте пространства, получающегося при удалении из N
всех слоев, содержащих отличные от двух рассматриваемых горизонталь-
ные компоненты зацепления L.

Если в L имеется по меньшей мере три горизонтальных компоненты, то
локальным цилиндром двух соседних горизонтальных компонент C ′ и C ′′
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в L будем называть содержащую C ′ и C ′′ компоненту многообразия (с ин-
дуцированным расслоением), получающегося из N при удалении слоев, со-
держащих отличные от C ′ и C ′′ горизонтальные компоненты зацепления L,
и последующем удалении вертикальной части зацепления L.

Если горизонтальная часть у L состоит из двух компонент C ′ и C ′′,
возьмем в N два слоя F ′ и F ′′ таким образом, чтобы объединение F ′ ∪ F ′′
не пересекалось с объединением C ′ ∪ C ′′ и компоненты C ′ и C ′′ лежали
в разных компонентах связности пространства N \ (F ′ ∪ F ′′), и назовем
локальными цилиндрами пары C ′ и C ′′ многообразия (с индуцированными
расслоениями) N \ (F ′ ∪ Lv) и N \ (F ′′ ∪ Lv), где Lv – вертикальная часть
зацепления L.

Будем говорить, что две соседние горизонтальные компоненты в L до-
пускают рокировку, если они допускают рокировку хотя бы в одном из их
локальных цилиндров.

Из теоремы 2 и леммы 1 очевидным образом следует, что L не является
моноциклическим если и только если какие-то две соседние компоненты
допускают рокировку.

Покажем, что никакие две соседние горизонтальные компоненты зацеп-
ления β̂′ ∪ C рокировки не допускают.

Действительно, как следует из определений, набор

(C1, C2), (C2, C3), . . . , (Cn−1, C1)

исчерпывает множество соседних горизонтальных компонент для β̂′ ∪C
(см. раздел 2).

Каждый из локальных цилиндров каждой пары из этого набора рассла-
ивается над интервалом со слоем проколотый диск D′.

При проекции каждого из этих локальных цилиндров в D′ мы видим,
что соседние компоненты переходят в простые замкнутые кривые, каждая
из которых окружает по два прокола, и при этом пересечение множеств
окружаемых проколов в каждом из случаев состоит из одного прокола.
(Для пары (Cn−1, C1) это обусловлено тем, что косы δn и δnβ индуцируют
циклическую перестановку 1→ 2→ · · · → n на множестве проколов.)

Отсюда в силу леммы 1 вытекает, что никакие две соседние горизон-
тальные компоненты зацепления β̂′ ∪ C рокировки не допускают.

Следовательно, зацепление β̂′ ∪C из определения отображения fn моно-
циклично.

Предложение 2. Пусть F – компактная поверхность, а L1 и L2 – объ-
емлемо изотопные моноциклические вертикально-горизонтальные зацеп-
ления в прямом произведении F ×S1. Предположим, что множество сло-
ев, содержащих горизонтальные компоненты зацепления L1, совпадает
с множеством слоев, содержащих горизонтальные компоненты зацепле-
ния L2, и что L1 и L2 связаны объемлемой изотопией, переводящей хотя
бы одну из горизонтальных компонент зацепления L1 в горизонтальную
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компоненту зацепления L2, лежащую в том же слое. Тогда L1 и L2 свя-
заны послойной изотопией многообразия F × S1, в каждый момент пере-
водящей каждый слой F × {x} в него же.

Доказательство. По теореме 3 найдется ВГ-изотопия ρ, переводящая L1

в L2 и в конечный момент переводящая одну из горизонтальных компонент
зацепления L1 в ее исходный слой.

Поскольку ВГ-изотопия моноциклического зацепления в силу определе-
ний сохраняет циклический порядок на множестве горизонтальных компо-
нент, отсюда следует, что изотопия ρ в конечный момент переводит каждую
из горизонтальных компонент зацепления L1 в ее исходный слой.

Заметим, что ВГ-изотопиям моноциклических зацеплений отвечают по-
слойные изотопии многообразия, поскольку в процессе ВГ-изотопии моно-
циклического зацепления его различные горизонтальные компоненты не
оказываются в один и тот же момент в одном и том же слое.

Следовательно, для F × S1 найдется послойная изотопия τ , переводя-
щая L1 в L2 и такая, что τ1(Fx) = Fx, если Fx – слой, содержащий го-
ризонтальную компоненту зацепления L1. Подправив при необходимости
изотопию τ на цилиндрах, ограниченных соседними слоями, содержащими
горизонтальные компоненты, мы можем считать, что τ1(Fx) = Fx и для
каждого слоя Fx, так что τ1 индуцирует тождественный автоморфизм ба-
зы S1.

Пусть p(τ) – изотопия базы S1, индуцированная послойной изотопией τ ,
p̃ – «поднятие» изотопии p(τ) в F ×S1, доставляемое произведением изото-
пии p(τ) и тождественной изотопии слоя, а p̃′ – изотопия, обратная к p̃ в том
смысле, что p̃′t = p̃−1t . Тогда изотопия-произведение χ = τ ? p̃′, задаваемая
правилом χt = τt ◦ p̃′t, очевидно обладает искомым свойством.

3.2 Предварительные сведения и вспомогательные
леммы о JSJ-разложении

Детальное описание сведений о JSJ-разложении дополнений узлов можно
найти в работе [Bud06] и приведенной там литературе.

Лемма 3. В терминологии раздела 2, для любой крашеной косы β ∈ PBn
вложенный тор T в дополнении R3 \ φ(β̂′) узла φ(β̂′) является несжи-
маемым если и только если T изотопен одному из торов набора φ(∂M).
Более того, набор торов φ(∂M) представляет набор JSJ-разложения для
(дополнения) узла φ(β̂′).

Доказательство. Торы из φ(∂M) несжимаемы в R3 \φ(β̂′), поскольку каж-
дый из этих торов заузлен, а узел φ(β̂′) проходит в ограничиваемом каж-
дым из этих узлов полнотории с ненулевым индексом вращения относитель-
но полнотория. (По построению, узел φ(β̂′) имеет индекс n в полнотории,
ограниченном тором φ(∂V ), и индекс 2 в полноториях, ограниченных тора-
ми из φ(∂U).)
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Торы из φ(∂M) входят в JSJ-разложение, поскольку заузлены в неса-
теллитные узлы.

Торы из φ(∂M) попарно не пареллельны, – в одноточечной компакти-
фикации S3 = R3 ∪{∞} они по построению вкладываются в набор попарно
непересекающихся шаров.

Покажем, что каждый несжимаемый тор в дополнении R3 \φ(β̂′) изото-
пен одному из торов набора φ(∂M).

Предположим, желая прийти к противоречию, что некоторый несжима-
емый тор T в R3 \ φ(β̂′) не изотопен ни одному из торов набора φ(∂M).

В таком случае, поскольку ни один из торов набора φ(∂M) не завязан
в сателлитный узел, тор T изотопией в R3 \ φ(β̂′) переводится во внутрен-
ность многообразия φ(M), так что определен прообраз φ−1(T ) в M , и этот
прообраз несжимаем и не параллелен краю в M .

Изотопией переведем тор T ′ = φ−1(T ) в состояние общего положения
по отношению к фиксированному слоению меридианными дисками в V и
стандартными методами теории несжимаемых поверхностей минимизиру-
ем количество особенностей на индуцированном (фиксированным слоением
меридианными дисками) слоении с особенностями на T ′.

Тор T ′ не переводится в «вертикальное» положение, где особенности на
индуцированном слоении отсутствуют, поскольку в таком случае на пересе-
чении тора с произвольным меридианным диском образовывалась бы про-
стая замкнутая кривая, охватывающая лишь часть нитей замкнутой косы
β̂′ (поскольку предполагается, что тор T ′ не параллелен краю ∂V , а ни од-
на из окружностей Ci все нити косы не охватывает), которая при изотопии
полного оборота над базой не задевала бы ни одной окружности из набо-
ра C, что невозможно, поскольку наличие такой изотопии позволяло бы
найти на проколотом диске D′ простую замкнутую кривую, не изотопную
краю ∂D′ и не пересекающую ни одной окружности набора O1, . . . , On−1.

На невертикально расположенном торе T ′ кроме седловых точек присут-
ствуют также экстремальные точки «максимумов» и «минимумов». (Чтобы
убедиться в этом, заметим, что две непересекающиеся замкнутые простые
кривые на торе либо изотопны, либо одна из кривых стягиваема, и при-
меним это наблюдение к высекаемым меридианными дисками простым за-
мкнутым кривым на торе T ′.)

Стандартный анализ показывает, что единственным препятствием к со-
кращению количества особенностей и/или переведению максимума и ми-
нимума в тонкую окрестность одного меридианного диска в нашем слу-
чае могут служить лишь компоненты подзацепления C. При этом в слу-
чае, если компонента Ci служит таким препятствием, в торе T ′ имеется
кольцо A, отделяемое меридианом, содержащим Ci. Натянув кольцо A′ от
кольца A к окружности Ci и анализируя пересечение кольца A′ и тора T ′,
мы видим, что предполагаемая несжимаемость тора T ′ позволяет изото-
пиями очистить кольцо A′ от пересечений с T ′, за исключением кривых,
параллельных окружности Ci, которые могут возникать исключительно в
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результате пересечений с другими – параллельными кольцу A – кольцами
тора T ′, отсекаемыми от T ′ меридианом, содержащим окружность Ci.

Ближайшее к ∂(Ui) из указанных подколец изотопией в M переводит-
ся в положение «касания» с ∂(Ui). Получающаяся таким образом кривая
касания γi на T ′ не стягиваема в T ′, поскольку Ci не стягиваема в V \ β̂′.

Так как тор T ′ не параллелен тору ∂(Ui), в паре к кривой касания γi на T ′
аналогичным образом возникает кривая касания γj ⊂ T ′ с параллелью тора
∂(Uj) одной из компонент Cj , отличных от Ci. В таком случае ограниченное
кривыми γi и γj кольцо на T ′ дает в M правильно вложенное несжимаемое
кольцо с краями-параллелями на ∂(Ui) и ∂(Uj). Наличие такого кольца
показывает, что Ci и Cj изотопны в (V \ (β̂′ ∪ C)) ∪ Ci ∪ Cj . Однако это
невозможно, поскольку β̂′ ∪ C моноциклично в V (лемма 2).

Полученное противоречие завершает доказательство.

Замечание. Из моноцикличности зацепления β̂′ ∪C в V (лемма 2) и специ-
фики расположения окружностей зацепления C в силу рассуждений, при-
веденных в доказательстве леммы 3, вытекает, что в M отсутствуют также
и правильно вложенные несжимаемые кольца (anannularity). Отсюда в силу
гиперболизационной теоремы Терстона следует гиперболичность (внутрен-
ности) многообразия M , или, что то же самое, многообразия V \ (β̂′ ∪ C).

3.3 Лемма об обметывающих наборах кривых
Лемма 4. Пусть n > 3, а D′ и C1, . . . , Cn−1 – проколотый диск и про-
стые кривые на нем из конструкции раздела 2. Пусть h : D′ → D′ – сохра-
няющий ориентацию автогомеоморфизм, переводящий каждую из кривых
C1, . . . , Cn−1 в изотопную ей кривую. Тогда h изотопен тождественному
автогомеоморфизму.

Доказательство. С помощью стандартных методов теории автоморфизмов
поверхностей, индукцией по k ∈ {1, . . . , n− 1} демонстрируется, что h изо-
топен автогомеоморфизму, тождественному на подмножестве C1 ∪ · · · ∪Ck.

Из того, что h изотопен автогомеоморфизму, тождественному на под-
множестве C1 ∪ · · · ∪ Cn−1, следует требуемое в силу того, что каждая из
компонент множества D′ \ (C1 ∪ · · · ∪ Cn−1) гомеоморфна либо открытому
диску, либо открытому диску с проколом, либо кольцу с одной компонентой
края.

Замечание. Потребовав дополнительно при определении окружностей
C1, . . . , Cn−1, чтобы ни для какого i окружности Ci и Ci+2 не пересека-
лись, мы можем разбить набор C1, . . . , Cn−1 на два простых подмногооб-
разия C1 ∪ C3 ∪ . . . и C2 ∪ C4 ∪ . . . и воспользоваться для доказательства
леммы 4 методами гиперболической геометрии (см., например, [CB88]).
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4 Доказательство предложения 1 и свойств
отображения fn

Заметим, что в случае n = 2 справедливость предложения 1 очевидным
образом обеспечивается отображением, отправляющим группу крашеных
кос PB2

∼= Z в множество двуниточных сателлитов трилистника или узла-
восьмерки, и далее, чтобы не делать оговорок, связанных с вырождением,
мы предполагаем, что n > 3. В случае n > 3 справедливость предложения 1
автоматически вытекает из доказанных ниже свойств отображения fn.

4.1 Доказательство инъективности отображения fn

Предположим, что у двух крашеных кос β1 и β2 из PBn образы fn(β1) и
fn(β2) совпадают.

В терминах базовой конструкции, определяющей отображение fn
(см. раздел 2), это означает по построению, что узлы φ(β̂′1) и φ(β̂′2) объ-
емлемо изотопны в R3 (с учетом ориентации).

Обратимся к теории несжимаемых поверхностей и JSJ-разложения и
воспользуемся тем, что объемлемая изотопия между узлами продолжима
на несжимаемые поверхности в дополнении узла, представляющие те или
иные канонически привязанные к узлу изотопические классы таких поверх-
ностей. (Имеется в виду, что изотопия между узлами продолжается, к при-
меру, на наборы торов JSJ-разложений дополнений узлов или на канониче-
ские поднаборы таких наборов, – к примеру, на все торы JSJ-разложения,
заузленные в фиксированный узел.)

В силу леммы 3 набор торов φ(∂M) является изотопическим инвариан-
том узла φ(β̂′). Следовательно, найдется изотопия τt, t ∈ [0, 1], τ0 = idR3 ,
пространства R3, переводящая узел φ(β̂′1) в узел φ(β̂′2), а набор торов
∂φ(M) = φ(∂M) – в тот же набор торов.

Поскольку оба узла φ(β̂′1) и φ(β̂′2) лежат в многообразии φ(M) (и тем
самым – в одной и той же компоненте связности пространства R3 \∂φ(M)),
такая изотопия переводит также φ(M) в φ(M).

Следовательно, композиция α := φ−1 ◦ τ1 ◦ φ дает автогомеоморфизм
M → M многообразия M , переводящий узел β̂′1 в узел β̂′2. (Отсюда в силу
известной теоремы Артина следует, что косы β′1 и β′2 сопряжены, но требу-
ется показать большее: что β′1 = β′2.)

Заметим, что изотопия τ переводит тор φ(∂V ) в него же, поскольку
φ(∂V ) – единственная компонента края ∂M , относительно которой узлы
φ(β̂′1) и φ(β̂′2) имеют индекс вращения (winding number) n > 3, а не 2, как
относительно каждой из остальных компонент. При этом, поскольку τ пере-
водит узел φ(β̂′1) в узел φ(β̂′2) с учетом ориентации, τ переводит тор φ(∂V ) в
φ(∂V ) с сохранением ориентации его параллелей, и следовательно, сужение
автогомеоморфизма τ1 на тор φ(∂V ) изотопно тождественному отображе-
нию тора.
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Заметим также, что изотопия τ переводит тор φ(∂U(C1)) в него же,
поскольку φ(∂U(C1)) – единственная компонента края ∂φ(M), заузленная
в узел-восьмерку, и что сужение автогомеоморфизма τ1 на тор φ(∂U(C1))
изотопно тождественному отображению тора (в силу соображений, анало-
гичных высказанным чуть выше для случая с тором φ(∂V )).

Это означает, что автогомеоморфизм α переводит тор ∂V в тор ∂V ,
а тор ∂U(C1) – в тор ∂U(C1), причем получающиеся автогомеоморфизмы
торов изотопны тождественным.

Вообще говоря, имеющийся набор данных позволяет уже на этом этапе
доказательства продемонстрировать, что автогомеоморфизм α переводит
в себя – причем гомеоморфизмом, изотопным тождественному – каждую
из компонент края ∂M , но нам этот факт не потребуется. (Кроме того, при
конструировании отображения φ мы могли бы заузливать разные компонен-
ты края ∂M в разные узлы, но это привело бы к некоторому увеличению
коэффициентов в финальной оценке предложения.)

Для следующего шага нашего рассуждения достаточно отметить, что
в силу выбора одинакового вида φ-заузливания для всех компонент
∂U(C2), . . . , ∂U(Cn−1), при выборе согласованно ориентированных систем
меридианов и параллелей на ∂U(C2), . . . , ∂U(Cn−1) мы получаем, что α
переводит элементы такой системы меридианов и параллелей с одного тора
на другой в изотопную систему (причем с учетом ориентации).

Отсюда следует, что, подправив при необходимости изотопию τ в (сколь
угодно тонкой) окрестности края ∂φ(M), мы приходим к ситуации, когда
автогомеоморфизм α переводит в самих себя произвольные предварительно
фиксированные меридианные слоения на ∂V и на ∂U(C).

Из того, что автогомеоморфизм α : M →M сохраняет систему меридиа-
нов на ∂U(C), следует, что по α можно сконструировать автогомеоморфизм
ᾱ : V → V полнотория V , переводящий β̂′1 ∪C в β̂′2 ∪C, а из того, что суже-
ние гомеоморфизма α на край ∂V изотопно тождественному отображению,
следует, что и сужение такого ᾱ на ∂V изотопно тождественному отобра-
жению.

Поскольку группа тождественных на крае гомеотопий полнотория связ-
на, автогомеоморфизм ᾱ изотопен тождественному.

Это доказывает существование изотопии полнотория V , переводящей
зацепление β̂′1 ∪C в зацепление β̂′2 ∪C и при этом переводящей компоненту
C1 – в компоненту C1.

В силу леммы 2 зацепления β̂′1 ∪ C и β̂′2 ∪ C моноцикличны.
Отсюда в силу предложения 2 следует, что найдется изотопия ρ полно-

тория V , обладающая следующими свойствами:

(P1) ρ переводит зацепление β̂′1 ∪ C в зацепление β̂′2 ∪ C;

(P2) в каждый момент ρ переводит каждый меридианный диск (фиксиро-
ванного расслоения полнотория V на меридианные диски) в тот же
меридианный диск.

Кроме того, ρ может быть выбрана обладающей вдобавок свойством
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(P3) ρ поточечно тождественна на крае ∂V полнотория V .

В качестве комментария отметим, что в силу конструкции подзацепле-
ния C всякая изотопия ρ полнотория V , обладающая указанными свойства-
ми (P1) и (P2), некоторой изотопией χ полнотория V , обладающей свой-
ством (P1) и неподвижной на β̂′2 ∪ C, дополняется до автогомеоморфизма
χ1 ◦ρ1, тождественного на цилиндре VC = D× [0, 1] и крае ∂V (см. описание
базовой конструкции в разделе 2).

Для наших целей достаточно показать меньшее – а именно, нам до-
статочно показать, что найдется изотопия η полнотория V , обладающая
свойством (P1) и такая, что сужение автогомеоморфизма η1 : V → V на
меридианный диск D0 = D × {0} полнотория V является тождественным
отображением. Покажем это.

Для этого проанализируем свойства сужения изотопии ρ со свойства-
ми (P1)–(P3) и автогомеоморфизма ρ1 на диск D0.

Обозначим через D′0 проколотый диск D0 \ Z = D0 \ β̂′1 = D1 \ β̂′2.
Поскольку ρ1(β̂′1) = β̂′2, автогомеоморфизм ρ1 переводит D′0 в D′0.

Пусть p : VC → D0 – проекция входящего в полноторий V цилиндра
VC = D× [0, 1] = D0× [0, 1] на D0, а Ii – «кольцо» Ci× [0, i/n], соединяющее
Ci с проекцией p(Ci). Тогда проекция p образа ρ1(Ii) дает изотопию между
p(Ci) и ρ1(p(Ci)) на D0. Следовательно, поскольку ρ1(Ii) не пересекает на-
бора сегментов V1 ∩ β̂′1, кривые p(Ci) и ρ1(p(Ci)) изотопны на проколотом
диске D′0. Таким образом, сужение ρ1|D′0 гомеоморфизма ρ1 на проколотый
диск D′0 переводит в изотопную каждую из кривых набора C1 = p(C1),
p(C2), . . . , p(Cn−1). Отсюда в силу леммы 4 получаем, что ρ1|D′0 изотопен
тождественному (в классе изотопий, не фиксирующих край поточечно).

Пусть ζ – продолжение изотопии проколотого диска D′0, связывающей
автогомеоморфизм ρ1|D′0 с тождественным автогомеоморфизмом idD′0 , до
изотопии всего полнотория V с носителем в малой окрестности объединения
D0 ∪ ∂V и неподвижной на β̂′2 (на ∂V продолжаем изотопию с ∂D′0 прямым
послойным поднятием).

Тогда композиция ζ1◦ρ1 есть гомеоморфизм, тождественный на D0∪∂V
и переводящий β̂′1 в β̂′2.

Воспользовавшись трюком Александера, мы заключаем, что автогомео-
морфизм ζ1◦ρ1 связан с тождественным автогомеоморфизом полнотория V
изотопией, неподвижной на D0 ∪ ∂V .

Таким образом, узлы β̂′1 и β̂′2 связаны изотопией полнотория, неподвиж-
ной на D0 ∪ ∂V , а отвечающие им наборы дуг β′1 и β′2 в цилиндре D× [0, 3]
связаны изотопией цилиндра, неподвижной на крае цилиндра.

Из теоремы Артина [Art25] об изотопных косах прямо вытекает, что в
этом случае наборы дуг β′1 и β′2 связаны неподвижной на крае и послойной
изотопией цилиндра.

Это в точности означает, что наборы дуг β′1 и β′2 в цилиндре D × [0, 3]
представляют один и тот же элемент группы кос.

Поскольку наборы дуг β′1 и β′2 представляют косы δnβ1 и δnβ2, это озна-
чает, что δnβ1 = δnβ2 и тем самым β1 = β2.
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Это доказывает инъективность отображения fn.

4.2 Доказательство простоты и сателлитности узлов из
образа отображения fn

Сателлитность узла φ(β̂′) для произвольного β ∈ PBn следует из наличия
в дополнении R3 \ φ(β̂′) несжимаемых торов φ(∂M) (лемма 3), простота
узла φ(β̂′) следует из отсутствия в множестве несжимаемых торов в до-
полнении R3 \φ(β̂′) характерных для составных узлов несжимаемых торов,
относительно которых узел имеет единичный индекс вращения (лемма 3).

4.3 Доказательство оценки из предложения 1
Оценка на дуговый индекс узла φ(β̂′) получается через так называемые пря-
моугольные диаграммы (см. [Dy06, DP13] и приведенную там литературу).

На рисунке 1 дан пример шаблона прямоугольной диаграммы для уз-
лов φ(β̂′) при n = 5. Этот пример демонстрирует, что

– узел φ1(β̂′) (см. описание вложения φ1 в разделе 2) для тривиальной
косы β реализуется прямоугольной диаграммой сложности 5n (5 –
дуговый индекс трилистника);

– сложность диаграммы увеличивается на 8 при добавлении двуниточ-
ного заузливания в узел-восьмерку (дуговый индекс узла-восьмерки
равен шести), отвечающего заузливанию компоненты U1;

– сложность диаграммы увеличивается на 6(n−2) при добавлении n− 2
двуниточных заузливаний в трилистник (эти заузливания отвечают
компонентам U2, U3, . . .Un−1);

– для реализации любого перестановочного участка в косе β достаточно
добавить в диаграмму «ступень» на участке из n параллельных дуг,
что увеличивает сложность диаграммы на n;

– при этом в представленном шаблоне имеется шесть «свободных углов»
что с учетом альтернирования знаков при обходе этих углов позволяет
реализовать три перестановочных косы без добавления «ступеней».

Суммируя, получаем

5n+ 8 + 6(n− 2) + n ·max{s− 3, 0} = n ·max{s+ 8, 11} − 4.

5 Доказательство теоремы 1
Доказательство теоремы 1. Обратимся к хорошо известной стандартной
биекции между перестановками множества {1, . . . , n} и положительными
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перестановочными косами в Bn. Заметим, что для произвольной переста-
новки π множества {1, . . . , n} произведение βπβπ−1 , где βπ и βπ−1 – по-
ложительные перестановочные косы из Bn, отвечающие перестановке π и
обратной π−1, является крашеной косой, а разным перестановкам при отоб-
ражении π 7→ βπβπ−1 отвечают разные косы, поскольку нити с индексами i
и j у косы βπβπ−1 зацеплены между собой если и только если они пересека-
ются в стандартной диаграмме косы βπ. Следовательно, в PBn имеется по
меньшей мере n! элементов, каждый из которых представим в виде произве-
дения двух перестановочных кос. Отсюда в силу предложения 1 заключаем
(подставляя s = 2 в формулу предложения), что для любого натурального
k > 11 · 2− 4 = 18 найдется по меньшей мере n!, где

n =

[
k + 4

11

]
,

элементов группы PBn, отправляемых отображением fn в попарно не сов-
падающие простые ориентированные узлы с дуговым индексом 6 k.

При k ∈ [5, 18) справедливость доказываемой оценки обеспечивается
трилистником, дуговый индекс которого равен 5.

Из неравенства Ak > n! вытекают и искомые экспоненциальные нера-
венства. Действительно, поскольку

m! >

(
m+ 1

2

)m+1
2

и [
k + 4

11

]
+ 1 >

k + 5

11
,

мы получаем, что

n! =

[
k + 4

11

]
! >

(
k + 5

22

) k+5
22

>

(
k

22

) k
22

.

Из формулы Стирлинга вытекает, что при n > a+ b выполняется нера-
венство

n! >
(a
e

)a
· ab = aa ·

(
ab

ea

)
,

так что n! > aa при a > ea/b.
Отсюда (заметив, что n > k/(11, 01) при k > 6 · 1101 и) положив

a =
k

12
и b =

k

11, 01
− k

12
=

0, 99

132, 12
· k,

получаем, что n! > yy, где y = k/12, при k > 107 > 12e12.
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