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АННОТАЦИЯ
В работе приводится полная система числовых унитарных инвариан-

тов конечного семейства одномерных подпространств гильбертова про-
странства. Инварианты суть углы между подпространствами и суммами
подпространств, входящих в семейство.
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• Унитарные инварианты семейства подпространств - отдельная тема в
линейной алгебре и функциональном анализе: см. [1, 2, 3]. Здесь рас-
сматривается случай, когда все пространства семейства одномерны. Он
встретился при исследовании алгебры эйконалов метрического графа [4],
что и послужило поводом для написания данной заметки.

• Пусть A и B – подпространства вещественного гильбертова простран-
ства H со скалярным произведением (·, ·). Углом между A и B называ-
ется число

A∧B := arccos‖PBPA‖ ∈ [0, π/2]

(здесь и далее PL есть ортогональный проектор на подпространство L).
Напомним, что угол между одномерным подпространством L и любым
подпространством M совпадает с углом между L и проекцией L на M .
Если e ∈ L - единичный вектор, то косинус этого угла равен ‖PMe‖.

Пусть L = {L1, . . . , Lm} есть семейство подпространств в H. Назовем
конфигурацией L упорядоченный набор углов

ϕi := L∧
i (L1 + · · ·+ Li−1) (i = 1, . . . ,m),

ϕij := L∧
i Lj (i, j = 1, . . . ,m, i < j),

ϕij,k := (Li + Lj)
∧Lk (i, j, k = 1, . . . ,m, i < j < k).

(1)

Семейства подпространств L = {L1, . . . , Lm} и L
′ = {L′

1, . . . , L
′
m} уни-

тарно эквивалентны, если существует такой унитарный оператор U в
H, что L′

k = ULk для всех k = 1, . . . ,m. Следующий результат означа-
ет, что в случае dimL1 = · · · = dimLm = 1 конфигурация L является
полным набором унитарных инвариантов L.

Лемма 0.1. Пусть L = {L1, . . . , Lm}, L′ = {L′
1, . . . , L

′
m} – семейства од-

номерных подпространств в H и {ϕi, ϕij , ϕij,k}, {ϕ′
i, ϕ

′
ij , ϕ

′
ij,k} – их кон-

фигурации, соответственно. Тогда для унитарной эквивалентности L

и L
′ необходимо и достаточно, чтобы

ϕi = ϕ′
i, ϕij = ϕ′

ij , ϕij,k = ϕ′
ij,k

для всех i, j, k.

Доказательство. Необходимость очевидна. Докажем достаточность ин-
дукцией по m. База индукции m = 2 очевидна. Теперь пусть утвержде-
ние леммы верно для m < N . Тогда при m = N и i < N имеем L′

i = ULi,
где U∗ = U−1. Для всех i < N выберем единичные векторы xi ∈ Li и по-
ложим x′i = Uxi, тогда x′i ∈ L′

i). Выберем единичные векторы xN ∈ LN

и x′N ∈ L′
N . Рассмотрим проекции

y = PL1+···+LN−1
xN , y′ = PL′

1
+···+L′

N−1

x′N , y′′ = Uy.
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В силу ϕN = ϕ′
N имеем ‖y‖ = ‖y′‖; из ϕiN = ϕ′

iN следует, что |(y, xi)| =
|(y′, x′i)|, а из ϕij,N = ϕ′

ij,N следует, что ‖PLi+Lj
y‖ = ‖PL′

i+L′

j
y′‖. Унитар-

ность U влечет ‖y‖ = ‖y′′‖, |(y, xi)| = |(y′′, x′i)| и ‖PLi+Lj
y‖ = ‖PL′

i+L′

j
y′′‖.

В итоге приходим к соотношениям

‖y‖ = ‖y′‖ = ‖y′′‖, |(y, xi)| = |(y′, x′i)| = |(y′′, x′i)|,
‖PLi+Lj

y‖ = ‖PL′

i
+L′

j
y′‖ = ‖PL′

i
+L′

j
y′′‖. (2)

Пусть

R− :=
{

j ∈ {1, . . . , N − 1} | (y′, x′j) = −(y′′, x′j) 6= 0
}

. (3)

и R+ := {1, . . . , N − 1}\R−, тогда

(y′, x′i) = (y′′, x′i), i ∈ R+. (4)

Пусть Fσ (σ = ±) есть линейная оболочка всех Li, i ∈ Rσ. Предположим,
что существует такая пара (i, j), что i ∈ R+ и j ∈ R−. Введем векторы

x+ := xi, x− := xj , x′+ := x′i, x′− := x′j,

z := PLi+Lj
y, z′ := PL′

i+L′

j
y′, z′′ := PL′

i+L′

j
y′′,

тогда

(z′, x′+) = (PL′

i
+L′

j
y′, x′i) = (y′, PL′

i
+L′

j
x′i) = (y′, x′i)

(4)
= (y′′, x′i) =

= (y′′, PL′

i+L′

j
x′i) = (PL′

i+L′

j
y′′, x′i) = (z′′, x′i) = (z′′, x′+),

т.е. выполнено (z′, x′+) = (z′′, x′+). Aналогично выводится равенство
(z′, x′−) = −(z′′, x′−).

Итак, (z′, x′±) = ±(z′′, x′±). Положим z′± := z′ ± z′′ и перепишем по-
следнее равенство в виде (z′∓, x

′
±) = 0. Заметим, что

(z′±, z
′
∓) = ‖z′‖2 − ‖z′′‖2 = ‖PL′

i+L′

j
y′‖2 − ‖PL′

i+L′

j
y′′‖2 (2)

= 0.

Векторы z′± лежат в плоскости, натянутой на векторы x′+ и x′−. Поэтому
из z′+ ⊥ z′−, z′∓ ⊥ x′± следует, что x′+ ⊥ x′−. Поскольку x′± = Ux±, имеем
x+ ⊥ x−. Отсюда, ввиду произвольности i ∈ R+ и j ∈ R−, вытекает, что
F+ ⊥ F−.

Введем оператор V правилом

V x = ±Ux, x ∈ F±,
V x = Ux, x ∈ (L1 + · · ·+ LN )⊥,

V (I − PL1+···+LN−1
)xN = (I − PL′

1
+···+L′

N−1

)x′N .
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Из ортогональности F ′
+ и F ′

− и равенства

‖(I−PL′

1
+···+L′

N−1

)x′N‖2 = 1−‖y′‖2 (2)
= 1−‖y‖2 = ‖(I−PL1+···+LN−1

)xN‖2

следует, что оператор V унитарен. Очевидно, что V Li = L′
i при i < N .

Кроме того,

(V y, x′i) = ±(Uy, x′i) = ±(y′′, x′i)
(2)
= (y′, x′i), i ∈ R±. (5)

Поскольку линейная оболочка {x1, . . . , xN−1} есть все L1 + · · · + LN−1,
из (5) следует, что V PL1+···+LN−1

xN = V y = y′ = PL′

1
+···+L′

N−1

xN . Таким

образом, V xN = x′N и V LN = LN .

• Заметим, что числа ϕij = L∧
i Lj (i < j), составляющие лишь часть

конфигурации, не образуют полной системы унитарных инвариантов
семейства L = {L1, . . . , Lm}. В самом деле, пусть L = {L1, L2, L3} и
L
′ = {L′

1, L
′
2, L

′
3} – семейства подпространств в R

3, натянутых на еди-
ничные векторы xk ∈ Lk и x′k ∈ L′

k, где

x1 = x′1 = (1, 0, 0)t, x2 = x′2 =
( 1√

2
,
1√
2
, 0
)t

,

x3 =
(1

4
, 0,

√
15

4

)t

, x′3 =
(

− 1

4
,
1

2
,

√
11

4

)t

.

Тогда cosϕ12 = cosϕ′
12 = 1√

2
, cosϕ23 = cosϕ′

23 = 1
4
√
2
, cosϕ13 = cosϕ′

13 =
1
4 ,

однако sinϕ12,3 =
√
15
4 и sinϕ′

12,3 =
√
11
4 6= sinϕ12,3. Последнее неравен-

ство делает существование унитарного оператора, связывающего L с L
′,

невозможным, поскольку такой оператор должен сохранять углы между
любыми подпространствами в R

3.
• В заключение отметим, что вопрос о минимальности системы инва-
риантов (1) пока открыт.
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