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ÀÍÍÎÒÀÖÈß

Â L2(Rd) ðàññìàòðèâàåòñÿ ñàìîñîïðÿæåííûé îãðàíè÷åííûé îïåðàòîð Aε, ε > 0, âèäà

(Aεu)(x) = ε−d−2

∫
Rd
a((x− y)/ε)µ(x/ε, y/ε) (u(x)− u(y)) dy.

Ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî a(x) � íåîòðèöàòåëüíàÿ ôóíêöèÿ êëàññà L1(Rd), òàêàÿ ÷òî a(−x) = a(x),
à µ(x, y) � ôóíêöèÿ, Zd-ïåðèîäè÷åñêàÿ ïî êàæäîé ïåðåìåííîé, ïðè÷åì µ(x, y) = µ(y, x)
è 0 < µ− 6 µ(x, y) 6 µ+ < ∞. Êðîìå òîãî, ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî êîíå÷íû ìîìåíòû
Mk =

∫
Rd |x|

ka(x) dx, k = 1, 2, 3. Èçó÷àåòñÿ ïîâåäåíèå ðåçîëüâåíòû (Aε + I)−1 ïðè ìàëîì ε.

Ïîêàçàíî, ÷òî ïðè ε → 0 îïåðàòîð (Aε + I)−1 ñõîäèòñÿ ïî îïåðàòîðíîé íîðìå â L2(Rd) ê
ðåçîëüâåíòå (A0 + I)−1 ýôôåêòèâíîãî îïåðàòîðà A0. Ýôôåêòèâíûé îïåðàòîð ïðåäñòàâëÿåò
ñîáîé ýëëèïòè÷åñêèé äèôôåðåíöèàëüíûé îïåðàòîð âòîðîãî ïîðÿäêà: A0 = −div g0∇.
Ïîëó÷åíà îöåíêà òî÷íîãî ïîðÿäêà O(ε) äëÿ íîðìû ðàçíîñòè ðåçîëüâåíò.

Êëþ÷åâûå ñëîâà: íåëîêàëüíûå îïåðàòîðû ñâ¼ðòî÷íîãî òèïà, ïåðèîäè÷åñêîå óñðåäíåíèå,
îïåðàòîðíûå îöåíêè ïîãðåøíîñòè, ýôôåêòèâíûé îïåðàòîð.
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Ââåäåíèå

0.1. Ìîòèâàöèÿ: ìîäåëü êîíòàêòîâ. Ïðè èçó÷åíèè ýâîëþöèè â ìîäåëÿõ ìàòåìàòè÷åñêîé
áèîëîãèè è ïîïóëÿöèîííîé äèíàìèêè âàæíóþ ðîëü èãðàþò óðàâíåíèÿ ïàðàáîëè÷åñêîãî
òèïà ∂tu = −Au ñ íåëîêàëüíûì îïåðàòîðîì A. Íåëîêàëüíûé îïåðàòîð âîçíèêàåò èç-çà
òîãî, ÷òî âçàèìîäåéñòâèå â ýòèõ ìîäåëÿõ òàêæå èìååò íåëîêàëüíûé õàðàêòåð. Ïðè ýòîì
îïåðàòîð A ÿâëÿåòñÿ èíòåãðàëüíûì îïåðàòîðîì òèïà ñâåðòêè, ò.å. ÿäðî ýòîãî îïåðàòîðà
ñîäåðæèò ìíîæèòåëü âèäà a(x− y), êîòîðûé çàäàåò óáûâàíèå èíòåíñèâíîñòè âçàèìîäåéñòâèÿ
â çàâèñèìîñòè îò ðàññòîÿíèÿ, òåì ñàìûì îïðåäåëÿÿ �ëîêàëèçóþùèå� ñâîéñòâà íåëîêàëüíîãî
îïåðàòîðà.
Îïèøåì îäíó èç òàêèõ ìîäåëåé, íàçûâàåìóþ ìîäåëüþ êîíòàêòîâ â Rd, ñì., íàïðèìåð,

[35, 36, 37]. Â îñíîâå ýòîé ìîäåëè ëåæèò ìàðêîâñêèé ïðîöåññ ñ íåïðåðûâíûì âðåìåíåì, êîòîðûé
ïðèíàäëåæèò êëàññó ïðîöåññîâ ðîæäåíèÿ�ãèáåëè è çàäàí íà ïðîñòðàíñòâå Γ áåñêîíå÷íûõ (íî
ëîêàëüíî êîíå÷íûõ) êîíôèãóðàöèé γ ∈ Γ, ëåæàùèõ â ïðîñòðàíñòâå Rd: γ ⊂ Rd. Ïðîöåññ
îïðåäåëÿåòñÿ èíòåíñèâíîñòÿìè ðîæäåíèÿ è ãèáåëè. Êàæäàÿ òî÷êà x èç êîíôèãóðàöèè γ
íåçàâèñèìî îò äðóãèõ òî÷åê ìîæåò ïîðîäèòü ïîòîìêà y ñ èíòåíñèâíîñòüþ a(x − y), ïðè ýòîì
ïîëàãàåì

∫
Rd a(z) dz = 1. Êðîìå ýòîãî, êàæäàÿ òî÷êà â êîíôèãóðàöèè èìååò ñëó÷àéíîå âðåìÿ

æèçíè, ò.å. ìîæåò ïîãèáíóòü ñ èíòåíñèâíîñòüþ m(x) > 0. Â îáùåì ñëó÷àå èíòåíñèâíîñòè
ðîæäåíèÿ è ãèáåëè ìîãóò çàâèñåòü îò ïîëîæåíèÿ â ïðîñòðàíñòâå. Ãåíåðàòîð òàêîé äèíàìèêè
èìååò âèä:

LF (γ) =
∑
x∈γ

∫
Rd
a(x− y) (F (γ ∪ y)− F (γ)) dy +

∑
x∈γ

m(x) (F (γ\x)− F (γ)) .

Ñëó÷àé, êîãäà èíòåíñèâíîñòü ãèáåëè ïîñòîÿííà: m(x) ≡ κ, áûë ïîäðîáíî èçó÷åí â ðàáîòå
[35]. Çäåñü îñîáåííî èíòåðåñåí òàê íàçûâàåìûé êðèòè÷åñêèé ðåæèì, êîãäà m(x) ≡ 1, è êîãäà
ñóùåñòâóåò öåëîå ñåìåéñòâî ñòàöèîíàðíûõ ðàñïðåäåëåíèé.
Çàìå÷àòåëüíûì ñâîéñòâîì ìîäåëè êîíòàêòîâ ÿâëÿåòñÿ òî, ÷òî óðàâíåíèå íà ýâîëþöèþ

ïåðâîé êîððåëÿöèîííîé ôóíêöèè, êîòîðàÿ îïèñûâàåò ëîêàëüíóþ ïëîòíîñòü êîíôèãóðàöèè,
ÿâëÿåòñÿ çàìêíóòûì. Îòìåòèì, ÷òî äëÿ âñåõ ïîñëåäóþùèõ êîððåëÿöèîííûõ ôóíêöèé, íà÷èíàÿ
ñî âòîðîé, ñîîòâåòñòâóþùèå ýâîëþöèè èìåþò ñëîæíóþ èåðàðõè÷åñêóþ ñòðóêòóðó, â êîòîðîé
çàäåéñòâîâàíû êîððåëÿöèîííûå ôóíêöèè ìåíüøåãî ïîðÿäêà. Ýâîëþöèîííîå óðàâíåíèå äëÿ
ïåðâîé êîððåëÿöèîííîé ôóíêöèè èìååò âèä:

∂u

∂t
= −Au, u = u(t, x), x ∈ Rd, t > 0, u(0, x) = u0(x) > 0, (0.1)

ãäå

Au(x) = m(x)u(x) −
∫
Rd
a(x− y)u(y) dy.

Â ñëó÷àå, êîãäà m(x) ≡ 1, îïåðàòîð A ïðèíèìàåò âèä

Au(x) = u(x) −
∫
Rd
a(x− y)u(y) dy =

∫
Rd
a(x− y)(u(x)− u(y)) dy. (0.2)

Îïåðàòîð A ñ ÷èñòî ñâåðòî÷íûì ÿäðîì a(x − y), çàâèñÿùèì òîëüêî îò ðàçíîñòè x − y,
âîçíèêàåò â ìîäåëè êîíòàêòîâ â ïðîñòðàíñòâåííî-îäíîðîäíîé ñðåäå. Äëÿ èçó÷åíèÿ ìîäåëåé,
îïèñûâàþùèõ ñèñòåìû â íåîäíîðîäíûõ ñðåäàõ, åñòåñòâåííî ðàññìîòðåòü àíàëîã îïåðàòîðà
(0.2) ñ ÿäðîì âèäà a(x−y)µ(x, y), çàâèñÿùèì êàê îò âåêòîðà ðàçíîñòè x−y, òàê è îò íà÷àëüíîãî
è êîíå÷íîãî ïîëîæåíèé x, y ∈ Rd; ôóíêöèÿ µ(x, y) çàäà¼ò çäåñü ëîêàëüíûå õàðàêòåðèñòèêè
ñðåäû. Â ÷àñòíîñòè, ýâîëþöèîííîå óðàâíåíèå âèäà (0.1) íà ïåðâóþ êîððåëÿöèîííóþ ôóíêöèþ
äëÿ ìîäåëè êîíòàêòîâ â ïåðèîäè÷åñêîé ñðåäå áóäåò çàäàâàòüñÿ îïåðàòîðîì

Au(x) =

∫
Rd
a(x− y)µ(x, y)(u(x)− u(y))dy (0.3)

ñ ïåðèîäè÷åñêîé ôóíêöèåé µ(x, y).
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Ïðè èññëåäîâàíèè ïîâåäåíèÿ ðåøåíèé íåëîêàëüíûõ ýâîëþöèîííûõ óðàâíåíèé íà áîëüøèõ
âðåìåíàõ ñòàíîâèòñÿ àêòóàëüíîé çàäà÷à óñðåäíåíèÿ. Ïîÿñíèì ýòî íà ïðèìåðå ïàðàáîëè÷åñêîãî
óðàâíåíèÿ âèäà ∂tu = −Au, ãäå îïåðàòîð A ìîæåò áûòü êàê ýëëèïòè÷åñêèì îïåðàòîðîì
âòîðîãî ïîðÿäêà, òàê è îïåðàòîðîì ñâ¼ðòî÷íîãî òèïà. Åñòåñòâåííûì ïðè¼ìîì áóäåò
óìíîæåíèå âðåìåííîé ïåðåìåííîé íà ìàëûé ïàðàìåòð, íàçîâåì åãî ε2, ÷òî ïîçâîëèò
èññëåäîâàòü ïðåîáðàçîâàííîå óðàâíåíèå íà êîíå÷íîì èíòåðâàëå âðåìåíè. Ïðè ýòîì äëÿ
ñîõðàíåíèÿ ñòðóêòóðû óðàâíåíèÿ òðåáóåòñÿ óìíîæåíèå ïðîñòðàíñòâåííîé ïåðåìåííîé íà
ε, ýòî òàê íàçûâàåìàÿ äèôôóçèîííàÿ çàìåíà ïåðåìåííûõ. Â ðåçóëüòàòå â íåîäíîðîäíîé
ñðåäå ìû åñòåñòâåííûì îáðàçîì ïðèõîäèì ê çàäà÷å óñðåäíåíèÿ. Â òî âðåìÿ, êàê çàäà÷è
óñðåäíåíèÿ äèôôåðåíöèàëüíûõ îïåðàòîðîâ àêòèâíî èçó÷àëèñü â òå÷åíèå äëèòåëüíîãî
âðåìåíè, ñì., íàïðèìåð, ìîíîãðàôèþ [28] è ëèòåðàòóðó â íåé, àíàëîãè÷íûå ïðîáëåìû äëÿ
íåëîêàëüíûõ îïåðàòîðîâ ñâ¼ðòî÷íîãî òèïà íå áûëè èçó÷åíû. Âïåðâûå çàäà÷à óñðåäíåíèÿ
äëÿ òàêèõ îïåðàòîðîâ â ïåðèîäè÷åñêîé ñðåäå ðàññìàòðèâàëàñü â ðàáîòå [47]. Áûëî
ïîêàçàíî, ÷òî ïðè åñòåñòâåííûõ ìîìåíòíûõ óñëîâèÿõ è óñëîâèè êîýðöèòèâíîñòè óñðåäíåííûé
îïåðàòîð ÿâëÿåòñÿ ýëëèïòè÷åñêèì äèôôåðåíöèàëüíûì îïåðàòîðîì âòîðîãî ïîðÿäêà ñ
ïîñòîÿííûìè êîýôôèöèåíòàìè è íåâûðîæäåííîé ìàòðèöåé äèôôóçèè. Äëÿ ïîñòðîåíèÿ
ýôôåêòèâíîãî îïåðàòîðà èñïîëüçîâàëàñü òåõíèêà êîððåêòîðîâ, îäíàêî îáîñíîâàíèå ïðîöåäóðû
óñðåäíåíèÿ ïîòðåáîâàëî ðàçðàáîòêè íîâûõ ìåòîäîâ, àäàïòèðîâàííûõ äëÿ èçó÷åíèÿ
íåëîêàëüíûõ îïåðàòîðîâ. Ýòîò ðåçóëüòàò ïîçâîëèë òàêæå äîêàçàòü â [47] ôóíêöèîíàëüíóþ
öåíòðàëüíóþ ïðåäåëüíóþ òåîðåìó äëÿ ñêà÷êîîáðàçíûõ ìàðêîâñêèõ ïðîöåññîâ â ïåðèîäè÷åñêèõ
ñðåäàõ. Àíàëîãè÷íûå çàäà÷è äëÿ îïåðàòîðîâ ñî ñëó÷àéíûìè ñòàòèñòè÷åñêè îäíîðîäíûìè
êîýôôèöèåíòàìè èññëåäîâàëèñü â [49]. Ðåçóëüòàò îá óñðåäíåíèè äëÿ íåñèììåòðè÷íûõ
îïåðàòîðîâ ñâ¼ðòî÷íîãî òèïà â ïåðèîäè÷åñêîé ñðåäå áûë ïîëó÷åí â [48], ãäå áûëî ïîêàçàíî,
÷òî äëÿ ñîîòâåòñòâóþùåãî ïàðàáîëè÷åñêîãî óðàâíåíèÿ óñðåäíåíèå ñïðàâåäëèâî â äâèæóùèõñÿ
êîîðäèíàòàõ.

0.2. Îöåíêè ñêîðîñòè ñõîäèìîñòè â òåîðèè óñðåäíåíèÿ. Èíòåðåñ ê îöåíêàì ñêîðîñòè
ñõîäèìîñòè â ìàòåìàòè÷åñêîé òåîðèè óñðåäíåíèÿ äèôôåðåíöèàëüíûõ îïåðàòîðîâ âîçíèê
îäíîâðåìåííî ñ ïîÿâëåíèåì ñàìîé ýòîé òåîðèè. Â ñóùåñòâåííîé ñòåïåíè ýòî áûëî ñâÿçàíî ñ
âàæíûìè ïðèëîæåíèÿìè òåîðèè óñðåäíåíèÿ ê èçó÷åíèþ êîìïîçèòíûõ ìàòåðèàëîâ, ôîòîííûõ
êðèñòàëëîâ, ïîðèñòûõ ñðåä, ðåø¼ò÷àòûõ êîíñòðóêöèé è ïð. Ê òîìó æå çàäà÷è îá îöåíêàõ
ñêîðîñòè ñõîäèìîñòè îêàçàëèñü î÷åíü èíòåðåñíûìè è ñ ìàòåìàòè÷åñêîé òî÷êè çðåíèÿ.
Ïåðâûå ðåçóëüòàòû äëÿ ïåðèîäè÷åñêèõ ñðåä áûëè ïîëó÷åíû â ðàáîòàõ [33, 34] è [70]. Â

[33, 34] ðàññìàòðèâàëèñü êðàåâûå çàäà÷è äëÿ ýëëèïòè÷åñêèõ óðàâíåíèé âòîðîãî ïîðÿäêà ñ
ïåðèîäè÷åñêèìè êîýôôèöèåíòàìè, è äëÿ ðåøåíèé ýòèõ çàäà÷ áûëè ïîëó÷åíû îöåíêè ñêîðîñòè
ñõîäèìîñòè â L2 íîðìå. Çàòåì â [70] àíàëîãè÷íûå îöåíêè áûëè ïîëó÷åíû äëÿ ýëëèïòè÷åñêèõ
îïåðàòîðîâ, çàäàííûõ â ïåðèîäè÷åñêè ïåðôîðèðîâàííûõ îáëàñòÿõ ñ îäíîðîäíûì óñëîâèåì
Íåéìàíà íà ãðàíèöå âêëþ÷åíèé, à òàêæå äëÿ ñïåêòðàëüíûõ çàäà÷, âêëþ÷àÿ çàäà÷ó ñ óñëîâèåì
Ñòåêëîâà íà ãðàíèöå ïåðôîðàöèè.
Â äàëüíåéøåì â ðàáîòàõ ðàçëè÷íûõ àâòîðîâ áûëî ïîëó÷åíî ìíîãî èíòåðåñíûõ ðåçóëüòàòîâ

î ñêîðîñòè ñõîäèìîñòè, êàê äëÿ ýëëèïòè÷åñêèõ, òàê è äëÿ ýâîëþöèîííûõ óðàâíåíèé è ñèñòåì
óðàâíåíèé â ïåðèîäè÷åñêèõ è ëîêàëüíî ïåðèîäè÷åñêèõ ñðåäàõ, â ÷àñòíîñòè, äëÿ ñèñòåìû
òåîðèè óïðóãîñòè, è â íåêîòîðûõ ÷àñòíûõ ñëó÷àÿõ äëÿ ñèñòåìû óðàâíåíèé Ìàêñâåëëà. Ìû
óêàæåì çäåñü ëèøü íåñêîëüêî îñíîâíûõ ìîíîãðàôèé: [1, 2, 28].
Â çàäà÷àõ óñðåäíåíèÿ îïåðàòîðîâ ñî ñëó÷àéíûìè ñòàòèñòè÷åñêè îäíîðîäíûìè

êîýôôèöèåíòàìè îöåíêà ñõîäèìîñòè áûëà âïåðâûå ïîëó÷åíà â ðàáîòå [71]. Äàëüíåéøèé
ïðîãðåññ â ýòîé îáëàñòè áûë äîñòèãíóò â íåäàâíèõ ðàáîòàõ [18, 19].
Îäíàêî, âñå ïåðå÷èñëåííûå ðåçóëüòàòû äàâàëè îöåíêó ñêîðîñòè ñõîäèìîñòè òîëüêî â

ñèëüíîé òîïîëîãèè (à íå â îïåðàòîðíîé), ïðè ýòîì êîíñòàíòû â òàêèõ îöåíêàõ çàâèñåëè îò
ðåãóëÿðíîñòè ïðàâûõ ÷àñòåé óðàâíåíèé.
Â ðàáîòàõ Áèðìàíà è Ñóñëèíîé [3, 4, 5] áûë ïðåäëîæåí è ðàçâèò òåîðåòèêî-îïåðàòîðíûé

ïîäõîä ê çàäà÷àì óñðåäíåíèÿ ïåðèîäè÷åñêèõ äèôôåðåíöèàëüíûõ îïåðàòîðîâ â Rd (âàðèàíò
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ñïåêòðàëüíîãî ìåòîäà). Ñ ïîìîùüþ ýòîãî ïîäõîäà áûëè íàéäåíû òàê íàçûâàåìûå îïåðàòîðíûå
îöåíêè ïîãðåøíîñòè äëÿ øèðîêîãî êëàññà çàäà÷ ãîìîãåíèçàöèè. Ïîÿñíèì õàðàêòåð
ðåçóëüòàòîâ íà ïðèìåðå óñðåäíåíèÿ ýëëèïòè÷åñêîãî îïåðàòîðà Aε = −div g(x/ε)∇, ε > 0,
â L2(Rd). Çäåñü ìàòðèöà êîýôôèöèåíòîâ g(x) ïðåäïîëàãàåòñÿ îãðàíè÷åííîé, ïîëîæèòåëüíî
îïðåäåëåííîé è Zd-ïåðèîäè÷åñêîé. Ðàññìîòðèì óðàâíåíèå

(Aεuε)(x) + uε(x) = F (x), x ∈ Rd.
�Êëàññè÷åñêèé� ðåçóëüòàò ñîñòîèò â òîì, ÷òî ïðè ε→ 0 ðåøåíèå uε ñèëüíî ñõîäèòñÿ â L2(Rd)
ê ðåøåíèþ u0 óñðåäíåííîãî óðàâíåíèÿ

(A0u0)(x) + u0(x) = F (x), x ∈ Rd,
è âûïîëíÿåòñÿ îöåíêà

‖uε − u0‖L2(Rd) 6 C(F )ε.

Çäåñü A0 = −div ghom∇ � òàê íàçûâàåìûé ýôôåêòèâíûé îïåðàòîð ñ ïîñòîÿííîé ìàòðèöåé
êîýôôèöèåíòîâ. Â [3] áûëà óñòàíîâëåíà îöåíêà äðóãîãî òèïà:

‖uε − u0‖L2(Rd) 6 Cε‖F‖L2(Rd).

Ýòîò ðåçóëüòàò äîïóñêàåò ôîðìóëèðîâêó â îïåðàòîðíûõ òåðìèíàõ: ïðè ε → 0 ðåçîëüâåíòà
(Aε + I)−1 ñõîäèòñÿ ïî îïåðàòîðíîé íîðìå â L2(Rd) ê ðåçîëüâåíòå (A0 + I)−1 è âûïîëíåíà
îöåíêà

‖(Aε + I)−1 − (A0 + I)−1‖L2(Rd)→L2(Rd) 6 Cε. (0.4)

Íåðàâåíñòâà òàêîãî òèïà ïîëó÷èëè íàçâàíèå îïåðàòîðíûõ îöåíîê ïîãðåøíîñòè â òåîðèè
óñðåäíåíèÿ. Â [4] ïîëó÷åíà áîëåå òî÷íàÿ àïïðîêñèìàöèÿ ðåçîëüâåíòû (Aε+I)−1 ïî îïåðàòîðíîé
íîðìå â L2(Rd) ïðè ó÷åòå êîððåêòîðà ñ îöåíêîé ïîãðåøíîñòè ïîðÿäêà O(ε2), à â [5] íàéäåíà
àïïðîêñèìàöèÿ ðåçîëüâåíòû (Aε + I)−1 ïî íîðìå îïåðàòîðîâ, äåéñòâóþùèõ èç L2(Rd) â
ïðîñòðàíñòâî Ñîáîëåâà H1(Rd) (òàêæå ïðè ó÷åòå êîððåêòîðà) ñ îöåíêîé ïîãðåøíîñòè ïîðÿäêà
O(ε). Àíàëîãè÷íûå ðåçóëüòàòû äëÿ ïàðàáîëè÷åñêîé ïîëóãðóïïû e−Aεt, t > 0, áûëè ïîëó÷åíû
â [56, 58, 15, 59]. Â óïîìÿíóòûõ ðàáîòàõ îïåðàòîðíûå îöåíêè áûëè óñòàíîâëåíû äëÿ øèðîêîãî
êëàññà ìàòðè÷íûõ ýëëèïòè÷åñêèõ îïåðàòîðîâ âòîðîãî ïîðÿäêà.
Òåîðåòèêî-îïåðàòîðíûé ïîäõîä îñíîâàí íà ìàñøòàáíîì ïðåîáðàçîâàíèè, òåîðèè Ôëîêå�

Áëîõà è àíàëèòè÷åñêîé òåîðèè âîçìóùåíèé. Ïîÿñíèì ìåòîä íà ïðèìåðå âûâîäà îöåíêè (0.4).
Çà ñ÷åò ìàñøòàáíîãî ïðåîáðàçîâàíèÿ îöåíêà (0.4) ðàâíîñèëüíà íåðàâåíñòâó

‖(A+ ε2I)−1 − (A0 + ε2I)−1‖L2(Rd)→L2(Rd) 6 Cε
−1, (0.5)

ãäå A = −div g(x)∇ = D∗g(x)D, D = −i∇. Äàëåå, ñ ïîìîùüþ óíèòàðíîãî ïðåîáðàçîâàíèÿ
Ãåëüôàíäà îïåðàòîð A ðàñêëàäûâàåòñÿ â ïðÿìîé èíòåãðàë ïî îïåðàòîðàì A(ξ), äåéñòâóþùèì

â L2(Ω) è çàâèñÿùèì îò ïàðàìåòðà ξ ∈ Ω̃ (êâàçèèìïóëüñà). Çäåñü Ω = [0, 1)d � ÿ÷åéêà ðåøåòêè

Zd, à Ω̃ = [−π, π)d � ÿ÷åéêà äâîéñòâåííîé ðåøåòêè. Îïåðàòîð A(ξ) çàäàåòñÿ âûðàæåíèåì
A = (D + ξ)∗g(x)(D + ξ) ïðè ïåðèîäè÷åñêèõ ãðàíè÷íûõ óñëîâèÿõ. Îöåíêà (0.5) ýêâèâàëåíòíà
àíàëîãè÷íîé îöåíêå äëÿ îïåðàòîðîâ, çàâèñÿùèõ îò êâàçèèìïóëüñà:

‖(A(ξ) + ε2I)−1 − (A0(ξ) + ε2I)−1‖L2(Ω)→L2(Ω) 6 Cε
−1, ξ ∈ Ω̃.

Îñíîâíàÿ ÷àñòü èññëåäîâàíèÿ ñîñòîèò â èçó÷åíèè îïåðàòîðíîãî ñåìåéñòâà A(ξ), êîòîðîå
ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé àíàëèòè÷åñêîå ñåìåéñòâî ñ êîìïàêòíîé ðåçîëüâåíòîé. Ïîýòîìó ìîæíî
ïðèìåíèòü ìåòîäû àíàëèòè÷åñêîé òåîðèè âîçìóùåíèé. Âûÿñíÿåòñÿ, ÷òî ðåçîëüâåíòó
(A(ξ) + ε2I)−1 ìîæíî ïðèáëèçèòü â òåðìèíàõ ñïåêòðàëüíûõ õàðàêòåðèñòèê îïåðàòîðà íà êðàþ
ñïåêòðà. Â ÷àñòíîñòè, ýôôåêòèâíàÿ ìàòðèöà âûðàæàåòñÿ ÷åðåç ìàòðèöó Ãåññå äëÿ ïåðâîãî
ñîáñòâåííîãî çíà÷åíèÿ λ1(ξ) îïåðàòîðà A(ξ) â òî÷êå ξ = 0. Ïîýòîìó ýôôåêò óñðåäíåíèÿ
ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ñïåêòðàëüíûé ïîðîãîâûé ýôôåêò íà êðàþ ñïåêòðà ýëëèïòè÷åñêîãî
îïåðàòîðà.
Â äàëüíåéøåì ñ ïîìîùüþ òåîðåòèêî-îïåðàòîðíîãî ïîäõîäà áûëè ïîëó÷åíû îïåðàòîðíûå

îöåíêè ïðè óñðåäíåíèè íåñòàöèîíàðíûõ óðàâíåíèé òèïà Øð¼äèíãåðà è ãèïåðáîëè÷åñêîãî òèïà
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â Rd (ñì. [6, 39, 62, 23, 24, 25]), ïðè óñðåäíåíèè ñòàöèîíàðíîé è íåñòàöèîíàðíîé ñèñòåìû
Ìàêñâåëëà â R3 (ñì. [55, 57, 26]), à òàêæå ìíîãèå äðóãèå ðåçóëüòàòû.
Äðóãîé ïîäõîä ê ïîëó÷åíèþ îïåðàòîðíûõ îöåíîê ïîãðåøíîñòè â çàäà÷àõ ãîìîãåíèçàöèè (òàê

íàçûâàåìûé �ìåòîä ñäâèãà�) áûë ïðåäëîæåí â ðàáîòàõ Æèêîâà è Ïàñòóõîâîé (ñì. [27, 29, 30],
à òàêæå îáçîð [31] è öèòèðîâàííóþ òàì ëèòåðàòóðó). Ýòîò ìåòîä îñíîâàí íà àíàëèçå ïåðâîãî
ïðèáëèæåíèÿ ê ðåøåíèþ è ââåäåíèè â çàäà÷ó äîïîëíèòåëüíîãî ïàðàìåòðà (ñäâèãà íà âåêòîð
èç Ω).
Â [27, 29] èçó÷àëèñü íå òîëüêî çàäà÷è îá óñðåäíåíèè ýëëèïòè÷åñêîãî îïåðàòîðà Aε â Rd,

íî è êðàåâûå çàäà÷è â îãðàíè÷åííîé îáëàñòè ïðè óñëîâèÿõ Äèðèõëå èëè Íåéìàíà. Áûëè
óñòàíîâëåíû îïåðàòîðíûå îöåíêè ïîãðåøíîñòè ïîðÿäêà O(ε1/2) ïî L2 → L2 è L2 → H1 íîðìàì;
îöåíêè óõóäøàþòñÿ èç-çà âëèÿíèÿ ãðàíèöû îáëàñòè. Áëèçêèå ðåçóëüòàòû áûëè ïîëó÷åíû
Ãðèçî [20, 21] ñ ïîìîùüþ àíôîëäèíã-ìåòîäà äëÿ ñêàëÿðíîãî ýëëèïòè÷åñêîãî îïåðàòîðà â
îãðàíè÷åííîé îáëàñòè ïðè óñëîâèÿõ Äèðèõëå èëè Íåéìàíà. Â [21] âïåðâûå áûëà äîêàçàíà
òî÷íàÿ ïî ïîðÿäêó îöåíêà ïîãðåøíîñòè (ïîðÿäêà O(ε)) ïðè àïïðîêñèìàöèè ðåçîëüâåíòû ïî
îïåðàòîðíîé íîðìå â L2. Àíàëîãè÷íûå ðåçóëüòàòû äëÿ ýëëèïòè÷åñêèõ ñèñòåì áûëè íåçàâèñèìî
ïîëó÷åíû â ðàáîòàõ [32] è [46, 60, 61]. Îïåðàòîðíûå îöåíêè ïðè óñðåäíåíèè íà÷àëüíî-êðàåâûõ
çàäà÷ äëÿ ïàðàáîëè÷åñêèõ óðàâíåíèé èçó÷àëèñü â ðàáîòàõ [40, 17]. Äëÿ ñòàöèîíàðíîé ñèñòåìû
Ìàêñâåëëà â îãðàíè÷åííîé îáëàñòè ïðè êðàåâûõ óñëîâèÿõ èäåàëüíîé ïðîâîäèìîñòè òàêèå
îöåíêè íàéäåíû â [65, 66].
Â ïîñëåäíèå ãîäû îïåðàòîðíûå îöåíêè ïîãðåøíîñòè â ðàçëè÷íûõ çàäà÷àõ ãîìîãåíèçàöèè

äëÿ äèôôåðåíöèàëüíûõ îïåðàòîðîâ ïðèâëåêàþò âíèìàíèå âñå áîëüøåãî ÷èñëà èññëåäîâàòåëåé;
ïîëó÷åíî ìíîãî ñîäåðæàòåëüíûõ ðåçóëüòàòîâ. Òàêèå îöåíêè èçó÷àëèñü äëÿ ñèñòåìû Ñòîêñà
[22], äëÿ ýëëèïòè÷åñêèõ îïåðàòîðîâ âûñîêîãî ïîðÿäêà â Rd [16, 38, 42, 43, 54, 41, 68,
69] è â îãðàíè÷åííîé îáëàñòè [63, 64, 67], äëÿ îïåðàòîðîâ ñ ëîêàëüíî ïåðèîäè÷åñêèìè
êîýôôèöèåíòàìè [7, 44, 45, 50, 51, 52], â çàäà÷àõ ñ âûñîêèì êîíòðàñòîì [12, 14, 13], â çàäà÷àõ
ñ áûñòðî îñöèëëèðóùåé ãðàíèöåé èëè ñ ÷àñòîé ñìåíîé òèïà ãðàíè÷íûõ óñëîâèé [9, 10, 8], è âî
ìíîãèõ äðóãèõ çàäà÷àõ. Çäåñü ìû íå ïðåòåíäóåì íà ïîëíîòó îáçîðà. Ïîä÷åðêíåì, îäíàêî, ÷òî
òàêèå îöåíêè ðàíåå íå èçó÷àëèñü äëÿ íåëîêàëüíûõ îïåðàòîðîâ.

0.3. Ïîñòàíîâêà çàäà÷è. Îñíîâíîé ðåçóëüòàò. Â íàñòîÿùåé ðàáîòå ìû èçó÷àåì îïåðàòîð
ñâ¼ðòî÷íîãî òèïà âèäà

Aεu(x) =
1

εd+2

∫
Rd

a
(x− y

ε

)
µ
(x
ε
,
y

ε

)(
u(x)− u(y)

)
dy, x ∈ Rd, u ∈ L2(Rd). (0.6)

Çäåñü ε � ìàëûé ïîëîæèòåëüíûé ïàðàìåòð. Ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî a(x) � ÷åòíàÿ
íåîòðèöàòåëüíàÿ ôóíêöèÿ êëàññà L1(Rd), ‖a‖L1 > 0; µ(x, y) � îãðàíè÷åííàÿ è ïîëîæèòåëüíî
îïðåäåëåííàÿ ôóíêöèÿ, Zd-ïåðèîäè÷åñêàÿ ïî êàæäîé ïåðåìåííîé, ïðè÷åì µ(x, y) = µ(y, x).
Êðîìå òîãî, ïðåäïîëàãàþòñÿ êîíå÷íûìè ìîìåíòû Mk =

∫
Rd |x|

ka(x)dx, k = 1, 2, 3. Ïðè ýòèõ
óñëîâèÿõ îïåðàòîð Aε îãðàíè÷åí, ñàìîñîïðÿæåí è íåîòðèöàòåëåí.
Óñðåäíåíèþ òàêèõ îïåðàòîðîâ áûëà ïîñâÿùåíà ðàáîòà [47], î êîòîðîé óæå øëà ðå÷ü âûøå.

Áûëî ïîêàçàíî, ÷òî ïðè ε→ 0 ðåçîëüâåíòà (Aε+I)−1 ñèëüíî ñõîäèòñÿ ê ðåçîëüâåíòå (A0 + I)−1

ýôôåêòèâíîãî îïåðàòîðà. Ýôôåêòèâíûé îïåðàòîð ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ýëëèïòè÷åñêèé
äèôôåðåíöèàëüíûé îïåðàòîð âòîðîãî ïîðÿäêà ñ ïîñòîÿííûìè êîýôôèöèåíòàìè A0 =
−div g0∇. Òåì ñàìûì, â äàííîé çàäà÷å íàáëþäàåòñÿ èíòåðåñíûé ýôôåêò: ïðè óñðåäíåíèè
îãðàíè÷åííîãî íåëîêàëüíîãî îïåðàòîðà Aε âîçíèêàåò íåîãðàíè÷åííûé ëîêàëüíûé îïåðàòîð A0.
Äëÿ îïåðàòîðîâ ñ íåñèììåòðè÷íûì ÿäðîì àíàëîãè÷íûå çàäà÷è èçó÷àëèñü â [48], ãäå

äëÿ ñîîòâåòñòâóþùèõ ïàðàáîëè÷åñêèõ óðàâíåíèé ðåçóëüòàò îá óñðåäíåíèè ñïðàâåäëèâ â
äâèæóùèõñÿ êîîðäèíàòàõ. Çàäà÷à â ïåðèîäè÷åñêè ïåðôîðèðîâàííîé îáëàñòè èññëåäîâàëàñü
âàðèàöèîííûìè ìåòîäàìè â [11]. Õîòÿ, íàñêîëüêî àâòîðàì èçâåñòíî, îöåíêè ñêîðîñòè
ñõîäèìîñòè â óïîìÿíóòûõ çàäà÷àõ îòñóòñòâóþò â ìàòåìàòè÷åñêîé ëèòåðàòóðå, äëÿ äîñòàòî÷íî
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ðåãóëÿðíûõ ïðàâûõ ÷àñòåé èõ ìîæíî áûëî áû ïîëó÷èòü ñ ïîìîùüþ àñèìïòîòè÷åñêèõ
ðàçëîæåíèé, ïîñòðîåííûõ â [47].
Íàøà öåëü � óñòàíîâèòü ñõîäèìîñòü ðåçîëüâåíòû (Aε + I)−1 ê ðåçîëüâåíòå (A0 + I)−1

ýôôåêòèâíîãî îïåðàòîðà ïî îïåðàòîðíîé íîðìå â L2(Rd) è ïîëó÷èòü òî÷íóþ ïî ïîðÿäêó îöåíêó
ïîãðåøíîñòè.
Îïèøåì îñíîâíîé ðåçóëüòàò ðàáîòû. Êàê îáû÷íî â òåîðèè óñðåäíåíèÿ, äëÿ îïèñàíèÿ

ýôôåêòèâíîé ìàòðèöû g0 íóæíî ðàññìîòðåòü âñïîìîãàòåëüíûå çàäà÷è íà ÿ÷åéêå. Êàê è âûøå,
Ω := [0, 1)d � ÿ÷åéêà ðåøåòêè Zd. Ïóñòü âåêòîð-ôóíêöèÿ v(x) = (v1(x), . . . , vd(x))t, x ∈ Rd,
ÿâëÿåòñÿ Zd-ïåðèîäè÷åñêèì ðåøåíèåì çàäà÷è

∫
Rd a(x− y)µ(x, y)(v(x)− v(y)) dy =

∫
Rd a(x− y)µ(x, y)(x− y) dy,∫

Ω v(y)dy = 0.
(0.7)

Îòìåòèì, ÷òî çàäà÷à (0.7) èìååò åäèíñòâåííîå Zd-ïåðèîäè÷åñêîå ðåøåíèå. Îïðåäåëèì
ýôôåêòèâíóþ ìàòðèöó g0 = 1

2{gij}i,j=1,...,d ðàâåíñòâîì

gij =

∫
Ω
dx

∫
Rd
dy
(

(xi−yi)(xj−yj)−vj(x)(xi−yi)−vi(x)(xj−yj)
)
a(x−y)µ(x, y), i, j = 1, . . . , d.

Ìàòðèöà g0 îêàçûâàåòñÿ ïîëîæèòåëüíî îïðåäåëåííîé. Ýôôåêòèâíûé îïåðàòîð A0 = −div g0∇
îïðåäåëåí íà ïðîñòðàíñòâå Ñîáîëåâà H2(Rd). Íàø îñíîâíîé ðåçóëüòàò ñîñòàâëÿåò ñëåäóþùåå
óòâåðæäåíèå (ñì. òåîðåìó 3.1): ñïðàâåäëèâà îöåíêà

‖(Aε + I)−1 − (A0 + I)−1‖L2(Rd)→L2(Rd) 6 C(a, µ)ε, ε > 0. (0.8)

Îöåíêà (0.8) òî÷íà ïî ïîðÿäêó, à ïîñòîÿííàÿ C(a, µ) êîíòðîëèðóåòñÿ ÿâíî.

0.4. Ìåòîä. Äëÿ èññëåäîâàíèÿ çàäà÷è îá àïïðîêñèìàöèè ðåçîëüâåíòû îïåðàòîðà (0.6) ìû
ìîäèôèöèðóåì òåîðåòèêî-îïåðàòîðíûé ïîäõîä, ðàçâèòûé â ðàáîòàõ Áèðìàíà è Ñóñëèíîé, î
êîòîðîì øëà ðå÷ü â ïóíêòå 0.2.
Ïåðâûå äâà øàãà � ìàñøòàáíîå ïðåîáðàçîâàíèå è ðàçëîæåíèå îïåðàòîðà (0.3) â ïðÿìîé

èíòåãðàë ïî îïåðàòîðàì A(ξ) ñ ïîìîùüþ óíèòàðíîãî ïðåîáðàçîâàíèÿ Ãåëüôàíäà � îñòàþòñÿ
ïðåæíèìè. Îäíàêî, ê ñåìåéñòâó îïåðàòîðîâ A(ξ), äåéñòâóþùèõ â ïðîñòðàíñòâå L2(Ω)

è çàâèñÿùèõ îò ïàðàìåòðà ξ ∈ Ω̃, ìåòîäû àíàëèòè÷åñêîé òåîðèè âîçìóùåíèé óæå
íåïðèìåíèìû. Â îòëè÷èå îò ñëó÷àÿ äèôôåðåíöèàëüíûõ îïåðàòîðîâ ýòî îïåðàòîðíîå ñåìåéñòâî
íå ÿâëÿåòñÿ àíàëèòè÷åñêèì. Âçàìåí ìû èñïîëüçóåì êîíå÷íóþ ãëàäêîñòü ñåìåéñòâà A(ξ),
êîòîðàÿ îáåñïå÷åíà ïðåäïîëîæåíèåì î êîíå÷íîñòè ïåðâûõ òðåõ ìîìåíòîâ êîýôôèöèåíòà a(x).
Âîéäåì â ïîäðîáíîñòè. Ñîãëàñíî òåîðåòèêî-îïåðàòîðíîìó ïîäõîäó äëÿ ïîëó÷åíèÿ

àïïðîêñèìàöèè ðåçîëüâåíòû (A(ξ) + ε2I)−1 ïðè ìàëûõ ε > 0 äîñòàòî÷íî íàéòè àñèìïòîòèêó
îïåðàòîð-ôóíêöèè A(ξ)F (ξ), ξ → 0; çäåñü F (ξ) � ñïåêòðàëüíûé ïðîåêòîð îïåðàòîðà
A(ξ), îòâå÷àþùèé íåêîòîðîé îêðåñòíîñòè íóëÿ. Òðàäèöèîííî àñèìïòîòèêà îïåðàòîðà
A(ξ)F (ξ) ïðè ξ → 0 âû÷èñëÿëàñü ÷åðåç àñèìïòîòèêó ïåðâîãî ñîáñòâåííîãî çíà÷åíèÿ λ1(ξ)
îïåðàòîðà A(ξ). Â íàñòîÿùåé ñòàòüå ïðåäëàãàþòñÿ äâà àëüòåðíàòèâíûõ ñïîñîáà âû÷èñëåíèÿ
àñèìïòîòèêè îïåðàòîðà A(ξ)F (ξ) ïðè ξ → 0, íå ñâÿçàííûõ ñ íàõîæäåíèåì àñèìïòîòèêè
ïåðâîãî ñîáñòâåííîãî çíà÷åíèÿ λ1(ξ). Îñîáåííî ïåðñïåêòèâíî âûãëÿäèò ìåòîä âû÷èñëåíèÿ
êîýôôèöèåíòîâ àñèìïòîòèêè îïåðàòîðà A(ξ)F (ξ), ξ → 0, ÷åðåç ïîäõîäÿùèå êîíòóðíûå
èíòåãðàëû (ñì. �òðåòèé ñïîñîá�, ïóíêò 4.2).
Êàê è â ñëó÷àå äèôôåðåíöèàëüíûõ îïåðàòîðîâ âûÿñíÿåòñÿ, ÷òî ãëàâíóþ ðîëü â äàííîé

çàäà÷å èãðàþò ñïåêòðàëüíûå õàðàêòåðèñòèêè îïåðàòîðà A âáëèçè íèæíåãî êðàÿ ñïåêòðà (òàê
íàçûâàåìûå ïîðîãîâûå õàðàêòåðèñòèêè). Òåì ñàìûì, ýôôåêò óñðåäíåíèÿ äëÿ íåëîêàëüíîãî
îïåðàòîðà Aε òàêæå ÿâëÿåòñÿ ïîðîãîâûì ýôôåêòîì íà êðàþ ñïåêòðà.
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0.5. Ïëàí ñòàòüè. Ñòàòüÿ ñîñòîèò èç ââåäåíèÿ, òðåõ ïàðàãðàôîâ è ïðèëîæåíèÿ. Â �1 ââîäèòñÿ
îïåðàòîð A, îáñóæäàåòñÿ ðàçëîæåíèå ýòîãî îïåðàòîðà â ïðÿìîé èíòåãðàë ïî ñåìåéñòâó
îïåðàòîðîâ A(ξ) è óñòàíàâëèâàþòñÿ îöåíêè ñíèçó äëÿ êâàäðàòè÷íîé ôîðìû îïåðàòîðà A(ξ). Â
�2 èññëåäîâàíû ïîðîãîâûå õàðàêòåðèñòèêè îïåðàòîðíîãî ñåìåéñòâà A(ξ) âáëèçè íèæíåãî êðàÿ
ñïåêòðà; ïîëó÷åíà àïïðîêñèìàöèÿ ðåçîëüâåíòû (A(ξ)+ε2I)−1 ïðè ìàëîì ε. Â �3 èç ðåçóëüòàòîâ
�2 ñ ïîìîùüþ ìàñøòàáíîãî ïðåîáðàçîâàíèÿ è ïðåîáðàçîâàíèÿ Ãåëüôàíäà âûâîäèòñÿ îñíîâíîé
ðåçóëüòàò ðàáîòû � íàéäåíà àïïðîêñèìàöèÿ ðåçîëüâåíòû (Aε + I)−1 ïî îïåðàòîðíîé íîðìå â
L2(Rd). Â Ïðèëîæåíèå (�4) âûíåñåí âñïîìîãàòåëüíûé ìàòåðèàë.

0.6. Îáîçíà÷åíèÿ. Íîðìà â íîðìèðîâàííîì ïðîñòðàíñòâå X îáîçíà÷àåòñÿ ÷åðåç ‖ · ‖X (ëèáî
áåç èíäåêñà, åñëè ýòî íå âåäåò ê íåäîðàçóìåíèÿì); åñëè ïðîñòðàíñòâà X, Y íîðìèðîâàíû,
òî ñòàíäàðòíàÿ íîðìà ëèíåéíîãî îãðàíè÷åííîãî îïåðàòîðà T : X → Y îáîçíà÷àåòñÿ ÷åðåç
‖T‖X→Y ëèáî ‖T‖ (áåç èíäåêñà). Ëèíåéíàÿ îáîëî÷êà ñèñòåìû âåêòîðîâ F ⊂ X îáîçíà÷àåòñÿ
÷åðåç L{F}. Îòêðûòûé øàð â íîðìèðîâàííîì ïðîñòðàíñòâå ñ öåíòðîì â òî÷êå x0 è ðàäèóñà
r > 0 îáîçíà÷àåòñÿ ÷åðåç Br(x0). Ïðîñòðàíñòâî îãðàíè÷åííûõ ëèíåéíûõ îïåðàòîðîâ â
íîðìèðîâàííîì ïðîñòðàíñòâå X îáîçíà÷àåòñÿ ÷åðåç B(X).
Äëÿ ñàìîñîïðÿæåííîãî îïåðàòîðà A â ãèëüáåðòîâîì ïðîñòðàíñòâå H ÷åðåç σ(A) è σe(A)

îáîçíà÷àþòñÿ ñïåêòð è ñóùåñòâåííûé ñïåêòð îïåðàòîðà A.
Åñëè O � èçìåðèìîå (ïî Ëåáåãó) ìíîæåñòâî â Rd, òî ÷åðåç Lp(O), 1 6 p 6∞,

îáîçíà÷àþòñÿ ñòàíäàðòíûå Lp-êëàññû. Ñòàíäàðòíîå ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå â ïðîñòðàíñòâå
L2(O) îáîçíà÷àåòñÿ ÷åðåç (·, ·)L2(O) ëèáî áåç èíäåêñà.

Ñòàíäàðòíîå ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå â Rd è Cd îáîçíà÷àåòñÿ ÷åðåç 〈·, ·〉. Äàëåå, èñïîëüçóåì
îáîçíà÷åíèÿ x = (x1, . . . , xd)

t ∈ Rd, iDj = ∂j = ∂/∂xj , j = 1, . . . , d. ×åðåç S(Rd) îáîçíà÷èì

êëàññ Øâàðöà â Rd. Õàðàêòåðèñòè÷åñêàÿ ôóíêöèÿ ìíîæåñòâà E ⊂ Rd îáîçíà÷àåòñÿ ÷åðåç 1E .

� 1. Íåëîêàëüíûé îïåðàòîð Øð¼äèíãåðà:

ðàçëîæåíèå â ïðÿìîé èíòåãðàë è îöåíêè

1.1. Îïåðàòîð A(a, µ). Äëÿ ïðîèçâîëüíûõ ôóíêöèé a ∈ L1(Rd), µ ∈ L∞(Rd×Rd), îïðåäåëèì
íåëîêàëüíûé îïåðàòîð Øð¼äèíãåðà A = A(a, µ), äåéñòâóþùèé â ãèëüáåðòîâîì ïðîñòðàíñòâå
L2(Rd), d > 1, è çàäàííûé ñîîòíîøåíèåì

A(a, µ)u(x) :=

∫
Rd

a(x− y)µ(x, y)(u(x)− u(y)) dy, x ∈ Rd.

Îïåðàòîð A ìîæíî çàïèñàòü â âèäå A = p(x; a, µ)− B(a, µ), ãäå

p(x; a, µ) :=

∫
Rd

a(x− y)µ(x, y) dy, x ∈ Rd,

B(a, µ)u(x) :=

∫
Rd

a(x− y)µ(x, y)u(y) dy, x ∈ Rd.

Ñîãëàñíî ëåììå Øóðà (ëåììà 4.1) îïåðàòîð B(a, µ) : L2(Rd) → L2(Rd) îãðàíè÷åí, è
ñïðàâåäëèâà îöåíêà ‖B(a, µ)‖ 6 ‖µ‖L∞‖a‖L1 . Êðîìå òîãî, ïîòåíöèàë p(x; a, µ) îãðàíè÷åí,
‖p(·; a, µ)‖L∞ 6 ‖µ‖L∞‖a‖L1 . Ñëåäîâàòåëüíî, îïåðàòîð A(a, µ) : L2(Rd) → L2(Rd) îãðàíè÷åí.
Íàðÿäó ñ îáùèì îïåðàòîðîì A(a, µ) ïîëåçíî ðàññìîòðåòü îïåðàòîð A0(a) := A(a, µ0), ãäå
µ0 ≡ 1. Ââåäåì îáîçíà÷åíèÿ p0(x; a) := p(x; a, µ0), B0(a) := B(a, µ0). Ðàçóìååòñÿ, îïåðàòîð
B0(a) � ýòî îïåðàòîð ñâåðòêè ñ ôóíêöèåé a; ïîòåíöèàë p0(x; a) � ïîñòîÿííûé.
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Äàëåå ïðåäïîëàãàþòñÿ âûïîëíåííûìè áîëåå æåñòêèå îãðàíè÷åíèÿ íà ôóíêöèè a è µ:

a ∈ L1(Rd), mes{x ∈ Rd : a(x) 6= 0} > 0, a(x) > 0, a(−x) = a(x), x ∈ Rd; (1.1)

0 < µ− 6 µ(x, y) 6 µ+ < +∞, µ(x, y) = µ(y, x), x, y ∈ Rd; (1.2)

µ(x+m, y + n) = µ(x, y), x, y ∈ Rd, m, n ∈ Zd; (1.3)

Mk(a) :=

∫
Rd

|x|ka(x)dx < +∞, k = 1, 2, 3. (1.4)

Î÷åâèäíî, ïðè óñëîâèÿõ (1.1), (1.2) ïîòåíöèàë p(x) = p(x; a, µ) âåùåñòâåíåí, à îïåðàòîð
B(a, µ) ñàìîñîïðÿæåí; ñëåäîâàòåëüíî, îïåðàòîð A(a, µ) ñàìîñîïðÿæåí. Íåòðóäíî âèäåòü, ÷òî
ïîòåíöèàë p(x; a, µ) óäîâëåòâîðÿåò îöåíêàì

µ−‖a‖L1(Rd) 6 p(x) 6 µ+‖a‖L1(Rd), x ∈ Rd. (1.5)

1.2. Îöåíêè êâàäðàòè÷íîé ôîðìû îïåðàòîðà A(a, µ). Ïðè óñëîâèÿõ (1.1), (1.2)
êâàäðàòè÷íàÿ ôîðìà îïåðàòîðà A(a, µ) äîïóñêàåò ñëåäóþùåå ïðåäñòàâëåíèå (ñì., íàïðèìåð,
[36])

(A(a, µ)u, u) =
1

2

∫
Rd

∫
Rd

dx dy a(x− y)µ(x, y)|u(x)− u(y)|2, u ∈ L2(Rd). (1.6)

Äåéñòâèòåëüíî, èç ðàâåíñòâ a(x− y) = a(y − x) è µ(x, y) = µ(y, x) âûòåêàåò, ÷òî

(A(a, µ)u, u) =

∫
Rd

dxu(x)

∫
Rd

dy a(x− y)µ(x, y)(u(x)− u(y)) =

=

∫
Rd

∫
Rd

dx dy a(x− y)µ(x, y)|u(x)− u(y)|2 +

∫
Rd

dy u(y)

∫
Rd

dx a(x− y)µ(x, y)(u(x)− u(y)) =

=

∫
Rd

∫
Rd

dx dy a(x− y)µ(x, y)|u(x)− u(y)|2 − (A(a, µ)u, u), u ∈ L2(Rd).

Îòñþäà ñëåäóåò ðàâåíñòâî (1.6).
Èç (1.6) âûòåêàåò íåîòðèöàòåëüíîñòü îïåðàòîðà A(a, µ) è îöåíêè

µ−(A0(a)u, u) 6 (A(a, µ)u, u) 6 µ+(A0(a)u, u), u ∈ L2(Rd). (1.7)

Ïîñêîëüêó B0(a) � îïåðàòîð ñâåðòêè, ïðåîáðàçîâàíèå Ôóðüå ïåðåâîäèò B0(a) â îïåðàòîð
óìíîæåíèÿ íà ôóíêöèþ â(ξ), ξ ∈ Rd, ãäå

â(ξ) :=

∫
Rd

e−i〈ξ,z〉a(z) dz, ξ ∈ Rd.

Òîãäà îïåðàòîð A0(a) óíèòàðíî ýêâèâàëåíòåí îïåðàòîðó óìíîæåíèÿ íà ôóíêöèþ â(0) − â(ξ).
Ñëåäîâàòåëüíî, λ0 = 0 ÿâëÿåòñÿ òî÷êîé ñïåêòðà îïåðàòîðà A0(a) (ñì. òàêæå [36]). Ïîñêîëüêó
îïåðàòîð A0(a) íåîòðèöàòåëåí, òî λ0 � ýòî êðàé ñïåêòðà. Â ñèëó îöåíîê (1.7) òî÷êà λ0 = 0
ÿâëÿåòñÿ òàêæå íèæíèì êðàåì ñïåêòðà îïåðàòîðà A(a, µ).

1.3. Ðàçëîæåíèå îïåðàòîðà A(a, µ) â ïðÿìîé èíòåãðàë. Íåòðóäíî âèäåòü, ÷òî ïðè
óñëîâèÿõ (1.1)�(1.3) îïåðàòîð óìíîæåíèÿ íà ïîòåíöèàë p(x; a, µ) è îïåðàòîð B(a, µ) (à çíà÷èò,
è îïåðàòîð A(a, µ)) êîììóòèðóþò ñ îïåðàòîðàìè Sn öåëî÷èñëåííîãî ñäâèãà, îïðåäåëåííûìè
ïî ïðàâèëó

Snu(x) = u(x+ n), x ∈ Rd, n ∈ Zd.
Òàêèì îáðàçîì, îïåðàòîðû A(a, µ) è B(a, µ) � ïåðèîäè÷åñêèå îïåðàòîðû ñ ðåøåòêîé ïåðèîäîâ

Zd. Îáîçíà÷èì ÷åðåç Ω := [0, 1)d ÿ÷åéêó ðåøåòêè Zd è ÷åðåç Ω̃ := [−π, π)d � ÿ÷åéêó
äâîéñòâåííîé ðåøåòêè (2πZ)d.
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Îïðåäåëèì ïðåîáðàçîâàíèå Ãåëüôàíäà G (ñì., íàïðèìåð, [53] èëè [3, ãëàâà 2]).
Ïåðâîíà÷àëüíî G çàäàåòñÿ íà êëàññå Øâàðöà S(Rd) ðàâåíñòâîì

Gu(ξ, x) := (2π)−d/2
∑
n∈Zd

u(x+ n)e−i〈ξ,x+n〉, ξ ∈ Ω̃, x ∈ Ω, u ∈ S(Rd).

Çàòåì G ðàñïðîñòðàíÿåòñÿ ïî íåïðåðûâíîñòè äî óíèòàðíîãî îòîáðàæåíèÿ èç L2(Rd) íà∫
Ω̃

⊕
L2(Ω)dξ = L2(Ω̃× Ω).

Óñëîâèìñÿ, ÷òî äëÿ âñÿêîé ôóíêöèè v ∈
∫

Ω̃

⊕
L2(Ω)dξ ïðè êàæäîì ξ ∈ Ω̃ ôóíêöèÿ

v(ξ, ·) ïåðèîäè÷åñêè ïðîäîëæåíà ñ ÿ÷åéêè Ω íà âñå Rd. Êàê è âñå ïåðèîäè÷åñêèå îïåðàòîðû,
îïåðàòîðû A(a, µ) è B(a, µ) ÷àñòè÷íî äèàãîíàëèçóþòñÿ ñ ïîìîùüþ ïðåîáðàçîâàíèÿ Ãåëüôàíäà.
Èìåííî,

GA(a, µ)G∗u(ξ, x) = A(ξ, a, µ)u(ξ, x), GB(a, µ)G∗u(ξ, x) = B(ξ, a, µ)u(ξ, x), ξ ∈ Ω̃, x ∈ Ω. (1.8)

Çäåñü îïåðàòîðû A(ξ, a, µ) è B(ξ, a, µ) � ñàìîñîïðÿæåííûå îãðàíè÷åííûå îïåðàòîðû â L2(Ω),
çàäàííûå ñîîòíîøåíèÿìè:

A(ξ, a, µ) = p(x; a, µ)− B(ξ, a, µ), B(ξ, a, µ)u(x) =

∫
Ω

ã(ξ, x− y)µ(x, y)u(y) dy, u ∈ L2(Ω);

ã(ξ, z) :=
∑
n∈Zd

a(z + n)e−i〈ξ,z+n〉, ξ ∈ Ω̃, z ∈ Rd.

Îòìåòèì ðàâåíñòâî

p(x; a, µ) =

∫
Ω

ã(0, x− y)µ(x, y) dy. (1.9)

Èç Zd-ïåðèîäè÷íîñòè ôóíêöèè ã(ξ, ·) è îöåíêè
∫

Ω |ã(ξ, z)| dz 6 ‖a‖L1 ñëåäóåò âêëþ÷åíèå

ã(ξ, ·) ∈ L1,loc(Rd) è îöåíêà

‖ã(ξ, ·)‖L1([−1,1]d) 6 2d‖a‖L1(Rd), ξ ∈ Ω̃.

Òåïåðü, ñîãëàñíî ñëåäñòâèþ 4.2, îïåðàòîð B(ξ, a, µ) êîìïàêòåí, è ñïðàâåäëèâà îöåíêà

‖B(ξ, a, µ)‖ 6 µ+

∫
[−1,1]d

|ã(ξ, z)|dz 6 2dµ+‖a‖L1(Rd), ξ ∈ Ω̃.

Îïåðàòîð A(ξ, a, µ), ξ ∈ Ω̃, îáëàäàåò ñóùåñòâåííûì ñïåêòðîì σe(A(ξ, a, µ)) = ess-Ran p(·; a, µ).

Â ñèëó êîìïàêòíîñòè îïåðàòîðà B(ξ, a, µ) è íèæíåé îöåíêè (1.5) ïðè âñÿêîì ξ ∈ Ω̃ ñïåêòð
îïåðàòîðà A(ξ, a, µ) ëåâåå òî÷êè µ−‖a‖L1 äèñêðåòåí. Îñíîâíàÿ çàäà÷à íàñòîÿùåãî ïàðàãðàôà
� äàòü îöåíêè íèæíåãî êðàÿ ñïåêòðà îïåðàòîðà A(ξ, a, µ) ïðè âñåõ ξ.
Ñëåäóþùåå óòâåðæäåíèå äàåò óäîáíîå ïðåäñòàâëåíèå äëÿ êâàäðàòè÷íîé ôîðìû îïåðàòîðà

A(ξ, a, µ).

Ëåììà 1.1. Ïðè óñëîâèÿõ (1.1)�(1.3) ñïðàâåäëèâî ðàâåíñòâî

(A(ξ, a, µ)u, u) =
1

2

∫
Ω

dx

∫
Rd

dy a(x−y)µ(x, y)|ei〈ξ,x〉u(x)−ei〈ξ,y〉u(y)|2, u ∈ L2(Ω), ξ ∈ Ω̃. (1.10)

Çäåñü ïîäðàçóìåâàåòñÿ, ÷òî ôóíêöèÿ u ∈ L2(Ω) ïåðèîäè÷åñêè ïðîäîëæåíà íà âñå Rd.

Äîêàçàòåëüñòâî. Èç ðàâåíñòâà (1.9) ñëåäóåò ïðåäñòàâëåíèå

A(ξ, a, µ)u(x) =

∫
Ω

(ã(0, x− y)u(x)− ã(ξ, x− y)u(y))µ(x, y) dy, x ∈ Ω, u ∈ L2(Ω). (1.11)
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Ïðåäïîëàãàÿ, ÷òî êàæäàÿ ôóíêöèÿ u ∈ L2(Ω) ïðîäîëæåíà Zd-ïåðèîäè÷åñêè íà âñå Rd,
ïåðåïèøåì (1.11) ñëåäóþùèì îáðàçîì:

A(ξ, a, µ)u(x) =
∑
n∈Zd

∫
Ω

(
a(x− y + n)u(x)− a(x− y + n)e−i〈ξ,x−y+n〉u(y)

)
µ(x, y) dy =

=

∫
Rd

a(x− y)µ(x, y)
(
u(x)− e−i〈ξ,x−y〉u(y)

)
dy =

=

∫
Rd

a(x− y)µ(x, y)e−i〈ξ,x〉
(
ei〈ξ,x〉u(x)− ei〈ξ,y〉u(y)

)
dy, x ∈ Ω, u ∈ L2(Ω). (1.12)

Èç (1.12) ïîëó÷àåì âûðàæåíèå äëÿ êâàäðàòè÷íîé ôîðìû îïåðàòîðà A(ξ, a, µ):

(A(ξ, a, µ)u, u) =

∫
Ω

dx

∫
Rd

dy a(x− y)µ(x, y)e−i〈ξ,x〉u(x)
(
ei〈ξ,x〉u(x)− ei〈ξ,y〉u(y)

)
=

=

∫
Ω

dx

∫
Rd
dy a(x− y)µ(x, y)

∣∣ei〈ξ,x〉u(x)− ei〈ξ,y〉u(y)
∣∣2 + J [u], u ∈ L2(Ω), (1.13)

ãäå ôóíêöèîíàë J [u] îïðåäåëåí ðàâåíñòâîì

J [u] :=

∫
Ω

dx

∫
Rd

dy a(x− y)µ(x, y)e−i〈ξ,y〉u(y)
(
ei〈ξ,x〉u(x)− ei〈ξ,y〉u(y)

)
, u ∈ L2(Ω). (1.14)

Ìåíÿÿ â (1.14) ðîëÿìè ïåðåìåííûå x è y è ïîëüçóÿñü óñëîâèÿìè (1.1), (1.2), ïîëó÷àåì

J [u] = −
∫
Rd

dx

∫
Ω

dy a(x− y)µ(x, y)e−i〈ξ,x〉u(x)
(
ei〈ξ,x〉u(x)− ei〈ξ,y〉u(y)

)
=

= −
∑
n∈Zd

∫
Ω

dx

∫
Ω

dy a(x− y + n)µ(x, y)e−i〈ξ,x+n〉u(x)
(
ei〈ξ,x+n〉u(x)− ei〈ξ,y〉u(y)

)
=

= −
∑
n∈Zd

∫
Ω

dx

∫
Ω

dy a(x− y + n)µ(x, y)e−i〈ξ,x〉u(x)
(
ei〈ξ,x〉u(x)− ei〈ξ,y−n〉u(y)

)
=

= −
∫
Ω

dxu(x)

∫
Ω

dy µ(x, y)
(
ã(0, x− y)u(x)− ã(ξ, x− y)u(y)

)
=

= −(A(ξ, a, µ)u, u), u ∈ L2(Ω). (1.15)

Èç (1.13) è (1.15) âûòåêàåò ðàâåíñòâî (1.10). �

1.4. Îöåíêè êâàäðàòè÷íîé ôîðìû îïåðàòîðà A(ξ, a, µ). Êàê è âûøå, ïîëåçíî îòäåëüíî
ðàññìîòðåòü ñëó÷àé µ = µ0 ≡ 1. Ââåäåì îáîçíà÷åíèÿ A0(ξ, a) := A(ξ, a, µ0), B0(ξ, a) :=
B(ξ, a, µ0). Èç ñîîòíîøåíèé (1.2) è (1.10) âûòåêàþò äâóñòîðîííèå îöåíêè

µ−(A0(ξ, a)u, u) 6 (A(ξ, a, µ)u, u) 6 µ+(A0(ξ, a)u, u), u ∈ L2(Ω), ξ ∈ Ω̃. (1.16)

Îïåðàòîðû A0(ξ, a), ξ ∈ Ω̃, äèàãîíàëèçóþòñÿ óíèòàðíûì äèñêðåòíûì ïðåîáðàçîâàíèåì Ôóðüå
F : L2(Ω)→ `2(Zd), çàäàííûì ñîîòíîøåíèÿìè:

Fu(n) =

∫
Ω

u(x)e−2πi〈n,x〉dx, n ∈ Zd, u ∈ L2(Ω);

F ∗v(x) =
∑
n∈Zd

vne
2πi〈n,x〉, x ∈ Ω, v = {vn}n∈Zd ∈ `2(Zd).
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Èìååì:

A0(ξ, a) = F ∗
[
â(0)− â(2πn+ ξ)

]
F, â(k) :=

∫
Rd

a(x)e−i〈k,x〉dx, k ∈ Rd. (1.17)

Çäåñü ÷åðåç [f(n)], f(n) = â(0) − â(2πn + ξ), îáîçíà÷àåòñÿ îïåðàòîð óìíîæåíèÿ íà
ôóíêöèþ f(n) â ïðîñòðàíñòâå l2(Zd). Òàêèì îáðàçîì, ñèìâîëîì îïåðàòîðà A0(ξ, a) ÿâëÿåòñÿ

ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {Ân(ξ)}n∈Zd , ãäå

Ân(ξ) = Â(ξ + 2πn) = â(0)− â(2πn+ ξ) =

∫
Rd

(
1− cos(〈z, ξ + 2πn〉)

)
a(z) dz, n ∈ Zd, ξ ∈ Ω̃.

Ìû ó÷ëè, ÷òî èíòåãðàë
∫
Rd sin(〈z, ξ+ 2πn〉)a(z) dz îáðàùàåòñÿ â íóëü, ïîñêîëüêó ôóíêöèÿ a(z)

÷åòíàÿ.

Ëåììà 1.2. Ïðè óñëîâèÿõ (1.1)�(1.3) ÷èñëî λ0 = 0 ÿâëÿåòñÿ ïðîñòûì ñîáñòâåííûì

çíà÷åíèåì îïåðàòîðà A(0, a, µ). Ïðè ýòîì KerA(0, a, µ) = L{1Ω}.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïîñêîëüêó ôóíêöèÿ a ïîëîæèòåëüíà íà ìíîæåñòâå ïîëîæèòåëüíîé ìåðû,
ñèìâîë Â(2πn) =

∫
Rd 2 sin2(〈z, πn〉)a(z) dz íå îáðàùàåòñÿ â íóëü ïðè n ∈ Zd \{0}; â òî æå âðåìÿ

Â(0) = 0. Òàêèì îáðàçîì, ñïðàâåäëèâî ðàâåíñòâî KerA0(0, a) = L{1Ω}. Ñëåäîâàòåëüíî, â ñèëó
(1.16) èìååò ìåñòî KerA(0, a, µ) = L{1Ω}. �

Èññëåäóåì ïîäðîáíåå ñèìâîë îïåðàòîðà A0(ξ, a), ξ ∈ Ω̃, è ïîëó÷èì íåêîòîðûå îöåíêè äëÿ
êâàäðàòè÷íîé ôîðìû îïåðàòîðà A(ξ, a, µ). Âåëè÷èíà

Â(y) =

∫
Rd

(
1− cos(〈z, y〉)

)
a(z) dz = 2

∫
Rd

sin2

(
〈z, y〉

2

)
a(z) dz, y ∈ Rd, (1.18)

ïðè óñëîâèè (1.1) íåïðåðûâíî çàâèñèò îò y ∈ Rd è (ñîãëàñíî ëåììå Ðèìàíà�Ëåáåãà) ñòðåìèòñÿ
ê ‖a‖L1 > 0 ïðè |y| → ∞. Êðîìå òîãî, íåòðóäíî âèäåòü, ÷òî ïðè y 6= 0 âåëè÷èíà Â(y) 6= 0.
Ñëåäîâàòåëüíî, ñïðàâåäëèâà îöåíêà

min
|y|>r

Â(y) =: Ar(a) > 0, r > 0. (1.19)

Ïðè óñëîâèè (1.4) âåëè÷èíà ∫
Rd

a(z)〈z, y〉2 dz =: Ma(y) (1.20)

íåïðåðûâíî çàâèñèò îò y ∈ Rd è ïðè íåíóëåâûõ y íå îáðàùàåòñÿ â íóëü. Ñëåäîâàòåëüíî,
ñïðàâåäëèâî íåðàâåíñòâî

min
|θ|=1

Ma(θ) =:M(a) > 0. (1.21)

Íèæå (ñì. ïóíêò 4.3) ïðè óñëîâèÿõ (1.1)�(1.4) è äîïîëíèòåëüíîì óñëîâèè a ∈ L2(Rd) ìû îöåíèì
âåëè÷èíû Ar(a), r > 0, èM(a) ÿâíî â òåðìèíàõ ‖a‖L1 , ‖a‖L2 , Mk(a), k = 1, 2, 3.

Ëåììà 1.3. Ïðè óñëîâèÿõ (1.1)�(1.4) ñïðàâåäëèâû îöåíêè

Â(ξ + 2πn) > C(a)|ξ|2, ξ ∈ Ω̃, n ∈ Zd; (1.22)

Â(ξ + 2πn) > Aπ(a), ξ ∈ Ω̃, n ∈ Zd \ {0}. (1.23)

Çäåñü

C(a) := min
{1

4
M(a),Ar(a)(a)π−2d−1,Aπ(a)π−2d−1

}
> 0, (1.24)

âåëè÷èíà Ar(a), r > 0, îïðåäåëåíà â (1.19), ïîñòîÿííàÿ M(a) îïðåäåëåíà â (1.21), r(a) :=
3
2M(a)M−1

3 (a).



13

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïðè óñëîâèÿõ (1.1), (1.4) âåëè÷èíà Â(y), y ∈ Rd, òðèæäû íåïðåðûâíî
äèôôåðåíöèðóåìà; ïðè ýòîì ñïðàâåäëèâû ðàâåíñòâà

Â(0) = 0, ∇Â(0) = 0, 〈(HÂ)(0)y, y〉 :=

d∑
i,j=1

∂i∂jÂ(0)yiyj =

∫
Rd

〈z, y〉2a(z) dz, y ∈ Rd; (1.25)

∂i∂j∂kÂ(y) = −
∫
Rd

zizjzk sin(〈z, y〉)a(z) dz, y ∈ Rd. (1.26)

Èç óñëîâèÿ (1.4) è ñîîòíîøåíèé (1.21) è (1.25) ñëåäóþò îöåíêè

M(a)|y|2 6 〈(HÂ)(0)y, y〉 6M2(a)|y|2, y ∈ Rd. (1.27)

Èç (1.4) è (1.26) âûòåêàåò íåðàâåíñòâî∣∣∣∣∣∣
d∑
i=1

d∑
j=1

d∑
k=1

yiyjyk∂i∂j∂kÂ(y0)

∣∣∣∣∣∣ 6M3(a)|y|3, y, y0 ∈ Rd. (1.28)

Â ñèëó ëåììû Àäàìàðà (ëåììà 4.3) è ñîîòíîøåíèé (1.25) è (1.28) ñïðàâåäëèâî

Â(y) =
1

2
〈(HÂ)(0)y, y〉+R(y), |R(y)| 6 1

6
M3(a)|y|3, y ∈ Rd. (1.29)

Î÷åâèäíî (ñì. (1.29)), ÷òî ïðè óñëîâèè |y| 6 r(a) := 3
2M(a)M−1

3 (a) ñïðàâåäëèâî íåðàâåíñòâî

|R(y)| 6 1
4M(a)|y|2. Ñëåäîâàòåëüíî, ñ ó÷åòîì (1.27) è (1.29) ïîëó÷àåì

Â(y) >
1

4
M(a)|y|2, |y| 6 r(a). (1.30)

Îòìåòèì ñëåäóþùèå ñâîéñòâà:

ξ ∈ Ω̃ =⇒ |ξ| 6 π
√
d;

ξ ∈ Ω̃, n ∈ Zd =⇒ |ξ + 2πn| > |ξ|;

ξ ∈ Ω̃, n ∈ Zd \ {0} =⇒ |ξ + 2πn| > π.

(1.31)

Èç (1.19), (1.30) è (1.31) âûòåêàþò ñîîòíîøåíèÿ

Â(ξ + 2πn) > 1
4M(a)|ξ|2, n = 0, ξ ∈ Ω̃, |ξ| 6 r(a);

Â(ξ + 2πn) > Ar(a)(a) > Ar(a)(a)π−2d−1|ξ|2, n = 0, ξ ∈ Ω̃, |ξ| > r(a);

Â(ξ + 2πn) > Aπ(a) > Aπ(a)π−2d−1|ξ|2, n ∈ Zd \ {0}, ξ ∈ Ω̃.

Òàêèì îáðàçîì, ñïðàâåäëèâû íåðàâåíñòâà (1.22) è (1.23). �

Èç ñîîòíîøåíèé (1.16), (1.17) è ëåìì 1.2 è 1.3 âûòåêàåò ñëåäóþùåå óòâåðæäåíèå.

Ïðåäëîæåíèå 1.4. Ïðè óñëîâèÿõ (1.1)�(1.4) ñïðàâåäëèâû îöåíêè

(A(ξ, a, µ)u, u) > µ−C(a)|ξ|2‖u‖2L2(Ω), u ∈ L2(Ω), ξ ∈ Ω̃; (1.32)

(A(ξ, a, µ)u, u) > µ−Aπ(a)‖u‖2L2(Ω), u ∈ L2(Ω)	 L{1Ω}, ξ ∈ Ω̃. (1.33)

Íèæå íàì ïîòðåáóåòñÿ ñëåäóþùåå óòâåðæäåíèå.

Ïðåäëîæåíèå 1.5. Ïðè óñëîâèÿõ (1.1)�(1.4) âåðíà îöåíêà

‖A(ξ, a, µ)− A(η, a, µ)‖ 6 µ+2dM1(a)|ξ − η|, ξ, η ∈ Ω̃. (1.34)
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Äîêàçàòåëüñòâî. Îïåðàòîð A(ξ, a, µ) − A(η, a, µ) � èíòåãðàëüíûé îïåðàòîð â L2(Ω) ñ ÿäðîì(
ã(η, x − y) − ã(ξ, x − y)

)
µ(x, y), x, y ∈ Ω. Ñëåäîâàòåëüíî, â ñèëó ëåììû Øóðà (ëåììà 4.1)

ñïðàâåäëèâû ñîîòíîøåíèÿ

‖A(ξ, a, µ)− A(η, a, µ)‖ 6 µ+

∫
[−1,1]d

∣∣ã(η, z)− ã(ξ, z)
∣∣ dz = µ+2d

∫
Ω

∣∣ã(η, z)− ã(ξ, z)
∣∣ dz 6

6 µ+2d
∫
Rd

a(z)
∣∣e−i〈η,z〉 − e−i〈ξ,z〉∣∣ dz = µ+2d

∫
Rd

a(z)
∣∣ei〈ξ−η,z〉 − 1

∣∣ dz 6
6 µ+2d|ξ − η|

∫
Rd

a(z)|z| dz = µ+2dM1(a)|ξ − η|, ξ, η ∈ Ω̃.

�

� 2. Ïîðîãîâûå õàðàêòåðèñòèêè íåëîêàëüíîãî îïåðàòîðà Øð¼äèíãåðà

âáëèçè íèæíåãî êðàÿ ñïåêòðà

2.1. Êðàé ñïåêòðà îïåðàòîðà A(ξ, a, µ). Ñîãëàñíî ëåììå 1.2 ïðè óñëîâèÿõ (1.1)�(1.3)
íèæíèé êðàé ñïåêòðà îïåðàòîðà A(0, a, µ) åñòü èçîëèðîâàííîå ïðîñòîå ñîáñòâåííîå çíà÷åíèå
λ0 = 0. Äëÿ êðàòêîñòè îáîçíà÷èì ÷åðåç d0 := d0(a, µ) ðàññòîÿíèå îò òî÷êè λ0 äî îñòàëüíîãî
ñïåêòðà îïåðàòîðà A(0, a, µ). Èç îöåíêè (1.33) âûòåêàåò, ÷òî ïðè óñëîâèÿõ (1.1)�(1.4)
ñïðàâåäëèâî íåðàâåíñòâî

d0(a, µ) > µ−Aπ(a). (2.1)

Èç îöåíêè (1.34) è òåîðèè âîçìóùåíèé ñëåäóåò, ÷òî ïðè óñëîâèÿõ (1.1)�(1.4) äëÿ âñåõ

òî÷åê ξ ∈ Ω̃, óäîâëåòâîðÿþùèõ íåðàâåíñòâó |ξ| 6 3−12−dM1(a)−1µ−1
+ µ−Aπ(a), ñïðàâåäëèâî

ñëåäóþùåå:

rankEA(ξ,a,µ)[0, d0/3] = 1, σ(A(ξ, a, µ)) ∩ (d0/3; 2d0/3) = ∅.

Îáîçíà÷èì ÷åðåç δ0(a, µ) ïîëîæèòåëüíóþ âåëè÷èíó min{1, 3−12−dM1(a)−1µ−1
+ µ−Aπ(a)}. Ìû

ïðèøëè ê ñëåäóþùåìó óòâåðæäåíèþ.

Ïðåäëîæåíèå 2.1. Ïðè óñëîâèÿõ (1.1)�(1.4) è ïðè |ξ| 6 δ0(a, µ) ñïåêòð îïåðàòîðà A(ξ) =
A(ξ, a, µ) íà îòðåçêå [0, d0/3] ñîñòîèò èç îäíîêðàòíîãî ñîáñòâåííîãî çíà÷åíèÿ; íà èíòåðâàëå
(d0/3, 2d0/3) íåò òî÷åê ñïåêòðà îïåðàòîðà A(ξ, a, µ).

Ïðè óñëîâèÿõ (1.1)�(1.4) îïåðàòîð-ôóíêöèÿ A(·, a, µ) òðèæäû íåïðåðûâíî
äèôôåðåíöèðóåìà ïî îïåðàòîðíîé íîðìå â B(L2(Ω)). Ïðè ýòîì ñïðàâåäëèâû ðàâåíñòâà

∂αA(ξ, a, µ)u(x) =

∫
Ω

ãα(ξ, x− y)µ(x, y)u(y) dy, x ∈ Ω, u ∈ L2(Ω);

ãα(ξ, z) = (−1)(−i)|α|
∑
n∈Zd

(z + n)αa(z + n)e−i〈ξ,z+n〉, α ∈ Zd+, |α| 6 3. (2.2)

Â ñèëó ëåììû Àäàìàðà (ëåììà 4.3), îïåðàòîð-ôóíêöèÿ A(·, a, µ) äîïóñêàåò ðàçëîæåíèå

A(ξ, a, µ) = A(0, a, µ) +

d∑
i=1

∂iA(0, a, µ)ξi+

+
1

2

d∑
i,j=1

∂i∂jA(0, a, µ)ξiξj + K(ξ, a, µ), |ξ| 6 δ0(a, µ), (2.3)
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ãäå

K(ξ, a, µ) =

d∑
i=1

d∑
j=1

d∑
k=1

ξiξjξk

1∫
0

ds1s
2
1

1∫
0

ds2 s2

1∫
0

ds3 ∂i∂j∂kA(s1s2s3ξ).

Èñïîëüçóÿ ëåììó Øóðà (ëåììà 4.1), íåòðóäíî ïîêàçàòü, ÷òî ñïðàâåäëèâû îöåíêè∥∥∥ d∑
i=1

∂iA(0, a, µ)ξi

∥∥∥ 6 |ξ|µ+M1(a), |ξ| 6 δ0(a, µ); (2.4)

∥∥∥1

2

d∑
i,j=1

∂i∂jA(0, a, µ)ξiξj

∥∥∥ 6 |ξ|2 1

2
µ+M2(a), |ξ| 6 δ0(a, µ); (2.5)

‖K(ξ, a, µ)‖ 6 |ξ|3 1

6
µ+M3(a), |ξ| 6 δ0(a, µ). (2.6)

Îáîçíà÷èì ÷åðåç F (ξ) ñïåêòðàëüíûé ïðîåêòîð îïåðàòîðà A(ξ, a, µ), îòâå÷àþùèé îòðåçêó
[0, d0/3]. ×åðåç N îáîçíà÷èì ÿäðî KerA(0, a, µ) = L{1Ω}; ÷åðåç P îáîçíà÷èì îðòîïðîåêòîð
íà N; ïîëîæèì P⊥ := I − P . Ïóñòü Γ � êîíòóð íà êîìïëåêñíîé ïëîñêîñòè, ïðîõîäÿùèé
÷åðåç ñåðåäèíó èíòåðâàëà (d0/3, 2d0/3) è ýêâèäèñòàíòíî îõâàòûâàþùèé îòðåçîê [0, d0/3]. Â
ñèëó ôîðìóëû Ðèññà

F (ξ) =
−1

2πi

∮
Γ

(A(ξ, a, µ)− ζI)−1dζ, |ξ| 6 δ0(a, µ), (2.7)

îïåðàòîð-ôóíêöèè F (ξ), A(ξ, a, µ)F (ξ), |ξ| 6 δ0(a, µ), òðèæäû íåïðåðûâíî äèôôåðåíöèðóåìû.
Ñëåäîâàòåëüíî, èìåþò ìåñòî ðàçëîæåíèÿ

F (ξ) = P +

d∑
i=1

Fiξi +
1

2

d∑
i,j=1

Fijξiξj +O(|ξ|3), |ξ| → 0; (2.8)

A(ξ, a, µ)F (ξ) = G0 +

d∑
i=1

Giξi +
1

2

d∑
i,j=1

Gijξiξj +O(|ξ|3), |ξ| → 0. (2.9)

Îñíîâíàÿ çàäà÷à íàñòîÿùåãî ïàðàãðàôà � íàéòè êîýôôèöèåíòû ðàçëîæåíèé (2.8), (2.9) è
îöåíèòü îñòàòêè.

2.2. Âû÷èñëåíèå êîýôôèöèåíòîâ ðàçëîæåíèé äëÿ F (ξ) è A(ξ)F (ξ). Èç (2.3), (2.6), (2.8)
ñëåäóþò ðàâåíñòâà

G0 = A(0, a, µ)P = 0; (2.10)

Gi = ∂iA(0, a, µ)P + A(0, a, µ)Fi, i = 1, . . . , d; (2.11)

Gij = ∂i∂jA(0, a, µ)P + ∂iA(0, a, µ)Fj + ∂jA(0, a, µ)Fi + A(0, a, µ)Fij , i, j = 1, . . . , d. (2.12)

Äàëåå, èç ñàìîñîïðÿæåííîñòè îïåðàòîðà A(ξ, a, µ)F (ξ) ñëåäóåò ñàìîñîïðÿæåííîñòü îïåðàòîðîâ
Gi, i = 1, . . . , d. Ñëåäîâàòåëüíî, â ñèëó îöåíêè (A(ξ, a, µ)F (ξ)u, u) > 0, u ∈ L2(Ω), |ξ| 6 δ0(a, µ),
ðàâåíñòâà A(0, a, µ)F (0) = 0 è (2.11) ñïðàâåäëèâû ñîîòíîøåíèÿ

Gi = ∂iA(0, a, µ)P + A(0, a, µ)Fi = 0, i = 1, . . . , d. (2.13)

Èç (2.9), (2.10) è (2.13) âûòåêàåò ïðåäñòàâëåíèå

A(ξ, a, µ)F (ξ) =
1

2

d∑
i,j=1

Gijξiξj +O(|ξ|3), |ξ| → 0. (2.14)

Èç ðàâåíñòâà F 2(ξ) = F (ξ) ñëåäóåò, ÷òî

FiP + PFi = Fi, i = 1, . . . , d. (2.15)
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Â ñèëó (2.15) ñïðàâåäëèâû ðàâåíñòâà P⊥FiP
⊥ = 0 è PFiP = 2PFiP , à ïîòîìó PFiP = 0.

Ñëåäîâàòåëüíî,

Fi = P⊥FiP + PFiP
⊥, i = 1, . . . , d. (2.16)

Èç (2.13) è (2.16) âûòåêàåò, ÷òî

∂iA(0, a, µ)P = −A(0, a, µ)Fi = −P⊥A(0, a, µ)P⊥Fi = −P⊥A(0, a, µ)P⊥FiP, i = 1, . . . , d.

Ñëåäîâàòåëüíî, ñïðàâåäëèâû ñîîòíîøåíèÿ

∂iA(0, a, µ)P = P⊥∂iA(0, a, µ)P, (2.17)

P⊥FiP = −P⊥A(0, a, µ)−1P⊥∂iA(0, a, µ)P, i = 1, . . . , d. (2.18)

Çäåñü ïîä A(0, a, µ)−1 ïîäðàçóìåâàåòñÿ îïåðàòîð, îáðàòíûé ê A(0, a, µ)|N⊥ , êîððåêòíî
îïðåäåëåííûé êàê îãðàíè÷åííûé îïåðàòîð èç N⊥ â N⊥.
Äàëåå, èç ðàâåíñòâà (2.14), ïðåäñòàâëåíèÿ F (ξ) = P + O(|ξ|) è ñâîéñòâà A(ξ)F (ξ) =

(A(ξ)F (ξ))F (ξ) = F (ξ)(A(ξ)F (ξ)) âûòåêàåò ñîîòíîøåíèå Gij = PGijP , i, j = 1, . . . , d.
Ñëåäîâàòåëüíî, ñ ó÷åòîì (2.16) ðàâåíñòâî (2.12) ïðèíèìàåò âèä

Gij = P∂i∂jA(0, a, µ)P + P∂iA(0, a, µ)P⊥FjP + P∂jA(0, a, µ)P⊥FiP, i, j = 1, . . . , d. (2.19)

Ïîäñòàâëÿÿ (2.18) â (2.19), ïîëó÷àåì

Gij = P∂i∂jA(0, a, µ)P − P∂iA(0, a, µ)P⊥A(0, a, µ)−1P⊥∂jA(0, a, µ)P−

− P∂jA(0, a, µ)P⊥A(0, a, µ)−1P⊥∂iA(0, a, µ)P, i, j = 1, . . . , d. (2.20)

Ïîñêîëüêó P = (·,1Ω)1Ω � îïåðàòîð ïåðâîãî ðàíãà, òî îïåðàòîðû Gij ïðåäñòàâèìû â âèäå
Gij = gijP , ãäå ÷èñëà gij ∈ C, i, j = 1, . . . , d, ìîãóò áûòü âû÷èñëåíû â òåðìèíàõ èñõîäíîé
çàäà÷è ïî ôîðìóëå (2.20).
Âîéäåì â ïîäðîáíîñòè. Èç ðàâåíñòâà P = (·,1Ω)1Ω ñëåäóþò ñîîòíîøåíèÿ

∂jA(0, a, µ)P = i(·,1Ω)wj , ãäå iwj = ∂jA(0, a, µ)1Ω, j = 1, . . . , d. (2.21)

Â ñèëó (2.2) ñïðàâåäëèâû ðàâåíñòâà

wj(x) = wj(x) =

∫
Ω

∑
n∈Zd

(xj − yj + nj)a(x− y + n)µ(x, y) dy =

=

∫
Rd

(xj − yj)a(x− y)µ(x, y) dy, x ∈ Ω, j = 1, . . . , d. (2.22)

Èç (2.17) è (2.21) ñëåäóåò, ÷òî

P⊥A(0, a, µ)−1P⊥∂jA(0, a, µ)P = i(·,1Ω)vj , vj = P⊥A(0, a, µ)−1P⊥wj , j = 1, . . . , d. (2.23)

Îòìåòèì, ÷òî ôóíêöèè vj = vj ∈ L2(Ω), j = 1, . . . , d, ÿâëÿþòñÿ ðåøåíèÿìè ñëåäóþùèõ çàäà÷
íà ÿ÷åéêå Ω:

∫
Ω

ã(0, x− y)µ(x, y)(vj(x)− vj(y)) dy = wj(x), x ∈ Ω,

∫
Ω

vj(x) dx = 0,
j = 1, . . . , d.
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Ñ÷èòàÿ, ÷òî ôóíêöèè vj ∈ L2(Ω), j = 1, . . . , d, ïåðèîäè÷åñêè ïðîäîëæåíû íà âñå Rd, ìîæíî
ïåðåïèñàòü âñïîìîãàòåëüíûå çàäà÷è íà ÿ÷åéêå â ñëåäóþùåì âèäå

∫
Rd
a(x− y)µ(x, y)(vj(x)− vj(y)) dy =

∫
Rd
a(x− y)µ(x, y)(xj − yj) dy, x ∈ Ω,

∫
Ω

vj(x) dx = 0,
j = 1, . . . , d.

(2.24)

Çàäà÷è (2.24) îäíîçíà÷íî ðàçðåøèìû.
Äàëåå, èç (2.21) è (2.23) ñëåäóþò ðàâåíñòâà

P∂iA(0, a, µ)P⊥A(0, a, µ)−1P⊥∂jA(0, a, µ)P = (vj , wi)P, i, j = 1, . . . , d, (2.25)

ãäå ôóíêöèè wj ∈ L2(Ω), j = 1, . . . , d, îïðåäåëåíû ðàâåíñòâîì (2.22) è ôóíêöèè vj ∈ L2(Ω),
j = 1, . . . , d, óäîâëåòâîðÿþò âñïîìîãàòåëüíûì çàäà÷àì (2.24) íà ÿ÷åéêå Ω. Àíàëîãè÷íî,
ñïðàâåäëèâû ðàâåíñòâà

P∂i∂jA(0, a, µ)P = (wij ,1Ω)P, i, j = 1, . . . , d. (2.26)

Çäåñü wij = wij = ∂i∂jA(0, a, µ)1Ω ∈ L2(Ω), ò.å.

wij(x) =

∫
Ω

∑
n∈Zd

(xi − yi + ni)(xj − yj + nj)a(x− y + n)µ(x, y) dy =

=

∫
Rd

(xi − yi)(xj − yj)a(x− y)µ(x, y) dy, x ∈ Ω, i, j = 1, . . . , d. (2.27)

Òàêèì îáðàçîì, èç (2.20), (2.22) è (2.25)�(2.27) âûòåêàþò ñîîòíîøåíèÿ

gij = (wij ,1Ω)− (vj , wi)− (vi, wj) =

=

∫
Ω

dx

∫
Rd

dy((xi − yi)(xj − yj)− vj(x)(xi − yi)− vi(x)(xj − yj))a(x− y)µ(x, y),

i, j = 1, . . . , d. (2.28)

Çäåñü ôóíêöèè vj(x), x ∈ Ω, j = 1, . . . , d, óäîâëåòâîðÿþò âñïîìîãàòåëüíûì çàäà÷àì (2.24).
Îòìåòèì, ÷òî åñòü è äðóãèå ñïîñîáû âû÷èñëåíèÿ êîýôôèöèåíòîâ ðàçëîæåíèé äëÿ F (ξ) è

A(ξ)F (ξ) ïîìèìî èçëîæåííîãî âûøå. Â ïóíêòå 4.2 ìû îïèøåì åùå äâà ñïîñîáà.

2.3. Ïðèáëèæåíèå äëÿ îïåðàòîðîâ F (ξ) è A(ξ)F (ξ). Ñëåäóþùàÿ òåîðåìà äàåò îöåíêè
ïîãðåøíîñòè ïðèáëèæåíèé îïåðàòîð-ôóíêöèé F (ξ) è A(ξ, a, µ)F (ξ) ïðè |ξ| 6 δ0(a, µ).

Òåîðåìà 2.2. Ïóñòü âûïîëíåíû óñëîâèÿ (1.1)�(1.4). Òîãäà ñïðàâåäëèâû îöåíêè

‖F (ξ)− P‖ 6 C1(a, µ)|ξ|, |ξ| 6 δ0(a, µ); (2.29)∥∥∥A(ξ, a, µ)F (ξ)− 1

2

d∑
i,j=1

gijξiξjP
∥∥∥ 6 C2(a, µ)|ξ|3, |ξ| 6 δ0(a, µ). (2.30)

Ïîñòîÿííûå C1(a, µ) è C2(a, µ) çàäàíû âûðàæåíèÿìè (2.34), (2.42) è (ñ ó÷åòîì (2.1))
êîíòðîëèðóþòñÿ â òåðìèíàõ ïàðàìåòðîâ d, µ−, µ+, M1(a), M2(a), M3(a), Aπ(a).

Äîêàçàòåëüñòâî. Â ñèëó ôîðìóëû Ðèññà (2.7) ðàçíîñòü F (ξ)− P äîïóñêàåò ïðåäñòàâëåíèå

F (ξ)− P =
−1

2πi

∮
Γ

(
(A(ξ, a, µ)− ζI)−1 − (A(0, a, µ)− ζI)−1

)
dζ, |ξ| 6 δ0(a, µ). (2.31)
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Ðàçíîñòü ðåçîëüâåíò óäîâëåòâîðÿåò ðåçîëüâåíòíîìó òîæäåñòâó

(A(ξ, a, µ)− ζI)−1 − (A(0, a, µ)− ζI)−1 =

= (A(ξ, a, µ)− ζI)−1 (A(0, a, µ)− A(ξ, a, µ)) (A(0, a, µ)− ζI)−1,

|ξ| 6 δ0(a, µ), ζ ∈ Γ. (2.32)

Îñòàåòñÿ ëèøü îòìåòèòü, ÷òî äëèíà êîíòóðà Γ åñòü π+2
3 d0, è îáå ðåçîëüâåíòû äîïóñêàþò íà

êîíòóðå Γ îöåíêè

‖(A(ξ, a, µ)− ζI)−1‖ 6 6d−1
0 , ‖(A(0, a, µ)− ζI)−1‖ 6 6d−1

0 . (2.33)

Òåïåðü (2.29) ñëåäóåò èç (1.34) è (2.31)�(2.33); ïðè ýòîì

C1(a, µ) := 6(π + 2)π−12dd−1
0 µ+M1(a). (2.34)

Ââåäåì îáîçíà÷åíèÿ

R(ξ, ζ) := (A(ξ, a, µ)− ζI)−1, |ξ| 6 δ0(a, µ), ζ ∈ Γ;

R0(ζ) := R(0, ζ), ζ ∈ Γ;

∆A(ξ) := A(ξ, a, µ)− A(0, a, µ), |ξ| 6 δ0(a, µ).

Èòåðèðóÿ (2.32), ïîëó÷àåì

R(ξ, ζ) = R0(ζ)−R0(ζ)∆A(ξ)R0(ζ)+

+R0(ζ)∆A(ξ)R0(ζ)∆A(ξ)R0(ζ)−
−R(ξ, ζ)∆A(ξ)R0(ζ)∆A(ξ)R0(ζ)∆A(ξ)R0(ζ), |ξ| 6 δ0(a, µ), ζ ∈ Γ. (2.35)

Èç (2.3) è (2.35) âûòåêàåò ðàâåíñòâî

R(ξ, ζ) = R0(ζ)−R0(ζ)
d∑
i=1

∂iA(0, a, µ)ξiR0(ζ)−R0(ζ)
1

2

d∑
i,j=1

∂i∂jA(0, a, µ)ξiξjR0(ζ)+

+R0(ζ)
d∑
i=1

∂iA(0, a, µ)ξiR0(ζ)
d∑
j=1

∂jA(0, a, µ)ξjR0(ζ)−R0(ζ)K(ξ, a, µ)R0(ζ)+

+R0(ζ)
d∑
i=1

∂iA(0, a, µ)ξiR0(ζ)∆2A(ξ)R0(ζ) +R0(ζ)∆2A(ξ)R0(ζ)∆A(ξ)R0(ζ)−

−R(ξ, ζ)∆A(ξ)R0(ζ)∆A(ξ)R0(ζ)∆A(ξ)R0(ζ), |ξ| 6 δ0(a, µ), ζ ∈ Γ. (2.36)

Çäåñü

∆2A(ξ) :=
1

2

d∑
i,j=1

∂i∂jA(0, a, µ)ξiξj + K(ξ, a, µ).

Ó÷èòûâàÿ (2.36) è ñîîòíîøåíèå

A(ξ, a, µ)F (ξ) =
−1

2πi

∮
Γ
(A(ξ, a, µ)− ζI)−1ζ dζ, |ξ| 6 δ0(a, µ), (2.37)

ïîëó÷èì ñëåäóþùèå ïðåäñòàâëåíèÿ äëÿ êîýôôèöèåíòîâ ðàçëîæåíèÿ (2.9):

G0 =
−1

2πi

∮
Γ
R0(ζ)ζ dζ; (2.38)

Gi =
1

2πi

∮
Γ
R0(ζ)∂iA(0, a, µ)R0(ζ)ζ dζ, i = 1, . . . , d; (2.39)
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Gij =
1

2πi

∮
Γ
R0(ζ)∂i∂jA(0, a, µ)R0(ζ)ζ dζ−

− 1

2πi

∮
Γ
R0(ζ)

(
∂iA(0, a, µ)R0(ζ)∂jA(0, a, µ) + ∂jA(0, a, µ)R0(ζ)∂iA(0, a, µ)

)
R0(ζ)ζ dζ,

i, j = 1, . . . , d. (2.40)

Ñîãëàñíî (2.10) è (2.13) ñïðàâåäëèâû ðàâåíñòâà G0 = 0, Gi = 0, i = 1, . . . , d; ðàçëîæåíèå (2.9)
ïðèíèìàåò âèä (2.14), ãäå Gij = gijP , à âåëè÷èíû gij ∈ C îïðåäåëÿþòñÿ ðàâåíñòâàìè (2.28). Â
ñèëó (2.36) è (2.37) äëÿ ïîãðåøíîñòè â ðàçëîæåíèè (2.14) ñïðàâåäëèâî ïðåäñòàâëåíèå

A(ξ, a, µ)F (ξ)− 1

2

d∑
i,j=1

Gijξiξj =
1

2πi

∮
Γ
R0(ζ)K(ξ, a, µ)R0(ζ)ζ dζ−

− 1

2πi

∮
Γ
R0(ζ)

d∑
i=1

∂iA(0, a, µ)ξiR0(ζ)∆2A(ξ)R0(ζ)ζ dζ−

− 1

2πi

∮
Γ
R0(ζ)∆2A(ξ)R0(ζ)∆A(ξ)R0(ζ)ζ dζ+

+
1

2πi

∮
Γ
R(ξ, ζ)∆A(ξ)R0(ζ)∆A(ξ)R0(ζ)∆A(ξ)R0(ζ)ζ dζ, |ξ| 6 δ0(a, µ). (2.41)

Ó÷èòûâàÿ íåðàâåíñòâî |ζ| 6 d0/2, ζ ∈ Γ, èç ñîîòíîøåíèé (2.41) è îöåíîê (2.4)�(2.6), (2.33),
ïîëó÷àåì (2.30). Ïðè ýòîì âåëè÷èíà C2(a, µ) äàåòñÿ ñëåäóþùèì âûðàæåíèåì

C2(a, µ) :=
π + 2

2π

(
µ+M3(a) +

µ2
+

d0

(
3M2(a) +M3(a)

)(
12M1(a) + 3M2(a) +M3(a)

)
+

+
µ3

+

d2
0

(6M1(a) + 3M2(a) +M3(a))3

)
. (2.42)

�

2.4. Àïïðîêñèìàöèÿ ðåçîëüâåíòû îïåðàòîðà A(ξ). Ïîëó÷èì àïïðîêñèìàöèþ
ðåçîëüâåíòû îïåðàòîðà A(ξ, a, µ) âáëèçè íèæíåãî êðàÿ ñïåêòðà. Èç (1.32) ñëåäóåò íåðàâåíñòâî

(A(ξ, a, µ)F (ξ)u, u) > µ−C(a)|ξ|2(F (ξ)u, u), u ∈ L2(Ω), |ξ| 6 δ0(a, µ). (2.43)

Ïîäñòàâëÿÿ â (2.43) ðàçëîæåíèÿ F (ξ) = P +O(|ξ|) è (2.14), èìååì

1

2

d∑
i,j=1

gijξiξj‖Pu‖2 > µ−C(a)|ξ|2‖Pu‖2 +O(|ξ|3), |ξ| → 0.

Ïîäåëèì ïîñëåäíåå ñîîòíîøåíèå íà |ξ|2, ïîëîæèì u = 1Ω è óñòðåìèì |ξ| → 0. Â èòîãå ïîëó÷èì

1

2

d∑
i,j=1

gijθiθj > µ−C(a), θ ∈ Sd−1,

èëè îêîí÷àòåëüíî

1

2

d∑
i,j=1

gijξiξj > µ−C(a)|ξ|2, ξ ∈ Rd. (2.44)

Òåîðåìà 2.3. Ïóñòü âûïîëíåíû óñëîâèÿ (1.1)�(1.4). Òîãäà ñïðàâåäëèâà îöåíêà∥∥∥(A(ξ, a, µ) + ε2I)−1 −
(1

2

d∑
i,j=1

gijξiξj + ε2
)−1

P
∥∥∥ 6 S(a, µ)ε−1, ε > 0, |ξ| 6 δ0(a, µ). (2.45)
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Çäåñü âåëè÷èíà S(a, µ) îïðåäåëÿåòñÿ ðàâåíñòâîì

S(a, µ) :=
2C1(a, µ)

(µ−C(a))1/2
+

C2(a, µ)

(µ−C(a))3/2
+ (2d0/3)−1/2

è (ñ ó÷åòîì (1.24), (2.1), (2.34), (2.42)) êîíòðîëèðóåòñÿ â òåðìèíàõ ïàðàìåòðîâ d, µ−, µ+,

M1(a), M2(a), M3(a),M(a), Aπ(a), Ar(a)(a).

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïðåæäå âñåãî îòìåòèì î÷åâèäíîå íåðàâåíñòâî

‖(A(ξ, a, µ) + ε2I)−1(I − F (ξ))‖ 6 (2d0/3)−1, |ξ| 6 δ0(a, µ). (2.46)

Äàëåå, èç (1.32) è (2.44) âûòåêàþò îöåíêè

‖(A(ξ, a, µ)F (ξ) + ε2I)−1F (ξ)‖ 6 (µ−C(a)|ξ|2 + ε2)−1, ε > 0, |ξ| 6 δ0(a, µ); (2.47)∥∥∥(1

2

d∑
i,j=1

gijξiξj + ε2
)−1

P
∥∥∥ 6 (µ−C(a)|ξ|2 + ε2)−1, ε > 0, |ξ| 6 δ0(a, µ). (2.48)

Íàêîíåö, ñïðàâåäëèâî î÷åâèäíîå òîæäåñòâî

(A(ξ, a, µ) + ε2I)−1F (ξ)−
(1

2

d∑
i,j=1

gijξiξj + ε2
)−1

P =

= F (ξ)(A(ξ, a, µ) + ε2I)−1(F (ξ)− P ) + (F (ξ)− P )
(1

2

d∑
i,j=1

gijξiξj + ε2
)−1

P+

+ F (ξ)(A(ξ, a, µ) + ε2I)−1

1

2

d∑
i,j=1

gijξiξjP − A(ξ, a, µ)F (ξ)

(1

2

d∑
i,j=1

gijξiξj + ε2
)−1

P,

ε > 0, |ξ| 6 δ0(a, µ). (2.49)

Òåïåðü (2.45) ñëåäóåò èç (2.29), (2.30) è (2.46)�(2.49). �

� 3. Óñðåäíåíèå íåëîêàëüíîãî îïåðàòîðà Øð¼äèíãåðà

Ïðåäïîëàãàÿ âûïîëíåííûìè óñëîâèÿ (1.1)�(1.4), ðàññìîòðèì ñåìåéñòâî íåëîêàëüíûõ
îïåðàòîðîâ Øð¼äèíãåðà â L2(Rd), çàäàííûõ ïî ïðàâèëó

Aεu(x) := ε−d−2

∫
Rd

a((x− y)/ε)µ(x/ε, y/ε)(u(x)− u(y))dy, x ∈ Rd, u ∈ L2(Rd), ε > 0.

Ââåäåì ýôôåêòèâíûé îïåðàòîð � ñàìîñîïðÿæåííûé ýëëèïòè÷åñêèé äèôôåðåíöèàëüíûé
îïåðàòîð âòîðîãî ïîðÿäêà ñ ïîñòîÿííûìè êîýôôèöèåíòàìè â L2(Rd):

A0 :=
1

2

d∑
i,j=1

gijDiDj = −div g0∇.

Ïðè ýòîì ýôôåêòèâíàÿ ìàòðèöà g0 � (d× d)-ìàòðèöà ñ ýëåìåíòàìè 1
2gij , ãäå êîýôôèöèåíòû

gij , i, j = 1, . . . , d, îïðåäåëåíû â (2.28). Ïðè ýòîì âûïîëíåíà îöåíêà (2.44), òåì ñàìûì ìàòðèöà
g0 ïîëîæèòåëüíî îïðåäåëåíà. Íàø îñíîâíîé ðåçóëüòàò ñîñòàâëÿåò ñëåäóþùåå óòâåðæäåíèå.

Òåîðåìà 3.1. Ïóñòü âûïîëíåíû óñëîâèÿ (1.1)�(1.4). Òîãäà ñïðàâåäëèâà îöåíêà

‖(Aε + I)−1 − (A0 + I)−1‖ 6 C(a, µ)ε, ε > 0. (3.1)

Çäåñü êîíñòàíòà C(a, µ) çàäàíà ðàâåíñòâîì

C(a, µ) :=
2√

µ−C(a) δ0(a, µ)
+ S(a, µ),
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ãäå ïîñòîÿííàÿ C(a) îïðåäåëåíà â (1.24), δ0(a, µ) � â ï. 2.1, S(a, µ) � â òåîðåìå 2.3.
Ïîñòîÿííàÿ C(a, µ) êîíòðîëèðóåòñÿ ÷åðåç ñëåäóþùèå âåëè÷èíû: µ−, µ+, d, M1(a), M2(a),
M3(a),M(a), Aπ(a), Ar(a)(a).

Äîêàçàòåëüñòâî. Ââåäåì ìàñøòàáíîå ïðåîáðàçîâàíèå (ñåìåéñòâî óíèòàðíûõ îïåðàòîðîâ):

Tεu(x) := εd/2u(εx), x ∈ Rd, u ∈ L2(Rd), ε > 0.

Íåòðóäíî ïðîâåðèòü ðàâåíñòâî TεAεT ∗ε = ε−2A(a, µ). Ñëåäîâàòåëüíî, â ñèëó ðàçëîæåíèÿ (1.8)
ñïðàâåäëèâû ñîîòíîøåíèÿ

(Aε + I)−1 = T ∗ε ε
2(A + ε2I)−1Tε = T ∗ε G∗[ε2(A(ξ, a, µ) + ε2I)−1]GTε =

= T ∗ε G∗[ε21|ξ|6δ0(a,µ)(A(ξ, a, µ) + ε2I)−1]GTε+
+ T ∗ε G∗[ε21|ξ|>δ0(a,µ)(A(ξ, a, µ) + ε2I)−1]GTε, ε > 0. (3.2)

Èç îöåíêè (1.32) è ðàâåíñòâ (3.2) ñëåäóåò íåðàâåíñòâî∥∥∥(Aε + I)−1 − T ∗ε G∗[ε21|ξ|6δ0(a,µ)(A(ξ, a, µ) + ε2I)−1]GTε
∥∥∥ 6 ε√

µ−C(a) δ0(a, µ)
, ε > 0. (3.3)

Èç îöåíîê (2.45) è (3.3) âûòåêàåò, ÷òî∥∥∥(Aε + I)−1 − T ∗ε G∗[ε21|ξ|6δ0(a,µ)

(1

2

d∑
i,j=1

gijξiξj + ε2
)−1

P ]GTε
∥∥∥ 6

6
ε√

µ−C(a) δ0(a, µ)
+ S(a, µ)ε, ε > 0. (3.4)

Ó÷òåì ðàâåíñòâî (ñì., íàïðèìåð, [53] èëè [3]) G∗[H(ξ)P ]G = Φ∗[1
Ω̃

(ξ)H(ξ)]Φ, ãäå H ∈ L∞(Ω̃),

Φ � ïðåîáðàçîâàíèå Ôóðüå â L2(Rd). Òåïåðü èç (2.44) è (3.4) âûòåêàåò îöåíêà (3.1). �

� 4. Ïðèëîæåíèå

4.1. Ëåììû Øóðà è Àäàìàðà. Çäåñü ïðèâîäÿòñÿ íåêîòîðûå èçâåñòíûå óòâåðæäåíèÿ è èõ
ïðîñòåéøèå ñëåäñòâÿ. Íà÷íåì ñ ïðîñòåéøåãî âàðèàíòà ëåììû Øóðà.

Ëåììà 4.1. (Ëåììà Øóðà) Ïóñòü (X , dρ), (Y, dτ) � ñåïàðàáåëüíûå èçìåðèìûå

ïðîñòðàíñòâà ñ σ-êîíå÷íûìè ìåðàìè; B : L2(Y, dτ) → L2(X , dρ) � ëèíåéíûé èíòåãðàëüíûé

îïåðàòîð ñ ÿäðîì b(x, y), x ∈ X , y ∈ Y. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî âûïîëíåíû óñëîâèÿ

α := ρ-sup
x∈X

∫
Y

|b(x, y)| dτ(y) < +∞,

β := τ -sup
y∈Y

∫
X

|b(x, y)| dρ(x) < +∞.

Òîãäà îïåðàòîð B îãðàíè÷åí è ñïðàâåäëèâà îöåíêà ‖B‖ 6 (αβ)1/2.

Îáîçíà÷èì, êàê è âûøå, Ω := [0, 1)d, à òàêæå ∆ := [−1, 1]d. Èç ëåììûØóðà ïî÷òè ìãíîâåííî
âûòåêàåò ñëåäóþùèé ðåçóëüòàò.

Ñëåäñòâèå 4.2. Äëÿ ëþáûõ ôóíêöèé ϕ ∈ L1(∆), ψ ∈ L∞(Ω × Ω) îïåðàòîð, çàäàííûé

ðàâåíñòâîì

Bu(x) :=

∫
Ω

ϕ(x− y)ψ(x, y)u(y)dy, x ∈ Ω, u ∈ L2(Ω),

ÿâëÿåòñÿ êîìïàêòíûì îïåðàòîðîì èç L2(Ω) â L2(Ω), è óäîâëåòâîðÿåò îöåíêå

‖B‖ 6 ‖ϕ‖L1(∆)‖ψ‖L∞(Ω×Ω). (4.1)
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Äîêàçàòåëüñòâî. Ñîãëàñíî ëåììå 4.1 îïåðàòîð B îãðàíè÷åí è óäîâëåòâîðÿåò îöåíêå (4.1).
Äëÿ ïðîâåðêè êîìïàêòíîñòè îïåðàòîðà B âûáåðåì ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {ϕn}∞n=1 ⊂ C∞0 (∆),
óäîâëåòâîðÿþùóþ óñëîâèþ ‖ϕn − ϕ‖L1(∆) → 0, n → ∞. Ïóñòü Bn � îïåðàòîðû ñ ÿäðàìè
ϕn(x− y)ψ(x, y), x, y ∈ Ω. Ñîãëàñíî (4.1) ñïðàâåäëèâû ñîîòíîøåíèÿ

‖Bn − B‖ 6 ‖ϕn − ϕ‖L1(∆)‖ψ‖L∞(Ω×Ω) → 0, n→∞.
Ïðè ýòîì, â ñèëó îãðàíè÷åííîñòè ÿäåð ϕn(x − y)ψ(x, y), x, y ∈ Ω, è îãðàíè÷åííîñòè îáëàñòè
Ω, îïåðàòîðû Bn ÿâëÿþòñÿ îïåðàòîðàìè Ãèëüáåðòà�Øìèäòà. Ñëåäîâàòåëüíî, îïåðàòîð B
êîìïàêòåí. �

Äàëåå, ìû ïðèâåäåì óäîáíûé äëÿ íàñ âàðèàíò ëåììû Àäàìàðà.

Ëåììà 4.3. (Ëåììà Àäàìàðà) Ïóñòü ôóíêöèÿ f(x), x ∈ Rd, òðèæäû íåïðåðûâíî

äèôôåðåíöèðóåìà. Òîãäà ñïðàâåäëèâî ïðåäñòàâëåíèå

f(y) = f(0) +
d∑
i=1

yi∂if(0) +
1

2

d∑
i=1

d∑
j=1

yiyj∂i∂jf(0)+

+

d∑
i=1

d∑
j=1

d∑
k=1

yiyjyk

1∫
0

ds1s
2
1

1∫
0

ds2 s2

1∫
0

ds3 ∂i∂j∂kf(s1s2s3y), y ∈ Rd.

4.2. Äðóãèå ñïîñîáû âû÷èñëåíèÿ êîýôôèöèåíòîâ ðàçëîæåíèÿ (2.9). Íàçîâåì ñïîñîá
âû÷èñëåíèÿ êîýôôèöèåíòîâ ðàçëîæåíèÿ (2.9), èçëîæåííûé â ïóíêòå 2.2, ïåðâûì ñïîñîáîì.
Çäåñü ìû îáñóäèì åùå äâà ñïîñîáà.
Âòîðîé ñïîñîá ÿâëÿåòñÿ ñòàíäàðòíûì äëÿ òåîðåòèêî-îïåðàòîðíîãî ïîäõîäà. Äëÿ

äîñòàòî÷íî ìàëûõ ξ ∈ Rd ïîëîæèì
ϕ(ξ) := F (ξ)1Ω, e(ξ) := ϕ(ξ)/‖ϕ(ξ)‖, λ(ξ) := (A(ξ, a, µ)e(ξ), e(ξ)).

Ðàçóìååòñÿ, λ(ξ) � íèæíåå ñîáñòâåííîå çíà÷åíèå îïåðàòîðà A(ξ, a, µ), e(ξ) � íîðìèðîâàííûé
ñîáñòâåííûé âåêòîð îïåðàòîðà A(ξ, a, µ), îòâå÷àþùèé ñîáñòâåííîìó çíà÷åíèþ λ(ξ).
Ñîáñòâåííîå çíà÷åíèå λ(ξ) � ïðîñòîå; â ñèëó ôîðìóëû Ðèññà (2.7) ôóíêöèè ϕ(ξ), e(ξ), λ(ξ) �
ãëàäêèå êëàññà C3 â íåêîòîðîé îêðåñòíîñòè íóëÿ. Ñëåäîâàòåëüíî, èìåþò ìåñòî ðàçëîæåíèÿ

λ(ξ) = λ0 +
d∑
i=1

λiξi +
1

2

d∑
i,j=1

λijξiξj +O(|ξ|3), ξ → 0; (4.2)

e(ξ) = e0 +
d∑
i=1

eiξi +
1

2

d∑
i,j=1

eijξiξj +O(|ξ|3), ξ → 0. (4.3)

Ïîñêîëüêó λ(0) = 0 è â ìàëîé îêðåñòíîñòè íóëÿ λ(ξ) > 0, ñïðàâåäëèâû ðàâåíñòâà λ0 = 0,
λi = 0, i = 1, . . . , d. Àíàëîãè÷íî, e0 = e(0) = 1Ω. Òåïåðü, ïîäñòàâëÿÿ (4.2) è (4.3) â ðàâåíñòâî

A(ξ, a, µ)F (ξ) = λ(ξ)(·, e(ξ))e(ξ),
ïîëó÷àåì ïðåäñòàâëåíèÿ äëÿ êîýôôèöèåíòîâ ðàçëîæåíèÿ (2.9):

G0 = 0, Gi = 0, i = 1, . . . , d, Gij = λij(·,1Ω)1Ω = λijP, i, j = 1 . . . , d. (4.4)

Äëÿ âû÷èñëåíèÿ êîýôôèöèåíòîâ ðàçëîæåíèÿ (2.9) îñòàåòñÿ íàéòè λij .
Ïîäñòàâëÿÿ ðàçëîæåíèÿ (2.3), (4.2) è (4.3) â ðàâåíñòâî

A(ξ, a, µ)e(ξ) = λ(ξ)e(ξ),

è ñðàâíèâàÿ êîýôôèöèåíòû ïðè ñëàãàåìûõ ïåðâîãî è âòîðîãî ïîðÿäêîâ, ïîëó÷àåì ñîîòíîøåíèÿ

A(0, a, µ)ei + ∂iA(0, a, µ)1Ω = 0, i = 1, . . . , d; (4.5)

A(0, a, µ)eij + ∂iA(0, a, µ)ej + ∂jA(0, a, µ)ei + ∂i∂jA(0, a, µ)1Ω = λij1Ω, i, j = 1, . . . , d. (4.6)
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Èç (4.5) ñëåäóþò ðàâåíñòâà

∂iA(0, a, µ)1Ω = P⊥∂iA(0, a, µ)1Ω, i = 1, . . . , d; (4.7)

P⊥ei = −P⊥A(0, a, µ)−1P⊥∂iA(0, a, µ)1Ω. (4.8)

Èç (4.6) âûòåêàåò ñîîòíîøåíèå

λij = (λij1Ω,1Ω) = (A(0, a, µ)eij ,1Ω) + (∂iA(0, a, µ)ej ,1Ω) + (∂jA(0, a, µ)ei,1Ω)+

+ (∂i∂jA(0, a, µ)1Ω,1Ω), i, j = 1, . . . , d. (4.9)

Ó÷èòûâàÿ ðàâåíñòâà (A(0, a, µ)eij ,1Ω) = (eij ,A(0, a, µ)1Ω) = 0 è (4.7), ïîëó÷àåì

(∂iA(0, a, µ)ej ,1Ω) = (ej , ∂iA(0, a, µ)1Ω) = (P⊥ej , ∂iA(0, a, µ)1Ω) =

= (∂iA(0, a, µ)P⊥ej ,1Ω), i, j = 1, . . . , d.

Âìåñòå ñ (4.8) è (4.9) ýòî âëå÷åò

λij = ((∂i∂jA(0, a, µ)− ∂iA(0, a, µ)P⊥A(0, a, µ)−1P⊥∂jA(0, a, µ))1Ω,1Ω)−

− (∂jA(0, a, µ)P⊥A(0, a, µ)−1P⊥∂iA(0, a, µ))1Ω,1Ω), i, j = 1, . . . , d. (4.10)

Ðàâåíñòâî (4.10) âìåñòå ñ (4.4) ïðèâîäÿò ê (2.20).
Òðåòèé ñïîñîá. Ïåðâûé ñïîñîá îêàæåòñÿ íåóäîáíûì ïðè âû÷èñëåíèè ñëåäóþùåãî ÷ëåíà

àñèìïòîòèêè îïåðàòîðà A(ξ, a, µ)F (ξ), à ýòî ïîíàäîáèòñÿ äëÿ ïîëó÷åíèÿ áîëåå òî÷íîé
àïïðîêñèìàöèè ðåçîëüâåíòû (Aε+I)−1 (÷åìó àâòîðû ïëàíèðóþò ïîñâÿòèòü îòäåëüíóþ ðàáîòó).
Âòîðîé ñïîñîá íåëüçÿ îáîáùèòü íà ñëó÷àé ìàòðè÷íîé çàäà÷è (åñëè íèæíåå ñîáñòâåííîå
çíà÷åíèå îïåðàòîðà A(0, a, µ) êðàòíîå). Îïèøåì òðåòèé ñïîñîá âû÷èñëåíèÿ êîýôôèöèåíòîâ
ðàçëîæåíèÿ (2.9), ëèøåííûé óêàçàííûõ íåäîñòàòêîâ. Êîýôôèöèåíòû ðàçëîæåíèÿ (2.9) äàþòñÿ
êîíòóðíûìè èíòåãðàëàìè (2.38)�(2.40). Âîñïîëüçóåìñÿ ðàçëîæåíèåì ðåçîëüâåíòû îïåðàòîðà
A(0, a, µ):

R0(ζ) = R0(ζ)P +R0(ζ)P⊥ = −1

ζ
P +R0(ζ)P⊥, ζ ∈ Γ. (4.11)

Ïîäñòàâèì ðàçëîæåíèå (4.11) â êîíòóðíûå èíòåãðàëû (2.38), (2.39) è âîñïîëüçóåìñÿ òåì, ÷òî
îïåðàòîð-ôóíêöèÿ R⊥0 (ζ) := R0(ζ)P⊥ ãîëîìîðôíà âíóòðè êîíòóðà Γ. Ìû ïîëó÷èì ðàâåíñòâà
G0 = 0,

Gi =
−1

2πi

∮
Γ

(
−1

ζ
P +R⊥0 (ζ)

)
∂iA(0, a, µ)

(
−1

ζ
P +R⊥0 (ζ)

)
ζ dζ =

=
−1

2πi

∮
Γ

(
−1

ζ
P
)
∂iA(0, a, µ)

(
−1

ζ
P
)
ζ dζ = −P∂iA(0, a, µ)P, i = 1, . . . , d.

Êàê è âûøå (ñì. ï. 2.2), ñïðàâåäëèâû ðàâåíñòâà (2.13), ò.å.

P∂iA(0, a, µ)P = 0, i = 1, . . . , d. (4.12)

Äàëåå, ïîäñòàâèì ðàçëîæåíèå (4.11) â êîíòóðíûé èíòåãðàë (2.40), ó÷òåì ãîëîìîðôíîñòü
îïåðàòîð-ôóíêöèè R⊥0 (ζ) âíóòðè êîíòóðà Γ, ðàâåíñòâà (4.12), à òàêæå ñîîòíîøåíèå

1

2πi

∮
Γ

1

ζ
R⊥0 (ζ) dζ = P⊥A(0, a, µ)−1P⊥.

Ëåãêî âèäåòü, ÷òî ýòî ïðèâîäèò ê èñêîìûì ïðåäñòàâëåíèÿì (2.20).
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4.3. Îöåíêè âåëè÷èí Ar(a) èM(a). Â ýòîì ïóíêòå ìû ïîêàæåì, ÷òî âåëè÷èíû Ar(a), r > 0,
è M(a), îïðåäåëåííûå ñîãëàñíî (1.18)�(1.21), äîïóñêàþò êîíòðîëü â òåðìèíàõ ‖a‖L1 , ‖a‖L2 ,
Mk(a), k = 1, 2, 3, ïðè óñëîâèÿõ (1.1)�(1.4) è äîïîëíèòåëüíîì óñëîâèè a ∈ L2(Rd). Îöåíêè
ñâåðõó òðèâèàëüíû:

Ar(a) 6 2‖a‖L1 , r > 0; (4.13)

M(a) 6M2(a). (4.14)

Óñòàíîâèì îöåíêè ñíèçó.

Ëåììà 4.4. Ïóñòü âûïîëíåíû óñëîâèÿ (1.1) è (1.4). Òîãäà ñïðàâåäëèâà îöåíêà∫
|z|6ρ

a(z) dz >
7

8
‖a‖L1 , ρ > ρ0(a) := 2M

1/3
3 (a)‖a‖−1/3

L1
. (4.15)

Äîêàçàòåëüñòâî. Ñïðàâåäëèâû íåðàâåíñòâà∫
|z|>ρ

a(z) dz 6 ρ−3

∫
|z|>ρ

|z|3a(z) dz 6 ρ−3M3(a), ρ > 0,

îòêóäà âûòåêàåò (4.15). �

Ââåäåì îáîçíà÷åíèå Πθ
r(a) := {z ∈ Rd : |z| 6 ρ0(a), |〈z, θ〉| 6 r}, r > 0, θ ∈ Sd−1. Íåòðóäíî

âèäåòü, ÷òî ñïðàâåäëèâî íåðàâåíñòâî

mes Πθ
r(a) 6 2rκd−1ρ

d−1
0 (a), (4.16)

ãäå κd−1 � îáúåì åäèíè÷íîãî øàðà â Rd−1.

Ëåììà 4.5. Ïóñòü âûïîëíåíû óñëîâèÿ (1.1), (1.4) è ñïðàâåäëèâî âêëþ÷åíèå a ∈ L2(Rd). Òîãäà
èìååò ìåñòî îöåíêà∫

Bρ0(a)(0)\Πθr(a)
a(z)dz >

1

2
‖a‖L1 , |θ| = 1, r ∈ (0, r0(a)],

r0(a) :=
(3

8
‖a‖L1

)2(
2κd−1ρ

d−1
0 (a)‖a‖2L2

)−1
. (4.17)

Çäåñü âåëè÷èíà ρ0(a) îïðåäåëåíà â (4.15).

Äîêàçàòåëüñòâî. Â ñèëó íåðàâåíñòâà Êîøè è îöåíêè (4.16) ñïðàâåäëèâû ñîîòíîøåíèÿ∫
Πθr(a)

a(z)dz 6 ‖a‖L2

(
mes Πθ

r(a)
)1/2

6
(

2rκd−1ρ
d−1
0 (a)

)1/2
‖a‖L2 , r > 0, |θ| = 1. (4.18)

Òåïåðü (4.17) âûòåêàåò èç (4.15) è (4.18). �

Ñëåäóþùåå óòâåðæäåíèå äàåò îöåíêó ñíèçó ïîñòîÿííîéM(a).

Ëåììà 4.6. Â óñëîâèÿõ ëåììû 4.5 ñïðàâåäëèâà îöåíêà

M(a) >
1

2
‖a‖L1r0(a)2, (4.19)

ãäå âåëè÷èíà r0(a) îïðåäåëåíà â (4.17).

Äîêàçàòåëüñòâî. Â ñèëó (4.17) ïðè êàæäîì θ ∈ Sd−1 ñïðàâåäëèâû ñîîòíîøåíèÿ

Ma(θ) =

∫
Rd
a(z)〈z, θ〉2dz >

∫
Bρ0(a)(0)\Πθ

r0(a)
(a)
a(z)〈z, θ〉2dz > 1

2
‖a‖L1r

2
0(a),

êîòîðûå âìåñòå ñ (1.21) è äàþò (4.19). �
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Ëåììà 4.7. Ïóñòü âåëè÷èíà Â(y) îïðåäåëåíà â (1.18). Â óñëîâèÿõ ëåììû 4.5 ñïðàâåäëèâà

îöåíêà

Â(y) >
1

8
‖a‖L1r

2
0(a)|y|2, |y| 6 (2ρ0(a))−1.

Çäåñü ρ0(a) îïðåäåëåíî â (4.15), à r0(a) � â (4.17).

Äîêàçàòåëüñòâî. Äëÿ ïðîèçâîëüíîãî y ∈ Rd, óäîâëåòâîðÿþùåãî óñëîâèþ

0 < |y| 6 (2ρ0(a))−1,

îáîçíà÷èì ÷åðåç θ âåêòîð y/|y|. Èç ýëåìåíòàðíîé îöåíêè 1 − cos t > 1
4 t

2, |t| 6 1/2, ñ ó÷åòîì
ëåììû 4.5 âûòåêàþò ñîîòíîøåíèÿ

Â(y) =

∫
Rd

(1− cos〈z, y〉)a(z) dz >
∫
Bρ0(a)

(1− cos〈z, y〉)a(z) dz >
1

4

∫
Bρ0(a)

〈z, y〉2a(z) dz >

>
1

4
|y|2

∫
Bρ0(a)\Π

θ
r0(a)

(a)
〈z, θ〉2a(z) dz >

1

8
|y|2‖a‖L1r

2
0(a).

�

Ââåäåì îáîçíà÷åíèå

Qyτ (a) := {z ∈ Bρ0(a)(0) : 1− cos〈z, y〉 6 τ}, |y| > (2ρ0(a))−1, τ ∈ (0, 1/2].

Íåòðóäíî âèäåòü, ÷òî ñïðàâåäëèâî ðàâåíñòâî

Qyτ (a) =
⋃
n∈Z

Qyτ,n(a),

Qyτ,n(a) := {z ∈ Bρ0(a)(0) : 2πn− arccos(1− τ) 6 〈z, y〉 6 2πn+ arccos(1− τ)},
|y| > (2ρ0(a))−1, τ ∈ (0, 1/2]. (4.20)

Ëåììà 4.8. Ïóñòü âûïîëíåíû óñëîâèÿ (1.1) è (1.4). Òîãäà ñïðàâåäëèâû îöåíêè

#{n ∈ Z : Qyτ,n(a) 6= ∅} 6 π−1|y|ρ0(a) + 2, |y| > (2ρ0(a))−1, τ ∈ (0, 1/2]; (4.21)

mesQyτ,n(a) 6 2|y|−1 arccos(1− τ)κd−1ρ
d−1
0 (a), |y| > (2ρ0(a))−1, τ ∈ (0, 1/2]. (4.22)

Äîêàçàòåëüñòâî. Âñÿêèé âåêòîð z ∈ Qyτ,n(a) óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèÿì(2n− 1)π 6 〈z, y〉 6 (2n+ 1)π,

−|y|ρ0(a) 6 〈z, y〉 6 |y|ρ0(a).

Ñëåäîâàòåëüíî, åñëè ìíîæåñòâî Qyτ,n(a) íåïóñòî, òî ñïðàâåäëèâû íåðàâåíñòâà−|y|ρ0(a) 6 (2n+ 1)π,

(2n− 1)π 6 |y|ρ0(a).

Òàêèì îáðàçîì, èìååò ìåñòî îöåíêà |n| 6 (2π)−1|y|ρ0(a) + 1/2, èç êîòîðîé âûòåêàåò (4.21).
Äàëåå, ÷òîáû îöåíèòü ìåðó ìíîæåñòâà Qyτ,n(a), âûáåðåì ïåðâóþ èç îñåé ñîíàïðàâëåííîé

âåêòîðó y. Ïîëó÷èì, ÷òî ëþáîé âåêòîð z ∈ Qyτ,n(a) óäîâëåòâîðÿåò íåðàâåíñòâàì

2πn− arccos (1− τ) 6 z1|y| 6 2πn+ arccos (1− τ), z2
2 + · · ·+ z2

d 6 ρ
2
0(a),

èç êîòîðûõ è ñëåäóåò (4.22). �

Èç (4.20)�(4.22) âûòåêàåò ñëåäóþùèé ðåçóëüòàò.
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Ëåììà 4.9. Ïóñòü âûïîëíåíû óñëîâèÿ (1.1) è (1.4). Òîãäà ñïðàâåäëèâà îöåíêà

mesQyτ (a) 6 arccos(1− τ)N(a),

N(a) :=
( 2

π
+ 8
)
κd−1ρ

d
0(a), |y| > (2ρ0(a))−1, τ ∈ (0, 1/2]. (4.23)

Çäåñü âåëè÷èíà ρ0(a) îïðåäåëåíà â (4.15).

Èç íåðàâåíñòâà Êîøè è (4.23) âûòåêàåò ñîîòíîøåíèå∫
Qyτ (a)

a(z) dz 6 ‖a‖L2

(
arccos(1− τ)N(a)

)1/2
, |y| > (2ρ0(a))−1, τ ∈ (0, 1/2]. (4.24)

Íàéäåì ïîëóîòêðûòûé èíòåðâàë (0, τ0(a)] ⊂ (0, 1/2] òàêîé, ÷òî ïðè τ ∈ (0, τ0(a)] ïðàâàÿ ÷àñòü
íåðàâåíñòâà (4.24) íå ïðåâîñõîäèò 3

8‖a‖L1 . Íåòðóäíî âèäåòü, ÷òî ìîæíî âûáðàòü

τ0(a) :=


1/2, åñëè

(
3
8‖a‖L1‖a‖−1

L2

)2
> πN(a);

min
{

1/2, 1− cos
(
N(a)−1

(
3
8‖a‖L1‖a‖−1

L2

)2)}
, åñëè

(
3
8‖a‖L1‖a‖−1

L2

)2
6 πN(a).

(4.25)
Òàêèì îáðàçîì, èç (4.15), (4.24) è (4.25) ïîëó÷àåì ñëåäóþùåå óòâåðæäåíèå.

Ëåììà 4.10. Â óñëîâèÿõ ëåììû 4.5 ñïðàâåäëèâà îöåíêà∫
Bρ0(a)(0)\Qyτ (a)

a(z)dz >
1

2
‖a‖L1 , |y| > (2ρ0(a))−1, 0 < τ 6 τ0(a). (4.26)

Çäåñü âåëè÷èíà ρ0(a) îïðåäåëåíà â (4.15), âåëè÷èíà N(a) � â (4.23).

Èç îöåíêè (4.26) âûòåêàåò ñëåäóþùåå óòâåðæäåíèå.

Ëåììà 4.11. Â óñëîâèÿõ ëåììû 4.5 ñïðàâåäëèâà îöåíêà

Â(y) >
1

2
‖a‖L1τ0(a), |y| > (2ρ0(a))−1.

Çäåñü âåëè÷èíà ρ0(a) îïðåäåëåíà â (4.15), âåëè÷èíà τ0(a) � â (4.25).

Â èòîãå èç ëåìì 4.6, 4.7 è 4.11 ñ ó÷åòîì (4.13), (4.14) ïîëó÷àåì ñëåäóþùåå óòâåðæäåíèå.

Ïðåäëîæåíèå 4.12. Ïóñòü âûïîëíåíû óñëîâèÿ (1.1) è (1.4) è ñïðàâåäëèâî âêëþ÷åíèå a ∈
L2(Rd). Òîãäà èìåþò ìåñòî îöåíêè

1

2
‖a‖L1r0(a)2 6M(a) 6M2(a);

min{1

8
‖a‖L1r0(a)2r2,

1

2
‖a‖L1τ0(a)} 6 Ar(a) 6 2‖a‖L1 , r > 0.

Çäåñü âåëè÷èíà r0(a) îïðåäåëåíà â (4.17), âåëè÷èíà τ0(a) � â (4.25).

Çàìå÷àíèå 4.13. Êàê âèäíî èç ïðåäëîæåíèÿ 4.12, ïðè âûïîëíåíèè óñëîâèé (1.1), (1.4) è
a ∈ L2(Rd) âåëè÷èíà M(a) êîíòðîëèðóåòñÿ ñíèçó ÷åðåç d, ‖a‖L1 , ‖a‖L2 è M3(a), à âåëè÷èíà
Ar(a) � ÷åðåç òå æå ïàðàìåòðû è r. Ïðè ñäåëàííûõ ïðåäïîëîæåíèÿõ ïîñòîÿííàÿ C(a, µ) èç
òåîðåìû 3.1 êîíòðîëèðóåòñÿ ÷åðåç ñëåäóþùèé íàáîð ïàðàìåòðîâ:

µ−, µ+, d, ‖a‖L1 , ‖a‖L2 , M1(a), M2(a), M3(a).
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