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АННОТАЦИЯ
Изучается расположение подгрупп послойных (переводящих каждый

слой в некоторый слой) автогомеоморфизмов в группах всех автогомео-
морфизмов расслоенных пространств. Расслоенное пространство называет-
ся пространством Бирман–Хильдена (BH-пространством), если в каждой
паре послойных изотопных автогомеоморфизмов этого пространства авто-
гомеоморфизмы еще и послойно изотопны. Доказывается ряд утвержде-
ний о BH-пространствах. В частности, доказывается, что все локально три-
виально расслоенные над окружностью связные компактные трехмерные
многообразия являются BH-пространствами. Этот результат применим в
теории узлов для обобщения теоремы Артина об изотопных косах в полно-
тории.
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1 Введение
Лейтмотивом настоящей работы является изучение расположения подгрупп
послойных (т. е. переводящих каждый слой в некоторый слой) автого-
меоморфизмов в группах автогомеоморфизмов расслоенных пространств
(и пар пространств). Этот вопрос связан с теорией групп классов отобра-
жений, с вопросом о поднятии автоморфизмов и т. п. Для расслоенного про-
странства E обозначим через Fib(E) подгруппу послойных автогомеомор-
физмов в (снабженной компактно-открытой топологией) группе Homeo(E)
всех автогомеоморфизмов пространства E, а содержащие тождественное
отображение idE компоненты групп Fib(E) и Homeo(E) обозначим через
Fib1(E) и Homeo1(E) соответственно. При анализе расположения подгруп-
пы Fib(E) в группе Homeo(E) представляют интерес, в частности, алгеб-
раическая и гомотопическая характеризации включений в рядах подгрупп

Fib1(E) ⊂ Homeo1(E)∩Fib(E) Homeo1(E)·Fib(E) ⊂ Homeo(E),
Fib(E)

Homeo1(E)

⊂

⊂

⊂

⊂

в том числе — информация о группе классов отображений

MCG(E) := Homeo(E)/Homeo1(E),

«группе классов послойных отображений»

FMCG(E) := Fib(E)/F ib1(E),

и их подгруппах — факторгруппах

(Homeo1(E) · Fib(E))/Homeo1(E)

и
(Homeo1(E) ∩ Fib(E))/F ib1(E). (1)

В ряде известных конструкций (см. ссылки далее) заметную роль игра-
ет вопрос о тривиальности группы (1). Настоящая работа концентрируется
на этом вопросе. Условие о тривиальности группы (1) эквивалентно усло-
вию о связности группы Homeo1(E)∩Fib(E) (являющейся по определению
группой изотопных тождественному послойных автогомеоморфизмов про-
странства E) или, другими словами, условию о том, что в каждой паре
изотопных послойных автогомеоморфизмов расслоенного пространства E
элементы еще и послойно изотопны. Если группа (1) тривиальна, группу
FMCG(E) естественно интерпретировать как подгруппу в MCG(E).

Определение. Мы называем группу (1) группой Бирман–Хильдена рассло-
енного пространства E. Если эта группа тривиальна, мы говорим (от-
талкиваясь от предложенной в [AM20, MW21] терминологии), что E об-
ладает свойством Бирман–Хильдена или что E есть расслоенное про-
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странство Бирман–Хильдена или BH-пространство (BH-расслоение). Ес-
ли E при этом возникло как тотальное пространство некоторого расслое-
ния p : E → B, мы говорим, что p обладает свойством Бирман–Хильдена и
является расслоением Бирман–Хильдена или BH-расслоением.

Пример. Кольцо A = S1× [0, 1] является BH-расслоением и как расслоение
над S1, и как расслоение над [0, 1]. Произведение A × [0, 1] не является
BH-расслоением ни как расслоение над A, ни как расслоение над [0, 1].

Пример. Накрытие окружности является BH-расслоением если и только
если оно не содержит двух неоднолистных компонент.

Пример. Локально тривиальное расслоение над окружностью, каждая ком-
понента связности которого есть лента Мёбиуса, является BH-расслоением
если и только если связно.

Пример. Локально тривиальное расслоение Rn → S1 со слоем Rn−1 (n ∈ N)
является BH-расслоением если и только если n = 1.

Другие примеры BH-расслоений даны в теоремах ниже. В работах
[BH71, BH72a, BH72b, BH73, BH17, Zi73a, MH75, F01, Win15, AM20, MW21]
вопрос о принадлежности расслоения к описанному классу изучается в слу-
чае разветвленных накрытий поверхностей. В [Vog77, Ohs87] этот вопрос
рассматривался для случая расслоений Зейферта. В настоящей работе во-
прос изучается для случая локально тривиальных расслоений над окружно-
стью.1 Центральными результатами работы являются следующие теоремы.

Теорема 1. При n ∈ {1, 2, 3} все связные компактные локально тривиаль-
но расслоенные над окружностью n-мерные многообразия (включая неори-
ентируемые и с непустым краем) являются BH-расслоениями.

Теорема 2. Все локально тривиально расслоенные над окружностью с
хакеновым слоем замкнутые 4-мерные многообразия (включая неориенти-
руемые) являются BH-расслоениями.

Теорему 1 дополняет следующий результат.

Теорема 3. Если n ∈ {1, 2}, а M есть замкнутое расслоенное n-мерное
многообразие из теоремы 1, то включение Fib1(M) ⊂ Homeo1(M) явля-
ется гомотопической эквивалентностью.

Как показывают приведенные выше примеры, требования о компактно-
сти и связности в теоремах 1 и 2 существенны. По-видимому, требование о
компактности можно ослабить до требования о компактности слоя, но мы
не развиваем это направление в настоящей работе. Теорема 2 обобщается
на обширный класс 4-мерных многообразий с краем, мы не приводим опи-
сания, поскольку оно объемно и в настоящий момент неполно. В рамках
используемых методов доказательства первым препятствием к экстрапо-
ляции теорем 1 и 2 на случай нехакенова слоя и на высшие размерности

1Родственные вопросы (включая аспекты расположения подгруппы Fib(E) в группе
Homeo(E)) для случая расслоений над окружностью рассматривались в [Zi73b].
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являются многообразия, допускающие гомотопные но не изотопные автого-
меоморфизмы (см., в частности, [FW86]).

Теорема 1 имеет ряд актуальных следствий. В частности, она применима
в доказательстве того, что в локально тривиально расслоенном над окруж-
ностью связном компактном трехмерном многообразии изотопные транс-
версальные зацепления трансверсально изотопны. Это обобщает известный
результат о том, что замкнутые косы в полнотории изотопны если и толь-
ко если они представляют один и тот же класс сопряженности группы кос
(см. [Art25], [Mor78, Th. 1], [BZ85, Prop. 10.16], [KT08, Th. 2.1]). Доказа-
тельство упомянутого обобщения предполагается дать в отдельной работе.

Мы выводим теоремы 1 и 2 из утверждений более общего характера,
к формулировке которых переходим. В следующей теореме для тополо-
гического пространства X через Map1(X,X) обозначается пространство
(с компактно-открытой топологией) непрерывных отображений X → X,
гомотопных тождественному.

Теорема 4. Пусть X — линейно связное топологическое пространство.
Предположим, что у X не имеется гомотопных но не изотопных ав-
тогомеоморфизмов (т. е. Map1(X,X) ∩ Homeo(X) = Homeo1(X)), и
что либо пространство группы Homeo1(X) односвязно, либо включение
Homeo1(X) ⊂ Map1(X,X) индуцирует изоморфизм фундаментальных
групп. Тогда всякое локально тривиальное расслоение над окружностью
со слоем X является BH-расслоением.

Замечание. Условие «либо пространство группы Homeo1(X) односвязно,
либо включение Homeo1(X) ⊂ Map1(X,X) индуцирует изоморфизм фун-
даментальных групп» в теореме 4 (как и условия подобного типа в ниже-
следующих теоремах) ослабляется до громоздкого условия, формулируемо-
го в терминах инъективности индуцированных включением Homeo1(X) ⊂
Map1(X,X) отображений классов сопряженности фундаментальных групп
и их HNN-расширений. В частности, теорема 4 дополняется случаем, когда
группа π1(Homeo1(X)) имеет ровно два класса сопряженности.

Теорема 4 допускает уточнения и обобщения на случаи пар пространств
и т. п. Приведем пример такого уточняющего обобщения на случай, когда в
пространстве X имеется подпространство Z, которому во всяком локально
тривиальном расслоении со слоем X отвечает подрасслоение, инвариант-
ное при изотопиях расслоения (например, X — многообразие с непустым
краем и Z = ∂X). Если Z — подпространство в X, будем обозначать через
Map(X,X;Z) пространство (с компактно-открытой топологией) непрерыв-
ных отображений X → X, переводящих Z в Z, а через Map1(X,X;Z) —
компоненту связности тождественного отображения. Подпространство Z в
X назовем h-инвариантным, если (i) f(Z) = Z для любого f ∈ Homeo(X) и
(ii) для всякого локально тривиального расслоения p : E → S1 над окруж-
ностью со слоем X и для каждого h ∈ Homeo1(E) выполняется условие
h(Z̄) = Z̄, где Z̄ — отвечающее подпространству Z подрасслоение в E.
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Теорема 5. Пусть X — линейно связное пространство, Z — h-инва-
риантное подпространство в X. Предположим, что

Map1(X,X;Z) ∩Homeo(X) = Homeo1(X)

(т. е. у X не имеется неизотопных автогомеоморфизмов, гомотопных в
классе отображений, переводящих Z в Z) и что либо пространство груп-
пы Homeo1(X) односвязно, либо включение Homeo1(X) ⊂ Map1(X,X;Z)
индуцирует изоморфизм фундаментальных групп. Тогда всякое локально
тривиальное расслоение над окружностью со слоем X является BH-рас-
слоением.

Теорема 4 является частным случаем теоремы 5 (Z = ∅). Для фор-
мулировки еще одной вариации теоремы 4 дадим ряд дополнительных
обозначений и определений. Если Z — подпространство в X, обозна-
чим через Map(X,X; fxZ) пространство (с компактно-открытой тополо-
гией) непрерывных отображений X → X, тождественных на Z, че-
рез Homeo(X; fxZ) — подгруппу Homeo(X) ∩ Map(X,X;Z), а через
Map1(X,X; fxZ) и Homeo1(X; fxZ) — компоненты связности тождествен-
ного отображения в Map(X,X; fxZ) и Homeo(X; fxZ) соответственно.

Определение. Будем говорить, что BH-расслоение p : E → B является
BH-расслоением ранга 1, если включение Fib1(E) ⊂ Homeo1(E) индуци-
рует эпиморфизм на уровне фундаментальных групп.

Замечание. Термин «ранг» мотивирован вопросом о гомотопической харак-
теризации вложений Fib(E) ⊂ Homeo(E) и Fib1(E) ⊂ Homeo1(E).

Теорема 6. Пусть p : E → S1 — локально тривиальное расслоение над
окружностью со слоем X, где X — связное компактное многообразие с
непустым краем ∂X. Предположим, что выполнены следующие условия:

– у X не имеется автогомеоморфизмов, связанных тождественной на
крае гомотопией, но не связанных тождественной на крае изотопи-
ей, т. е.

Map1(X,X; fx ∂X) ∩Homeo(X; fx ∂X) = Homeo1(X; fx ∂X),

– либо пространство группы Homeo1(X; fx ∂X) односвязно, либо вклю-
чение Homeo1(X; fx ∂X) ⊂ Map1(X,X; fx ∂X) индуцирует изомор-
физм фундаментальных групп,

– сужение расслоения p на каждую из компонент связности края ∂E
является BH-расслоением ранга 1.

Тогда p является BH-расслоением.
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Структура работы
В §2 доказываются несколько вспомогательных лемм.

В §3 доказывается теорема 5.
В §4 доказывается предложение о продолжении послойной изотопии,

используемое в доказательстве теоремы 6.
В §5 доказывается теорема 6.
В §6 теоремы 1 и 3 доказываются в случае n = 1.
В §7 теорема 1 доказывается в случае n = 2.
В §8 теорема 3 доказывается в случае n = 2.
В §9 теорема 1 доказывается в случае n = 3.
В §10 доказывается теорема 2.
В §11 приведены альтернативные доказательства частных случаев тео-

ремы 1.
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2 Внутрислойные гомотопии и гомотопные се-
чения

Определение. Гомотопию (в частности, — изотопию) τ : X × [0, 1] → E
между двумя отображениями в пространство E некоторого расслоения
p : E → B будем называть внутрислойной или внутрислоевой, если для
каждого x ∈ X проекция p(τ({x} × [0, 1])) является точкой. Если для каж-
дого x ∈ X проекция p(τ({x} × [0, 1])) является стягиваемой в B петлей,
будем говорить, что гомотопия τ является специальной. (Проекции в базу
двух отображений, связанных специальной гомотопией, совпадают.)

Следующая простая лемма дана для удобства ссылок.

Лемма 1. Два непрерывных отображения топологического простран-
ства в пространство локально тривиального расслоения над окружно-
стью внутрислойно гомотопны если и только если связаны специальной
гомотопией.

Доказательство. Внутрислойная гомотопия по определению является спе-
циальной. Для проверки обратной импликации заметим, что локально три-
виальное расслоение над окружностью представимо в виде тора некоторого
автогомеоморфизма f слоя F заданного расслоения:

E =
F × [0, 1]

(x, 1) ∼ (f(x), 0)
.

Это дает одномерное локально тривиальное слоение ξ на пространстве
расслоения, каждый слой которого накрывает базу. Проектируя каждый
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путь специальной гомотопии на слой F ′, содержащий концевые точки пути,
вдоль слоев слоения ξ, мы переводим специальную гомотопию во внутри-
слойную.

Замечание. У леммы 1 имеется путь доказательства (причем для не обяза-
тельно локально тривиальных расслоений) через «аксиому о накрывающей
гомотопии» (см. [Ste51, 11.7. Second covering homotopy theorem]), однако
такой путь менее удобен при работе с подрасслоениями (см. шаг 1.3 в до-
казательстве теоремы 5).

Лемма 2. Два сечения локально тривиального расслоения над окружно-
стью изотопны в классе сечений если и только если они гомотопны.

Доказательство. Изотопные сечения гомотопны. Докажем обратное. Если
два сечения гомотопны, то проекция в базу связывающей их гомотопии дает
гомотопию тождественного отображения базы, т. е. петлю в Map1(S1, S1).
Гомотопия тождественного отображения пространства ставит в соответ-
ствие каждой точке пространства петлю в пространстве. Для петель в
окружности как для отображений из окружности в окружность определен
индекс. Индекс принимает целые значения и зависит от точки непрерывно.
Следовательно, у всех петель заданной гомотопии индекс один и тот же.
Отсюда видно, что заданные гомотопные сечения связаны и специальной
гомотопией, — она получается композицией заданной гомотопии с (обрат-
ной к индексу) степенью гомотопии, «поворачивающей» кривую сечения
вдоль самой себя. По лемме 1, связанные специальной гомотопией сечения
внутрислойно гомотопны. Внутрислойная гомотопия сечений является изо-
топией в классе сечений. Лемма доказана.

Замечание. У леммы 2, как и у леммы 1, имеется путь доказательства (при-
чем для не обязательно локально тривиальных расслоений) через «аксио-
му о накрывающей гомотопии» (см. [Ste51, 11.7. Second covering homotopy
theorem]). Этот альтернативный путь обобщается на случай, когда в каче-
стве базы расслоения выступает пространство B, обладающее следующим
свойством:

• Включение Homeo1(B) ⊂ Map1(B,B) индуцирует эпиморфизм фун-
даментальных групп.

Ср. со свойствами слоя в теоремах 4–6 и с предложением 5.

Замечание. Лемму 2 имеет смысл рассматривать как определенного рода
обобщение вырожденного до однониточных кос известного (упомянутого
во введении) результата о том, что замкнутые косы в полнотории изотопны
если и только если они представляют один и тот же класс сопряженности
группы кос.

Лемма 3. Пусть X — топологическое пространство, Z — подпростран-
ство в X, а f : X → X — автогомеоморфизм с f(Z) = Z. Пусть Xf —
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локально тривиальное расслоение над окружностью со слоем X, отвеча-
ющее автогомеоморфизму f :

Xf =
X × [0, 1]

(x, 1) ∼ (f(x), 0)
,

а Zf — подрасслоение в Xf , отвечающее подпространству Z. Предполо-
жим, что Z и X линейно связны, а вложение Z ⊂ X индуцирует эпимор-
физм (мономорфизм) фундаментальных групп. Тогда и вложение Zf ⊂ Xf
индуцирует эпиморфизм (мономорфизм) фундаментальных групп.

Доказательство. Эпиморфизмы. Всякая петля в Xf с базовой точкой
в Zf в силу линейной связности слоев и локальной тривиальности расслое-
ния гомотопией переводится в петлю, являющуюся произведением петли в
содержащем базовую точку слое X0 и петли в Zf , а если вложение Z0 ⊂ X0

индуцирует эпиморфизм фундаментальных групп, то петля в X0 гомотопи-
ей в X0 переводится в петлю в Z0. Это рассуждение демонстрирует сюръек-
тивность отображения π1(Zf )→ π1(Xf ) при условии сюръективности отоб-
ражения π1(Z)→ π1(X).

Мономорфизмы. Если петля λ в Zf стягиваема в Xf , то найдется
отображение диска Λ: D2 → Xf с Λ(∂D2) = λ. Рассмотрим индуцирован-
ное2 расслоением p : Xf → S1 и композицией p ◦Λ: D2 → S1 расслоение ΞX
над D2 со слоем X, его подрасслоение ΞZ , отвечающее подрасслоению Zf ,
и прообраз в ΞX пары (Λ(D2), λ). В силу стягиваемости диска D2 расслое-
ние ΞX тривиально (см., например, [Ste51, Corollary 11.6]). Следовательно,
если вложение Z ⊂ X индуцирует мономорфизм фундаментальных групп,
то прообраз в ΞX петли λ стягивается в ΞZ . Отправляя стягивающую го-
мотопию снова в Xf через естественное отображение ΞX → Xf (отправ-
ляющее ΞZ в Zf ), мы видим, что λ стягивается в Zf . Это рассуждение
демонстрирует инъективность отображения π1(Zf ) → π1(Xf ) при условии
инъективности отображения π1(Z)→ π1(X).

Лемма 4. Если в условиях леммы 3 вложение Z ⊂ X индуцирует изомор-
физм фундаментальных групп, то два сечения подрасслоения Zf изотопны
в классе сечений этого подрасслоения если и только если они изотопны в
классе сечений расслоения Xf .

Доказательство. В силу леммы 3 вложение Zf ⊂ Xf индуцирует изомор-
физм фундаментальных групп. Если два сечения подрасслоения Zf изо-
топны в классе сечений расслоения Xf , то они представляют один и тот
же класс сопряженности в группе π1(Xf ), а значит, и в группе π1(Zf ). От-
сюда в силу леммы 2 следует, что эти сечения изотопны в классе сечений
расслоения Zf .

2Определения и свойства индуцированных расслоений см., например, в [Hus94,
стр. 17], [Hat02, стр. 406].
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3 Доказательство теоремы 5
Пусть p : E → S1 — локально тривиальное расслоение со слоем X, а
h : E → E — послойный автогомеоморфизм, изотопный тождественному
отображению idE . Требуется показать, что h послойно изотопен тожде-
ственному.

Шаг 1.1. Сведение ситуации к случаю автогомеоморфизма, индуциру-
ющего тождественное отображение на базе.

Послойный автогомеоморфизм пространства расслоения индуцирует ав-
тогомеоморфизм базы. Обозначим через hB автогомеоморфизм базы S1,
индуцированный заданным автогомеоморфизмом h, и покажем, что hB со-
храняет ориентацию. Для этого выберем произвольное сечение q : S1 → E
заданного расслоения p (сечение существует в силу предположения о линей-
ной связности слоя, — см., например, [Hus94, Theorem 7.1]). Применив к q
изотопию, переводящую idE в h, и спроектировав получившуюся изотопию
кривой в базу, мы получаем гомотопию между тождественным отображени-
ем базы (idB) и hB . Как следует из классических конструкций, гомотопные
автогомеоморфизмы окружности изотопны. Подняв изотопию между hB и
idB до послойной изотопии пространства E (существование такого подня-
тия для локально тривиального расслоения следует, например, из [Ste51,
11.3 First covering homotopy theorem]), мы получаем послойную изотопию,
связывающую h с автоморфизмом h′, дающим тождественное отображение
базы. Поскольку h и h′ связаны послойной изотопией, для завершения дока-
зательства теоремы достаточно доказать, что h′ и idE послойно изотопны.

Шаг 1.2. Сведение к случаю автогомеоморфизма, связанного с тож-
дественным отображением idE специальной3 изотопией.

Заметим, что при всякой изотопии E × [0, 1]→ E, связывающей тожде-
ственное отображение idE с автогомеоморфизмом, индуцирующим тожде-
ственное отображение в базе, проекция в базу пути каждой точки является
петлей, причем гомотопический тип этой петли в базе не зависит от выбо-
ра точки. Поднимем до послойной изотопии E × [0, 1] → E полный оборот
окружности (см. [Ste51, 11.3 First covering homotopy theorem]). Дополнив h′
определенным количеством таких поворотов, мы получаем автогомеомор-
физм h′′ : E → E, послойно изотопный с h′ и связанный с idE специальной
изотопией.

Шаг 1.3. Сведение к случаю автогомеоморфизма, связанного с idE
внутрислойной гомотопией.

Поскольку h′′ и idE связаны специальной изотопией, в силу леммы 1
они связаны и внутрислойной гомотопией. При этом из конструкции дока-
зательства леммы 1 в силу предполагаемой инвариантности множества Z
следует, что гомотопия может быть построена таким образом, что в каж-
дый момент в каждом слое X ′ гомотопия переводит подмножество Z ′ ⊂ X ′,
соответствующее подмножеству Z ⊂ X, в Z ′ (возьмем слоение ξ в конструк-

3Определение специальной изотопии дано в разделе 2.
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ции доказательства леммы 1 таким, чтобы каждый из его слоев содержался
либо в подрасслоении, либо в дополнении к нему).

Шаг 2. Построение индуцированного расслоения со слоем
Map1(X,X;Z).

Локально тривиально расслаиваясь над окружностью, пространство E
представимо в виде тора некоторого автогомеоморфизма f : X → X слоя X:

E =
X × [0, 1]

(x, 1) ∼ (f(x), 0)
.

Автогомеоморфизму f отвечает автоморфизм Af моноида Map1(X,X;Z),
отправляющий отображение m ∈Map1(X,X;Z) в отображение f ◦m ◦ f−1.
Рассмотрим определяемое автоморфизмом Af локально тривиальное рас-
слоение над окружностью со слоем Map1(X,X;Z):

E :=
Map1(X,X;Z)× [0, 1]

(m, 1) ∼ (f ◦m ◦ f−1, 0)
.

Поскольку Af переводит подпространство Homeo1(X) ⊂ Map1(X,X;Z) в
него же, подпространству Homeo1(X) отвечает подрасслоение в E , кото-
рое мы обозначим через H1. Рассмотрим также подрасслоение H′ со слоем
Map1(X,X;Z) ∩ Homeo(X). В силу сделанного в условии теоремы пред-
положения о том, что Map1(X,X;Z) ∩ Homeo(X) = Homeo1(X), имеем
H′ = H1.

Из конструкции следует, что имеется естественная биекция между сече-
ниями расслоения E и непрерывными отображениями E → E, переводящи-
ми каждый слой X ′ в тот же слой отображением, связанным с тождествен-
ным отображением idX′ гомотопией (в слое), в каждый момент переводя-
щей подпространство Z ′ ⊂ X ′, отвечающее инвариантному подпростран-
ству Z ⊂ X, в Z ′. В частности, поскольку h′′ и idE связаны гомотопией та-
кого вида, автогомеоморфизму h′′ отвечает некоторое сечение расслоения E
(обозначим это сечение через γh′′), а гомотопии указанного вида отвечает
изотопия — в классе сечений — между сечением γh′′ и «тривиальным» се-
чением γ0 (под тривиальным сечением мы понимаем сечение, состоящее из
точек слоев в E , отвечающих тождественным отображениям соответствую-
щих слоев в E).

Поскольку точки в γh′′ суть автогомеоморфизмы соответствующих слоев
из E, сечение γh′′ лежит в подрасслоении H, которое в силу предположений
совпадает с H1. Для того, чтобы убедиться, что h′′ и idE связаны послойной
изотопией, достаточно убедиться, что γh′′ и γ0 изотопны в классе сечений
подрасслоения H1.

В случае, если пространство группы Homeo1(X) односвязно, γh′′ и γ0

изотопны, поскольку в таком случае любые два сечения подрасслоения H1

изотопны. (Любые два сечения локально тривиального расслоения изотоп-
ны, если база – окружность, а слой — односвязен; см., например, [Hus94,
Theorem 7.1]: в качестве базы рассмотрим пространство S1× [0, 1], а в каче-
стве частично определенного сечения — объединение сечений над S1 × {0}
и над S1 × {1}.)
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В случае, если включение Homeo1(X) ⊂Map1(X,X;Z) индуцирует изо-
морфизм фундаментальных групп, изотопность сечений γh′′ и γ0 в классе
сечений подрасслоения H1 следует из их изотопности в классе сечений рас-
слоения E в силу леммы 4.

Итак, мы показали, что произвольный послойный и изотопный тожде-
ственному автогомеоморфизм h всякого локально тривиального расслое-
ния E над окружностью со слоем X послойно изотопен автогомеоморфиз-
му h′′, который послойно изотопен тождественному отображению. Это до-
казывает, что всякое локально тривиальное расслоение над окружностью
со слоем X является BH-расслоением. Теорема доказана.

3.1 Дополнение
Для удобства ссылок сформулируем в виде отдельного предложения утвер-
ждение, частный случай которого возникает на шаге 2 приведенного выше
доказательства теоремы 5.

Предложение 1. Пусть X — топологическое пространство,
p : E → S1 — локально тривиальное расслоение со слоем X, h : E → E —
внутрислойный автогомеоморфизм. Пусть G(X) — нормальная подгруп-
па в Homeo(X) (например, Homeo1(X) или Homeo1(X, fxZ), где Z —
какое-нибудь h-инвариантное подпространство в X). Тогда, если G(X)
линейно связна и односвязна, а в каждом слое X ′ расслоения p сужение
h|X′ гомеоморфизма h на X ′ лежит4 в G(X ′), то h и idE связаны внут-
рислойной изотопией, у которой сужение на каждый слой X ′ лежит
в G(X ′).

Доказательство. Утверждение доказывается конструкцией из шага 2 при-
веденного выше доказательства теоремы 5: по расслоению p : E → S1 стро-
ится отвечающее ему расслоение H → S1 со слоем Homeo(X). В этом рас-
слоении имеется подрасслоение G со слоем G(X). Автогомеоморфизмам h и
idE отвечают сечения подрасслоения G, в силу линейной связности и одно-
связности слоя G(X) эти сечения изотопны в G, изотопии между сечениями
в G отвечает искомая внутрислойная изотопия между idE и h.

4 О продолжении послойной изотопии
Для доказательства теоремы 6 нам нужен вариант обобщения на расслоен-
ные пространства теоремы о продолжении изотопии (с края многообразия
на все многообразие). Доказываемое в настоящем параграфе предложение 2
представляет собой такое обобщение. В литературе имеется несколько вер-
сий теоремы о продолжении изотопии для многообразий и их подмногооб-
разий и подмножеств, эти версии имеют различные варианты обобщений

4Поскольку подгруппа G(X) предполагается нормальной в Homeo(X), подгруппа
G(X′) и, соответственно, принадлежность элемента g ∈ Homeo(X′) подгруппе G(X′)
корректно определены безотносительно к выбору гомеоморфизма между X′ и X.
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на расслоенные пространства, имеется также несколько различных есте-
ственных подходов к доказательству подобных утверждений. Отметим для
ясности, что в приведенном варианте утверждения (предложение 2) как
уровень обобщения, так и метод доказательства выбраны в значительной
степени произвольно. С одной стороны, нам достаточно было бы более част-
ных утверждений с более короткими вариантами доказательств. Например,
в случае, когда база является окружностью, имеется вариант доказатель-
ства, использующий тор отображения, а если ограничиться случаем, когда
база является многообразием, доказательство предложения 2 можно сокра-
тить с учетом классического результата [EK71, Corollary 1.3] о том, что изо-
топия компактного многообразия раскладывается в произведение изотопий,
носитель каждой из которых содержится в одном из элементов заданного
открытого покрытия. С другой стороны, приведенное утверждение обобща-
ется и на более широкие классы подмногообразий, на не обязательно ком-
пактную базу (к примеру, на случай нормальной локально компактной лин-
делефовой5 базы; см. Cσ-пространства в [Ste51], теорему [Ste51, 11.3 First
covering homotopy theorem] и метод ее доказательства) и т. п., но мы не при-
водим этих обобщений в настоящей работе, ориентируясь на то, что для
доказательства теоремы 6 такая степень общности не требуется.

Предложение 2 (о продолжении послойной изотопии). Пусть F — ком-
пактное многообразие с непустым краем ∂F , B — нормальное компактное
пространство, p : E → B — локально тривиальное расслоение со слоем F ,
E∂ ⊂ E — подрасслоение, отвечающее краю ∂F . Тогда всякая послойная
изотопия тождественного отображения подрасслоения E∂ продолжается
до послойной изотопии тождественного отображения пространства E.

Доказательство. В настоящем доказательстве для упрощения проверки
свойств конструируемых отображений нам удобно интерпретировать изо-
топии всякого подпадающего под рассмотрение пространства W как сохра-
няющие вторую координату автогомеоморфизмы произведения W × [0, 1]
(как в [Ep66, Ch69]).

Кроме того, поскольку здесь нас интересуют исключительно изотопии
тождественных отображений пространств, далее в доказательстве под изо-
топиями понимаются именно такие изотопии: сохраняющие вторую коорди-
нату автогомеоморфизмыW×[0, 1]→W×[0, 1], тождественные наW×{0}.

Под произведением изотопий τ : W × [0, 1]→W × [0, 1] и ρ : W × [0, 1]→
W × [0, 1] понимается при этом композиция этих изотопий как автого-
меоморфизмов пространства W × [0, 1], т. е. произведение в смысле груп-
пы Homeo(W × [0, 1]). Во избежание путаницы, в дальнейшем мы будем
обозначать такое произведение через τ ? ρ:

τ ? ρ = τ ◦ ρ.

Обратная изотопия понимается в соответствующем смысле — как обрат-
ный элемент в группе Homeo(W × [0, 1]).

5Пространство называется линделефовым или финально компактным, если из любого
его открытого покрытия можно выделить не более чем счетное подпокрытие.
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Множество всех изотопий тождественного отображения пространстваW
(образующее с указанной операцией произведения группу) обозначим через
Λ1(W ).

Под внутрислойной изотопией пространства расслоения имеется в ви-
ду изотопия, индуцирующая тождественную изотопию в базе расслоения.
Под продолжимыми изотопиями имеются в виду послойные изотопии из
Λ1(E∂), продолжимые до послойных изотопий из Λ1(E).

Заметим, что произведение продолжимых изотопий является продол-
жимой изотопией, поскольку произведение продолжений является продол-
жением произведения. Таким образом, для доказательства предложения
достаточно показать, что произвольная послойная изотопия τ из Λ1(E∂)
разлагается в произведение продолжимых.

Послойная изотопия пространства расслоения индуцирует изотопию ба-
зы. Обозначим через τ̄ изотопию базы B, индуцированную послойной изо-
топией τ . В силу классических конструкций теории расслоений (см., напри-
мер, [Ste51, 11.3 First covering homotopy theorem]), изотопия тождественно-
го отображения базы локально тривиального расслоения с нормальной ком-
пактной базой поднимается до послойной изотопии тождественного отобра-
жения всего пространства расслоения, так что в Λ1(E) найдется послойная
изотопия τ̃ , индуцирующая изотопию τ̄ . Исходная изотопия τ разлагается в
произведение сужения изотопии τ̃ на E∂ (эта изотопия-сужение по постро-
ению продолжима) и некоторой внутрислойной изотопии τ̇ ∈ Λ1(E∂). Тем
самым доказательство свелось к случаю внутрислойной изотопии τ̇ .

В оставшейся части доказательства мы сначала покажем, что внутри-
слойные изотопии продолжимы в случае прямых произведений, а затем вы-
ведем из этого общий случай внутрислойной изотопии τ̇ , воспользовавшись
нормальностью базы и разлагая τ̇ в произведение внутрислойных изото-
пий с «достаточно малыми» носителями, продолжимость которых прямо
вытекает из продолжимости в случае прямых произведений.

Итак, докажем сперва, что внутрислойные изотопии τ̈ ∈ Λ1(B′ × ∂F )
продолжимы c B′× ∂F на B′×F в случае прямого произведения. (Вообще
говоря, это выполняется для произвольной базы B′, но нам понадобится
лишь случай B′ ⊂ B.) Из классического результата [Br62] о воротнико-
вой окрестности края метризуемого многообразия следует, что у края ∂F
найдутся открытая окрестность U(∂F ) в F и переводящий ∂F × {0} в ∂F
гомеоморфизм h : ∂F × [0, 2)→ U(∂F ). Отождествим посредством h окрест-
ность U(∂F ) с произведением ∂F × [0, 2), введя тем самым на U(∂F ) коор-
динаты, а окрестность B′ ×U(∂F ) — с произведением B′ × ∂F × [0, 2). Для
внутрислоевой изотопии τ̈ из Λ1(B′ × ∂F ) определим отображение

τ̂ : B′ × ∂F × [0, 2)× [0, 1]→ B′ × ∂F × [0, 2)× [0, 1]

формулой

τ̂(b, x, r, t) =

{
(b, x, r, t) при t 6 r,

(b, τ̈ bt−r(x), r, t) при t > r,
(2)
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где b, x, r, t — координаты в B′, ∂F , [0, 2), [0, 1] соответственно, а через τ̈ b
обозначено сужение изотопии τ̈ на слой {b} × ∂F . Из формулы ясно, что τ̂
непрерывно, биективно и имеет непрерывное обратное, откуда заключаем,
что τ̂ есть внутрислоевая изотопия из Λ1(B′ × ∂F × [0, 2)), продолжающая
изотопию τ̈ . Изотопия τ̂ тождественна на B′×∂F × [1, 2), так что, дополнив
ее тождественной изотопией на B′× (F \U(∂F )), мы получаем внутрислое-
вую изотопию τ̂+ из Λ1(B′×F ), продолжающую изотопию τ̈ . Отметим (это
используется в дальнейшем), что, как видно из определяющей формулы,
проекция в базу B′ носителя supp(τ̂+) полученного продолжения совпадает
с проекцией носителя supp(τ̈) исходной изотопии.

Вернемся теперь к внутрислоевой изотопии τ̇ на E∂ . Наша цель, — разло-
жить τ̇ в произведение изотопий, у которых носители в определенном смыс-
ле «малы» и продолжимость которых легко устанавливается. В силу ком-
пактности базы B найдется такое конечное открытое покрытие {U1, . . . , Uk}
для B, что над каждым Ui расслоение p тривиально, а в силу нормальности
найдутся такие открытые подпокрытия {U ′1, . . . , U ′k} и {U ′′1 , . . . , U ′′k } для B,
что Ui содержит clos(U ′i), а U ′i содержит clos(U ′′i ) для всех i (см. так назы-
ваемую «сжимающую лемму» как одно из эквивалентных определяющих
свойств нормального пространства в [Sch97, стр. 446]). Вдобавок, в силу
леммы Урысона для нормальных пространств (также см. [Sch97, стр. 446]),
найдется такой набор функций {ϕ1, . . . , ϕk}, ϕi : B → [0, 1], что ϕi(U ′′i ) = {1}
и ϕi(B \ U ′i) = {0}.

Мы представим изотопию τ̇ в виде произведения изотопий, проекции
носителей которых содержатся в носителях функций набора {ϕ1, . . . , ϕk}.
Для этого введем понятие частичной изотопии, определяемой по изото-
пии и функции на пространстве. Для изотопии ρ ∈ Λ1(E∂) и непрерывной
функции ϕ̃ : E∂ → [0, 1] определим отображение ρϕ̃ : E∂ × [0, 1]→ E∂ × [0, 1],
полагая

ρϕ̃(e, t) =

(
prE∂

(
ρ
(
e, ϕ̃(e) · t

))
, t

)
,

где через prE∂ обозначена проекция E∂× [0, 1]→ E∂ . В эквивалентном виде,

ρϕ̃t (e) = ρϕ̃(e)·t(e).

Отображение ρϕ̃ непрерывно, поскольку его первая проекция есть слож-
ная функция от непрерывных функций (включая произведение (e, t) 7→
ϕ̃(p(e)) · t). Таким образом, ρϕ̃ можно рассматривать как гомотопию. Ес-
ли изотопия ρ внутрислойна, а ϕ̃ постоянна на каждом слое, то отобра-
жение ρϕ̃, как нетрудно видеть, еще и биективно, а обратное отображение
E∂ × [0, 1]→ E∂ × [0, 1] описывается формулой(

ρϕ̃
)−1

(e, t) =

(
prE∂

(
ρ−1

(
e, ϕ̃(e) · t

))
, t

)
.

Это показывает, что в оговоренном случае
(
ρϕ̃
)−1 непрерывно, откуда мы

заключаем, что для внутрислойной изотопии ρ и постоянной на каждом
слое функции ϕ̃ гомотопия ρϕ̃ является внутрислойной изотопией.
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Заметим, что, как прямо следует из формулы данного определения, для
внутрислойной изотопии ρ и постоянной на каждом слое функции ϕ̃ выпол-
няются условия

supp
(
ρϕ̃
)
⊂ supp(ρ) ∩ supp(ϕ̃), (3)

supp
((
ρ ? ρϕ̃

)−1
)
⊂ supp(ρ) \ ϕ̃−1(1). (4)

Вернемся к изотопии τ̇ и набору функций {ϕ1, . . . , ϕk}. Определим функ-
ции ϕ̃i : E∂ → [0, 1] правилом ϕ̃i(e) = ϕi(p(e)). Поскольку изотопия τ̇ внут-
рислойна, а функции ϕ̃1, . . . , ϕ̃k в силу определения постоянны на слоях,
корректно определены изотопии

ρ(0) := τ̇ ,

ρ(1) := τ̇ ?
(
τ̇ ϕ̃1
)−1

,

ρ(i) := ρ(i−1) ?
(
ρϕ̃i(i−1)

)−1

.

(5)

Эти изотопии дают разложение

τ̇ =
(
τ̇ ?
(
τ̇ ϕ̃1
)−1
)
? τ̇ ϕ̃1 =

ρ(1) ? ρ
ϕ̃1

(0) =

ρ(2) ? ρ
ϕ̃2

(1) ? ρ
ϕ̃1

(0) =

· · · =

ρ(k) ? ρ
ϕ̃k
(k−1) ? · · · ? ρ

ϕ̃2

(1) ? ρ
ϕ̃1

(0).

Из определения (5) в силу (4) получаем, что

supp(ρ(i)) ⊂ supp(ρ(i−1)) \ ϕ̃−1
i (1) = supp(ρ(i−1)) \ p−1(U ′′i ).

Отсюда, так как {U ′′1 , . . . , U ′′k } есть покрытие базы, вытекает, что

supp(ρ(k)) = ∅,

так что ρ(k) есть тождественная (тривиальная) изотопия, т. е.

τ̇ = ρϕ̃k(k−1) ? · · · ? ρ
ϕ̃2

(1) ? ρ
ϕ̃1

(0).

Из (3) получаем, что для каждого i ∈ {1, . . . , k} выполняется условие

supp(ρϕ̃i(i−1)) ⊂ supp(ϕ̃i) ⊂ p−1(U ′i).

Таким образом, изотопия τ̇ разлагается в произведение внутрислоевых изо-
топий χ(i) = ρϕ̃i(i−1), у каждой из которых замыкание носителя лежит в
множестве вида p−1(Ui), на котором расслоение имеет структуру прямо-
го произведения. Остается показать, что изотопии χ(i) продолжимы. Пусть
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χ̈(i) — сужение изотопии χ(i) на E∂ ∩ p−1(Ui). Поскольку на p−1(Ui) рассло-
ение имеет структуру прямого произведения, с помощью вышеприведенной
конструкции (2) мы можем продолжить изотопию χ̈(i) на p−1(Ui), причем
так, что проекция в Ui носителя supp(χ̂(i)) продолжения χ̂(i) совпадает с
проекцией в Ui носителя supp(χ̈(i)) самой изотопии χ̈(i):

p(supp(χ̂(i))) = p(supp(χ̈(i))) ⊂ U ′i .

Тогда supp(χ̂(i)) ⊂ p−1(U ′i), так что

clos
(
supp

(
χ̂(i)

))
⊂ clos

(
p−1(U ′i)

)
= p−1 (clos(U ′i)) ⊂ p−1(Ui).

Пусть χ̃(i) — отображение, совпадающее с χ̂(i) на p−1(Ui) × [0, 1] и тожде-
ственное на (E \ p−1(Ui)) × [0, 1]. Тогда χ̃(i) – изотопия, поскольку непре-
рывны ее сужения на элементы двухэлементного открытого покрытия{

p−1(Ui)× [0, 1],
(
E \ clos

(
supp(χ̃(i))

))
× [0, 1]

}
.

Итак, χ̃(i) — внутрислойная изотопия из Λ1(E), продолжающая изотопию
χ(i) = ρϕ̃i(i−1). Это завершает доказательство.

5 Доказательство теоремы 6
Мы докажем теорему 6 как частный случай следующего предложения.

Предложение 3. Пусть X — линейно связное пространство, Z — непу-
стое h-инвариантное подпространство в X, p : E → S1 — локально три-
виальное расслоение со слоем X, а Z̄ — отвечающее подпространству Z
подрасслоение в E. Предположим, что выполнены следующие условия:

– Map1(X,X; fxZ) ∩ Homeo(X; fxZ) = Homeo1(X; fxZ) (т. е. у X не
имеется автогомеоморфизмов, связанных тождественной на Z го-
мотопией, но не связанных тождественной на Z изотопией),

– либо пространство группы Homeo1(X; fxZ) односвязно, либо вклю-
чение Homeo1(X; fxZ) ⊂ Map1(X,X; fxZ) индуцирует изоморфизм
фундаментальных групп.

Предположим также, что

(C1) пара (E, Z̄) является парой Борсука,

(C2) естественная проекция Fib1(E) → Fib1(Z̄) сюръективна и индуци-
рует эпиморфизм фундаментальных групп,

(C3) количество компонент связности пространства Z̄ конечно, каждая
из этих компонент компактна и, как подрасслоение в Z̄, является
BH-расслоением ранга 1.
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Тогда p является BH-расслоением.

Доказательство предложения 3. Требуется показать, что произвольный
послойный и изотопный тождественному автогомеоморфизм h : E → E по-
слойно изотопен тождественному.

Шаг 1.1. Сведение ситуации к случаю гомеоморфизма h′ : E → E, у
которого сужение на Z̄ тождественно и который связан с idE изотопией,
при сужении на Z̄ дающей стягиваемую в Homeo1(Z̄) петлю.

Пусть λ̃ — путь в Homeo1(E) из idE в h, а λ — отвечающий ему путь в
Homeo1(Z̄) из idZ̄ в h|Z̄ . В силу условия о BH-расслоениях ранга 1 из (C3),
для каждой компоненты связности Z̄c пространства Z̄ выполняется равен-
ство Homeo1(Z̄c) ∩ Fib(Z̄c) = Fib1(Z̄c) (BH-расслоение), а гомоморфизм
π1(Fib1(Z̄c))→ π1(Homeo1(Z̄c)) сюръективен (ранг 1), так что сужение λc
изотопии λ на Z̄c можно послойной изотопией продлить до стягиваемой
петли λc+ в Homeo1(Z̄c). Поскольку слой линейно связен, а h послоен, то
при всякой изотопии из idE в h для любых двух точек x, y из E с p(x) = p(y)
(и, в частности, для любых двух точек x, y из разных компонент связности
пространства Z̄, но лежащих в одном и том же слое, т. е. с p(x) = p(y)),
проекции путей этих точек в базу S1 связаны гомотопией с закрепленны-
ми концами. Отсюда в силу конечности числа компонент и их компактно-
сти (условие (C3)) нетрудно вывести, что продления λc+ для разных компо-
нент Z̄c пространства Z̄ можно согласовать в смысле проекции на базу, так
что и путь λ послойной изотопией продляется до стягиваемой петли λ+ в
Homeo1(Z̄). В силу (C2) путь λ̃ можно послойной изотопией продлить до
такого пути λ̃+ в Homeo1(E), у которого сужение на Z̄ является петлей,
гомотопной петле λ+, т. е. стягиваемой петлей. Пусть h′ — концевая точ-
ка пути λ̃+. Тогда по построению сужение h′|Z̄ автогомеоморфизма h′ на
Z̄ тождественно и h′ связан с idE изотопией, сужение которой на Z̄ дает
стягиваемую в Homeo1(Z̄) петлю λ+. Поскольку h и h′ связаны послойной
изотопией, для демонстрации того, что h и idE послойно изотопны, доста-
точно показать, что h′ и idE послойно изотопны.

Шаг 1.2. Переход от изотопии (между h′ и idE) к гомотопии (между
теми же h′ и idE), тождественной на Z̄.

Пусть τ : E× [0, 1]→ E — такая изотопия с τ0 = idE и τ1 = h′, у которой
сужение на Z̄ дает стягиваемую в Homeo1(Z̄) петлю (см. шаг 1.1). Условие
о стягиваемости означает, что для изотопии-сужения τ |Z̄ как для петли
в Homeo1(Z̄) найдется неподвижная на концах гомотопия, стягивающая
эту петлю в точку, т. е. найдется непрерывное отображение

ρ : Z̄ × [0, 1]× [0, 1]→ Z̄

такое, что

– сужение отображения ρ на Z̄ × [0, 1]×{0} совпадает с сужением отоб-
ражения τ на Z̄ × [0, 1],

– обозначив через ρs,t сужение отображения ρ на Z̄ × {s} × {t}, для
каждого r ∈ [0, 1] получим ρ0,r = ρr,1 = ρ1,r = idZ̄ .
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Поскольку пара (E, Z̄) является парой Борсука (условие (C1)), то и пара
(E× [0, 1], Z̄× [0, 1]) является парой Борсука (импликация видна, к примеру,
из известного критерия, гласящего, что пара (S, T ) является парой Борсука
если и только если подпространство (S×{0})∪(T×[0, 1]) является ретрактом
для пространства S× [0, 1]; см., например, [Hat02, стр. 14]). Отсюда следует,
что для изотопии τ (рассматриваемой как отображение из E × [0, 1] в E)
найдется гомотопия κ : E × [0, 1]× [0, 1]→ E такая, что

– сужение отображения κ на E × [0, 1]× {0} совпадает с τ , а

– сужение отображения κ на Z̄ × [0, 1]× [0, 1] совпадает с ρ.

Обозначая через κs,t сужение отображения κ на E×{s}×{t}, определим
гомотопию τ ′ : E× [0, 3]→ E правилом (проход по трем сторонам квадрата)

τ ′t =


κ0,t при t ∈ [0, 1],

κt−1,1 при t ∈ [1, 2],

κ1,3−t при t ∈ [2, 3].

По построению, τ ′ связывает h′ и idE и тождественна на Z̄.
Шаг 1.3. Переход к гомотопии (между h′ и idE), не только тожде-

ственной на Z̄, но и внутрислойной, т. е. на всем протяжении сохраня-
ющей каждую точку в одном слое. (Ср. с построениями шага 1.3 в доказа-
тельстве теоремы 5.)

Заметим, что, поскольку h′ переводит слои в слои, Z̄ непусто (так как Z
предполагается непустым), а слой X — линейно связен, то гомотопия, пе-
реводящая idE в h′ и тождественная на Z̄, является специальной. Отсюда
в силу леммы 1 следует, что idE и h′ связаны и внутрислойной гомотопией.
При этом из конструкции доказательства леммы 1 видно, что внутрислой-
ная гомотопия, переводящая idE в h′, может быть выбрана и тождественной
на Z̄.

Шаг 2. Индуцированное расслоение со слоем Map1(X,X; fxZ).
Таким образом, шаги 1.1–1.3 сводят ситуацию к случаю гомеоморфиз-

ма h′ : E → E, у которого сужение на Z̄ тождественно и который свя-
зан с idE тождественной на Z̄ внутрислойной гомотопией. (Ср. с дока-
зательством теоремы 5, в котором ситуация сводится к случаю автого-
меоморфизма h′′ : E → E, связанного с idE внутрислойной гомотопией, в
каждый момент переводящей подпространство Z ′ ⊂ X ′, отвечающее ин-
вариантному подпространству Z ⊂ X, в Z ′.) Завершающий шаг доказа-
тельства воспроизводит конструкцию завершающего шага 2 из доказатель-
ства теоремы 5 с заменой моноида Map1(X,X;Z) и группы Homeo1(X;Z)
на моноид Map1(X,X; fxZ) и группу Homeo1(X; fxZ) соответственно: по
заданному расслоению p строится индуцированное расслоение со слоем
Map1(X,X; fxZ) и т. д.

Доказательство теоремы 6. Теорема 6 является частным случаем пред-
ложения 3. Укажем, из каких результатов вытекает, что условия предло-
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жения 3 в теореме 6 выполняются. (Мы не упоминаем условия, непосред-
ственно оговоренные в формулировке теоремы 6.)

• То, что край многообразия является его h-инвариантным подпро-
странством, вытекает из теоремы об инвариантности области.

• То, что пара, состоящая из многообразия и его края, является па-
рой Борсука (условие (C1) в формулировке предложения 3), следу-
ет, например, из результата [Br62] о воротниковой окрестности края
(см. также [Hat02, Example 0.15]).

• То, что в теореме 6 естественная проекция Fib1(E)→ Fib1(∂E) сюръ-
ективна и индуцирует эпиморфизм фундаментальных групп (усло-
вие (C2) предложения 3), вытекает из предложения 2, в силу которого
всякая послойная изотопия края локально тривиально расслоенного
над окружностью многообразия с краем продолжается до послойной
изотопии всего многообразия.

6 Доказательство теорем 1 и 3 в случае n = 1

В случае, когда расслоение из теоремы 1 есть гомеоморфизм окружно-
стей p : S1 → S1, его слой является точкой и утверждения теорем 1
и 3 в таком случае очевидны (поскольку изотопия между автогомео-
морфизмами расслоения-гомеоморфизма в силу определений послойна,
т. е. Homeo1(M) = Fib1(M)). Случай произвольного накрытия S1 → S1

следует отсюда в силу приведенного ниже предложения 4: утверждения
теорем 1 и 3 следуют из пунктов (1) и (2) предложения соответственно.
(Предложение 4 используется и в дальнейших доказательствах для сведе-
ния ситуации к случаю расслоений со связным слоем.)

Предложение 4. Пусть F — связный метрический компакт,
p : M → S1 — локально тривиальное расслоение со слоем F , c : S1 → S1 —
накрытие. Пусть Fibc◦p(M) и Fibp(M) — подгруппы послойных авто-
гомеоморфизмов в Homeo(M), отвечающие слоям расслоений c ◦ p и
p соответственно, а Fibc◦p1 (M) и Fibp1(M) — компоненты этих под-
групп, содержащие тождественное отображение idM . Тогда Fibc◦p(M)
содержится в Fibp(M) и включение Fibc◦p(M) ⊂ Fibp(M) является
гомотопической эквивалентностью. Отсюда следует, в частности, что

(1) расслоение p является BH-расслоением если и только если c ◦ p явля-
ется BH-расслоением,

(2) включение Fibc◦p1 (M) ⊂ Fibp1(M) есть гомотопическая эквивалент-
ность.

Доказательство. То, что подгруппа Fibc◦p(M) содержится в Fibp(M), обу-
словлено связностью слоя F : действительно, произвольный слой F ′ рассло-
ения p является компонентой связности некоторого слоя F̃ ′ расслоения c◦p,
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так что произвольный элемент h ∈ Fibc◦p(M) переводит F ′ в компоненту
связности слоя h(F̃ ′), а это означает, что образ h(F ′) является слоем для p,
так что h лежит и в Fibp(M).

Перейдем к доказательству того, что включение Fibc◦p(M) ⊂ Fibp(M)
есть гомотопическая эквивалентность. Здесь можно было бы показать, что
пространство группы Fibp(M) расслаивается со стягиваемым слоем над
подгруппой Fibc◦p(M), — наподобие того как Homeo(S1) расслаивается над
Fibc(S1) в случае накрытия c : S1 → S1. Однако мы используем не рассла-
ивание Fibp(M) над Fibc◦p(M), а расслаивания Fibc◦p(M) и Fibp(M) над
описываемой ниже подгруппой Iρ(M).

Обозначим через S1
(1) и S1

(2) базовые окружности расслоений p и c ◦ p
соответственно. Пусть ρ — произвольная (совместимая с топологией) внут-
ренняя метрика на S1

(2). Обозначим через Iρ(M) подгруппу тех автогео-
меоморфизмов из Fibc◦p(M), у которых индуцированные автоморфизмы
S1

(2) → S1
(2) являются изометриями по отношению к ρ. Возникает цепочка

включений

Iρ(M) ⊂ Fibc◦p(M) ⊂ Fibp(M) ⊂ Homeo(M).

Покажем, что включение Iρ(M) ⊂ Fibc◦p(M) является гомотопической эк-
вивалентностью. Для этого зафиксируем произвольный слой F̃0 расслоения
c ◦ p и произвольную непрерывную сюръекцию

φ : F̃0 × [0, 1]→M,

гомеоморфно отправляющую каждый слой F̃0 × {t}, t ∈ [0, 1], в тот или
иной слой расслоения c ◦ p и такую, что композиция c ◦ p ◦ φ индуцирует
гомеоморфизм между фактор-пространством [0, 1]/{0, 1} и базовой окруж-
ностью расслоения c◦p. Обозначим через L подгруппу idF̃0

×Homeo1([0, 1])

в Homeo1(F̃0 × [0, 1]). Заметим, что L изоморфна стягиваемой груп-
пе Homeo1([0, 1]), а отображение φ индуцирует мономорфизм φ∗ : L →
Fibc◦p1 (M). Как нетрудно удостовериться, подгруппы Iρ(M) и φ∗(L) замкну-
ты в Fibc◦p(M), а любой элемент g ∈ Fibc◦p(M) единственным образом
представляется в виде произведения g = ab с a ∈ Iρ(M) и b ∈ φ∗(L). Из
указанных свойств вытекает, что отображение

Iρ(M)× φ∗(L)→ Fibc◦p(M), a× b 7→ ab,

является гомеоморфизмом. Последнее утверждение для общего случая
польской группы (т. е. сепарабельной топологической группы, допускающей
полную метрику) доказывается, к примеру, в [Ros21, Theorem A.3] (см. так-
же [VINK, 27.Vx] для случая полупрямых произведений): Если G — поль-
ская группа, а A и B — такие замкнутые подгруппы в G, что G = AB
и A ∩ B = 1G, то групповая операция индуцирует гомеоморфизм между
A×B и G. (Группа Fibc◦p(M) — польская, поскольку является замкнутой
подгруппой в польской6 группе Homeo(M).) Отсюда в силу стягиваемости

6Как хорошо известно, группы автогомеоморфизмов метрических компактов являют-
ся польскими.
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φ∗(L) следует, что включение Iρ(M) ⊂ Fibc◦p(M) есть гомотопическая эк-
вивалентность.

Теперь покажем, что и включение Iρ(M) ⊂ Fibp(M) является гомото-
пической эквивалентностью. Пусть ρ̃ — метрика на S1

(1), индуцированная
накрытием c : S1

(1) → S1
(2) и метрикой ρ на S1

(2), а I
ρ̃(M) — подгруппа тех

автогеомеоморфизмов в Fibp(M), у которых проекция в S1
(1) является изо-

метрией по отношению к ρ̃. Из условия о связности слоя F элементарны-
ми рассуждениями выводится, что I ρ̃(M) совпадает с Iρ(M). Применяя к
включению Iρ(M) = I ρ̃(M) ⊂ Fibp(M) ту же схему рассуждений, что и к
включению Iρ(M) ⊂ Fibc◦p(M), мы видим, что оно является гомотопиче-
ской эквивалентностью.

Отсюда вытекает, что и включение Fibc◦p(M) ⊂ Fibp(M) является го-
мотопической эквивалентностью, поскольку, если f1 : A → B — гомотопи-
ческая эквивалентность и f2 : B → C — такое отображение, что композиция
f2 ◦ f1 является гомотопической эквивалентностью, то и f2 является гомо-
топической эквивалентностью, так как f2 гомотопно композиции гомотопи-
ческих эквивалентностей:

f2 = f2 ◦ idB ' f2 ◦ (f1 ◦ g) = (f2 ◦ f1) ◦ g,

где g : B → A — гомотопическая эквивалентность такая, что g ◦ f1 ' idA и
f1 ◦ g ' idB .

7 Доказательство теоремы 1 в случае n = 2

Предложение 4 сводит ситуацию к случаю расслоения со связным слоем.

7.1 Случай слоя, гомеоморфного окружности
Этот случай следует из теоремы 4. Тот факт, что

Map1(S1, S1) ∩Homeo(S1) = Homeo1(S1),

т. е. что гомотопные автогомеоморфизмы окружности изотопны, хорошо из-
вестен и вытекает из многих классических конструкций. Из второго (двой-
ного) условия теоремы 4 выполняется вторая часть условия — о том, что
включение Homeo1(S1) ⊂ Map1(S1, S1) индуцирует изоморфизм фунда-
ментальных групп (см. предложение 5).

Предложение 5. Включение Homeo1(S1) ⊂Map1(S1, S1) является гомо-
топической эквивалентностью.

Доказательство. Имеется естественное вложение

SO(2) ⊂ Homeo1(S1) ⊂Map1(S1, S1),

где под SO(2) ⊂ Homeo1(S1) понимаются евклидовы повороты.
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То, что вложение SO(2) ⊂ Homeo1(S1) является гомотопической экви-
валентностью, доказывается, например, в [Ghy01, Proposition 4.2] (также
см. [McC61, Lemma 3.3]).

То, что вложение SO(2) ⊂ Map1(S1, S1) является гомотопической эк-
вивалентностью, следует, например, из результатов о так называемых
H∗-пространствах, доказанных в [Wad56] (см. также [Wad58], [Koh60,
Theorem (2.2)], [Ada58], [Ada60], [Han74, Theorem 5.1]).

Отсюда в силу аргумента, использованного в завершение доказательства
предложения 4, получаем требуемое.

Замечание. Предложение 5 (и тем более — утверждение о том, что включе-
ние Homeo1(S1) ⊂ Map1(S1, S1) индуцирует изоморфизм фундаменталь-
ных групп) имеет альтернативные пути доказательства в терминах дру-
гих классических конструкций. К примеру, можно рассмотреть расслое-
ния Homeo1(S1) → SO(2) и Map1(S1, S1) → SO(2), где в качестве слоев
выступают пространства отображений с неподвижной точкой. Поскольку
эти слои, как нетрудно убедиться, стягиваемы, длинная точная последова-
тельность гомотопических групп показывает, что эти расслоения являют-
ся слабыми гомотопическими эквивалентностями, так что и Homeo1(S1) ⊂
Map1(S1, S1) является слабой гомотопической эквивалентностью. Посколь-
ку рассматриваемые пространства являются абсолютными окрестностными
ретрактами, отсюда в силу теоремы Дж.Х.К. Уайтхеда следует и гомото-
пическая эквивалентность.

7.2 Случай слоя, гомеоморфного отрезку
Этот случай следует из теоремы 5 (как и из теоремы 6). Стягиваемость
пространстваHomeo1([0, 1]) доказывается применением трюка Александера
(см. [Ham74, Theorem 1.1.1] и [Ale23]).

8 Доказательство теоремы 3 в случае n = 2

Предложение 4 сводит ситуацию к случаю расслоения со связным слоем. Та-
ким образом, мы рассматриваем расслоение p : E → S1 со слоем окружность
(а пространство E есть тор или бутылка Клейна). Введем на E локально
евклидову метрику так, чтобы все слои расслоения p являлись геодези-
ческими, обозначим через I1(E) содержащую тождественное отображение
компоненту группы изометрий пространства E и рассмотрим естественные
включения

I1(E) ⊂ Fib1(E) ⊂ Homeo1(E).

В случае тора E = T = S1 × S1 пространство группы I1(E) гомеоморфно
тору, а в случае бутылки Клейна E = K группа I1(K) изоморфна группе
SO(2) (проходу вдоль окружности SO(2) отвечает двойной поворот вдоль
базы расслоения). В [Ham65a] и в [Ham65b] доказывается, что включения
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I1(T ) ⊂ Homeo1(T ) и I1(K) ⊂ Homeo1(K) являются слабыми гомотопиче-
скими эквивалентностями; как известно [LM72], задействованные простран-
ства являются абсолютными окрестностными ретрактами (ANR); отсюда
в силу классической теоремы Дж.Х.К. Уайтхеда следует, что указанные
включения являются и гомотопическими эквивалентностями. Убедимся в
том, что в каждом из случаев E = T и E = K и включение I1(E) ⊂ Fib1(E)
является гомотопической эквивалентностью. Искомое утверждение о том,
что Fib1(E) ⊂ Homeo1(E) есть гомотопическая эквивалентность, последу-
ет отсюда в силу аргумента, использованного в завершение доказательства
предложения 4.

Случай тора. Покажем, что включение I1(T ) ⊂ Fib1(T ) есть гомото-
пическая эквивалентность. Выберем в T произвольную точку x и обозна-
чим через Fib1(T, x) подгруппу в Fib1(T ), образованную гомеоморфизма-
ми, переводящими x в x. Как нетрудно удостовериться, подгруппы I1(T )
и Fib1(T, x) замкнуты в Fib1(T ), а любой элемент g ∈ Fib1(T ) единствен-
ным образом представляется в виде произведения g = ab с a ∈ I1(T ) и
b ∈ Fib1(T, x), т. е.

I1(T )Fib1(T, x) = Fib1(T ), I1(T ) ∩ Fib1(T, x) = {idT }.

Отсюда, воспроизводя аргументы из доказательства предложения 4, полу-
чаем, что отображение

I1(T )× Fib1(T, x)→ Fib1(T ), a× b 7→ ab,

является гомеоморфизмом. (Группа Fib1(T ) — польская, поскольку явля-
ется замкнутой подгруппой в польской7 группе Homeo1(T ).)

Теперь покажем, что пространство группы Fib1(T, x) стягиваемо. Для
этого зафиксируем какое-нибудь проходящее через точку x сечение γ рас-
слоения T = E → S1 и рассмотрим следующие подгруппы G1, G2 и G3 в
Fib1(T, x):

G1 — подгруппа, состоящая из всех тождественных на γ внутрислойных
автогомеоморфизмов из Fib1(T, x),

G2 — подгруппа тех внутрислойных автогомеоморфизмов из Fib1(T, x),
у которых сужение на каждый из слоев является изометрией (по от-
ношению к сужению на слои исходной локально евклидовой метрики
на E),

G3 — подгруппа тех автогомеоморфизмов из Fib1(T, x), у которых суже-
ние на каждый из слоев является изометрией (по отношению к суже-
нию на слои исходной локально евклидовой метрики на E) и при этом
переводящих γ в γ.

7Как хорошо известно, группы автогомеоморфизмов метрических компактов являют-
ся польскими.
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Из определений ясно, что пространства групп G1, G2 и G3 гомеоморфны
(очевидно, стягиваемым) пространству свободных петель в Homeo1([0, 1]),
пространству петель в R1 с базовой точкой в нуле и пространству
Homeo1([0, 1]) соответственно. Таким образом, каждая из подгрупп G1, G2

и G3 стягиваема. Кроме того, как следует из простых аргументов, каж-
дая из подгрупп G1, G2 и G3 замкнута в Fib1(T, x), а каждый элемент
g ∈ Fib1(T, x) единственным образом представляется в виде произведения
g = abc с a ∈ G1, b ∈ G2 и c ∈ G3. Отсюда в силу вышеупомянутой теоре-
мы из [Ros21, Theorem A.3] вытекает, что пространство группы Fib1(T, x)
стягиваемо.

Итак, мы видим, что группа Fib1(T ) тривиально расслаивается над под-
группой I1(T ) со стягиваемым слоем, так что включение I1(T ) ⊂ Fib1(T )
есть гомотопическая эквивалентность.

Случай бутылки Клейна. В случае с бутылкой Клейна K выберем и
обозначим через m один из слоев расслоения p, обозначим через Fib1(K,m)
подгруппу в Fib1(K), образованную элементами, переводящими m в m с
сохранением ориентации. Как нетрудно удостовериться, подгруппы I1(K)
и Fib1(K,m) замкнуты в Fib1(K), а любой элемент g ∈ Fib1(K) единствен-
ным образом представляется в виде произведения g = ab с a ∈ I1(K) и
b ∈ Fib1(K,m). Требуемый результат следует в силу аргументов, анало-
гичных случаю тора. Для проверки стягиваемости подгруппы Fib1(K,m)
по аналогии со случаем тора можно определить подгруппы G1, G2 и G3 в
Fib1(K,m) по некоторому выбранному сечению (в определении G2 не участ-
вующему). При этом пространство группыG3 будет гомеоморфно простран-
ству Homeo1([0, 1]), G2 — пространству сечений расслоенной над окруж-
ностью открытой ленты Мебиуса (со слоем открытый интервал), а G1 —
пространству тождественных на крае послойных автогомеоморфизмов рас-
слоенной над окружностью (со слоем отрезок) ленты Мебиуса. (Проверка
стягиваемости этих пространств — несложное упражнение.)

9 Доказательство теоремы 1 в случае n = 3

Предложение 4 сводит ситуацию к случаю расслоения со связным слоем.

9.1 Случай слоя — замкнутой поверхности
В случае, когда слой расслоения из теоремы 1 есть замкнутая связная по-
верхность, утверждение теоремы следует из теоремы 4. Укажем, из каких
результатов вытекает, что условия теоремы 4 здесь выполняются.
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• То, что гомотопные автогомеоморфизмы замкнутой поверхности изо-
топны, доказывается в [Ep66].8 9

• То, что для всякой замкнутой связной поверхности X включение
Homeo1(X) ⊂ Map1(X,X) индуцирует изоморфизм фундаменталь-
ных групп, вытекает из нижеследующего предложения 6.

Предложение 6. Если связная замкнутая поверхность F не явля-
ется ни сферой S2, ни проективной плоскостью P 2, то включение
Homeo1(F ) ⊂ Map1(F, F ) является гомотопической эквивалентностью.
Если F ∈ {S2, P 2}, то указанное включение индуцирует изоморфизм на
уровне фундаментальных групп, но не является ни гомотопической экви-
валентностью, ни слабой гомотопической эквивалентностью.

Доказательство. Доказательство сводится к сопоставлению известных ре-
зультатов о пространствах групп Homeo1(F ) и Map1(F, F ). Необходи-
мые нам результаты о Homeo1(F ) содержатся в основном в серии работ
[Ham66, HD58, Ham62, Ham65a, Ham65b], а о Map1(F, F ) — в работах
[Got65], [Han83] и [Yam93] (покрывающих случаи асферических поверхно-
стей, сферы и проективной плоскости соответственно). Ниже приведена бо-
лее подробная информация по каждому классу.

Напомним, что, поскольку для компактных поверхностей известно
[LM72], что пространство Homeo1(F ) является абсолютным окрестностным
ретрактом (ANR), аMap1(F, F ) также является ANR (см., например, [Hu65,
Theorem 3.1, p.188]), то в силу классической теоремы Дж.Х.К. Уайтхеда
вложение Homeo1(F ) ⊂ Map1(F, F ) является гомотопической эквивалент-
ностью если и только если оно является слабой гомотопической эквивалент-
ностью.

χ(F ) < 0 В случае замкнутой связной поверхности F отрицательной эйлеровой
характеристики пространства групп Homeo1(F ) и Map1(F, F ) гомо-
топически тривиальны, так что включение Homeo1(F ) ⊂ Map1(F, F )
есть слабая гомотопическая эквивалентность. Гомотопическая триви-
альность для Homeo1(F ) доказывается в [Ham66].10 Гомотопическая
тривиальность для Map1(F, F ) следует из [Got65, Corollary III.2], где
утверждается, что для линейно связного асферического полиэдра X,

8Для случая замкнутой ориентируемой поверхности рода выше 1 этот факт доказан
уже в [Bae27, Bae28].

9В [Ep66] изложение ведется в рамках кусочно-линейной категории. Результат распро-
страняется и на топологическую категорию. Действительно, пусть два автогомеоморфиз-
ма замкнутой поверхности гомотопны; поскольку всякий автогомеоморфизм поверхности
изотопен кусочно-линейному ([Ep66, Theorem A4]), проблема сводится к случаю гомо-
топных кусочно-линейных автогомеоморфизмов; гомотопные кусочно-линейные автого-
меоморфизмы кусочно-линейно гомотопны и, следовательно, кусочно-линейно изотопны
([Ep66, Theorems 6.3, 6.4]).

10Таким образом, в случае замкнутой поверхности отрицательной эйлеровой харак-
теристики выполняются оба альтернативных условия теоремы 4: и об индуцированном
включением Homeo1(X) ⊂ Map1(X,X) изоморфизме фундаментальных групп, и об од-
носвязности пространства группы Homeo1(X).
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у которого центр фундаментальной группы тривиален, пространство
группы Map1(X,X) стягиваемо.

T В случае тора T = S1 × S1 имеется естественное вложение

T ⊂ Homeo1(T ) ⊂Map1(T, T ),

доставляемое изометриями тора, снабженного локально евклидовой
метрикой. В [Ham65a] доказывается, что включение T ⊂ Homeo1(T )
есть слабая гомотопическая эквивалентность. Слабая гомотопическая
эквивалентность для включения T ⊂ Map1(T, T ) следует из извест-
ной теоремы [Got65, Theorem III.2], дающей описание слабого го-
мотопического типа для асферических (локально конечных линейно
связных симплициальных) полиэдров.11 12 Следовательно, вложение
Homeo1(T ) ⊂ Map1(T, T ) есть слабая гомотопическая эквивалент-
ность.

K В случае бутылки Клейна K имеется естественное вложение

SO(2) ⊂ Homeo1(K) ⊂Map1(K,K),

где вложение SO(2) ⊂ Homeo1(K) отвечает двойному повороту вдоль
базы при представлении бутылки Клейна в виде расслоения над
окружностью со слоем окружность (см. [Ham65b, Sec. 4]). В [Ham65b]
доказывается, что включение SO(2) ⊂ Homeo1(K) является сла-
бой гомотопической эквивалентностью. Из конструкции доказатель-
ства вышеупомянутой [Got65, Theorem III.2] следует, что включение
SO(2) ⊂ Map1(K,K) является слабой гомотопической эквивалентно-
стью. Таким образом, включение Homeo1(K) ⊂Map1(K,K) является
слабой гомотопической эквивалентностью.

S2 В случае сферы S2 имеется естественное вложение

SO(3) ⊂ Homeo1(S2) ⊂Map1(S2, S2),

где под SO(3) ⊂ Homeo1(S2) понимаются евклидовы повороты. Кне-
зер показал [Kne26], что образ включения SO(3) ⊂ Homeo1(S2) яв-
ляется деформационным ретрактом для Homeo1(S2), а Хансен до-
казывает ([Han83, p. 364], [Han90, p. 44]), что включение SO(3) ⊂
Map1(S2, S2) дает изоморфизм фундаментальных групп, не явля-
ясь при этом гомотопической эквивалентностью (и, следовательно,

11Здесь и далее в аналогичных случаях непосредственно в формулировках указывае-
мых утверждений речь как правило идет лишь об изоморфизмах групп, а то, что эти изо-
морфизмы индуцированы интересующими нас вложениями пространств, видно из кон-
струкций доказательств.

12Для отображений в пространства Эйленберга–Маклейна с абелевой группой описа-
ние слабого гомотопического типа было известно и ранее [Tho57]; подробнее см. обзоры
[Rut97, Sec. 2.1], [Smi10, Sec. 2.1.2].
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поскольку мы имеем дело с ANR, не являясь и слабой гомотопи-
ческой эквивалентностью). Отсюда следует, что и Homeo1(S2) ⊂
Map1(S2, S2) дает изоморфизм фундаментальных групп, не являясь
при этом слабой гомотопической эквивалентностью.

P 2 В случае проективной плоскости P 2 имеется естественное вложение

SO(3) ⊂ Homeo1(P 2) ⊂Map1(P 2, P 2).

В [Ham65b] показано (см. доказательство теоремы 3.2 и раздел 5
в [Ham65b]), что вложение SO(3) ⊂ Homeo1(P 2) является слабой го-
мотопической эквивалентностью. В [Yam93] доказывается, что вклю-
чение SO(3) ⊂Map1(P 2, P 2) не является гомотопической эквивалент-
ностью (и, следовательно, поскольку мы имеем дело с ANR, не явля-
ется и слабой гомотопической эквивалентностью), однако из резуль-
татов [Yam93] следует (см. пояснения с вычислениями фундаменталь-
ной группы π1(Map1(P 2, P 2)) в [GS09, Remark 3.2]), что включение
SO(3) ⊂ Map1(P 2, P 2) дает изоморфизм фундаментальных групп.
Отсюда следует, что и Homeo1(P 2) ⊂ Map1(P 2, P 2) индуцирует изо-
морфизм на уровне фундаментальных групп, но не является слабой
гомотопической эквивалентностью.

9.2 Случай, когда слой есть поверхность с краем
Этот случай теоремы 1 выводится из теоремы 6. Перечислим результаты,
из которых следует, что в случае, когда слой есть связная компактная по-
верхность с непустым краем, в теореме 1 выполняются условия теоремы 6.

• То, что автогомеоморфизмы поверхности с краем, связанные тожде-
ственной на крае гомотопией, связаны и тождественной на крае изо-
топией, доказывается в [Ep66, Theorems 6.3, 6.4].13

• Односвязность (более того, стягиваемость) пространства груп-
пыHomeo1(X; fx ∂X) в случае, когдаX — связная компактная поверх-
ность с непустым краем, доказывается в серии работ [Ham66, HD58,
Ham62, Ham65a, Ham65b] (конечно же, случай диска следует уже из
[Ale23]).

• То, что сужение расслоения p на каждую из компонент связности края
∂E является BH-расслоением ранга 1, объясняется следующим обра-
зом. Поскольку слой у p есть связная компактная поверхность, каждая
из компонент связности края ∂E является либо тором, либо бутылкой

13В формулировках теорем 6.3 и 6.4 в [Ep66] речь идет о гомотопиях и изотопиях без
ограничения тождественности на крае, но в приведенном в [Ep66] доказательстве этих
теорем ситуация сводится именно к случаю тождественных на крае и нужный нам факт
доказывается.
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Клейна. Ясно, что локально тривиальное расслоение p′ : M → S1 связ-
ного компактного многообразия над окружностью раскладывается в
композицию локально тривиальных расслоений

M
ṗ→ S1 c→ S1,

где у ṗ слой связен, а c является накрытием. В силу рассмотренно-
го выше случая теоремы 1 о расслоениях со слоем, гомеоморфным
окружности, расслоение ṗ является BH-расслоением, а в силу теоре-
мы 3 ṗ является14 BH-расслоением ранга 1. Отсюда в силу предложе-
ния 4 получаем, что и p′ = c ◦ ṗ есть BH-расслоение ранга 1.

10 Доказательство теоремы 2
Предложение 4 сводит общий случай теоремы 2 к случаю расслоения со
связным слоем. В случае связного слоя утверждение теоремы 2 следует из
теоремы 4 в силу результатов из [Wal68] и [Lau74]. В [Wal68] доказывается,
что гомотопные автогомеоморфизмы хакенова многообразия M изотопны
(первое условие для слоя из теоремы 4), а в [Lau74] доказывается, что вклю-
чение Homeo1(M) ⊂Map1(M,M) индуцирует изоморфизм фундаменталь-
ных групп (второе условие для слоя из теоремы 4). См. также [Hat76], где
доказывается более сильный результат о гомотопической эквивалентности.
В указанных работах используются кусочно-линейная и гладкая категории;
как указано в [Hat76, стр. 343], переход между ними и топологической ка-
тегорией обеспечивается триангуляционными теоремами Бинга и Мойза и
доказанной Хэтчером в [Hat83] гипотезой Смейла.

11 Альтернативные доказательства частных
случаев теоремы 1

Приведем альтернативные варианты доказательства теоремы 1 для некото-
рых классов расслоений.

11.1 Второе доказательство теоремы 1 для случая дву-
мерного сферического слоя

Пусть p : E → S1 — локально тривиальное расслоение над окружностью
со «сферическим» слоем F ∈ {S2, P 2} (т. е. со слоем, гомеоморфным либо
сфере S2, либо проективной плоскости P 2). (В таком случае E есть либо
одно из произведений S2 × S1 и P 2 × S1, либо трехмерная бутылка Клей-
на S2×̃S1; см. [Ste44, p. 299].) Мы доказываем, что p есть BH-расслоение,

14Конечно же, нужная для ранга 1 эпиморфность на уровне фундаментальных групп
следует уже из конструкций работ [Ham65a, Ham65b].
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т. е. что каждый изотопный тождественному послойный автогомеоморфизм
h : E → E еще и послойно изотопен тождественному.

Шаг B0. Сведение к случаю автогомеоморфизма, связанного с тож-
дественным отображением внутрислойной гомотопией.

Рассуждения из шагов 1.1–1.3 доказательства теоремы 5 показывают,
что ситуация сводится к случаю автогомеоморфизма h′ : E → E, связанного
с idE внутрислойной гомотопией.

Шаг B1. Сведение к случаю автогомеоморфизма, тождественного на
сечении.

Поскольку p — расслоение над окружностью с линейно связным слоем,
у p имеются сечения ([Hus94, Theorem 7.1]). Пусть γ — какое-нибудь сече-
ние для p. Поскольку h′ связан с idE внутрислойной гомотопией, сечения
γ и h′(γ) гомотопны (и, следовательно, изотопны) в классе сечений. По-
скольку слой F ∈ {S2, P 2} предполагается однородным, изотопия сечения
продолжается до внутрислойной изотопии расслоения. Это сводит доказа-
тельство к случаю автогомеоморфизма h2 : E → E, не только связанного с
idE внутрислойной гомотопией, но еще и тождественного на γ.

Шаг B2. Сведение к случаю автогомеоморфизма, сохраняющего
окрестность сечения.

Из теоремы Шёнфлиса выводится, что у сечения γ найдется замкнутая
окрестность Nγ (полноторий или полная бутылка Клейна), пересекающая
каждый слой расслоения p по диску, и что автогомеоморфизм h2 внутри-
слойно изотопен автогомеоморфизму h3 с h3(Nγ) = Nγ .

Шаг B3. Сведение к случаю автогомеоморфизма, сохраняющего
окрестность сечения и ориентации слоевых дисков.

Поскольку сужение автогомеоморфизма h3 на каждый слой расслое-
ния p гомотопно тождественному отображению, это сужение и изотоп-
но тождественному ([Ep66]), так что в случае ориентируемого слоя F =
S2 сужение автогомеоморфизма h3 на каждый слоевой диск расслоения
p|Nγ : Nγ → S1 автоматически сохраняет ориентацию этого диска. В слу-
чае F = P 2 возможна ситуация, когда h3 переводит Nγ в Nγ с обраще-
нием ориентации слоевых дисков. В таком случае представим слой P 2 как
фактор-пространствоM/∂M ленты МёбиусаM по ее краю ∂M , зафиксиру-
ем вM некоторую центральную кривую ` (т. е. простую замкнутую кривую
в int(M), являющуюся для M ретрактом) и заметим, что сечение γ может
быть выбрано таким образом, чтобы при проекции P 2 × S1 → P 2 = M/∂M
его образ содержался в ` (будучи, к примеру, точкой), а Nγ может быть
выбрана таким образом, чтобы переходить в себя при внутрислоевой изото-
пии расслоения P 2×S1, однократно прокручивающей тор `×S1 ⊂ P 2×S1

вдоль `. Композиция h4 автогомеоморфизма h3 с такой изотопией дает же-
лаемый результат.

Шаг B4. Сведение к случаю автогомеоморфизма, сохраняющего
окрестность сечения и ориентации слоевых дисков и тождественного на
одной из параллелей края этой окрестности.

Теперь выберем на крае ∂Nγ (этот край гомеоморфен тору или бутылке
Клейна) какую-нибудь замкнутую кривую λ, являющуюся сечением для p.
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Если край ∂Nγ гомеоморфен бутылке Клейна, то на ∂Nγ имеются ровно
два изотопических класса таких сечений (в классе изотопий на ∂Nγ), и из
[CCS, Theorem 1.5] следует, что всякая изотопия τt : E → E с τ0 = idE ,
переводящая Nγ в Nγ , сохраняет каждый из этих классов (в [CCS] из-
ложение ведется в гладкой категории, перенос в топологическую катего-
рию обеспечивается доказанной Хэтчером гипотезой Смейла, — см. [Hat83,
Appendix, (3)]). Отсюда заключаем, поскольку h4 изотопен idE , что h4(λ) и
λ изотопны на ∂Nγ . Отсюда следует, что некоторая внутрислойная изото-
пия τt : E → E с τ0 = idE и τt(Nγ) = Nγ для всех t ∈ [0, 1] переводит h4(λ)
в λ. Переходя от h4 к композиции h5 := τ1 ◦ h4, получаем требуемое.

Если край ∂Nγ гомеоморфен тору (а ∂Nγ , соответственно, — полното-
рию), выберем какой-нибудь слой F0 расслоения p, обозначим через m «ме-
ридианную» кривую ∂Nγ ∩ F0, ориентируем кривые λ и m произвольным
образом и обозначим через [λ] и [m] соответствующие гомологические клас-
сы из H1(∂Nγ). Тогда множество расположенных на торе ∂Nγ сечений рас-
слоения p разбивается на изотопические классы Λi, i ∈ Z, где Λi — класс,
содержащий кривые класса [λ] + i[m].

Как известно, в произвольной сколь угодно тонкой окрестности Uε(F ′) ∼=
F ′× [−ε,+ε] произвольного слоя F ′ расслоения p можно осуществить внут-
рислойную изотопию τt : E → E с τ0 = idE и τ1(Nγ) = Nγ и тождественную
вне Uε(F ′), «подкручивающую» Nγ на два полных оборота (скручивания
Дена), т. е. переводящую кривые классов Λi в кривые классов Λi+2. В слу-
чае F = S2 такая изотопия известна из так называемого «трюка Дирака»
или «трюка с ремнем» (см., например, [BIMPW] и приведенные там ссыл-
ки); в процессе одной из возможных реализаций такой изотопии дуга (ось
ремня) Uε(F0)∩γ — в проекции на слой — образует петлю, эта петля, увели-
чиваясь, заметает весь слой, а затем возвращается в исходное положение.
В случае F = P 2 конструкция, дающая внутрислойную изотопию с такими
свойствами, описана в доказательстве теоремы 1.5 в [CCS].

Таким образом, воспроизводя указанную послойную изотопию или об-
ратную к ней необходимое число раз, мы можем послойными изотопиями
переводить Nγ в Nγ с любым четным количеством подкруток, т. е. перево-
дить кривые класса Λi в кривые класса Λj для любого четного j− i. Вместе
с тем из полученных в [CCS] результатов прямо следует, что если вложен-
ный в 3-многообразие W полноторий V переводится в себя изотопией в
W , то разница между классом целых 1-гомологий в ∂V и его образом под
действием этой изотопии не может равняться классу меридианной кривой
на ∂V . Отсюда следует, поскольку h4 изотопен idE (а λ по определению ле-
жит в классе Λ0), что сечение h4(λ) лежит в классе Λj с четным j, так что
некоторая внутрислойная изотопия, переводящая Nγ в Nγ с сохранением
ориентации слоевых дисков, переводит h4(λ) в λ. Дополнив этой изотопией
гомеоморфизм h4, получаем гомеоморфизм h5 с требуемым свойством.

Шаг B5. Сведение к случаю автогомеоморфизма, сохраняющего
окрестность сечения и тождественного на крае этой окрестности.

Конструкция шага 2 доказательства теоремы 5 сводит вопрос о внут-
рислойной изотопности сужения h5|∂Nγ полученного на предыдущем ша-
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ге автоморфизма h5 тождественному отображению id∂Nγ (имеется в виду
внутрислойность в слоях расслоения p|∂Nγ ) к вопросу об изотопности се-
чений некоторого локально тривиального расслоения над окружностью со
слоемHomeo1(S1, ∗); все сечения такого расслоения изотопны в силу линей-
ной связности и односвязности пространства группы Homeo1(S1, ∗), кото-
рое, как нетрудно видеть, гомеоморфно пространству Homeo1([0, 1]) и тем
самым стягиваемо.15 (См. также предложение 1 и его доказательство.) Тео-
рема Шенфлиса позволяет продолжить существующую в силу этого рас-
суждения внутрислойную изотопию, переводящую автоморфизм h5|∂Nγ в
тождественный, до внутрислойной изотопии τt всего пространства E. По-
ложив h6 := τ1 ◦ h5, получаем желаемое.

Шаг B6. Сведение к случаю автогомеоморфизма, тождественного на
окрестности сечения.

Применяя предложение 1 к расслоению p|Nγ : Nγ → S1 со слоем
диск D2 и нормальной подгруппе Homeo1(D2, fx ∂D2), получаем, что гомео-
морфизм h6 внутрисло изотопен автогомеоморфизму h7, тождественному
на Nγ . То, что подгруппа Homeo1(D2, fx ∂D2) линейно связна и односвязна
(и, более того, стягиваема) доказывается применением трюка Александера.

Шаг B7. Завершение доказательства.
Итак, задача свелась к случаю послойного автогомеоморфизма, тожде-

ственного на Nγ . Пусть E2 := E \ int(Nγ). Рассмотрим сужения p|E2
и h7|E2

расслоения p и автоморфизма h7 на E2. Слой F2 расслоения p|E2
является

диском D2 или лентой Мёбиуса M , а h7|E2 есть послойный автоморфизм,
тождественный на крае ∂E2. Заметим, что группа Homeo1(F2, fx ∂F2) стя-
гиваема (в случае F2 = D2 это доказывается применением трюка Алексан-
дера [Ale23]; в случае F2 = M это вытекает из [Ham65b, Theorem 2.1] в силу
уже упоминавшихся выше результатов [LM72] и теоремы Дж.Х.К. Уайт-
хеда). Применяя предложение 1 к расслоению p|E2

, гомеоморфизму h7|E2

и нормальной подгруппе Homeo1(F2, fx ∂F2), получаем, что h7|E2 связан с
idE2 внутрислойной тождественной на ∂E2 изотопией, а значит h7 связан
внутрислойной изотопией с idE . Итак, мы показали, что исходный автомор-
физм h послойно изотопен тождественному.

11.2 Второе доказательство теоремы 1 в случае тори-
ческого слоя

Пусть p : E → S1 — локально тривиальное расслоение над окружностью
со слоем тор T = S1 × S1. Мы доказываем, что p есть BH-расслоение,
т. е. что каждый изотопный тождественному послойный автогомеоморфизм
h : E → E еще и послойно изотопен тождественному. Применяя рассужде-
ния шагов 1.1–1.3 доказательства теоремы 5 и шага B1 для сферического
случая, мы видим, что доказательство сводится к случаю автогомеоморфиз-
ма h′ : E → E, связанного с idE внутрислойной гомотопией и тождествен-

15Как уже упоминалось, стягиваемость пространства Homeo1([0, 1]) доказывается при-
менением трюка Александера (см. [Ham74, Theorem 1.1.1] и [Ale23]).
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ного на произвольно выбранном сечении γ ⊂ E расслоения p. Здесь нить
доказательства для случая торического слоя отклоняется от приведенного
выше доказательства для сферического слоя: мы воспользуемся следующей
леммой.

Лемма 5. Пусть T — тор, x ∈ T — точка. Тогда

Homeo(T, x) ∩Homeo1(T ) = Homeo1(T, x),

т. е. всякий гомеоморфизм h : T → T с h(x) = x, изотопный тождествен-
ному отображению idT , связан с idT изотопией, неподвижной в x.

Доказательство. Введем на T локально евклидову метрику. Тогда для лю-
бых двух точек a и b из T в Homeo1(T ) имеется единственная изометрия,
переводящая a в b. Если τ : T × [0, 1]→ T × [0, 1] — изотопия, связывающая
τ0 = idT c τ1 = h, и τ1(x) = x, то изотопия-произведение ρ ? τ (в смысле
определений из доказательства предложения 2), где ρt есть изометрия из
Homeo1(T ), переводящая τt(x) в x, связывает idT с τ1 = h, будучи непо-
движной в x.

Применим предложение 1 к расслоению p|E\γ : E\γ → S1 со слоем — про-
колотый тор T \{x}, гомеоморфизму h|E\γ : E\γ → E\γ и нормальной под-
группе Homeo1(T \{x}). Условия предложения 1 в данном случае выполне-
ны: сужение гомеоморфизма h|E\γ на каждый слой лежит вHomeo1(T \{x})
в силу леммы 5, группа Homeo1(T \ {x}) односвязна и, более того, стяги-
ваема ([Yag00]). Таким образом, в силу предложения 1 существует внутри-
слойная изотопия между idE\γ и h|E\γ , так что существует внутрислойная
изотопия и между idE и h. Доказательство завершено.

Замечание. Приведенные альтернативные варианты доказательств исполь-
зуют часть рассуждений из первых вариантов доказательств; ключевое от-
личие в том, что альтернативные варианты не обращаются к пространствам
Map1(X,X).

Замечание. Каждый из описанных в настоящем разделе подходов — и под-
ход, примененный в случае сферического слоя, и подход, примененный к
торическому слою, дают альтернативные доказательства теоремы 1 в слу-
чае слоя, гомеоморфного окружности.
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