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Àííîòàöèÿ

Â ñòàòüå À. Öûáûøåâà "Êîáîðäèçì-ôðåéì-ñîîòâåòñòâèÿ è K-òåîðèÿ Ìèëíîðà"äëÿ ïîëÿ

k õàðàêòåðèñòèêè 0 è öåëîãî íåîòðèöàòåëüíîãî m îïðåäåëåí êîìïëåêñ C∗ ZFcob(pt,Gm
∧m),

è ïîñòðîåí èçîìîðôèçì H0
(
C∗ ZFcob(pt,Gm

∧m)
)
→ Km

M (k). Â íàñòîÿùåé ðàáîòå äîêàçûâà-

åòñÿ, ÷òî ïðèâåäåííàÿ ãðóïïà êîãîìîëîãèé êîìïëåêñà â äåéñòâèòåëüíîñòè âû÷èñëÿåò çíà-

÷åíèå ñòàáèëüíîãî ìîòèâíîãî ïó÷êà ãîìîòîïèé íà òî÷êå πm,m(MGL•)(pt) ñïåêòðà MGL•.
Òåì ñàìûì, ïðîäîëæàåòñÿ ïàðàëëåëü ñ âû÷èñëåíèåì À.Íåøèòîâà â åãî ñòàòüå "Ôðåéì-

ñîîòâåòñòâèÿ è K-òåîðèÿ Ìèëíîðà-Âèòòà êîòîðîå, â äåéñòâèòåëüíîñòè, âû÷èñëÿåò ñòàáèëü-

íûå ìîòèâíûå ãîìîòîïè÷åñêèå ãðóïïû πm,m(Σ∞S0)(pt).

Êëþ÷åâûå ñëîâà� Ñïåêòð àëãåáðàè÷åñêèõ êîáîðäèçìîâ, ôðåéì-ñîîòâåòñòâèÿ, ïó÷êè ãîìî-
òîïèé, ìíîãîîáðàçèÿ Ãðàññìàíà

Ðàáîòà âûïîëíåíà ïðè ïîääåðæêå ãðàíòà â ôîðìå ñóáñèäèè ïî ÑÎÃËÀØÅÍÈÞ î ïðåäî-
ñòàâëåíèè ãðàíòà â ôîðìå ñóáñèäèé èç ôåäåðàëüíîãî áþäæåòà íà îñóùåñòâëåíèå ãîñóäàðñòâåí-
íîé ïîääåðæêè ñîçäàíèÿ è ðàçâèòèÿ íàó÷íûõ öåíòðîâ ìèðîâîãî óðîâíÿ, âêëþ÷àÿ ìåæäóíàðîä-
íûå ìàòåìàòè÷åñêèå öåíòðû è íàó÷íûå öåíòðû ìèðîâîãî óðîâíÿ, âûïîëíÿþùèå èññëåäîâàíèÿ
è ðàçðàáîòêè ïî ïðèîðèòåòàì íàó÷íî- òåõíîëîãè÷åñêîãî ðàçâèòèÿ îò ¾8¿ íîÿáðÿ 2019 ã. � 075-
15-2019-1620
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1 Îñíîâíûå îáîçíà÷åíèÿ, îïðåäåëåíèÿ îáúåêòîâ

è èõ ñâîéñòâà

Çàôèêñèðóåì áàçîâîå ïîëå k õàðàêòåðèñòèêè 0.
Öåëü íàñòîÿùåé ðàáîòû � ïðèâåñòè äîêàçàòåëüñòâî ñëåäóþùåé Òåîðåìû, îñ-

íîâàííîå íà âû÷èñëåíèè, ïðèâåäåííîì â [cob-Fr].

Òåîðåìà 1.1. (Òåîðåìà 2.4) πn,n(MGLsym
• )(pt) = KM

n (k) � K-ãðóïïà Ìèëíîðà.

T îáîçíà÷àåò ïóíêòèðîâàííûé ïó÷îê Íèñíåâè÷à A1/Gm íà k-ãëàäêèõ ñõåìàõ
Sm/k.

Ãðàññìàíèàí Grn,N , îïðåäåëåí êàê ñõåìà, ïðåäñòàâëÿþùàÿ ôóíêòîð (X 7→
{Ìíîæåñòâî êëàññîâ èçîìîðôèçìà âñåâîçìîæíûõ ýïèìîðôèçìîâ ON

X � E , ãäå
E � ëîêàëüíî ñâîáîíûé OXìîäóëü ðàíãà n}).

τn,N � òàâòîëîãè÷åñêîå ðàññëîåíèå íàä Grn,N .

Çàìå÷àíèå 1.2. Èìååòñÿ åñòåñòâåííàÿ ïî X áèåêöèÿ Hom(X, τn,N) = {Ìíî-
æåñòâî ïàð èç ýïèìîðôèçìà è ñå÷åíèÿ

(
ON

XN � E , s ∈ E(X)
)
, ãäå E � íåêîòî-

ðûé ëîêàëüíî ñâîáîäíûé OX-ìîäóëü ðàíãà n}.

Äëÿ k-ãëàäêîé ñõåìû X è ïó÷êà Íèñíåâè÷à Y Frcobn,N(X, Y ) � ìíîæåñòâà,
îïðåäåëåííûå â [cob-Fr, Îïðåäåëåíèå 2.6] êàê Frcobn,N(X, Y ). Frcob(X, Y ) îïðå-
äåëåíû òàì æå â [cob-Fr, Îïðåäåëåíèå 2.9] êàê Frcob(X, Y ). Â ñëó÷àå, êîãäà
Y = spc(Y ′) = Hom(−, Y ′) � ïðåäñòàâëåííûé ïó÷îê, èñïîëüçóþòñÿ îáîçíà÷å-
íèÿ Frcobn,N(X, Y ′) è Frcob(X, Y ′).

Íà÷íåì ñ îïðåäåëåíèé îñíîâíûõ îáúåêòîâ.
Ñëåäóþùåå îïðåäåëåíèå ìîãëî áûòü, íî íå áûëî äàíî â [cob-Fr]

Îïðåäåëåíèå 1.3. (Àíàëîãè÷íî [GP, Îïðåäåëåíèå 5.2])
êîáîðäèçì-ôðåéì-ìîòèâ Mcob

fr (G) ïóíêòèðîâàííîãî ïó÷êà Íèñíåâè÷à G
� ýòî S1-ñïåêòð Ñåãàëà

(C∗Frcob(−,G), C∗Frcob(−,G ∧ S1),∗Frcob(−,G ∧ S2), . . . ),

ïîëó÷àåìûé èç Γ-ïðîñòðàíñòâà K 7→ CFr
cob(−,G+ ∧K) ïðè ïîìîùè ïðîöå-

äóðû, îïèñàííîé â [Seg, Îïðåäåëåíèå 1.3 è ðàññóæäåíèÿ ñðàçó ïîñëå] êàê A 7→
BA.

Â ñëó÷àå, åñëè G = spc(Y ) = Hom(−, Y ) � ïó÷îê, ïðåäñòàâëåííûé Y,Mcob
fr (G)

îáîçíà÷àåòñÿ òàêæå êàê M cob
fr (Y ).
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Ëåììà 1.4. (Àíàëîã ÷àñòè [GNP, Òåîðåìà 1.2])
Äëÿ ëþáîãî öåëîãî m ≥ 0, äëÿ ëþáîãî U ∈ Sm/k èìååì

π∗(ZM cob
fr (X∧T∧m)(U)) = H∗(ZFcob(∆•×U,X+∧Tm)) = H∗(C∗ZFcob(U,X+∧Tm)).

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïîëó÷àåòñÿ äîñëîâíûì ïåðåíîñîì [GP, Ïðèëîæåíèå B] íà ñëó-
÷àé êîáîðäèçì-ôðåéì-ñîîòâåòñòâèé.

Îïðåäåëåíèå 1.5. Îáûêíîâåííûé ñïåêòð êîáîðäèçìîâ E = MGL• � T -
ñïåêòð èç ïóíêòèðîâàííûõ ïó÷êîâ Íèñíåâè÷à, çàäàâàåìûé ñëåäóþùèìè äàííû-
ìè:

En = MGLn � êîïðåäåë ïðîñòðàíñòâ Òîìà Th(τn,N) ïðè N →∞. Ïðîñòðàí-
ñòâî Òîìà Th(τn,N) � ôàêòîð-ïó÷îê Íèñíåâè÷à τn,N/τn,N − 0 ïî äîïîëíåíèþ ê
íóëåâîìó ñå÷åíèþ. Ìîðôèçìû ñòàáèëèçàöèè ïî N, îòíîñèòåëüíî êîòîðûõ áå-
ðåòñÿ êîïðåäåë, ïîëó÷àþòñÿ ôàêòîðèçàöèåé èç ìîðôèçìîâ ñõåì τn,N → τn,N+1,
çàäàííûõ íà ïðåäñòàâëåííûõ ôóíêòîðàõ ñîïîñòàâëåíèÿìè

(
ON � E , s ∈ E(X)

)
→

(
ON+1 = ON ⊕O pr1−−→ ON � E , s ∈ E(X)).

Ìîðôèçìû ñòàáèëèçàöèè ïî n MGLn∧T →MGLn+1 ïîëó÷àþòñÿ ôàêòîðè-
çàöèåé èç ìîðôèçìîâ ñõåì, çàäàííûõ íà ïðåäñòàâëåííûõ ôóíêòîðàõ ñîïîñòàâ-
ëåíèÿìè

(
ON

X � E , s ∈ E(X), t ∈ OX(X)
)
7→

(
O1+N

X = OX⊕ON
X � OX⊕E , (t, s) ∈ (OX⊕E)(X)

)
.

Äàííàÿ ôîðìà çàäàåò ìîðôèçìû ñòàáèëèçàöèè íà êîíå÷íûõ ÷ëåíàõ êîïðåäå-
ëà. Èç-çà òîãî, ÷òî êîîðäèíàòû íàðàùèâàþòñÿ ñ ðàçíûõ ñòîðîí, äàííîå îòîá-
ðàæåíèå ñòàáèëèçàöèè ñîãëàñîâàíî ñ îòîáðàæåíèåì ñòàáèëèçàöèè ïî N, è çà-
äàåò ìîðôèçì íà ïðåäåëüíûõ ÷ëåíàõ.

Çàìå÷àíèå 1.6. Íåñëîæíî ïðîâåðèòü, áëàãîäàðÿ òîìó, ÷òî êîïðåäåë ÿâëÿåò-
ñÿ íàïðàâëåííûì, ÷òî äëÿ Íåòåðîâîé ñõåìû X,MGLn(X) = colimN→∞Th(τn,N)(X).
(Íåòðèâèàëüíà òîëüêî ñþðúåêòèâíîñòü ñòðåëêè ñïðàâà-íàëåâî, à îíà ñëåäóåò
èç âîçìîæíîñòè âûáîðà êîíå÷íîãî ïîäïîêðûòèÿ).

Îïðåäåëåíèå 1.7. Ñèììåòðè÷åñêèé ñïåêòð êîáîðäèçìîâ Esym = MGLsym
•

� ñèììåòðè÷åñêèé T -ñïåêòð èç ïóíêòèðîâàííûõ ïó÷êîâ Íèñíåâè÷à, çàäàâàå-
ìûé ñëåäóþùèìè äàííûìè:
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En = MGLsym
n � êîïðåäåë ïðîñòðàíñòâ Òîìà Th(τn,n×N) ïðè N →∞. Ïðî-

ñòðàíñòâî Òîìà Th(τn,N) � ôàêòîð-ïó÷îê Íèñíåâè÷à τn,n×N/τn,N×n − 0 ïî äî-
ïîëíåíèþ ê íóëåâîìó ñå÷åíèþ. Ìîðôèçìû ñòàáèëèçàöèè ïî N, îòíîñèòåëü-
íî êîòîðûõ áåðåòñÿ êîïðåäåë, ïîëó÷àþòñÿ ôàêòîðèçàöèåé èç ìîðôèçìîâ ñõåì
τn,N×n → τn,(N+1)×n, çàäàííûõ íà ïðåäñòàâëåííûõ ôóíêòîðàõ ñîïîñòàâëåíèÿìè

(
ON×n � E , s ∈ E(X)

)
→

(
O(N+1)×n = (ON⊕O)⊕n

pr⊕n
1−−−→ (ON)⊕n = ON×n � E , s ∈ E(X)).

Çíàêè ðàâåíñòâà â äàííîé ôîðìóëå îçíà÷àþò êàíîíè÷åñêèå èçîìîðôèçìû.
Äåéñòâèå ñèììåòðè÷åñêîé ãðóïïû íàMGLsym

n çàäàåòñÿ ïåðåñòàíîâêîé ñëà-
ãàåìûõ â ON×n = (ON)⊕n.

Ìîðôèçìû ñòàáèëèçàöèè ïî n MGLn∧T →MGLn+1 ïîëó÷àþòñÿ ôàêòîðè-
çàöèåé èç ìîðôèçìîâ ñõåì, çàäàííûõ íà ïðåäñòàâëåííûõ ôóíêòîðàõ ñîïîñòàâ-
ëåíèÿìè

(
p : ON×n

X � E , s ∈ E(X), t ∈ OX(X)
)
7→

(
O(N+1)×n

X = ON
X⊕ON×n

X

pr1⊕p−−−→ OX⊕E , (t, s) ∈ (OX⊕E)(X)
)
.

Çàìå÷àíèå 1.8. Ñïåêòðû MGL· è MGLsym
• ÿâëÿþòñÿ ñïåêòðàìè Òîìà ñ êîí-

ñòàíòîé îãðàíè÷åíèÿ 1 â ñìûñëå [GN, Îïðåäåëåíèå 2.8]

Ëåììà 1.9. Ñèììåòðè÷åñêèé ñïåêòð MGLsym
· ÿâëÿåòñÿ ñïåêòðîì ñî ñòÿãè-

âàåìûì äåéñòâèåì çíàêîïåðåìåííîé ãðóïïû, â ñìûñëå [GN, Îïðåäåëåíèå 2.7]

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü σ � ÷åòíàÿ ïåðåñòàíîâêà íà n ýëåìåíòàõ. Òîãäà ñîîò-
âåòñòâóþùèé åé ëèíåéíûé îïåðàòîð íà On A1-ãîìîòîïåí òîæäåñòâåííîìó. Ïóñòü
h ∈ GLn(k[t]) � íåêàÿ òàêàÿ ãîìîòîïèÿ. Òîãäà ãîìîòîïèÿ

ON×n
X×A1 = On×N

X×A1 = (On
X×A1)N

hN

−→ (On
X×A1)N = On×N

X×A1 = ON×n
X×A1

çàäàåò ãîìîòîïèþ ìåæäó òîæäåñòâåííûì ìîðôèçìîì íà τn,N×n(X) è ìîð-
ôèçìîì, èíäóöèðîâàííûì ïåðåñòàíîâêîé σ. Ïîñêîëüêó íóëåâîå ñå÷åíèå ïðè ýòîé
ãîìîòîïèè ïåðåõîäèò â ñåáÿ, îíà òàêæå çàäàåò ãîìîòîïèþ íà ïðîñòðàíñòâå Òîìà.
Áëàãîäàðÿ îïðåäåëåíèþ ãîìîòîïèè â âèäå ïðÿìîé ñóììû ïî N , îíà ñîãëàñîâàíà
ñ ìîðôèçìàìè ñòàáèëèçàöèè ïî N â îïðåäåëåíèè MGLsym

n , à çíà÷èò, ýòî ñåìåé-
ñòâî ãîìîòîïèé çàäàåò ãîìîòîïèþ íà ïðåäåëüíîì ÷ëåíå MGLsym

n .

Ñëåäóÿ [GN], ââåäåì äëÿ ñïåêòðà E ïîíÿòèå E-ôðåéì-ñîîòâåòñòâèé:
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Îïðåäåëåíèå 1.10. (ñì. [GN, Îïðåäåëåíèå 7.1] Äëÿ X ∈ Sm/k è T -ñïåêòðà
E, îáîçíà÷èì

FrEn (X) := Hom(P∧n, X+ ∧ En).

F rE(X) := colimn→∞ Fr
E
n (X).

Ëåììà 1.11. Äëÿ k-ãëàäêèõ X,Y , FrMGL•(X, Y ) åñòåñòâåííî èçîìîðôíî Frcob(X, Y ),
ãäå ïîñëåäíåå ïîíèìàåòñÿ â ñìûñëå [cob-Fr, Îïðåäåëåíèå 2.9]

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïðÿìàÿ ïðîâåðêà ïî îïðåäåëåíèÿì.

Ñëåäñòâèå 1.12. Äëÿ k-ãëàäêîé X, è ñèìïëèöèàëüíîé k-ãëàäêîé Y∗, C∗Fr
MGL•(X, Y∗)

åñòåñòâåííî èçîìîðôíî C∗Fr
cob(X, Y∗),

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïîëó÷àåòñÿ èç ïðåäûäóùåé ëåììû ïåðåíîñîì äîáàâëåíèåì C∗
è ïåðåõîäîì ê äèàãîíàëè.

2 Ïîñòðîåíèå èçîìîðôèçìà

Ëåììà 2.1. Ñóùåñòâóåò åñòåñòâåííàÿ ïî X è S áèåêöèÿ ìåæäó FrMGL•(X)(S)
è FrMGLsym

• (X)(S).

Äîêàçàòåëüñòâî. Ýòè ìíîæåñòâà ïàðàìåòðèçóþòñÿ ñëåäóþùèìè ãåîìåòðè÷å-
ñêèìè äàííûìè:

FrMGL•(X)(S) � äàííûìè âèäà

• Çàìêíóòîå ïîäìíîæåñòâî Z ⊂ AN, êîíå÷íîå íàä S

• Ýòàëüíàÿ îêðåñòíîñòü W ìíîæåñòâà Z â AN

• Ñ÷åòíîìåðíûé ëîêàëüíî ñâîáîäíûé ïó÷îê OW -ìîäóëåé F

• Ñå÷åíèå s ïó÷êà F íà W , íóëÿìè êîòîðîãî ÿâëÿåòñÿ Z

• ñþðúåêöèÿ ïó÷êîâ p : ON
W ⊕ON

W → F

Ïðè ýòîì äàííûå äîëæíû "ïðèõîäèòü ñ êîíå÷íîãî óðîâíÿ òî åñòü èìåòü ñëå-
äóþùèé ñïåöèàëüíûé âèä äëÿ íåêîòîðûõ n,N (Çäåñü A>n � ïîäïðîñòðàíñòâî,
ñîîòâåòñòâóþùåå êîîðäèíàòàì ñ íîìåðàìè áîëüøå n):
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• Z ⊂ An ⊂ AN

• W = W0 × A>n, ãäå W0 � îêðåñòíîñòü Z â An

• F = F0 ⊕OA>n

W , ãäå F0 � ëîêàëüíî ñâîáîäíûé ðàíãà n

• s = (s0, pr2 ◦ can) ∈ Γ(W,F0 ⊕OA>n

W ). Çäåñü pr2 ◦ can : W → AN → A>n.

• Íà âòîðîì ñëàãàåìîì p|
0⊕ON>n

W

îñóùåñòâëÿåò òîæäåñòâåííûé èçîìîðôèçì

ñî âòîðûì ñëàãàåìûì â ðàçëîæåíèè F

• Íà ïåðâîì ñëàãàåìîì p|ON>N
W ⊕0 = 0

Ýòè äàííûå ïîíèìàþòñÿ ñ òî÷íîñòüþ äî èçîìîðôèçìà è çàìåíû W íà ìåíü-
øóþ îêðåñòíîñòü.

Çàìå÷àíèå 2.2. Çàìåòèì, ÷òî ïîçâîëÿÿ óâåëè÷èâàòü N , ïîñëåäíåå óñëîâèå
ìîæíî çàìåíèòü íà

• Íà ïåðâîì ñëàãàåìîì p|ON
W⊕0

íîëü ïî÷òè íà âñåõ êîîðäèíàòíûõ âåêòîðàõ.

FrMGLsym
• (X)(S) � äàííûìè âèäà

• Çàìêíóòîå ïîäìíîæåñòâî Z ⊂ AN, êîíå÷íîå íàä S

• Ýòàëüíàÿ îêðåñòíîñòü W ìíîæåñòâà Z â AN

• Ñ÷åòíîìåðíûé ëîêàëüíî ñâîáîäíûé ïó÷îê OW -ìîäóëåé F

• Ñå÷åíèå s ïó÷êà F íà W , íóëÿìè êîòîðîãî ÿâëÿåòñÿ Z

• ñþðúåêöèÿ ïó÷êîâ p : ON
W ⊕ON×N

W → F

Ïðè ýòîì äàííûå äîëæíû "ïðèõîäèòü ñ êîíå÷íîãî óðîâíÿ òî åñòü èìåòü ñëåäóþ-
ùèé ñïåöèàëüíûé âèä äëÿ íåêîòîðîãî n (Çäåñü A>n � ïîäïðîñòðàíòâî, ñîîòâåò-
ñòâóþùåå êîîðäèíàòàì ñ íîìåðàìè áîëüøå n, àíàëîãè÷íî N>n = {k ∈ N|k > n}):

• Z ⊂ An ⊂ AN

• W = W0 × A>n, ãäå W0 � îêðåñòíîñòü Z â An

• F = F0 ⊕OA>n

W , ãäå F0 � ëîêàëüíî ñâîáîäíûé ðàíãà n

• s = (s0, pr2 ◦ can) ∈ Γ(W,F0 ⊕OA>n

W ). Çäåñü pr2 ◦ can : W → AN → A>n.
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• Íà âòîðîì ñëàãàåìîì p|
0⊕ON>n

W

îñóùåñòâëÿåò òîæäåñòâåííûé èçîìîðôèçì

ñî âòîðûì ñëàãàåìûì â ðàçëîæåíèè F

• Íà ïåðâîì ñëàãàåìîì p|
(ON>n×N

W +ON×N>N
W )⊕0 = 0

Ýòè äàííûå ïîíèìàþòñÿ ñ òî÷íîñòüþ äî èçîìîðôèçìà è çàìåíû W íà ìåíü-
øóþ îêðåñòíîñòü.

Çàìå÷àíèå 2.3. Çàìåòèì, ÷òî ïîçâîëÿÿ óâåëè÷èâàòü n è N , ïîñëåäíåå óñëî-
âèå ìîæíî çàìåíèòü íà

• Íà ïåðâîì ñëàãàåìîì p|ON×N
W ⊕0 íîëü ïî÷òè íà âñåõ êîîðäèíàòíûõ âåêòî-

ðàõ.

Ëåãêî âèäåòü, ÷òî ñ ó÷åòîì çàìå÷àíèé, ýòè ãåîìåòðè÷åñêèå îïèñàíèÿ ïðåâðà-
ùàþòñÿ äðóã â äðóãà ïðè ïîìîùè ëþáîé áèåêöèè N ' N × N (Íî îäíîé è òîé
æå äëÿ âñåõ X è S).

Ïîëüçóÿñü ïðèâåäåííûìè ïîñòðîåíèÿìè, ìîæíî äîêàçàòü ñëåäóþùåå.

Òåîðåìà 2.4. πn,n(MGLsym
• )(pt) = KM

n (k) � K-ãðóïïà Ìèëíîðà.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïîñêîëüêó ñïåêòðMGLsym
• ÿâëÿåòñÿ ñèììåòðè÷åñêèì T -ñïåêòðîì

Òîìà ñ êîíñòàíòîé îãðàíè÷åíèÿ 1 è ñî ñòÿãèâàåìûì äåéñòâèåì çíàêîïåðåìåí-
íîé ãðóïïû (Ñì. Çàìå÷àíèå 1.8 è Ëåììà 1.9), ê íåìó ïðèìåíèìà [GN, Òåîðåìà
9.13(1)].

Ñëåäîâàòåëüíî, ãðóïïû πn,n(MGLsym
• )(pt) ìîæíî ïîëó÷èòü êàê π0(MMGLsym

• (G∧nm )f )(pt).
Ïîñêîëüêó çíà÷åíèÿ âû÷èñëåíû íà òî÷êå, ëîêàëüíàÿ ôèáðàíòíàÿ çàìåíà íå ìå-
íÿåò çíà÷åíèé ñèìïëèöèàëüíûõ ïó÷êîâ. Òåì ñàìûì, íåîáõîäèìî âû÷èñëèòü

π0(MMGLsym
• (G∧nm ))(pt).

Èç Ëåììû 2.1 ñëåäóåò, ÷òî ýòî åñòåñòâåííî èçîìîðôíî

π0(MMGL•(G∧nm ))(pt).

Èç Ñëåäñòâèÿ 1.12, ýòî åñòåñòâåííî èçîìîðôíî

π0(M
cob
fr (pt,Gn

m))

Äàëåå, ïîñêîëüêó ýòîò ñïåêòð (−1)-ñâÿçåí, òî åãî íóëåâûå ãîìîòîïè÷åñêèå
ãðóïïû ñîâïàäàþò ñ íóëåâûìè ãðóïïàìè ãîìîëîãèé
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H0(M
cob
fr (pt,Gn

m))

.
Èç [Sch, Îïðåäåëåíèå II.6.24, êîíåö ñòð. 280], ýòî èçîìîðôíî

π0(ZM cob
fr (pt,G∧nm ))

Ïî Ëåììå 1.4,

H0(C∗ZF cob(pt,G∧nm ))

Íî â [cob-Fr, Òåîðåìà 2.19] ïîñòðîåí èçîìîðôèçì ýòèõ ãðóïï ñ K-ãðóïïàìè
Ìèëíîðà KM

n (k).
Òåì ñàìûì, ïîñòðîåíà öåïî÷êà èçîìîðôèçìîâ, ñîåäèíÿþùàÿ πn,n(MGL•)(pt)

c KM
n (k).
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