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АННОТАЦИЯ
Развивается направление теории узлов, связанное с гипотезой об адди-

тивности числа перекрестков узла при связном суммировании. Доказывает-
ся ряд утверждений, являющихся ослаблениями этой гипотезы. Значитель-
ная часть этих утверждений формулируется в терминах графа вложенных
перестроек узлов и зацеплений.
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1 Введение и формулировка результатов рабо-
ты

Настоящая работа относится к классической теории узлов и развивает одно
из направлений, берущих начало в следующей хорошо известной гипотезе
об аддитивности числа перекрестков узла при связном суммировании.

Гипотеза 1. Если узел K является связной суммой узлов K1 и K2, то
число перекрестков cr(K) равно сумме cr(K1) + cr(K2).

Эта гипотеза остается открытой уже более ста лет; известен ряд ее суще-
ственных ослаблений, также остающихся открытыми. Разнообразные род-
ственные гипотезы, вариации и ослабления гипотезы 1 образуют обширную
сеть со сложной структурой импликаций. В настоящей работе мы изучаем
один из участков этой сети.

Сформулируем цепочку гипотез и определений, ведущих к интересую-
щему нас участку. Одним из наиболее естественных ослаблений гипотезы 1
является следующая

Гипотеза 2. Число перекрестков составного узла не меньше числа пере-
крестков каждого из его слагаемых.

Гипотеза 2 интерпретируется как гипотеза о зависимости между двумя
естественными частичными порядками на множестве узлов (зацеплений):
„быть слагаемым“ и „иметь меньшее число перекрестков“.

Определение (химеры и кохимеры). Если узел K является слагаемым в
составном узле N с cr(N) < cr(K), мы называем узел K химерой, а узел
N — кохимерой, сопутствующей узлу K. Зацепление, содержащее сопут-
ствующую узлу K кохимеру в качестве компоненты, также будем называть
кохимерой, сопутствующей узлу K.

Гипотеза 2 (очевидно) эквивалентна следующей гипотезе.

Гипотеза 2′. Множества химер и кохимер пусты.

Один из вариантов дальнейших ослаблений гипотезы 2 дает следующая
концепция λ-регулярных узлов.

Определение (λ-регулярные узлы). Пусть λ — (положительное) веще-
ственное число. УзелK называется λ-регулярным, если для всякого узла N ,
содержащего K в качестве слагаемого, выполняется неравенство

cr(N) > λ · cr(K).

В такой терминологии химеры — это в точности узлы, не являющиеся 1-
регулярными. Поэтому гипотезу 2 можно переформулировать как гипотезу
о том, что все узлы 1-регулярны. Понятие λ-регулярности дает континуаль-
ную цепочку „вложенных“ (т. е. все более и более слабых) гипотез о λ-регу-
лярности всех узлов для все меньших и меньших λ. В силу определенных
соображений отдельный интерес представляет следующая гипотеза.

3



Гипотеза 3. Все узлы 2
3 -регулярны.

Насколько известно авторам, к настоящему моменту для всей совокуп-
ности узлов доказана лишь 1

152 -регулярность (прямо следует из результатов
работы [52]).

К интересующему нас участку сети ослаблений гипотезы 1 мы относим, в
частности, гипотезы о λ-регулярности узлов тех или иных классов. К насто-
ящему моменту 1-регулярность доказана для альтернированных, ториче-
ских и некоторых других специфических классов узлов (подробнее см. [61]
и приведенную там литературу, включая [29, 23]). Кроме того, из развитой
в работах [12, 58, 75, 76, 47, 74] техники и доказанных там свойств много-
члена Кауфмана выводится 1-регулярность так называемых адекватных и
1
2 -регулярность полуадекватных узлов.1 Однако, насколько нам известно,
в явном виде в литературе такой вывод не описан. В настоящей работе мы
восполняем этот пробел и приводим соответствующие доказательства.

Теорема 1. Каждый адекватный узел 1-регулярен.

Теорема 2. Каждый полуадекватный узел 1
2 -регулярен.

Лернейские узлы
Перейдем к рассмотрению следующего центрального объекта настоящей
работы — лернейским узлам и их подвидам (образующим некоторый под-
класс в классе химер).2 Далее мы будем опираться на стандартное понятие
разрешения перекрестка в диаграмме узла или зацепления, определяемое
как локальное преобразование вида → или → .

Определение (упрощения узла). Узел или зацепление L назовем упроще-
нием узла K, если L получается из K разрешением перекрестка в мини-
мальной диаграмме узла K.

Определение (лернейские узлы). Нетривиальный узел K называется лер-
нейским, если хотя бы одно из его упрощений содержит K в качестве сла-
гаемого.

Определение (вполне лернейские узлы). Нетривиальный узел K назы-
вается вполне лернейским, если каждое из его упрощений содержит K в
качестве слагаемого.

1Адекватные и полуадекватные узлы вводятся в работах [58, 76] как обобщения аль-
тернированных; эти классы сравнительно широки; см. определения в §2.

2Выбор термина „лернейские“ обусловлен тем, что лернейский узел в определенном
смысле „усложняется“ при попытке „упростить“ его путем разрешения (разрубания) пе-
рекрестка диаграммы; ср. со свойствами Лернейской гидры в древнегреческой мифоло-
гии (см., напр., „Геракл“ Эврипида): „Стоило Гераклу срубить одну голову [Лернейской
гидры], как на ее месте сразу же вырастало еще две или три“.

Вообще говоря, в рамках древнегреческой мифологии Лернейская гидра и Химера —
сестры, но в нашем случае это не вносит путаницы.
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Лернейские и вполне лернейские узлы были введены в работе [61] при
анализе гипотезы о превалировании гиперболических узлов.3 В [61] доказы-
вается, в частности, что предположение о превалировании гиперболических
узлов влечет непустоту множества вполне лернейских узлов. Условие, опре-
деляющее вполне лернейские узлы, представляется настолько абсурдным,
что доказательство гипотезы о пустоте их множества рассматривалось в
качестве наиболее перспективного пути к опровержению вышеупомянутой
гипотезы о превалировании гиперболических узлов. В ходе дальнейших ис-
следовании лернейских узлов и их вариаций гипотезу о превалировании
гиперболических узлов, действительно, удалось опровергнуть (см. [9]), од-
нако вопрос о существовании вполне лернейских и лернейских узлов оста-
ется к настоящему моменту открытым. Продолжая развивать эту линию
рассуждений, в настоящей работе мы вводим класс новолернейских узлов.

Определение (квазиупрощения зацеплений). Зацепление M назовем ква-
зиупрощением зацепления L, если M получается из L разрешением пе-
рекрестка в некоторой (не обязательно минимальной) диаграмме зацепле-
ния L.4

Определение (новолернейские узлы). Нетривиальный узел K будем на-
зывать новолернейским, если каждое его квазиупрощение L обладает хотя
бы одним из следующих свойств (т. е. L не проще, чем K, хотя бы в одном
из следующих смыслов):

(i) cr(L) > cr(K),

(ii) L содержит K в качестве слагаемого.

Класс новолернейских узлов входит в множество вполне лернейских,
продолжая цепочку

ХИМЕРЫ ⊇ ЛЕРНЕЙСКИЕ ⊇ ВПОЛНЕ
ЛЕРНЕЙСКИЕ ⊇ НОВОЛЕРНЕЙСКИЕ.

Эти включения очевидны. Действительно: химеры — это в точности те
узлы, у которых имеются сопутствующие им кохимеры, лернейские — это
те узлы, у которых сопутствующие кохимеры имеются среди упрощений,
вполне лернейские — те, у которых все упрощения являются сопутствую-
щими кохимерами, новолернейские — те, у которых сопутствующими ко-
химерами являются все зацепления в некотором классе, включающем все
упрощения.

3Эта гипотеза утверждает, что доля гиперболических узлов среди простых узлов с n
и менее перекрестками стремится к единице при росте n.

4Нетрудно заметить, что бинарное отношение „A является квазиупрощением B“ сим-
метрично и рефлексивно.
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Отметим, что класс новолернейских узлов уже не связан с гипотезой
о превалировании гиперболических узлов, — этот класс представляет ин-
терес как производящий впечатление еще более абсурдного, чем класс хи-
мер и класс лернейских узлов, гипотетическая пустота которого, тем не
менее, не вытекает напрямую из известных (по крайней мере, из проверен-
ных авторами) соображений и конструкций. Продолжить описанную после-
довательность вложенных подклассов химер можно, например, рассматри-
вая дальнейшие усиления требований на размер множества сопутствующих
кохимер — путем обобщения преобразования „разрешение перекрестка“ —
и/или переходя от однократного преобразования к многократному. По мо-
тивам последней из упомянутых возможностей введем следующее понятие.

Определение (уровни новолернейских узлов). Пусть K — узел, d — на-
туральное число. Узел или зацепление L назовем d-кратным квазиупро-
щением узла K, если L получается из K разрешением d перекрестков в
некоторой (не обязательно минимальной) диаграмме узла K.5 Будем го-
ворить, что новолернейский узел K имеет уровень d, если каждое из его
d-кратных квазиупрощений L обладает хотя бы одним из (приведенных в
определении новолернейских узлов) свойств (i) и (ii), а среди (d+ 1)-крат-
ных квазиупрощений узлаK найдется зацепление, ни одним из этих свойств
не обладающее.

Поскольку тривиальный узел является, очевидно, (cr(K) − 2)-кратным
квазиупрощением узла K, уровень произвольного новолернейского узла K
не превышает числа cr(K)− 2.

Связь между уровнями новолернейских узлов и их λ-регулярностью ил-
люстрируется следующей теоремой.

Теорема 3. 1. В классе 1-регулярных узлов нет новолернейских узлов.

2. В классе 2
3 -регулярных узлов нет новолернейских узлов уровня 3 и

выше.

3. В классе 1
2 -регулярных узлов нет новолернейских узлов уровня 6 и

выше.

Следствие 1. В классе полуадекватных узлов нет новолернейских узлов
уровня 6 и выше.

Первое утверждение теоремы 3 является переформулировкой обсуждав-
шихся выше наблюдений о том, что все новолернейские узлы являются лер-
нейскими, а все лернейские узлы являются химерами. Доказательство вто-
рого и третьего утверждений теоремы 3 опирается на новую комбинаторно-
геометрическую технику и в настоящей работе не приводится. Мы предпо-
лагаем, что развитие этой техники позволит экстраполировать утвержде-

5Добавление к диаграмме петли (преобразование Райдемайстера первого типа) пока-
зывает, что каждое d-кратное квазиупрощение узла K является и его (d + 1)-кратным
квазиупрощением.
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ния теоремы 3 на случаи λ-регулярных узлов с λ < 1/2 и вывести из выше-
упомянутого факта о 1

152 -регулярности произвольного узла доказательство
следующей гипотезы.

Гипотеза 4. Множество новолернейских узлов уровня 1000 и выше пусто.

Приведем определение еще одного подвида лернейских узлов. Вопрос о
пустоте этого подвида послужил одной из отправных точек для настоящего
исследования.

Определение (ультралернейские узлы). Назовем нетривиальный узел K
ультралернейским, если каждое его квазиупрощение содержит K в каче-
стве слагаемого.

Доказательство утверждения о пустоте множества ультралернейских уз-
лов мы расцениваем как центральный результат настоящей работы.

Теорема 4. Множество ультралернейских узлов пусто.

Теорема 4 прямо следует из приведенных ниже теорем 5–10, каждая из
которых дает специфическое уточнение теоремы 4.

Теорема 5. Если узел K нетривиален, то в некоторой его диаграмме най-
дется перекресток, одно из разрешений которого дает диаграмму двух-
компонентного зацепления, не содержащего K в качестве слагаемого, а
второе разрешение — диаграмму узла, не совпадающего с K и не содержа-
щего K в качестве слагаемого.

Вложенные перестройки
Новолернейские и ультралернейские узлы удобно обсуждать в терминах
вложенных перестроек (называемых также ленточными перестройками)
узлов и зацеплений. Это понятие определяется следующим образом.

Определение (вложенные перестройки зацеплений). Пусть L — зацепле-
ние в R3, I — отрезок [0, 1], а b : I × I → R3 — вложение, такое что

b(I × I) ∩ L = b(I × ∂I).

Говорят, что зацепление

M = (L \ b(I × ∂I)) ∪ b(∂I × I)

является результатом вложенной (или ленточной) перестройки зацепле-
ния L вдоль ленты b(I × I). (Cм. рис. 1.)
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Рис. 1

Определение (граф и метрика вложенных перестроек). Графом вложен-
ных перестроек узлов и зацеплений называется простой граф, вершины
которого суть рассматриваемые с точностью до объемлемой изотопии руч-
ные неориентированные зацепления в R3, и две вершины соединены ребром,
если и только если отвечающие им зацепления связаны вложенной пере-
стройкой. Отвечающую этому графу метрику на множестве зацеплений,
расстояние в которой определяется как длина кратчайшего пути между
вершинами графа, называют метрикой вложенных перестроек.

Для целого неотрицательного r и зацепления L через Br(L) будем обо-
значать шар радиуса r с центром в L, т. е. множество тех зацеплений, ко-
торые получаются из L цепочкой из не более чем r вложенных перестроек.
Сферу Br(L) \Br−1(L) обозначим через Sr(L).

В качестве основополагающих работ, положивших начало систематиче-
скому изучению вложенных перестроек узлов и зацеплений, мы рассмат-
риваем, в первую очередь, [56] и [32] (в [32] вложенная перестройка рас-
сматривается как частный случай H(n)-преобразования при n = 2). Раз-
личные свойства вложенных перестроек и сопутствующие конструкции ин-
тенсивно изучаются в последнее десятилетие. Так, в работах [40, 42, 43, 45]
изучается связь вложенных перестроек с полиномиальными инварианта-
ми, в [13, 39, 41, 46, 77] изучается метрика вложенных перестроек, в
[1, 2, 6, 7, 44, 62] — инвариант расстояния (в метрике вложенных пере-
строек) до тривиального узла, в [59, 63] — связь вложенных перестроек
с линзовыми пространствами, вложенные перестройки расслоенных узлов
изучаются в [14], косметические перестройки — в [33], графы и комплексы,
ассоциированные с вложенными перестройками — в [35, 79, 80], а приложе-
ния в биологии — в [34] и [64].

Как видно из определений, зацепление Y получается из зацепления X
разрешением перекрестка некоторой диаграммы зацепления X тогда и
только тогда, когда Y получается из X посредством вложенной перестрой-
ки. Это позволяет взглянуть на введенные выше классы узлов с точки зре-
ния перестроек:

– множество d-кратных квазиупрощений произвольного узла K совпа-
дает с шаром Bd(K),
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– нетривиальный узел K является новолернейским если и только если
среди смежных с K вершин (т. е. в сфере S1(K)) не найдется зацепле-
ния с меньшим числом перекрестков и не содержащего K в качестве
слагаемого,

– нетривиальный узелK является ультралернейским если и только если
каждое зацепление из сферы S1(K) содержит K в качестве слагаемо-
го.

Таким образом, задачи о ново- и ультралернейских узлах сводятся к изуче-
нию окрестностей вершин в графе вложенных перестроек. Сложность опи-
сания объектов подобного класса хорошо известна (см., например, резуль-
тат [67, 68, 78] о простоте узлов с единичным числом развязывания — в
аналогичных терминах его можно интерпретировать как теорему об отсут-
ствии составных узлов в единичной окрестности тривиального узла в графе
переключений перекрестков6).

Нижеследующие теоремы 6–10 описывают свойства сфер S1(K). Форму-
лировки теорем используют стандартные понятия теории узлов и зацепле-
ний, определения которых при необходимости несложно найти в литературе
(см., например, [66, 3, 57, 15]). Кроме того, определения наименее известных
из задействованных понятий даны перед формулировками.

Замечание 1. Несложно заметить, что для любого узла K сфера S1(K)
содержит связные суммы узла K с каждым узлом и с каждым зацепле-
нием, входящим в сферу S1(U) тривиального узла U . При этом ясно, что
сфера S1(U) содержит все двухниточные обмотки7 произвольных узлов.
Поскольку мы отталкиваемся от задачи о ново- и ультралернейских узлах,
далее мы концентрируем внимание на тех элементах из S1(K), которые не
содержат узел K в качестве слагаемого.

Определение (неориентируемый род узла). Неориентируемым родом не-
тривиального узла K в R3 называется наименьший род по всем вложен-
ным компактным связным неориентируемым поверхностям F ⊂ R3 с краем
∂F = K (иначе говоря, это наименьшее число лент Мебиуса, из которых
можно склеить такую поверхность). Неориентируемый род тривиального
узла по определению полагается равным нулю.

Теорема 6. Если узел K нетривиален, то множество S1(K) содержит:

(1a) узел меньшего, чем у K, неориентируемого рода;

(1b) узел с не бо́льшим, чем у K, числом мостов;
6В этом графе вершины, отвечающие зацеплениям L и M , соединены ребром, если

и только если у L найдется диаграмма с перекрестком, замена в котором прохода на
переход дает диаграмму зацепления M .

7Двухниточными обмотками называют двухкомпонентные зацепления рода 0 и узлы
неориентируемого рода 1, т. е. нетривиальные узлы, каждый из которых ограничивает
вложенную в R3 ленту Мебиуса; см. также определения (p, q)-обмоток и неориентируе-
мого рода ниже.
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(1c) узел с не бо́льшим, чем у K, дуговым индексом;

(1d) узел с не бо́льшим, чем у K, индексом косы;

(2a) двухкомпонентное зацепление меньшего, чем у K, рода;

(2b) двухкомпонентное зацепление с не бо́льшим, чем у K, числом мо-
стов;

(2c) двухкомпонентное зацепление с не бо́льшим, чем у K, дуговым ин-
дексом;

(2d) двухкомпонентное зацепление с не бо́льшим, чем у K, индексом косы.

Ни один из этих (возможно, совпадающих ) узлов и ни одно из этих
(возможно, совпадающих ) зацеплений не содержит K в качестве слагае-
мого.

Из пункта (1b) теоремы 6 в силу известных свойств числа мостов [70, 71]
вытекает следующее усиление теоремы 4.

Следствие 2. Если узел K нетривиален, то множество S1(K) содержит
узел, не являющийся сателлитом узла K.

Теорема 7. Пусть K, K1 и K2 — узлы, а k — неотрицательное целое чис-
ло. Тогда множество S1(K) содержит двухкомпонентное зацепление L,
компоненты которого суть узлы K1 и K2, а коэффициент зацепления
между ними равен k. (Если ни один из узлов K1 и K2 не совпадает с K и
не содержит K в качестве слагаемого, то и L не содержит K в качестве
слагаемого.)

Определение (обмотки узлов). Нетривиальный узел Z называют обмот-
кой узлаK, если Z объемлемо изотопен узлу на крае трубчатой окрестности
узла K, но не объемлемо изотопен узлу K.

Определение (наклоны кривых). На краевом торе ∂V любого вложенного
в R3 полнотория V имеется два выделенных изотопических класса простых
нестягиваемых (на ∂V ) замкнутых кривых — класс меридианов и класс
параллелей. Фиксируем какие-нибудь меридиан m и параллель ` и ори-
ентируем их произвольным образом. Тогда любой простой нестягиваемой
(на ∂V ) замкнутой ориентированной кривой γ на ∂V можно сопоставить
так называемый наклон — элемент p/q множества Q∪{∞}, где целые p и q
таковы, что для гомологических классов [γ], [m] и [`] кривой γ, меридианаm
и параллели `, соответственно, выполнено равенство

[γ] = p[`] + q[m].

Заметим, что ориентация кривой на ее наклон не влияет, а при замене
ориентации на параллели или меридиане наклон меняет знак, сохраняя аб-
солютное значение. Это означает, что абсолютное значение наклона опре-
делено и для неориентированных кривых на ∂V .
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Определение ((p, q)-обмотки). Обмотки узла K с абсолютным значением
наклона p/q, где p и q — взаимно простые положительные целые числа,
будем называть (p, q)-обмотками узла K.8 (p, q)-Обмотки нетривиальных
узлов иногда называют p-ниточными обмотками.

Теорема 8. Для произвольного узла K множество S1(K) содержит все
те обмотки узла K, у которых абсолютное значение наклона лежит в
множестве

{
3+2i

|2+(3+2i)j|
∣∣ i, j ∈ Z; i > 0

}
. В частности, S1(K) содержит

все узлы, являющиеся трехниточными обмотками узла K.

Определение (брунновы зацепления). Нетривиальное неоднокомпонент-
ное зацепление называется брунновым, если все его собственные подзацеп-
ления тривиальны.

Теорема 9. Если узел K нетривиален, то множество S1(K) содержит:

(1) простой узел P , являющийся трехниточной обмоткой узла K, с

cr(P ) 6 9 cr(K) + 2;

(2) брунново (и, следовательно, простое) двухкомпонентное зацепле-
ние L с

cr(L) 6 4
4
√

6
cr(K)

+ 2.

Введем следующее обозначение. Для зацепления L будем обозначать че-
рез C1(L) количество узлов (с учетом кратности) в разложении зацепле-
ния L на простые составляющие.

Теорема 10. Если узел K прост, то множество S1(K) содержит про-
стое двухкомпонентное зацепление L с cr(L) 6 cr(K) + 1. Более общо́,
если узел K нетривиален, то множество S1(K) содержит нерасщепимое
двухкомпонентное зацепление L с cr(L) 6 cr(K) + 1 и C1(L) < C1(K).

Замечание 2. Теоремы 5–10 в определенном смысле очерчивают контуры
возможных границ класса лернейских узлов, доказывая пустоту обширного
набора их подвидов. При этом совокупность указанных теорем не дает пу-
стоты класса новолернейских узлов, но каждая из этих теорем (более того,
каждый из их пунктов) является усилением или уточнением теоремы 4 о
пустоте класса ультралернейских узлов, поскольку гарантирует для нетри-
виального узла K наличие в множестве S1(K) узлов или зацеплений с раз-
личными специфическими свойствами, указывающими на то, что эти узлы
и зацепления не содержат K в качестве слагаемого. Теоремы 9 и 10 уточня-
ют теорему 4 в разрезе числа перекрестков, показывая, насколько близко
в подмножестве тех зацеплений из S1(K), которые не содержат узел K в
качестве слагаемого, мы можем подойти к условию cr(L) < cr(K) из опре-
деления новолернейских узлов. Так, утверждение теоремы 10 означает, что

8(p, q)-Обмотка тривиального узла, т. е. торический узел типа (p, q), является и
(q, p)-обмоткой тривиального узла.
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среди квазиупрощений узла K имеется двухкомпонентное зацепление с не
более чем cr(K)+1 перекрестками, для которого K не является слагаемым,
а для доказательства пустоты множества новолернейских узлов достаточно
доказать, что среди квазиупрощений произвольного нетривиального узлаK
имеется зацепление с не более чем cr(K)− 1 перекрестком, для которого K
не является слагаемым.
Замечание 3. В теорему 6 включены только инварианты (род и неориенти-
руемый род, число мостов, дуговый индекс и индекс косы), различающие
тривиальный узел и имеющие контролируемое поведение по отношению к
связному суммированию. В результате, каждый из пунктов теоремы 6 вле-
чет теорему 4.
Замечание 4. Теорема 8 допускает обобщение, показывающее, что множе-
ство S1(K) содержит богатое семейство сателлитов узла K, не обязательно
являющихся его обмотками. Такие сателлиты получаются при перестрой-
ках вдоль лент, располагающихся в трубчатой окрестности узла.
Замечание 5. Развитие идеи из доказательства теоремы 8 позволяет обоб-
щить эту теорему до теоремы, описывающей примеры обмоток узла K, со-
держащихся в шарах Br(K) при r > 1.
Замечание 6. Препятствием к расширению теоремы 10 со случая двухком-
понентных зацеплений на случай узлов служит теоретическая возможность
совпадения узлов, конструируемых представленным в доказательстве тео-
ремы 10 методом, с исходным узлом.
Замечание 7. Узлы и зацепления из S1(K), возникающие в теоремах 5–10
и не содержащие K в качестве слагаемого, либо заведомо являются сател-
литами узла K (теорема 8), либо их статус по отношению к классификации
Терстона не ясен. Это подводит к следующей задаче.
Задача 1. Показать, что у каждого нетривиального узлаK в S1(K) имеются
гиперболические узлы.

Дополнительные следствия о графе вложенных пере-
строек
Из теорем 6–10 и их доказательств вытекает ряд следствий о свойствах
подмножеств в графе вложенных перестроек, уже в меньшей степени от-
носящихся к (ново)лернейским узлам и гипотезе об аддитивности, но пред-
ставляющих определенный самостоятельный интерес. Приведем два таких
следствия. Для их формулировки нам потребуется несколько определений.

Определение (связные подмножества). Подмножество в множестве узлов
и зацеплений назовем связным (по отношению к вложенным перестрой-
кам), если отвечающий этому подмножеству индуцированный подграф9 в
графе вложенных перестроек связен.

9Подграф Γ′ графа Γ называется индуцированным, если Γ′ образован некоторым под-
множеством вершин графа Γ и всеми теми ребрами графа Γ, которые соединяют вершины
из этого подмножества.
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Теорема 11. Следующие множества связны по отношению к вложенным
перестройкам:

(1) множество всех узлов,

(2) множество нетривиальных узлов,

(3) любое коконечное подмножество в множестве всех узлов,

(4) множество составных узлов,

(5) множество альтернированных узлов,

(6) множество торических узлов (включая тривиальный узел),

(7) множество итерированных торических узлов (включая тривиаль-
ный узел),

(8) множество всех узлов, содержащих произвольный заданный узел в
качестве слагаемого (включая заданный узел).

Определение (слабо монотонные функции). Вещественнозначную функ-
цию f на множестве узлов (соотв., зацеплений) назовем слабо монотонной
(по отношению к вложенным перестройкам), если для каждого C ∈ R
прообраз f−1(−∞, C] в множестве всех узлов (соотв., зацеплений) связен.

Разрешая перекрестки в минимальных диаграммах, мы видим, что чис-
ло перекрестков слабо монотонно и на множестве узлов, и на множестве
всех зацеплений. Вместе с тем, верификация монотонности такого инва-
рианта, как количество компонент узла (зацепления) при разложении на
простые слагаемые, представляется сложной задачей.

Гипотеза 5. Множества простых и гиперболических узлов связны (по
отношению к вложенным перестройкам).

В параллели с теоремой 6 мы доказываем следующую теорему.

Теорема 12. 1. Неориентируемый род слабо монотонен на множестве
узлов.

2. Число мостов и дуговый индекс слабо монотонны и на множестве
узлов, и на множестве зацеплений.

3. Индекс косы и род слабо монотонны на множестве зацеплений.

Структура работы
В §2 приводятся сведения об адекватных и полуадекватных узлах, вводится
понятие виртуальной высоты зацепления и доказываются теоремы 1 и 2.

В §3 доказываются теоремы 5, 6 и 12.
В §4 доказывается теорема 7.
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В §5 доказываются теоремы 8 и 11.
В §6 изучаются меандрические и полумеандрические диаграммы узлов

и доказывается теорема 9.
В §7 вводится и изучается понятие декомпозиционно существенных пе-

рекрестков в диаграммах узлов и доказывается теорема 10.

Благодарности
Авторы благодарны С.С. Подкорытову за полезные замечания.

2 (1
2-)Регулярность (полу)адекватных узлов:

доказательство теорем 1 и 2

(Полу)адекватные зацепления
В диаграммах зацеплений разрешения перекрестков видов → и →
называют A- и B-разрешениями соответственно. Диаграмма D зацепле-
ния L называется A-адекватной, если диаграмма, полученная из D по-
средством A-разрешения всех ее перекрестков, состоит из большего количе-
ства окружностей, чем каждая из диаграмм, полученных из D посредством
B-разрешения какого-то одного из ее перекрестков и A-разрешения осталь-
ных перекрестков. Поменяв в этом определении символы „A“ и „B“ местами,
получаем определение B-адекватной диаграммы. Диаграмма, являющая-
ся одновременно и A-адекватной, и B-адекватной, называется адекватной.
Зацепление называется адекватным, если у него имеется адекватная диа-
грамма и — полуадекватным, если у него имеются A-адекватные или B-аде-
кватные диаграммы.

Концепция адекватных диаграмм и зацеплений была введена в [58].
Эти диаграммы и зацепления включают и обобщают альтернированные.
В частности, адекватные диаграммы минимальны (см. [76]). Свойства (по-
лу)адекватных зацеплений изучались, в частности, в работах [5, 26, 27, 36,
37, 38, 48, 53, 54, 55, 65, 72, 73, 74]. Класс полуадеквантых зацеплений срав-
нительно широк и включает, среди прочего, все положительные и отрица-
тельные зацепления и замыкания Александера всех положительных и отри-
цательных кос (очевидно) и всех кос индекса 3 (см. [73]), полуальтерниро-
ванные и монтесиносовские зацепления (см. [58, 73, 74]), все узлы с числом
перекрестков10 не выше 10 (см. [74, Inadequate examples], ср. [76, стр. 290]),
а также плоские обмотки всех указанных классов (см. [58]); подробнее см.,
например, раздел „Which links are semi-adequate?“ в [26] и приведенную там
литературу.

10Все узлы с числом перекрестков не выше 7 являются альтернированными.
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Многочлен Кауфмана
Теоремы 1 и 2 (о регулярности адекватных и 1

2 -регулярности полуадек-
ватных узлов) выводятся из известных свойств многочлена Кауфмана и
упрощающего его многочлена Брандта–Ликориша–Миллета–Хо, доказан-
ных в работах [12, 58, 75, 76, 47, 74]. Многочлен Кауфмана FL(a, z) — это
многочлен Лорана от двух переменных, инвариант объемлемых изотопий
ориентированных зацеплений (в случае узлов ориентация роли не играет).
Обычно этот многочлен определяется через многочлен ΛD(a, z) — инвари-
ант регулярных изотопий неориентированных диаграмм (также лежащий
в Z[a±, z±]). Инвариант ΛD(a, z) однозначно задается следующим набором
свойств (подробнее см. [47, Definition 2.2]):

• Многочлен ΛD(a, z) инвариантен по отношению к регулярным изото-
пиям диаграммы D, т. е. по отношению к преобразованиям Райдемай-
стера второго и третьего типов;

• Для каждой четверки диаграмм, совпадающих вне небольших участ-
ков, вид которых изображен значками в скобках, выполняется следу-
ющее тождество11:

Λ[ ] + Λ[ ] = zΛ[ ] + zΛ[ ];

• Для пар диаграмм выполняются следующие тождества:

Λ[ ] = aΛ[ ],

Λ[ ] = a−1Λ[ ];

• Многочлен ΛD(a, z) равен 1 на диаграмме D = .

Многочлен Кауфмана FL(a, z) зацепления L, представленного ориентиро-
ванной диаграммой D, определяется как

FL(a, z) := a−w(D)ΛD(a, z),

где w(D) — число закрученности (writhe) диаграммы D.
Определение закрученности и некоторые другие детали приведенных

определений нам не понадобятся, поскольку мы выводим теоремы 1 и 2
непосредственно из доказанных в работах [47, 12, 75, 76, 74] свойств много-
членов.

Виртуальная высота зацеплений
Вывод теорем 1 и 2 из свойств многочлена Кауфмана удобно структуриро-
вать, введя новый вспомогательный инвариант (один из многих возможных
инвариантов, возникающих как характеристики конфигураций ненулевых
коэффициентов многочлена на решетке индексов Z× Z).

11В следующих формулах через Λ[x] обозначен многочлен ΛD(a, z) диаграммы D с
участком x.
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Определение (виртуальная высота). Для нетривиального многочлена Ло-
рана P =

∑
r,s∈Z ursa

rzs определим виртуальную максимальную z-степень
~z как

~z(P ) :=
max{r + s | urs 6= 0}+ max{−r + s | urs 6= 0}

2
.

Виртуальной высотой (ориентированного) зацепления L будем называть
виртуальную максимальную z-степень его многочлена Кауфмана FL(a, z).
Поскольку многочлен Кауфмана любого зацепления нетривиален12, вирту-
альная высота корректно определена для любого (ориентированного) за-
цепления L. Как следует из определяющей формулы, при умножении мно-
гочлена на a его виртуальная максимальная z-степень не изменяется. Та-
ким образом, виртуальная высота зацепления инвариантна по отношению к
замене ориентации компонент. Виртуальной высотой неориентированного
зацепления будем называть виртуальную высоту отвечающих ему ориенти-
рованных зацеплений.

Замечание 8. Заметим (хотя это и не имеет значения для нижеследующего
доказательства), что виртуальная высота любого зацепления является це-
лым числом. Это видно, например, из [75, Proposition 3, assertion (ii)], где
утверждается, что в многочлене ΛD(a, z) =

∑
r,s∈Z ursa

rzs диаграммы D
с n перекрестками коэффициент urs не равен нулю лишь в случае, когда
сумма n+ r + s четна.
Замечание 9. Виртуальная высота не изменяется и при переходе к зер-
кальному образу зацепления, поскольку многочлен Кауфмана FL′(a, z) зер-
кального образа L′ (ориентированного) зацепления L совпадает с многочле-
ном FL(a−1, z).

Теперь перейдем к доказательству свойств виртуальной высоты, из ко-
торых выводятся теоремы 1 и 2.

Предложение 1. (1) Виртуальная высота произвольного зацепления
неотрицательна.

(2) Виртуальная высота аддитивна по отношению к связному сумми-
рованию.

(3) Виртуальная высота зацепления L не превосходит cr(L).

(4) Виртуальная высота адекватного зацепления L равна cr(L).

(5) Виртуальная высота полуадекватного зацепления L составляет по
меньшей мере 1

2 cr(L).

Доказательство. (1) Как известно (см., например, [47, p. 421]), много-
член FL(1, z) совпадает с многочленом Брандта–Ликориша–Милле-
та–Хо QL(z). При этом для произвольного зацепления L многочлен

12В этом нетрудно убедиться, заметив, что в силу приведенных выше определяющих
соотношений для любого зацепления L выполняется равенство FL(1, 1) = 1.
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QL(z)− 1 делится на 2(z − 1) (см. [12, Property 2]), так что коэффи-
циент при z0 у QL(z) нечетен (см. [12, Corollary (ii)]). Значит, при
некотором r ∈ Z коэффициент при arz0 у многочлена FL(a, z) не равен
нулю, что в силу определения виртуальной высоты влечет требуемое.

(2) Многочлен Кауфмана мультипликативен по отношению к связному
суммированию (см., например, лемму 2.8 в [47]) и, как отмечено выше,
у любого зацепления нетривиален. Отсюда, поскольку кольца цело-
численных полиномов Лорана являются областями целостности, сле-
дует, что корректно определен и также мультипликативен по отноше-
нию к связному суммированию и северо-восточный край многочлена
Кауфмана, определяемый для зацепления с многочленом Кауффмана∑

r,s∈Z ursa
rzs как многочлен∑
{(r′,s′)∈Z×Z|r′+s′=max{r+s|urs 6=0}}

ur′s′a
r′zs

′
.

Это означает, в частности, что корректно определен и аддитивен по
отношению к связному суммированию целозначный инвариант ори-
ентированных зацеплений, определяемый по многочлену Кауфмана
FL(a, z) =

∑
r,s∈Z ursa

rzs формулой max{r + s | urs 6= 0}. В силу ана-
логичного соображения, корректно определен и аддитивен по отноше-
нию к связному суммированию и инвариант, определяемый формулой
max{−r + s | urs 6= 0}. Отсюда вытекает и искомая аддитивность
виртуальной высоты, определяемой как полусумма указанных адди-
тивных инвариантов.

(3) Для произвольной диаграммы D с n перекрестками произвольного за-
цепления L многочлен ΛD(a, z) = ursa

rzs обладает следующим свой-
ством (см. [75], теорема 4):

|r|+ s 6 n для всех r и s с urs 6= 0.

Отсюда следует требуемое, поскольку FL(a, z) = a−w(D)ΛD(a, z).

(4) Если диаграмма D с n перекрестками A-адекватна и ΛD(a, z) =
ursa

rzs, то найдутся такие r и s, что urs 6= 0 и r + s = n, а если
диаграмма D B-адекватна, то найдутся такие r и s, что urs 6= 0 и
−r + s = n (см. [76]). Отсюда, поскольку FL(a, z) = a−w(D)ΛD(a, z),
вытекает требуемое.

(5) Если представляющая зацепление L диаграмма D с n перекрестками
полуадекватна, то для многочлена Кауфмана FL(a, z) = ursa

rzs най-
дутся такие r, s ∈ Z, что urs 6= 0 и s > n/2 (следствие [74, Proposition
3.1]). Из неравенства n > cr(L) вытекает требуемое.

Доказательство теорем 1 и 2. Пусть зацепление L виртуальной высоты
~(L) содержит узел K виртуальной высоты ~(K) в качестве связного сла-
гаемого. Тогда, если K адекватен, то в силу предложения 1 получаем (над
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знаками неравенств указаны порядковые номера подтверждающих утвер-
ждений предложения 1)

cr(L)
(3)

> ~(L)
(1),(2)

> ~(K)
(4)
= cr(K),

а если K — полуадекватен, то

cr(L)
(3)

> ~(L)
(1),(2)

> ~(K)
(5)

>
1

2
cr(K).

Это доказывает теоремы 1 и 2.

3 Доказательство теорем 5, 6 и 12
Доказательство теоремы 5 и пп. (1b) и (2b) теоремы 6.
Пусть K — нетривиальный узел, b(K) — его число мостов, а cb(K) —
минимум числа перекрестков по представляющим узел K диаграммам
с b(K) мостами.13 Пусть D — представляющая узел K диаграмма с b(K)
мостами и cb(K) перекрестками. Выберем в диаграмме D перекресток x,
в котором завершается проходом мост B. Из предположений о мини-
мальности вытекает, что в диаграмме D мосты не образуют петель, так
что мост, проходящий над перекрестком x, не совпадает с мостом B.
Следовательно, и у узла K ′, и у двухкомпонентного зацепления L, по-
лученных из диаграммы D разрешением в перекрестке x, число мостов
не превышает b(K). При этом условие о минимуме (cb(K)) перекрестков
в диаграмме D гарантирует, что K ′ 6= K. Таким образом, и узел K ′, и
зацепление L лежат в множестве S1(K), что доказывает пункты (1b) и
(2b) теоремы 6. Поскольку число мостов при связном суммировании узла с
зацеплением, не являющимся тривиальным узлом, увеличивается ([70, 71]),
отсюда следует и теорема 5.

Замечание 10. Аналогичным образом теорема 5 выводится и из конструк-
ции приведенного ниже доказательства для пунктов (1c) и (2c) теоремы 6.

Доказательство п. (1a) теоремы 6. Пусть K — произвольный нетриви-
альный узел в R3, а k — его неориентируемый род. (Поскольку узел K
нетривиален, k > 1.) По определению неориентируемого рода узла, в R3

найдется вложенная компактная связная неориентируемая поверхность F
рода k с краем ∂F = K. Как известно, для каждого натурального k связ-
ная компактная неориентируемая поверхность рода k с непустым связным
краем единственна с точностью до гомеоморфизма и получается приклеи-
ванием k дезориентирующих лент к краю диска. Представим поверхность F

13Напомним, что мостом на диаграмме зацепления называется такая ее дуга, которая
проходит хотя бы через один перекресток, в каждом встречающемся перекрестке прохо-
дит сверху и не может быть продолжена до большей дуги с этими свойствами. Кроме
того, мостами считаются простые замкнутые кривые без перекрестков.
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в таком виде (диск и ленты) и рассмотрим вложенную перестройку узла K
по одной из этих лент. Получающийся в результате узел K ′ является краем
вложенной поверхности, являющейся объединением диска с k− 1 дезориен-
тирующей лентой, так что его неориентируемый род не превышает k − 1.
Остается заметить, что узел K ′ лежит в множестве S1(K).

Доказательство п. (2a) теоремы 6. Пусть K — произвольный нетри-
виальный узел в R3, а g — его род. Согласно определению рода узла, в R3

найдется вложенная связная компактная ориентируемая поверхность F ро-
да g с краем ∂F = K. Поскольку узел K нетривиален, род g положителен,
так что поверхность F содержит ленту, перестройка по которой не разби-
вает поверхность F и переводит узел K в двухкомпонентное зацепление L,
ограничивающее поверхность рода g − 1. Таким образом, зацепление L ле-
жит в множестве S1(K), а его род не превышает g − 1.

Доказательство пп. (1c) и (2c) теоремы 6. Будем говорить, что дуги
на двух страницах книжного представления узла или зацепления скрещи-
ваются, если концевые точки этих дуг перемежаются, т. е. расположены на
переплете (оси представления) в порядке 1− 2− 1− 2, а не 1− 1− 2− 2 или
1−2−2−1. Возьмем для заданного нетривиального узла K книжное пред-
ставление B с наименьшим числом скрещивающихся пар дуг среди пред-
ставлений узла K с наименьшим числом страниц.14 Заметим, что книжное
представление без скрещивающихся дуг имеется лишь у тривиального узла
(поскольку все дуги такого представления объемлемой изотопией перево-
дятся в одну полуплоскость) и что в случае, когда дуги на двух смежных
страницах представления не скрещиваются, их можно „поменять местами“
(переведя объемлемой изотопией одну из этих дуг на страницу второй ду-
ги, а вторую — на страницу первой, и не перемещая остальную часть узла).
Отсюда следует, что в представлении B имеются скрещивающиеся дуги и
что мы можем, не умаляя общности, полагать, что некоторая пара скрещи-
вающихся дуг (скажем, дуги A и B) располагается на смежных страницах.
Представив себе „совмещение“ этих смежных страниц и разрешение обра-
зующегося при этом у дуг A и B перекрестка, мы убеждаемся, что имеется
пара вложенных перестроек, каждая из которых переводит дуги A и B в
две нескрещивающиеся дуги (скажем, C и D) с той же четверкой конце-
вых точек, что у дуг A и B, и расположенные на тех же двух страницах,
так что получившееся книжное представление у одной из этих двух пе-
рестроек отвечает некоторому узлу K ′, а у второй — двухкомпонентному
зацеплению L. Дуговый индекс и у узла K ′, и у зацепления L не превышает
дугового индекса исходного узла K, причем K ′ 6= K, поскольку число скре-
щивающихся пар дуг в получившемся книжном представлении для узла K ′
как минимум на единицу меньше, чем число скрещивающихся пар дуг в
представлении B. (Действительно: всякая дуга, скрещивающаяся с каждой

14Минимальность числа скрещивающихся пар нужна для пункта (1c), в случае с двух-
компонентными зацеплениями — пункт (2c) — число скрещивающихся пар можно не
принимать во внимание.
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из дуг C и D, должна скрещиваться и с каждой из дуг A и B, а всякая дуга,
скрещивающаяся только с одной из дуг C и D, скрещивается и с одной из
дуг A и B.) Это рассуждение завершает доказательство.

Доказательство п. (1d) теоремы 6. Для произвольного n > 2 обозна-
чим через ex гомоморфизм из группы кос Bn в Z, определенный условием
ex(σ1) = 1, где σ1 — стандартная Артиновская образующая (см., напри-
мер, [3, 18], [60, §1.3]). Число ex(β) называют экспоненциальной суммой
или алгебраическим числом перекрестков косы β (см. [24]).

Заметим, что для всякого n > 2 и для всякой косы β ∈ Bn вложенная пе-
рестройка переводит зацепление, являющееся замыканием Александера [4]
косы β, в зацепление, являющееся замыканием Александера косы βσ4

1 . Это
видно из рис. 2.

Рис. 2

Для заданного нетривиального узла K выберем косу β наименьшего
индекса среди кос, замыкание Александера которых дает узел K. Тогда
узел K ′, представленный косой βσ4

1 , не совпадает с узлом K, так как в
силу доказанной в [24] гипотезы Джонса значение экспоненциальной суммы
косы минимального индекса, представляющей узел, является инвариантом
(рассматриваемого с точностью до объемлемой изотопии, но не с точностью
до отражения) неориентированного узла (см. [24]). Таким образом, узел K ′
лежит в множестве S1(K) и имеет не бо́льший, чем у узла K, индекс косы.

Доказательство п. (2d) теоремы 6. Для проверки достаточно соответ-
ствующим образом разрешить любой перекресток в проекции любой косы
минимального индекса, представляющей заданный узел.

Доказательство завершающего утверждения теоремы 6. Неори-
ентируемый род узла при связном суммировании с любым узлом и род
узла при связном суммировании с любым зацеплением — не умень-
шаются, а число мостов, дуговый индекс и индекс косы при связном
суммировании с зацеплением, не являющимся тривиальным узлом, —
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увеличиваются. Перечисленные свойства доказываются, например, в
работах [16, 57, 70, 71, 17, 11]. Утверждение следует.

Доказательство п. (1) теоремы 12. Утверждение прямо следует из
пункта (1a) теоремы 6, в силу которого в графе вложенных перестроек узел
неориентируемого рода k соединен с тривиальным узлом путем длины, не
большей k, проходящим только через узлы, неориентируемый род которых
не превосходит k.

Доказательство п. (2) теоремы 12. Рассмотрим на множестве зацеп-
лений следующий вторичный инвариант cb: наименьшее количество пере-
крестков среди всех диаграмм с наименьшим числом мостов, представляю-
щих данное зацепление. Рассуждение из доказательства пунктов (1b) и (2b)
теоремы 6 показывает, что в графе вложенных перестроек любое нетриви-
альное зацепление L смежно либо с зацеплением с меньшим числом мостов,
либо с зацеплением с тем же числом мостов, но с меньшим значением ин-
варианта cb. Отсюда по индукции вытекает, что существует путь, ведущий
от зацепления L к тривиальному зацеплению и проходящий только через
зацепления с не бо́льшим, чем у L, числом мостов. Переводя перестройка-
ми тривиальное зацепление в тривиальный узел, мы получаем, что в графе
вложенных перестроек для произвольного зацепленияM с числом мостов b
найдется путь, ведущий от зацепления M к тривиальному узлу и проходя-
щий только через зацепления, число мостов у которых не превосходит b. Это
показывает, что число мостов слабо монотонно на множестве зацеплений.

Рассматривая в вышеуказанной конструкции для диаграмм узлов то из
двух разрешений перекрестка (в котором начинается мост), которое дает
узел, а не двухкомпонентное зацепление, мы видим, что число мостов слабо
монотонно и на множестве узлов.

Доказательство для дугового индекса аналогично приведенному дока-
зательству для числа мостов; в качестве вторичного инварианта здесь рас-
сматривается наименьшее число скрещивающихся пар дуг в книжных пред-
ставлениях с наименьшее числом страниц (определение скрещивающихся
дуг дано в доказательстве пунктов (1c) и (2c) теоремы 6).

Доказательство п. (3) теоремы 12. Пусть L — зацепление, не являю-
щееся тривиальным узлом, а b — индекс косы этого зацепления. Тогда най-
дется представляющая зацепление L плоская диаграмма β, имеющая вид
замкнутой косы с b нитями. Разрешая один за другим все перекрестки в
диаграмме β так, чтобы получающиеся диаграммы сохраняли вид замкну-
той косы, мы получаем путь в графе вложенных перестроек, ведущий от
зацепления L к тривиальному b-компонентному зацеплению и проходящий
только через зацепления, индекс косы которых не превышает b. Завершение
доказательства для индекса косы повторяет рассуждение из приведенного
выше доказательства для числа мостов.

Пусть L — зацепление (в R3) рода g, не являющееся тривиальным узлом.
Согласно определению рода, в R3 найдется вложенная (связная компактная
ориентируемая) поверхность F рода g с краем ∂F = L. Нетрудно заметить,
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что, если g > 0, то поверхность F содержит ленту, вложенная перестройка
вдоль которой дает зацепление, род которого не превышает g − 1, а число
компонент на единицу превышает число компонент в зацеплении L; а если
зацепление L не является узлом, то поверхность F содержит ленту, вло-
женная перестройка вдоль которой дает зацепление, род которого не пре-
вышает g, а число компонент на единицу меньше, чем число компонент в
зацеплении L. Отсюда следует, что для произвольного зацепления L рода g
в графе вложенных перестроек найдется путь, ведущий от зацепления L к
тривиальному узлу и проходящий только через зацепления, род которых
не превосходит g. Это доказывает слабую монотонность рода на множестве
зацеплений.

Замечание 11. Методы, используемые в доказательстве теоремы 12, не да-
ют доказательства слабой монотонности индекса косы на множестве узлов.
(Авторам не известно, является ли индекс косы слабо монотонным на мно-
жестве узлов.) В частности, использование экспоненциальной суммы (из
доказательства п. (1d) теоремы 6) в качестве вторичного инварианта — по
аналогии с подходом из доказательства п. (2) теоремы 12 — не дает доказа-
тельства слабой монотонности индекса косы на множестве узлов, поскольку
минимизация параметров, связанных с экспоненциальной суммой, не ведет
к получению узла с меньшим индексом косы.

4 Доказательство теоремы 7
Приведем доказательство теоремы 7, основанное на результатах из [50], от-
носящихся к теории пространственных графов. Напомним, что (топологиче-
скими) графами называют одномерные клеточные комплексы. Нульмерные
клетки топологических графов называют вершинами, а одномерные — реб-
рами. Тета-графом (а также θ-графом) называется топологический граф с
двумя вершинами и тремя ребрами I0, I1, I2, ни одно из которых не явля-
ется петлей. В [50] доказано, что для любой тройки узлов K0, K1, K2 най-
дется такое вложение θ-графа f : θ → R3, что образы f(I1 ∪ I2), f(I0 ∪ I2)
и f(I0 ∪ I1) являются реализациями узлов K0, K1 и K2 соответственно.
Отсюда вытекает справедливость основного утверждения теоремы 7. Дей-
ствительно, если образы f(I1 ∪ I2), f(I0 ∪ I2) и f(I0 ∪ I1) являются реа-
лизациями узлов K0 := K, K1 и K2 соответственно, то перестройка узла
K0 = f(I1 ∪ I2) по подходящим образом расположенной и соответствующее
количество раз перекрученной „тонкой“ ленте, протянутой вдоль дуги f(I0),
дает двухкомпонентное зацепление L, компоненты которого суть узлы K1

и K2, а коэффициент зацепления между ними равен k. Дополнительное
утверждение теоремы вытекает из теорем [69, 30, 31] о единственности раз-
ложения узлов и зацеплений на простые составляющие в силу того факта,
что у зацепления, содержащего узел K0 в качестве слагаемого, хотя бы одна
из компонент также должна содержать узел K0 в качестве слагаемого.
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5 Доказательство теорем 8 и 11
Доказательство теоремы 8. Пусть K — это узел в R3, V — его трубча-
тая окрестность, а T — лежащая на торе ∂V обмотка узла K, абсолютное
значение наклона которой равно (3 + 2i)/2 для некоторого i ∈ Z, i > 0. За-
фиксируем на торе ∂V такие меридианm и параллель `, чтоm пересекает T
ровно в 3 + 2i точках, ` пересекает T ровно в двух точках и ` пересекает m
ровно в одной точке, причем ` ∩m ∩ T = ∅. Параллель ` делится точками
пересечения с обмоткой T на две дуги. Обозначим через J ту из этих дуг,
которая не пересекает m. Пусть b : I × I → ∂V — такое вложение квадрата,
что b({1/2} × I) = J и

b(I × {0}) ∪ b(I × {1}) = b(I × I) ∩ T.

Перестройка обмотки T вдоль ленты b(I × I) дает кривую T ′, не пересе-
кающуюся с ` и пересекающуюся с m только в тех же 3 + 2i точках, что
и T . Поскольку 3 + 2i — нечетно, это означает, что кривая T ′ нестягиваема
на ∂V и изотопна параллели `, которая, в свою очередь, изотопна узлу K.
Таким образом, узел T лежит в множестве S1(K).

Пусть теперь Z — это какая-нибудь лежащая на торе ∂V обмотка уз-
ла K, абсолютное значение наклона которой равно 3+2i

|2+(3+2i)j| для некото-
рых i, j ∈ Z, i > 0. Ясно, что на торе ∂V найдется такая обмотка S узла K,
что ее абсолютное значение наклона равно (3 + 2i)/2, а |j|-кратное скручи-
вание Дена тора ∂V по меридиану m переводит обмотку S в обмотку SD,
изотопную обмотке Z. Заметим, что параллель ` при таком скручивании пе-
реходит в кривую `D, тоже изотопную узлу K. Не умаляя общности можно
считать, что лента b(I × I) не пересекается с окрестностью меридиана m, в
которой проводится скручивание, а значит, вдоль этой ленты можно пере-
строить и обмотку SD. Легко заметить, что результатом такой перестройки
будет кривая `D, изотопная узлу K. Следовательно, узел SD лежит в мно-
жестве S1(K), а так как обмотка SD изотопна обмотке Z, то и Z лежит
в S1(K). Тем самым мы показали, что множество S1(K) содержит все те
обмотки узла K, у которых абсолютное значение наклона лежит в множе-
стве

{
3+2i

|2+(3+2i)j|
∣∣ i, j ∈ Z; i > 0

}
. Теорема доказана.

Доказательство п. (1) теоремы 11. Связность множества узлов сразу
следует, например, из того факта, что у любого нетривиального узла K в
множестве S1(K) имеется узел с меньшим числом перекрестков.

Доказательство п. (8) теоремы 11. Пусть узел Z в R3 является связ-
ной суммой узлов Q и K0. Это значит, что в R3 найдется такой замкнутый
шар B, что пара (B,B∩Z) — однониточный тэнгл, заузленный в узел Q. То-
гда при факторизации по шару B узел Z переходит в узел K0. Из связности
графа вложенных перестроек следует, что для узлаK0 найдется набор лент,
перестройки по которым переводят его в тривиальный. При этом можно по-
добрать ленты таким образом, чтобы ни одна из них не содержала точку,
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отвечающую шару B. Отсюда следует, что для узла Z найдется набор лент,
не пересекающих B, последовательные перестройки по которым переведут
узел Z в узел Q. Кроме того, из теоремы Шуберта [69] о единственности
разложения узла на простые составляющие следует, что каждый узел, от-
вечающий вершине из пути от Z до Q, либо объемлемо изотопен узлу Q,
либо содержит Q в качестве слагаемого. Отсюда очевидным образом сле-
дует требуемое.

Доказательство п. (3) теоремы 11. Пусть X — произвольное конечное
множество узлов. Заметим, что множество S1(U), где U — тривиальный
узел, бесконечно (к примеру, потому что в S1(U) входят все двухниточные
обмотки всех нетривиальных узлов, см. также [79]). Следовательно, в S1(U)
найдется такой узелQ, что множество [Q], состоящее из узлаQ и всех узлов,
содержащих Q в качестве слагаемого, не пересекает множества X. В силу
доказанного выше п. (8) [Q] связно. Кроме того, пользуясь техникой из до-
казательства того же п. (8), несложно заметить, что (поскольку Q ∈ S1(U))
для произвольного узла K существует вложенная перестройка, переводя-
щая K в узел, являющийся связной суммой узлов K и Q. Отсюда следует,
что любое множество узлов, содержащее [Q], связно. В частности, связно и
дополнение K \X, где K — множество всех узлов. Это доказывает искомое
утверждение.

Доказательство п. (2) теоремы 11. Прямо следует из доказанного вы-
ше пункта (3).

Доказательство п. (4) теоремы 11. В силу доказанного выше пунк-
та (8) для любого узла K множество [K] (состоящее из узла K и всех узлов,
содержащих K в качестве слагаемого) связно. Отсюда следует требуемое,
поскольку для любых двух (в интересующем нас в настоящий момент слу-
чае — составных) узлов A и B множества [A] и [B] пересекаются.

Доказательство п. (5) теоремы 11. Ясно, что разрешение перекрестка
в альтернированной диаграмме всегда дает альтернированную диаграмму
с меньшим числом перекрестков. Отсюда очевидным образом следует тре-
буемое.

Доказательство п. (6) теоремы 11. Пусть V — незаузленный полното-
рий в R3, а T — произвольный узел, лежащий на ∂V . Минимальное коли-
чество точек пересечения простой замкнутой кривой на ∂V с меридианом,
взятое по всем меридианам на ∂V , будем называть индексом кривой. Пусть
p := p(T ) — индекс узла T . Если p 6 1, то узел T тривиален. В случае, если
p > 2, зафиксируем на ∂V меридиан m, пересекающий T ровно в p точках.
Обозначим через J любую из дуг, на которые точки пересечения узла T с
меридианом m делят m. Пусть b : I× I → ∂V такое вложение квадрата, что
b({1/2} × I) = J и

b(I × {0}) ∪ b(I × {1}) = b(I × I) ∩ T.
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Обозначим через T1 зацепление, полученное при перестройке узла T вдоль
ленты b(I × I). Из предположения о минимальности числа точек в множе-
стве m ∩ T следует, что T1 есть узел, а не двухкомпонентное зацепление.
Заметим, что узел T1 пересекает меридиан m ровно в p− 2 точках, так что
T1 имеет меньший индекс, чем T .

Из проведенного рассуждения следует, что для нетривиального тори-
ческого узла T типа (p, q), где p > 2, найдется вложенная перестройка,
переводящая его либо в тривиальный узел, либо в торический узел типа
(p1, q1) с p1 < p. Отсюда индукцией по p получаем требуемое.

Доказательство п. (7) теоремы 11. Тривиальный узел будем назы-
вать итерированным торическим узлом ступени 0. При n > 1 назовем
узел K итерированным торическим узлом ступени n, если K является
обмоткой некоторого итерированного торического узла ступени (n− 1).

Пусть T — произвольный итерированный торический узел ступени
n > 1. Тогда узел T является обмоткой некоторого итерированного тори-
ческого узла Tn−1 ступени n − 1, и можно считать, что T расположен на
крае трубчатой окрестности V узла Tn−1. Применяя рассуждение из до-
казательства пункта (6) к случаю узла T и полнотория V , мы видим, что
существует последовательность вложенных перестроек (с лентами, вложен-
ными в ∂V ), переводящая узел T либо в тривиальный узел, либо в узел,
объемлемо изотопный узлу Tn−1. Отсюда индукцией по n получаем требу-
емое.

6 Доказательство теоремы 9
Доказательство п. (1) теоремы 9. Как нетрудно заметить, „утраивая“
каждую из дуг в любой минимальной диаграмме узла K, мы получаем
диаграмму с 32 cr(K) = 9 cr(K) перекрестками, представляющую трехком-
понентное зацепление, каждая из трех („параллельных“ друг другу) компо-
нент которого заузлена в узел K (подробно эта конструкция описывается,
например, в [58, §2]). Очевидное преобразование — с добавлением двух пе-
рекрестков — любого состоящего из трех „параллельных“ дуг участка такой
диаграммы дает нам диаграмму с 9 cr(K) + 2 перекрестками, представля-
ющую узел, являющийся трехниточной обмоткой узла K. Остается заме-
тить, что все узлы, являющиеся трехниточными обмотками узла K, лежат
в S1(K) в силу теоремы 8.

Доказательство п. (2) теоремы 9. Для доказательства данного пункта
мы используем технику меандрических диаграмм узлов. Диаграмма уз-
ла называется полумеандрической, если она составлена из двух простых
(т. е. не содержащих самопересечений) гладких дуг. Если, кроме того, об-
щие концы этих дуг лежат на границе неограниченной компоненты допол-
нения диаграммы, то диаграмма называется меандрической. Ключевой для
настоящего параграфа факт — существование меандрической диаграммы у
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любого узла — был независимо доказан многими авторами с использовани-
ем различных техник (см. [10], где дана подробная историческая справка
по этому вопросу). Перейдем теперь к доказательству.

Пусть дан нетривиальный узелK. Возьмем какую-то его меандрическую
диаграмму D. Она составлена из двух простых гладких дуг, общие концы
которых (обозначим их через a и b) лежат на границе выпуклой оболочки
диаграммы D (см. пример на рис. 3 (a)). Возьмем в плоскости диаграммы D
топологический диск B, внутренность которого пересекает диаграмму D по
двум простым дугам, содержащим точки a и b (см. рис. 3 (b)), и сделаем
преобразование Райдемайстера второго типа на этих дугах, не выходя за
границы диска. На получившейся диаграмме подходящее разрешение лю-
бого из двух новых перекрестков приводит к двухкомпонентному бруннову
зацеплению (см. рис. 3 (d)). (На рис. 3 представлен один из двух возмож-
ных вариантов, в котором совершаемое преобразование Райдемайстера пе-
реводит образовывавшие диаграмму D простые дуги в простые. Нетрудно
видеть, что справедливость утверждения сохраняется и в том случае, когда
в результате совершаемого преобразования на каждой дуге добавляется по
одному самопересечению.)

Так как известно, что у узла K существует полумеандрическая диа-
грамма с не более чем 4

√
6
cr(K)

перекрестками (см. [8]), то доказываемое
утверждение вытекает из следующей леммы.

Лемма 1. Если у узла имеется полумеандрическая диаграмма с n пере-
крестками, то найдется меандрическая диаграмма того же узла с не бо-
лее чем 4n перекрестками.

Доказательство леммы 1. Пусть дана полумеандрическая диаграмма D
с n перекрестками, составленная из двух простых дуг γ0 и γ1, общие концы
которых (не являющиеся перекрестками диаграммы) мы обозначим через
a и b. Не умаляя общности можно считать, что a лежит на границе неогра-
ниченной компоненты дополнения диаграммы D, кривая γ0 является от-
резком, а каждая дуга кривой γ1, свободная от перекрестков диаграммы,
пересекает содержащую отрезок γ0 прямую L не более чем в одной точке.
Пусть L1 ⊂ L — луч с концом в точке a, содержащий отрезок γ0. Выберем
на луче L1 точку c так, что пересечение диаграммы D с лучом L1 являет-
ся подмножеством отрезка с концами в точках a и c. Обозначим через δ0
отрезок с концами b и c. Ясно, что внутренность отрезка δ0 пересекает кри-
вую γ1 не более, чем n раз. Выберем теперь на кривой γ1 точку d такую, что
дуга β ⊂ γ1 с концами в точках b и d не содержит перекрестков диаграммы.
Нетрудно заметить, что точку d можно соединить с точкой c простой кри-
вой δ1, которая не пересекает кривую γ1 и пересекает каждую свободную от
перекрестков дугу кривой γ0 не более чем в одной точке. Кроме того, заме-
тим, что кривую δ1 можно выбрать таким образом, чтобы она пересекала
отрезок δ0 не более чем в n точках. Теперь мы построим диаграммуD′ заме-
ной дуги β диаграммы D объединением кривых δ0 и δ1 (со сглаживанием в
концевых точках) и расстановкой проходов/переходов так, что δ0 проходит
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сверху во всех перекрестках диаграммы, в которых она участвует, а δ1 про-
ходит сверху во всех перекрестках диаграммы, в которых она участвует, за
исключением перекрестков с δ0. В результате мы получаем меандрическую
диаграмму того же узла с не более чем 4n перекрестками.

a

b

(a)

B

(b) (c) (d)

Рис. 3

7 Доказательство теоремы 10
Доказательство теоремы 10 использует следующее понятие.

Определение (декомпозиционно существенные перекрестки в диаграммах
узлов). Пусть D — диаграмма нетривиального узла, x — перекресток в D.
Разместим диаграмму D на расположенной в R3 плоскости R2. Пусть Γ —
отвечающий диаграмме D узел в R3, для которого D является регулярной
ортогональной проекцией. Обозначим через Ix отвечающую перекрестку x
хорду узла Γ, т. е. проектирующийся в x отрезок в R3 с концами на Γ. За-
мкнутый шар B в R3 назовем областью локального заузливания для Γ,
если пара (B,B ∩ Γ) является нетривиальным однониточным тэнглом. Ко-
нечный набор B1, . . . , Bk дизъюнктных шаров — областей локального зауз-
ливания назовем (геометрической) схемой разложения узла Γ в связную
сумму, если Γ раскладывается в связную сумму узлов K1, . . . ,Kk, где Ki —
узел, получающийся при факторизации тэнгла (Bi, Bi ∩ Γ) по сфере ∂Bi.
Назовем перекресток x декомпозиционно несущественным, если существу-
ет схема разложения узла Γ в связную сумму, ни один из шаров которой
не пересекает хорды Ix, и — декомпозиционно существенным в противном
случае.

Замечание 12. Мы не требуем простоты узлов в областях локального за-
узливания, так что, в частности, у любого нетривиального узла имеются
схемы разложения в связную сумму, образованные единственным шаром.
При этом, если (в обозначениях из определения) перекресток x декомпози-
ционно несуществен, так что не пересекающие хорды Ix схемы разложения
узла Γ в связную сумму существуют, то найдется такая схема, состоящая
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из одного или двух шаров, поскольку добавлением трубчатых окрестностей
участков узла мы можем слить шары схемы, пересекающие одну и ту же
дугу в паре дуг Γ \ Ix, в единую область локального заузливания.
Замечание 13. Понятия, близкие к понятию декомпозиционно существен-
ных перекрестков, изучаются в работах [51, 19, 20, 22, 21]. Ср. лемму 3 ниже
и теорему 2.31 в [22].

Гипотеза 6. Все перекрестки в любой минимальной диаграмме произволь-
ного узла декомпозиционно существенны.

Заметим, что гипотеза 6 является ослаблением гипотезы 2.

Лемма 2. Если узел не является химерой, то все перекрестки всех его
минимальных диаграмм декомпозиционно существенны.

Доказательство. Предположим, что в минимальной диаграмме D некото-
рого нетривиального узла K найдется декомпозиционно несущественный
перекресток x. Пусть L — двухкомпонентное зацепление с компонентами
K1 и K2, получающееся из диаграммы D разрешением перекрестка x. То-
гда cr(L) 6 cr(K)−1. Разместим диаграмму D на плоскости R2 ⊂ R3. Пусть
Γ и Ix — такие же, как в определении декомпозиционно существенного пере-
крестка. Поскольку перекресток x декомпозиционно несуществен, найдется
схема S разложения узла Γ в связную сумму, ни один из шаров которой
не пересекает хорду Ix. Не умаляя общности мы можем считать, что эта
схема S состоит из одного или двух шаров — максимум по одному шару
на каждую из двух дуг множества Γ \ Ix (см. замечание 12). Для i = 1, 2
обозначим через Γi ту из двух дуг множества Γ\ Ix, которая проектируется
в компоненту Ki в L, а через Ai — узел, соответствующий высекаемому
схемой S локальному заузливанию на дуге Γi. Тогда

(i) узел K1 содержит узел A1 в качестве связного слагаемого,

(ii) узел K2 содержит узел A2 в качестве связного слагаемого,

(iii) узел K является связной суммой узлов A1 и A2.

Таким образом, выполняются следующие неравенства:

cr(K1) + cr(K2) 6 cr(L) 6 cr(K)− 1 < cr(K)
(iii)

6 cr(A1) + cr(A2).

Следовательно, выполняется хотя бы одно из неравенств

cr(K1) < cr(A1) и cr(K2) < cr(A2),

а это означает, что хотя бы один из узлов A1 и A2 является химерой. Кроме
того, из свойств (i)–(iii) вытекает, что подходящая связная сумма N уз-
лов K1 и K2 содержит K в качестве слагаемого. Таким образом, поскольку

cr(N) 6 cr(K1) + cr(K2) < cr(K),

узел K также является химерой.
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Лемма 2 приведена в качестве пояснения и напрямую в доказательстве
теоремы 10 не используется. Для доказательства теоремы нам потребуется
следующая лемма (ср. с [9, Lemma 1] и [22, Theorem 2.31]):

Лемма 3. В каждой диаграмме нетривиального узла найдется декомпо-
зиционно существенный перекресток.

Доказательство. Пусть D — диаграмма некоторого узла K. Разместим
диаграмму D на расположенной в R3 плоскости R2. Пусть Γ — простая
замкнутая кривая в R3, представляющая узел K и дающая диаграмму D
при проекции на R2. Мы можем не теряя общности полагать, что кривая Γ
не пересекает плоскости R2. Если x — перекресток диаграммы D, обозна-
чим через ex ближайшую к нему из двух проектирующихся в него точек
кривой Γ. Пусть E — объединение точек ex описанного вида по всем пере-
кресткам x диаграммы D. Проекции связных компонент множества Γ\E на
R2 будем называть главными дугами диаграммы D. Будем говорить, что
главные дуги α и β сходятся в перекрестке x, если x лежит на α и является
предельной точкой для β.

Теперь выберем ориентацию диаграммы D и рассмотрим соответству-
ющее представление Виртингера фундаментальной группы π1(R3 \ Γ) (по-
дробное описание можно найти, например, [15]). Пусть x — перекресток
на диаграмме D, α и β — главные дуги диаграммы D, сходящиеся в этом
перекрестке, a и b — образующие Виртингера, отвечающие дугам α и β
соответственно, а Ix — проектирующийся в x отрезок в R3 с концами на
кривой Γ. Из конструкции представления Виртингера следует, что всякая
петля, представляющая элемент ab−1, свободно гомотопна простой замкну-
той кривой ∆, содержащейся в сколь угодно малой окрестности хорды Ix.
Отметим, что всякая петля, представляющая элемент ab−1 (и, следователь-
но, петля ∆) имеет нулевой коэффициент зацепления с Γ. В случае, когда
перекресток x декомпозиционно несуществен, по определению найдется схе-
ма B1, . . . , Bk разложения узла Γ в связную сумму, области которой не пере-
секают хорду Ix. Заметим, что в таком случае объединение Γ∪B1∪ · · · ∪Bk

объемлемо изотопно тривиальному узлу с k „бусинами“ (или „утолщения-
ми“), т. е. дополнение

V := (R3 ∪ {+∞}) \ (Γ ∪B1 ∪ · · · ∪Bk)

изотопно открытому полноторию. Поскольку шары B1, . . . , Bk не пересе-
кают хорду Ix, выбрав петлю ∆ достаточно близкой к хорде Ix, мы мо-
жем считать, что петля ∆ лежит в полнотории V . Отсюда вытекает, что
петля ∆ стягиваема (в полнотории V и, значит, в R3 \ Γ). Следовательно
петли, представляющие элемент ab−1, стягиваемы, так что этот элемент
тривиален, т. е. a = b. Таким образом, виртингеровские образующие, отве-
чающие главным дугам, сходящимся в декомпозиционно несущественном
перекрестке, представляют один и тот же элемент фундаментальной груп-
пы узла. Следовательно, если все перекрестки диаграммы узла декомпози-
ционно несущественны, то все виртингеровские образующие представляют
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один и тот же элемент фундаментальной группы. Это возможно лишь в
случае, когда фундаментальная группа узла — циклическая, что является
признаком тривиальности узла (доказательство приведено, например, в [15,
Proposition 3.17]).

Замечание 14. Чуть более тщательный анализ показывает, что в каждой
диаграмме нетривиального узла найдется как минимум три декомпозици-
онно существенных перекрестка.

Доказательство теоремы 10. Пусть D — минимальная диаграмма
нетривиального узла K. В силу леммы 3, в диаграмме D найдется хотя бы
один декомпозиционно существенный перекресток (скажем, перекресток x).
С точностью до поворота и перехода к зеркальному отражению мы можем
считать, что разрешение перекрестка x, дающее диаграмму двухкомпонент-
ного зацепления, имеет вид → . Обозначим зацепления, диаграммы ко-
торых получаются из диаграммы D преобразованиями

→ и →

в перекрестке x, через L0 и L2 соответственно. Тогда зацепление L2 также
двухкомпонентно. Заметим, что при этом выполняются следующие нера-
венства:

cr(L0) 6 cr(K)− 1, cr(L2) 6 cr(K) + 1.

Поскольку обратный к → переход → есть разрешение перекрест-
ка, оба зацепления L0 и L2 лежат в множестве S1(K). Вследствие этого
для завершения доказательства достаточно показать, что хотя бы одно из
зацеплений L0 и L2 нерасщепимо и имеет меньше, чем узел K, однокомпо-
нентных слагаемых в разложении на простые составляющие.

Чтобы убедиться в этом, сконструируем реализации узла K и зацепле-
ний L0 и L2 в R3, поместив в R3 плоскость R2 с диаграммой D и взяв в R3

замкнутую кривую Γ, ортогональная проекция которой на R2 дает диаграм-
му D (как в конструкции из определения декомпозиционно существенных
перекрестков). Мы можем считать, что кривая Γ совпадает с диаграммой D
всюду, кроме небольших дуг, отвечающих проходам в перекрестках диа-
граммы D. Тогда проектирующаяся в перекресток x хорда Ix ⊂ R3 с кон-
цами на кривой Γ „сравнительно мала“ и лежит в некотором евклидовом
шаре X ⊂ R3 с центром в перекрестке x. Из конструкции ясно, что парамет-
ры могут быть подобраны таким образом, чтобы пара (X,X ∩ Γ) являлась
тривиальным двухниточным тэнглом, проекция дуг которого на R2 имеет
вид . Тогда, заменяя в Γ образованное парой дуг множество X ∩Γ на дуги
с той же четверкой концевых точек, проекции которых на R2 имеют вид
и , мы получаем реализации зацеплений L0 и L2 соответственно.

Преобразование зацепления L ⊂ R3, заменяющее тот или иной триви-
альный двухниточный тэнгл (B,B ∩ L) с шаром B ⊂ R3 на другой три-
виальный двухниточный тэнгл, называют заменой рациональных тэнглов.
Таким образом, узел K и зацепления L0 и L2 получаются друг из друга

30



заменами рационального тэнгла. На уровне двулистных разветвленных на-
крытий замене рациональных тэнглов отвечает перестройка Дена: мы вы-
резаем из многообразия полноторий и вклеиваем его назад по некоторому
автоморфизму граничного тора. Перестройка характеризуется изотопиче-
ским классом (на торе) кривой, в которую переходит при переклейке мери-
диан полнотория. Минимальное геометрическое число пересечений между
меридианом исходного полнотория и кривыми из изотопического класса его
образа (меридиана переклеенного полнотория) условимся называть харак-
теристикой перестройки Дена (и индуцирующей ее замены рационального
тэнгла). Непосредственно в терминах тэнглов характеристика описывается,
например, в [25]. Несложное стандартное вычисление показывает, что ха-
рактеристика замены рационального тэнгла, отвечающего преобразованию
→ на уровне диаграмм и обеспечивающего переход L0 → L2, равна 2

(см., например, [25] или [28]).
Мы используем это в конце доказательства, а теперь обратимся к тэн-

глу (Y, Y ∩ Γ), где Y = R3 ∪ {∞} \ int(X). Следующий шаг доказатель-
ства состоит в построении такого набора дизъюнктных не пересекающих
шара X областей локального заузливания для узла Γ, чтобы факторизаци-
ей по этим областям получить из тэнгла (Y, Y ∩ Γ) локально тривиальный
тэнгл. (Напомним, что тэнгл (B, t) называется локально тривиальным или
тэнглом без локальных заузливаний, если не существует шара Z ⊂ B та-
кого, что пара (Z,Z ∩ t) является нетривиальным однониточным тэнглом;
см., например, [49]. Нерасщепимые локально тривиальные тэнглы называ-
ются простыми. Расщепимый двухниточный тэнгл без локальных заузли-
ваний тривиален.)

Заметим, что если в R3 \X задан некоторый конечный (возможно, пу-
стой) набор E дизъюнктных областей локального заузливания для узла Γ,
а тэнгл, получаемый в результате факторизации тэнгла (Y, Y ∩Γ) по шарам
этого набора, обладает локальными заузливаниями, то, как нетрудно ви-
деть, шар, содержащий такое локальное заузливание, может быть выбран
содержащимся в R3 \X (нужно вывести за пределы шара точку {∞} и от-
делить его от сферы ∂X = ∂Y ) и не содержащим точек, в которые сжались
шары набора E (при необходимости эти точки очевидным образом выводят-
ся за пределы шара подходящей изотопией). Следовательно, набор E может
быть пополнен дополнительной областью нетривиального локального зауз-
ливания. Поскольку все узлы, отвечающие дизъюнктным областям локаль-
ного заузливания, входят в узел K в качестве (дизъюнктных) слагаемых,
отсюда следует, что среди наборов дизъюнктных невырожденных не пере-
секающих шара X областей локального заузливания для узла Γ найдется
максимальный (непополняемый) набор E′, факторизация по шарам кото-
рого переводит тэнгл (Y, Y ∩Γ) в локально тривиальный тэнгл (Y ′, Y ′ ∩Γ′).

Поскольку перекресток x предполагается декомпозиционно существен-
ным, а шары из набора E′ не пересекают шара X и содержащейся в нем
хорды Ix, набор E′ не может являться схемой разложения узла Γ в связную
сумму. Это означает, в частности, что суммарное количество простых узлов
в разложении локальных заузливаний, отвечающих набору E′, на простые
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составляющие, меньше, чем количество простых узлов в разложении уз-
ла K.

Обозначим через K ′, Λ′0 и Λ′2 зацепления, получающиеся из зацеплений
Γ, Λ0 и Λ2, соответственно, факторизацией по шарам из набора E′. Тогда
зацепления Λ′0 и Λ′2 связаны (как и зацепления Λ0 и Λ2) заменой рацио-
нальных тэнглов (X,X ∩ Λ0) → (X,X ∩ Λ2) характеристики 2. При этом
дополняющий тэнгл (Y ′, Y ′ ∩ Λ′0) = (Y ′, Y ′ ∩ Λ′2) = (Y ′, Y ′ ∩ Γ′) локально
тривиален.

Ситуация распадается на два случая:

(p) тэнгл (Y ′, Y ′ ∩ Γ′) прост,

(t) тэнгл (Y ′, Y ′ ∩ Γ′) тривиален.

В случае (p) хотя бы одно из зацеплений Λ′0 и Λ′2 просто в силу следствия 1
работы [25]. Если же тэнгл (Y ′, Y ′ ∩ Γ′) тривиален, то зацепления Λ′0 и Λ′2
относятся к классу так называемых рациональных (двухмостовых) зацеп-
лений и, очевидно, отличаются коэффициентом зацепления между компо-
нентами. Следовательно, в этом случае хотя бы одно из зацеплений Λ′0 и
Λ′2 нетривиально и, значит, будучи двухмостовым, тоже просто. Итак, мы
пришли к выводу, что хотя бы одно из зацеплений Λ′0 и Λ′2 (скажем, за-
цепление Λ′i) нерасщепимо и просто. В таком случае при разложении за-
цепления Λi на простые составляющие мы получаем зацепление Λ′i и — в
качестве однокомпонентных составляющих — тот же набор узлов, (с воз-
можными повторениями), что и при разложении на простые составляющие
локальных заузливаний, отвечающих набору E′. Таким образом, количе-
ство однокомпонентных слагаемых в разложении зацепления Λi на простые
составляющие меньше, чем у K.
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