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ÀÍÍÎÒÀÖÈß

Â ðàáîòå ðàññìàòðèâàþòñÿ ðåøåíèÿ �óíêöèîíàëüíîãî óðàâíåíèÿ íà

ñîáñòâåííûå ñîñòîÿíèÿ êâàíòîâîãî ãàìèëüòîíèàíà ñâîáîäíîãî ïîëÿ. Ê

èñêîìûì ðåøåíèÿì ïðåäúÿâëÿþòñÿ òðåáîâàíèÿ êîíå÷íîñòè íîðìèðîâêè

è ñîáñòâåííûõ çíà÷åíèé îòíîñèòåëüíî íîðìèðîâêè è ñîáñòâåííîãî çíà-

÷åíèÿ îñíîâíîãî ñîñòîÿíèÿ ñâîáîäíîé òåîðèè. Ïîêàçûâàåòñÿ, ÷òî â ïðî-

ñòåéøèõ ñëó÷àÿõ äëÿ ãàìèëüòîíèàíîâ ñêàëÿðíîãî è âåêòîðíîãî ïîëÿ â

êàëèáðîâêå Êóëîíà òàêèå ðåøåíèÿ ñóùåñòâóþò è îáëàäàþò îòðèöàòåëü-

íîé ýíåðãèåé. Ïîëó÷åííûå �óíêöèîíàëû ÿâëÿþòñÿ áåñêîíå÷íîìåðíûìè

àíàëîãàìè ñîáñòâåííûõ �óíêöèé èç òåîðèè ñèíãóëÿðíûõ âîçìóùåíèé êî-

íå÷íîìåðíûõ îïåðàòîðîâ è ìîãóò áûòü èñïîëüçîâàíû äëÿ ïîñòðîåíèÿ ïå-

ðåíîðìèðîâàííûõ ñîñòîÿíèé ñèñòåì, îáëàäàþùèõ àñèìïòîòè÷åñêîé ñâî-

áîäîé.

Êëþ÷åâûå ñëîâà: îïåðàòîð �àìèëüòîíà ñâîáîäíîãî ïîëÿ, çàìêíóòûå

ðàñøèðåíèÿ êâàäðàòè÷íûõ �îðì, �îðìóëà Êðåéíà äëÿ ðåçîëüâåíòû
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Ââåäåíèå

�àìèëüòîíèàí ñâîáîäíîãî êâàíòîâîãî ïîëÿ ÿâëÿåòñÿ áåñêîíå÷íîìåðíûì

àíàëîãîì ãàìèëüòîíèàíà ãàðìîíè÷åñêîãî îñöèëëÿòîðà, åãî äåéñòâèå ñî-

ñòîèò èç äâóõ ÷àñòåé: êèíåòè÷åñêîé � ñóììû âàðèàöèîííûõ ïðîèçâîäíûõ

è ïîíòåíöèàëüíîé � êâàäðàòè÷íîé �îðìû ëàïëàñèàíà

H = −
∫

R3

d3x
δ

δBk
x

δ

δBk
x

+

∫

R3

d3x
(∂Bk

x

∂xl

)2
. (1)

Äëÿ òîãî, ÷òîáû çàäàòü îïåðàòîð êâàíòîâîé òåîðèè, íåîáõîäèìî òàêæå

çà�èêñèðîâàòü ãðàíè÷íûå óñëîâèÿ èëè íàáîð ñîáñòâåííûõ ñîñòîÿíèé.

Äëÿ îïåðàòîðà, îïèñûâàþùåãî ñâîáîäíóþ äèíàìèêó ýòîò íàáîð ïîðîæ-

äàåòñÿ âàêóóìíûì (îñíîâíûì) ñîñòîÿíèåì � �àóññîâûì �óíêöèîíàëîì

êâàäðàòè÷íîé �îðìû êîðíÿ èç îïåðàòîðà Ëàïëàñà

Ω∆(B) = exp{−1

2
Q∆(B)}, (2)

ãäå

Q∆(B) = (B,∆1/2B), ∆ = − ∂2

∂x2l
.

Ïîìèìî ñâîáîäíîé òåîðèè, âûðàæåíèå (1) ïîÿâëÿåòñÿ êàê ðåçóëüòàò ïå-

ðåíîðìèðîâêè (ñòðåìëåíèÿ ê íóëþ ïàðàìåòðà ñâÿçè) ãàìèëüòîíèàíîâ,

ñîäåðæàùèõ âçàèìîäåéñòâèå ñ äðóãèìè ïîëÿìè è (èëè) ñàìîäåéñòâèå.

Ïðè íåêîòîðûõ óñëîâèÿõ â òàêîé ñèñòåìå (íàïðèìåð, â òåîðèè ïîëÿ

ßíãà-Ìèëëñà) âîçíèêàåò ÿâëåíèå àñèìïòîòè÷åñêîé ñâîáîäû, îäíèì èç

ïðîÿâëåíèé êîòîðîãî ÿâëÿåòñÿ àñèìïòîòè÷åñêîå ñòðåìëåíèå ñîñòîÿíèé

ïðè âûñîêèõ ýíåðãèÿõ ê ñîñòîÿíèÿì ñâîáîäíîé òåîðèè. Ìîæíî ïðåäïîëî-

æèòü, ÷òî åñëè íàì óäàñòüñÿ ïîñòðîèòü íàáîð ñîáñòâåííûõ ñîñòîÿíèé äëÿ

îïåðàòîðà (1), îòëè÷íûé îò íàáîðà, ïîðîæäàåìîãî âàêóóìîì ñâîáîäíîãî

ïîëÿ (2), òî òàêàÿ ñèñòåìà áóäåò ÿâëÿòüñÿ ìîäåëüþ äëÿ îïèñàíèÿ íåêîòî-

ðîé àñèìïòîòè÷åñêè-ñâîáîäíîé òåîðèè. Êîíå÷íîìåðíûì àíàëîãîì òàêîé

êîíñòðóêöèè ÿâëÿþòñÿ ñèñòåìû èç òåîðèè ñèíãóëÿðíûõ âçàèìîäåéñòâèé

[1℄, [2℄. Ñ îäíîé ñòîðîíû, ýòà òåîðèÿ îïèñûâàåò íàáîð ñîáñòâåííûõ ñîñòî-

ÿíèé îïåðàòîðà ýíåðãèè ñâîáîäíîé ÷àñòèöû ñ íåòðèâèàëüíûìè ãðàíè÷-

íûìè óñëîâèÿìè. À ñ äðóãîé ñòîðîíû ýòîò íàáîð ìîæåò áûòü ïîëó÷åí â

ðåçóëüòàòå ñòðåìëåíèÿ ê íóëþ ïàðàìåòðà â ãàìèëüòîíèàíå, ñîäåðæàùåì

âçàèìîäåéñòâèå, íàïðèìåð

Hδ = − ∂2

∂x2l
− εδd(x− x0), ε→ 0
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èëè

Hx−2 = − ∂2

∂x2l
− ε

|x− x0|2 , ε→ 0.

Çàìåòèì, ÷òî â ïîñëåäíåì ñëó÷àå îïåðàòîðHx−2 îïðåäåëåí äëÿ êîíå÷íûõ

ε, â òîì ÷èñëå ðàçíîãî çíàêà (â çàâèñèìîñòè îò ðàçìåðíîñòè ïðîñòðàí-

ñòâà d).
Â äàííîé ðàáîòå ìû áóäåì èñêàòü ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ íà ñîáñòâåííûå

ñîñòîÿíèÿ äëÿ ãàìèëüòîíèàíà ñâîáîäíîãî ïîëÿ

HΩM = EΩM (3)

â âèäå �àóññîâûõ �óíêöèîíàëîâ ñ íåêîòîðûì ÿäðîì QM(x,y)

ΩM(B) = exp{−1

2
QM(B)} = exp{−1

2

∫

R3

BxQM(x,y)By d
3x d3y}. (4)

Ìû ïîòðåáóåì, ÷òîáû óðàâíåíèå (3) áûëî ñïðàâåäëèâî ïî êðàéíåé ìåðå

íà ìíîæåñòâå îäèí ðàç äè��åðåíöèðóåìûõ �óíêöèé íà ïðîñòðàíñòâå

R
3
, è, êðîìå òîãî, ÷òîáû áûëè âûïîëíåíû ñëåäóþùèå óñëîâèÿ:

1. Êîíå÷íîñòü íîðìèðîâêè �óíêöèîíàëà ΩM, âûðàæåííîé ìåòîäàìè

�óíêöèîíàëüíîãî èíòåãðèðîâàíèÿ ÷åðåç íîðìèðîâêó îñíîâíîãî ñî-

ñòîÿíèÿ Ω∆ îïåðàòîðà ñâîáîäíîé òåîðèè.

2. Êîíå÷íîñòü è âåùåñòâåííîñòü ðàçíîñòè ñîáñòâåííûõ çíà÷åíèé ãà-

ìèëüòîíèàíà (1) ïðè äåéñòâèè íà �óíêöèîíàë ΩM è íà îñíîâíîå

ñîñòîÿíèå ñâîáîäíîé òåîðèè Ω∆. Â áîëåå îáùåì âèäå, äëÿ îáåñïå÷å-

íèÿ óíèòàðíîñòè ìîäåëè íåîáõîäèìî ïîòðåáîâàòü âåùåñòâåííîñòè

äåéñòâèÿ âûðàæåíèÿ (1) íà âñå âîçìîæíûå âîçáóæäåíèÿ íîâîãî âà-

êóóìíîãî ñîñòîÿíèÿ.

Ìû áóäåì íàçûâàòü �óíêöèîíàëû, óäîâëåòâîðÿþùèå ïåðå÷èñëåííûì âû-

øå òðåáîâàíèÿì äîïóñòèìûìè �óíêöèîíàëàìè.

Èäåÿ ïîñòðîåíèÿ ðåøåíèé óðàâíåíèÿ (3) ñ ïîìîùüþ ðàñøèðåíèé êâàä-

ðàòè÷íûõ �îðì îáñóæäàëàñü â [3℄. Îäíàêî çäåñü ìû áóäåì ïðåäïîëàãàòü,

÷òî êâàäðàòè÷íûå �îðìû QM áóäóò çàâèñåòü íå îò îäíîé, à îò íåñêîëü-

êèõ òî÷åê x1, . . .xN òðåõìåðíîãî ïðîñòðàíñòâà, à òàêæå îò íåêîòîðîé

ìàòðèöû M, óñòàíàâëèâàþùåé ñâÿçè ìåæäó çíà÷åíèÿìè �óíêöèé Bx â

ýòèõ òî÷êàõ. Òî÷êè {xn} åñòåñòâåííî àññîöèèðîâàòü ñ îïåðàòîðàìè ðîæ-
äåíèÿ ÷àñòèö âòîðîãî (�åðìèîííîãî) ïîëÿ, êîòîðîå äî ïåðåíîðìèðîâêè

âçàèìîäåéñòâîâàëî ñ ïîëåì B. Ïðè ýòîì åñòåñòâåííî ñ÷èòàòü, ÷òî ìàò-

ðèöà M ÿâëÿåòñÿ �óíêöèåé ïîëîæåíèÿ, êâàíòîâûõ ÷èñåë �åðìèîíîâ è
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çíà÷åíèÿ èõ âîëíîâîé �óíêöèè, à åå êîíêðåòíûé âèä îïðåäåëÿåòñÿ âçà-

èìîäåéñòâèåì è ïðîöåäóðîé ïåðåíîðìèðîâêè.

Îïèñûâàåìóþ çäåñü òåõíèêó ìîæíî òàêæå èíòåðïðåòèðîâàòü êàê âòî-

ðè÷íîå êâàíòîâàíèå 3-ìåðíîé ñèñòåìû ñ ìíîãîòî÷å÷íûì ñèíãóëÿðíûì

âîçìóùåíèåì è ãðàíè÷íûìè óñëîâèÿìè, ñâÿçûâàþùèìè çíà÷åíèÿ ïîëÿ â

ðàçíûõ òî÷êàõ ïðîñòðàíñòâà. Îäíàêî, äàëåêî íå âñå ñèñòåìû ñ ñèíãóëÿð-

íûìè âîçìóùåíèÿìè äîïóñêàþò âòîðè÷íîå êâàíòîâàíèå â îïèñûâàåìîì

çäåñü âèäå.

Îñíîâíûå âûêëàäêè â ðàáîòå áóäóò ïðîâåäåíû äëÿ ãàìèëüòîíèàíà

âåêòîðíîãî ïîïåðå÷íîãî (áîçîííîãî) ïîëÿ

Bk
x
:

∂

∂xk
Bk

x
= 0,

äëÿ áîëåå ïðîñòîãî ñëó÷àÿ ñêàëÿðíîãî ïîëÿ ìû ïðèâåäåì îòâåòû áåç

âû÷èñëåíèé.

Ìû ïîêàæåì, ÷òî äîïóñòèìûå ðåøåíèÿ �óíêöèîíàëüíîãî óðàâíåíèÿ

(3) ñóùåñòâóþò ïî êðûéíåé ìåðå ïðè N = 2 è â ñîäåðæàòåëüíûõ ñëó-

÷àÿõ èìåþò îòðèöàòåëüíóþ ýíåðãèþ (îòíîñèòåëüíî áåñêîíå÷íîé ýíåð-

ãèè âàêóóìà ñâîáîäíîé òåîðèè). Òî åñòü òàêèå ñîñòîÿíèÿ îêàçûâàþòñÿ

ýíåðãåòè÷åñêè áîëåå âûãîäíûìè ïî ñðàâíåíèþ ñ ñîñòîÿíèÿìè ñâîáîäíîé

òåîðèè. Íåñìîòðÿ íà òî, ÷òî ýíåðãèÿ � ýòî ðàçìåðíàÿ âåëè÷èíà, ðàññìàò-

ðèâàåìûå ðåøåíèÿ èçíà÷àëüíî èìåþò ìàñøòàá � ðàññòîÿíèå ìåæäó òî÷-

êàìè {xn}. Ïîýòîìó ìíîæåñòâî äîïóñòèìûõ ðåøåíèé îïèñûâàåòñÿ êàê

âåùåñòâåííàÿ ÷àñòü ïðîåêòèâíûõ ïðîñòðàíñòâ, òî åñòü â áåçðàçìåðíûõ

òåðìèíàõ. Ìû ïîêàæåì, ÷òî ýòî ìíîæåñòâî èìååò ñâÿçíûå êîìïîíåíòû

ñ íåïðåðûâíî ìåíÿþùåéñÿ ýíåðãèåé. Ýòî îáñòîÿòåëüñòâî ïîçâîëÿåò èñ-

ïîëüçîâàòü ðàññìàòðèâàåìóþ ìîäåëü äëÿ îïèñàíèÿ ñèñòåì ñ ðàçìåðíîé

òðàíñìóòàöèåé, òàê êàê â îáùåì ñëó÷àå ìàòðèöàM ìîæåò íåòðèâèàëüíî

(òî åñòü íå îáðàòíî-ïðîïîðöèîíàëüíî) çàâèñåòü îò ìàñøòàáà ðàññòîÿíèé

ìåæäó òî÷êàìè.

Òåðìèíû è óñëîâíûå îáîçíà÷åíèÿ. Â ðàáîòå èñïîëüçóþòñÿ ñëå-

äóþùèå îáîçíà÷åíèÿ. Ïîâòîðÿþùèåñÿ öåëî÷èñëåííûå èíäåêñû ïîäðàçó-

ìåâàþò ñóììèðîâàíèå. Ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå â êðóãëûõ ñêîáêàõ îçíà-

÷àåò ëèáî èíòåãðàë ïî òðåõìåðíîìó ïðîñòðàíñòâó è ñóììèðîâàíèå ïî

öåëî÷èñëåííûì èíäåêñàì, ëèáî òîëüêî ñóììèðîâàíèå (â çàâèñèìîñòè îò

îáúåêòîâ, ê êîòîðûì îíî ïðèìåíÿåòñÿ)

(A,B) =
∑

k

∫

R3

Āk
x
Bk

x
d3x.
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Ìû áóäåì íàçûâàòü îïåðàòîðîì Ëàïëàñà ∆ ñàìîñîïðÿæåííûé îïåðàòîð

ñ äåéñòâèåì

∆ = − ∂2

∂x2l
,

çàäàííûé íà çàìûêàíèè ïðîñòðàíñòâà ãëàäêèõ �óíêöèé (ñêàëÿðíûõ èëè

ïîïåðå÷íûõ) â ïðîñòðàíñòâå R
3
. Ìû áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî ðàçðåç êâàäðàò-

íîãî êîðíÿ íàïðàâëåí âäîëü ïîëîæèòåëüíîé ïîëóîñè

√
λ = −

√

λ̄, 0 < arg λ < 2π,

è ïðè ýòîì âûáðàíà âåòâü

√
ρ =

√

ρ+ i0 > 0, ρ > 0.

Ïîä îáîçíà÷åíèåì i0 ìû ïîíèìàåì ïðåäåë ñîîòâåòñòâóþùåãî âûðàæåíèÿ

ñî ñëàãàåìûì ±iε ïðè ε→ ±0

√

ρ± i0 = lim
ε→±0

√

ρ± iε.

Ñòðóêòóðà ðàáîòû. Äàëüíåéøåå èçëîæåíèå ñîñòîèò èç ñëåäóþùèõ

÷àñòåé. ×àñòè 1�3 ÿâëÿþòñÿ èíòåðïðåòàöèåé èçâåñòíûõ ðåçóëüòàòîâ òåî-

ðèè êâàíòîâûõ ïîëåé è òåîðèè îïåðàòîðîâ â �èëüáåðòîâûõ ïðîñòðàí-

ñòâàõ. Â ÷àñòè 1 ìû âûâîäèì óðàâíåíèÿ äëÿ ÿäðà êâàäðàòè÷íîé �îð-

ìû ãàóññîâà �óíêöèîíàëà è çàïèñûâàåì èõ ðåøåíèÿ, ïîëüçóÿñü òåîðèåé

ðàñøèðåíèé çàìêíóòûõ ïîëóîãðàíè÷åííûõ êâàäðàòè÷íûõ �îðì. Â ÷à-

ñòè 2 âûâîäÿòñÿ âûðàæåíèÿ äëÿ ðåçîëüâåíò ñàìîñîïðÿæåííûõ ðàñøèðå-

íèé ñèììåòðè÷åñêèõ îïåðàòîðîâ, ïàðàìåòðèçîâàííûõ ñ ïîìîùüþ ìàòðèö

M, ñâÿçûâàþùèõ ãðàíè÷íûå çíà÷åíèÿ. Â ÷àñòè 3, ïîëüçóÿñü �óíêöèî-

íàëüíûì èñ÷èñëåíèåì îïåðàòîðîâ, óñëîâèÿ äîïóñòèìîñòè çàïèñûâàþòñÿ

â òåðìèíàõ èíòåãðàëîâ îò ðåçîëüâåíò è èõ ïðîèçâîäíûõ. Â ÷àñòè 4 ñõî-

äèìîñòü âûøåíàçâàííûõ èíòåãðàëîâ ïåðåïèñûâàåòñÿ â âèäå óñëîâèé íà

ìàòðèöó M. Â ïÿòîé ÷àñòè âû÷èñëÿåòñÿ ðàçíîñòü ýíåðãèé äëÿ äîïóñòè-

ìûõ �óíêöèîíàëîâ íåêîòîðîãî ñïåöèàëüíîãî âèäà.
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1 �åøåíèÿ óðàâíåíèÿ äëÿ ñîáñòâåííûõ ñîñòîÿ-

íèé

Óðàâíåíèÿ äëÿ ÿäðà ãàóññîâà �óíêöèîíàëà. Çàïèøåì äåéñòâèå

ãàìèëüòîíèàíà H íà ãàóññîâ �óíêöèîíàë exp{−1
2Q(B)}

H exp{−1

2
Q(B)} =

= −
∫

R3

d3x
δ

δBk
x

δ

δBk
x

exp{−1

2
Q(B)}+ q(B) exp{−1

2
Q(B)} =

=
(

−
∫

R3

d3x
δQ(B)

δBk
x

δQ(B)

δBk
x

+

∫

R3

d3x
δ2Q(B)

δBk
x
δBk

x

+ q(B)
)

exp{−1

2
Q(B)}.

(5)

Çäåñü q(B) � ýòî êâàäðàòè÷íàÿ �îðìà îïåðàòîðà Ëàïëàñà

q(B) =

∫

R3

d3x
(∂Bk

x

∂xl

)2
.

Ïîäñòàâèì âìåñòî êâàäðàòè÷íîé �îðìû Q(B) åå âûðàæåíèå ÷åðåç ÿäðî
Qkl(x,y)

Q(B) =

∫

R3

d3x d3y Bk
x
Qkl(x,y)Bl

y
,

òîãäà âûðàæåíèå (5) ïåðåïèøåòñÿ â ñëåäóþùåì âèäå

H exp{−1

2
Q(B)} =

(

−1

2

∫

R3

Bl
y

(

Qkl(x,y)Qkl′(x,z)+

+Qlk(y,x)Qkl′(x,z)
)

Bl′

z
d3x d3y d3z + q(B) + TrQ

)

exp{−1

2
Q(B)},

ãäå

TrQ =

∫

R3

d3xQkk(x,x).

Äëÿ òîãî, ÷òîáû �óíêöèîíàë exp{−1
2Q(B)} áûë ñîáñòâåííûì ñîñòîÿíè-

åì îïåðàòîðà H ñ ñîáñòâåííûì çíà÷åíèåì TrQ, íåîáõîäèìî, ÷òîáû áûëî

âûïîëíåíî óñëîâèå

1

2

∫

R3

Bl
y

(

Qkl(x,y)Qkl′(x,z) +Qlk(y,x)Qkl′(x,z)
)

Bl′
z
d3x d3y d3z =

=

∫

R3

d3x
(∂Bk

x

∂xl

)2
. (6)
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Ìû áóäåì èñêàòü �óíêöèîíàë exp{−1
2Q(B)} êàê �óíêöèîíàë ñ ñèììåò-

ðè÷íûì ÿäðîì Qkl(x,y) = Qlk(y,x), â ýòîì ñëó÷àå óñëîâèå (6) èìååò

áîëåå ïðîñòîé âèä

∫

R3

Bl
y
Qlk(y,x)Qkl′(x,z)Bl′

z
d3x d3y d3z =

∫

R3

d3x
(∂Bk

x

∂xl

)2
. (7)

Çäåñü è äàëåå ìû ñ÷èòàåì, ÷òî è ïîëå Bk
x
, è ÿäðî Qkl(x,y) ïîïåðå÷-

íû ïî ïåðåìåííûì (x, k), (y, l) è íå òðåáóþò ââåäåíèÿ äîïîëíèòåëüíûõ

ïðîåêòîðîâ.

Îñíîâíîå ñîñòîÿíèå ñâîáîäíîãî ïîëÿ. Óñëîâèå (7) î÷åâèäíî âû-

ïîëíåíî, åñëè Q ÿâëÿåòñÿ ÿäðîì ïîëîæèòåëüíîãî êâàäðàòíîãî êîðíÿ èç

îïåðàòîðà Ëàïëàñà ∆
Q∆ = ∆1/2. (8)

Âàêóóìíûé �óíêöèîíàë

Ω∆ = exp{−1

2
Q∆(B)} (9)

è åãî âîçáóæäåíèÿ çàäàþò ñîáñòâåííûå ñîñòîÿíèÿ îïåðàòîðà �àìèëüòîíà

ñâîáîäíîãî êâàíòîâîãî ïîëÿ. Ýíåðãèÿ òàêîãî �óíêöèîíàëà ïðîïîðöèî-

íàëüíà èíòåãðàëó

TrQ∆ ∼
∫

R3

d3x

∫ ∞

0
λdλ

è ÿâëÿåòñÿ áåñêîíå÷íîé âåëè÷èíîé, êîòîðóþ íåîáõîäèìî âû÷èòàòü ïðè

âû÷èñëåíèè ýíåðãèè âîçáóæäåííûõ ñîñòîÿíèé. Äåéñòâèòåëüíî, êâàíòî-

âîå ñîñòîÿíèå, çàäàâàåìîå ïðîèçâåäåíèåì ïîëèíîìèàëüíîãî �óíêöèîíà-

ëà a(B) ñòåïåíè M íà Ω∆ ðàñêëàäûâàåòñÿ â ñóììó (èíòåãðàë)

a(B)Ω∆ =
M
∑

m=0

∫

dp1 . . . dpm ψ
m
σ1...σm

(p1, . . . pm)Bσ1

p1
. . .Bσm

pm
Ω∆, (10)

ãäå Bσ
p
� îïåðàòîð ðîæäåíèÿ áîçîíà ñ èìïóëüñîì p è ïîëÿðèçàöèåé σ.

Ïîñòðîåíèå îïåðàòîðîâ ðîæäåíèÿ âêëþ÷àåò â ñåáÿ äèàãîíàëèçàöèþ ÿäðà

(8) ñ ïîìîùüþ ïðåîáðàçîâàíèÿ Ôóðüå, òàê, ÷òîáû ðåçóëüòàò óäîâëåòâî-

ðÿë êîììóòàöèîííîìó ñîîòíîøåíèþ

HBσ
p
= Bσ

p
(H + |p|).

Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî

Ha(B)Ω∆ =

M
∑

m=0

∫

dp1 . . . dpm ψ
m
σ1...σm

(p1, . . . pm)
(

m
∑

k=1

|pk|+TrQ∆

)

Ω∆,
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òî åñòü äåéñòâèå ãàìèëüòîíèàíà HB íà ñîñòîÿíèå (10) ñâîäèòñÿ ê óìíî-

æåíèþ íà TrQ∆ è ñóììå íåêîòîðîãî ÷èñëà êîíå÷íûõ (â çàâèñèìîñòè îò

êîý�èöèåíòîâ ψ) äîáàâîê.
Ìåòîäû �óíêöèîíàëüíîãî èíòåãðèðîâàíèÿ [4℄ ïîçâîëÿþò ââåñòè íà

ìíîæåñòâå �óíêöèîíàëîâ âèäà (10) ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå. Îïðåäåëèì

åãî êàê �óíêöèîíàëüíûé èíòåãðàë ïî âñåì ïîëÿì Bx, íà êîòîðûõ çàäàíà

êâàäðàòè÷íàÿ �îðìà Q∆(B)

〈Ω1|Ω2〉 =
∫

Ω̄1(B)Ω2(B)
∏

x,k

δBk
x

è çà�èêñèðóåì íîðìèðîâêó

〈Ω∆|Ω∆〉 = 1.

Òîãäà, ïîëàãàÿ, ÷òî �óíêöèîíàëüíûé èíòåãðàë íå ìåíÿåòñÿ ïðè ñäâèãå

ïåðåìåííîé èíòåãðèðîâàíèÿ

〈Ω∆| exp{2
∫

Ak
x
Bk

x
d3x}|Ω∆〉 = exp{

∫

R3

Ak
x
Q−1

∆kl(x,y)A
l
y
d3x d3y},

ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå ñîñòîÿíèé âèäà (10) âû÷èñëÿåòñÿ ïî �îðìóëå

〈a1(B)Ω∆|a2(B)Ω∆〉 = 〈Ω∆|ā1(B)a2(B)|Ω∆〉 =

= ā1(
1

2

δ

δA
)a2(

1

2

δ

δA
) exp{

∫

R3

Ak
x
Q−1

∆kl(x,y)A
l
y
d3x d3y}.

Çäåñü Q−1
∆kl(x,y) � ýòî ÿäðî îïåðàòîðà, îáðàòíîãî ê ∆1/2

.

Äðóãèå ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ äëÿ ÿäðà êâàäðàòè÷íîé �îðìû.

Ïîêàæåì, ÷òî ó óðàâíåíèÿ (7) ìîãóò ñóùåñòâîâàòü äðóãèå ðåøåíèÿ, êðî-

ìå ÿäðà êâàäðàòíîãî êîðíÿ èç îïåðàòîðà Ëàïëàñà. Ìû ñïåöèàëüíî çàïè-

ñûâàåì ýòî óðàâíåíèå íå â âèäå ðàâåíñòâà îïåðàòîðîâ, à â âèäå ðàâåíñòâà

çíà÷åíèé êâàäðàòè÷íûõ �îðì. Ýòî ïîçâîëÿåò âîñïîëüçîâàòüñÿ âîçìîæ-

íîñòüþ ñóùåñòâîâàíèÿ ðàçëè÷íûõ êâàäðàòè÷íûõ �îðì, ïðèíèìàþùèõ

îäèíàêîâûå çíà÷åíèÿ íà îáùåé ÷àñòè (ïåðåñå÷åíèè) èõ îáëàñòåé îïðåäå-

ëåíèÿ. Îáîçíà÷èì êàê D[∆] ìíîæåñòâî ãëàäêèõ îäèí ðàç äè��åðåíöè-

ðóåìûõ ïîïåðå÷íûõ �óíêöèé íà ïðîñòðàíñòâå R
3
. Çàìûêàíèå D̄[∆] ýòî-

ãî ìíîæåñòâà ïî íîðìå, çàäàâàåìîé ïîëîæèòåëüíîé êâàäðàòè÷íîé �îð-

ìîé q(B), ñîõðàíÿåò óñëîâèå ïîïåðå÷íîñòè. Ïîýòîìó ìû áóäåì ñ÷èòàòü,

÷òî �óíêöèîíàëû êâàíòîâîé òåîðèè èçíà÷àëüíî îïðåäåëåíû íà ìíîæå-

ñòâå D[∆] è íåïðåðûâíî ïðîäîëæàþòñÿ íà D̄[∆]. Êâàäðàòè÷íàÿ �îðìà
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q(B) îïåðàòîðà Ëàïëàñà íà ïîïåðå÷íîì ïîäïðîñòðàíñòâå èìååò íåòðèâè-

àëüíûå ïîëóîãðàíè÷åííûå çàìêíóòûå ðàñøèðåíèÿ. Òî åñòü ñóùåñòâóþò

êâàäðàòè÷íûå �îðìû

qM(B) : DM → C,

òàêèå, ÷òî

qM(B) = q(B), B ∈ D[∆] ⊂ DM,

è ïðè ýòîì îáëàñòü îïðåäåëåíèÿ DM ñòðîãî áîëüøå, ÷åì D[∆]. Äàëåå ìû
áóäåì ïàðàìåòðèçîâàòü èíòåðåñíûå íàì ðàñøèðåíèÿ ñ ïîìîùüþ íàáîðà

òî÷åê x1, . . .xN è ñèììåòðè÷íîé ìàòðèöû M ðàçìåðà 3N × 3N .

Ïî òåîðåìå VIII.15 èç [5℄ êâàäðàòè÷íàÿ �îðìà qM(B) ìîæåò áûòü

çàäàíà ñ ïîìîùüþ íåêîòîðîãî ñàìîñîïðÿæåííîãî îïåðàòîðà TM

qM(B) = (B,TMB), B ∈ D(TM) ⊂ DM.

Äàííîå ñîîòíîøåíèå âûïîëíÿåòñÿ íà îáëàñòè îïðåäåëåíèÿ îïåðàòîðà

D(TM), è, ïîëüçóÿñü ïîëóîãðàíè÷åííîñòüþ, íåïðåðûâíî ïðîäîëæàåòñÿ

äî çàìêíóòîãî ìíîæåñòâà DM, êîòîðîå â ëèòåðàòóðå òàêæå îáîçíà÷à-

åòñÿ êàê D[TM]. Çíàÿ ñïåêòðàëüíîå ðàçëîæåíèå îïåðàòîðà TM ìîæíî

ïîñòðîèòü êâàäðàòíûé êîðåíü T
1/2
M , òî åñòü, îïåðàòîð, äëÿ êîòîðîãî, â

òîì ÷èñëå, âûïîëíÿåòñÿ ñîîòíîøåíèå

(T
1/2
M B,T

1/2
M B) = qM(B),

êîòîðîå ïðè ñóæåíèè íà ìíîæåñòâî D[∆] äàåò ðåøåíèå óðàâíåíèÿ (6).

È, òàêèì îáðàçîì, êâàäðàòè÷íàÿ �îðìà QM(B) îïåðàòîðà T
1/2
M

QM(B) = (B,T
1/2
M B), B ∈ D(TM) (11)

ìîæåò áûòü èñïîëüçîâàíà äëÿ ïîñòðîåíèÿ ñîáñòâåííûõ ñîñòîÿíèé

ΩM = exp{−1

2
QM(B)} = exp{−1

2

∫

R3

BxT
1/2
M (x,y)By d

3x d3y} (12)

îïåðàòîðà H

HΩM = TrT
1/2
M ΩM.

Çäåñü ñòîèò îòìåòèòü, ÷òî íåñìîòðÿ íà òî, ÷òî êâàäðàòè÷íàÿ �îðìà qM
íà ìíîæåñòâå D[∆] ⊂ D[TM] ñîâïàäàåò ñ êâàäðàòè÷íîé �îðìîé q(B)
îïåðàòîðà Ëàïëàñà ∆, äåéñòâèå êâàäðàòè÷íîé �îðìû QM(B) îïåðàòî-

ðà T
1/2
M íà D[∆] ïðèíöèïèàëüíî îòëè÷àåòñÿ îò äåéñòâèÿ �îðìû Q∆(B)

êîðíÿ èç îïåðàòîðà Ëàïëàñà. Òî åñòü ãàóññîâ �óíêöèîíàë ΩM ÿâëÿåòñÿ

åùå îäíèì, îòëè÷íûì îò ñâîáîäíîãî, ðåøåíèåì óðàâíåíèÿ íà ñîáñòâåí-

íûå ñîñòîÿíèÿ (3).
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2 �åçîëüâåíòû ñàìîñîïðÿæåííûõ ðàñøèðåíèé ñèì-

ìåòðè÷åñêîãî îïåðàòîðà

Ôîðìóëà Êðåéíà. �àññìîòðèì áîëåå ïîäðîáíî, êàê âûãëÿäÿò çàìêíó-

òûå ðàñøèðåíèÿ êâàäðàòè÷íîé �îðìû îïåðàòîðà Ëàïëàñà q(B). Äëÿ ýòî-
ãî îáðàòèìñÿ ê òåîðèè Áèðìàíà-Âèøèêà-Êðåéíà [6℄, [7℄, [8℄, îïèñûâàþ-

ùåé ñòðóêòóðó ñàìîñîïðÿæåííûõ ðàñøèðåíèé ïîëóîãðàíè÷åííûõ ñèì-

ìåòðè÷åñêèõ îïåðàòîðîâ. Áóäåì ïðåäïîëàãàòü, ÷òî àñèìïòîòè÷åñêè ñâî-

áîäíîå âçàèìîäåéñòâèå ïîëÿ B ñ äðóãèìè ïîëÿìè ïîñëå ïåðåíîðìèðîâ-

êè ñâîäèòñÿ ê ïîÿâëåíèþ íåòðèâèàëüíûõ ãðàíè÷íûõ óñëîâèé. À èìåííî,

ïðåäïîëîæèì, ÷òî îïåðàòîðû ðîæäåíèÿ âòîðîãî ïîëÿ â òî÷êàõ x1, . . .xN

ïðèâîäÿò ê âîçìîæíîñòè íåîãðàíè÷åííîãî ðîñòà äëÿ ïîëÿ B â ýòèõ òî÷-

êàõ è ðàñõîäèìîñòÿì, ãëàâíûå ÷ëåíû àñèìïòîòèê êîòîðûõ ñâÿçàíû ìåæ-

äó ñîáîé ìàòðèöåé M, çàâèñÿùåé îò âîëíîâîé �óíêöèè âòîðîãî ïîëÿ.

�àññìîòðèì îïåðàòîð ∆{xn}, äåéñòâèå êîòîðîãî ñîâïàäàåò ñ äåéñòâè-
åì îïåðàòîðà Ëàïëàñà, íî îïðåäåëåííûé íà ìíîæåñòâå W{xn} ãëàäêèõ

ïîïåðå÷íûõ �óíêöèé, èñ÷åçàþùèõ â òî÷êàõ x1, . . .xN âìåñòå ñ ïåðâû-

ìè ïðîèçâîäíûìè. Òàêîé îïåðàòîð ÿâëÿåòñÿ ñèììåòðè÷åñêèì îïåðàòî-

ðîì ñ íåòðèâèàëüíûìè èíäåêñàìè äå�åêòà (3N, 3N) èëè (3NC, 3NC),
C > 1 äëÿ òåîðèè ñ âíóòðåííåé ñèììåòðèåé. Äëÿ îïèñàíèÿ ñàìîñîïðÿ-

æåííûõ ðàñøèðåíèé ýòîãî îïåðàòîðà â òåðìèíàõ ãðàíè÷íûõ çíà÷åíèé

óäîáíî âîñïîëüçîâàòüñÿ òåîðèåé âåêòîðîâ ãðàíè÷íûõ çíà÷åíèé [9℄.

Òåîðèÿ Áèðìàíà-Âèøèêà-Êðåéíà èñïîëüçóåò ïîíÿòèå àíàëèòè÷åñêî-

ãî äå�åêòíîãî âåêòîðà

1

. Ïóñòü �óíêöèÿDα
λ̄
(x), α = {m,n} ÿâëÿåòñÿ ýëå-

ìåíòîì äå�åêòíîãî ïîäïðîñòðàíñòâà îïåðàòîðà ∆{xn} äëÿ òî÷êè λ ∈ C,

íå ëåæàùåé íà ïîëîæèòåëüíîé ïîëóîñè, òî åñòü óäîâëåòâîðÿåò óðàâíå-

íèþ

(

Dα
λ̄ , (∆− λ)h

)

= 0, h ∈ W{xn}.

Ïóñòü òàêæå �óíêöèÿ Dα
λ (x) àíàëèòè÷íà ïî ïàðàìåòðó λ è óäîâëåòâî-

ðÿåò óñëîâèþ

Dλ = Dµ + (λ− µ)RλDµ, (13)

ãäå Rλ � ýòî ðåçîëüâåíòà íåêîòîðîãî âûäåëåííîãî ñàìîñîïðÿæåííîãî ðàñ-

øèðåíèÿ îïåðàòîðà ∆{xn}. Óäîáíî ñ÷èòàòü, ÷òî Rλ � ýòî ðåçîëüâåíòà

1

Çäåñü òåðìèí âåêòîð èñïîëüçóåòñÿ â ìàòåìàòè÷åñêîì ñìûñëå äëÿ îáîçíà÷åíèÿ

ýëåìåíòà êîíå÷íîìåðíîãî äå�åêòíîãî ïîäïðîñòðàíñòâà. Ñ òî÷êè çðåíèÿ �èçèêè ââî-

äèìûé îáúåêò ÿâëÿåòñÿ òåíçîðîì, òàê êàê ïîìèìî èíäåêñà m, ñîäåðæàùåãîñÿ â α, îí,

êàê ýëåìåíò ïðîñòðàíñòâà ïîïåðå÷íûõ �óíêöèé, èìååò åùå îäèí âåêòîðíûé èíäåêñ.
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îïåðàòîðà Ëàïëàñà

Rkk′

λ (x,y) =
ei
√
λ|x−y|

4π|x− y|δkk′ ,

êîòîðàÿ, êàê íåñëîæíî óâèäåòü, îñòàâëÿåò ïîïåðå÷íîå ïðîñòðàíñòâî èí-

âàðèàíòíûì. Â ýòîì ñëó÷àå ïîïåðå÷íûå àíàëèòè÷åñêèå äå�åêòíûå âåê-

òîðû èìåþò ñëåäóþùèé âèä [10℄

Dmn
λ (x) = ∂ × ((x− xn)× ∂)

√
2w(

√
λ|x− xn|)

3
√
λ|x− xn|

Y1m(
x− xn

|x− xn|), (14)

ãäå

w(t) =
3

2

d

dt

eit − 1

t
=

3

2t2
(iteit − eit + 1), (15)

à Y1m � ýòî ñ�åðè÷åñêàÿ �óíêöèÿ. Àíàëèòè÷åñêèå äå�åêòíûå âåêòîðû

äëÿ ñêàëÿðíîãî îïåðàòîðà ∆{xn} âûãëÿäÿò ñëåäóþùèì îáðàçîì

Dn
λ =

ei
√
λ|x−x

n|

|x− xn| . (16)

Òåîðèÿ ñèíãóëÿðíûõ âîçìóùåíèé [2℄ èíòåðïðåòèðóåò âåêòîðû Dα
λ êàê

ðåçóëüòàò ïðèìåíåíèÿ ðåçîëüâåíòû íåâîçìóùåííîãî îïåðàòîðà ∆ ê ñèí-

ãóëÿðíîìó ïîòåíöèàëó, òî åñòü ê δ-�óíêöèè, âçÿòîé â îäíîé èç òî÷åê xn
.

Äëÿ ñêàëÿðíîãî ñëó÷àÿ (16) ýòà èíòåðïðåòàöèÿ î÷åâèäíà (ñ òî÷íîñòüþ

äî êîý��èöèåíòà), â òî âðåìÿ êàê äëÿ âåêòîðíîãî îíà íå î÷åíü íàãëÿäíà

èç-çà íåîáõîäèìîñòè ïðèìåíåíèÿ ïðîåêòîðîâ.

Â ðàáîòå Êðåéíà [8℄ ïîêàçàíî, ÷òî ðåçîëüâåíòà R̃λ ñàìîñîïðÿæåííîãî

ðàñøèðåíèÿ îáùåãî âèäà îïåðàòîðà ∆{xn} âûðàæàåòñÿ ÷åðåç ðåçîëüâåí-

òó Rµ ñëåäóþùèì îáðàçîì

R̃λ = Rλ + bαβ(λ)D
α
λ (D

β
λ̄
, · ), (17)

ïðè óñëîâèè, ÷òî �óíêöèÿ bαβ(λ) óäîâëåòâîðÿåò óðàâíåíèþ (�îðìóëå

Êðåéíà)

b−1
αβ(λ)− b−1

αβ(µ) = (µ− λ)(Dα
λ̄ ,D

β
µ). (18)

Òàêèì îáðàçîì, ïåðåáèðàÿ ðàçíûå ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ (18) ìû áóäåì

ïîëó÷àòü ðåçîëüâåíòû (17) ðàçíûõ ñàìîñîïðÿæåííûõ ðàñøèðåíèé ñèì-

ìåòðè÷åñêîãî îïåðàòîðà ∆{xn}.
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�åøåíèÿ óðàâíåíèÿ èç �îðìóëû Êðåéíà. Äëÿ ïàðàìåòðèçàöèè

ðåøåíèé óðàâíåíèÿ (18) îáðàòèìñÿ ê òåîðèè âåêòîðîâ ãðàíè÷íûõ çíà-

÷åíèé. �àññìîòðèì îïåðàòîð ∆∗
{xn}, ñîïðÿæåííûé ê ∆{xn}. Åãî îáëàñòü

îïðåäåëåíèÿ W
∗
{xn} ñîñòîèò èç ýëåìåíòîâ d, òàêèõ, ÷òî âûðàæåíèå

(d,∆xn
h) = (d,∆h), h ∈ W{xn}

ÿâëÿåòñÿ îãðàíè÷åííûì ëèíåéíûì �óíêöèîíàëîì ïî h. Òàê êàê îïåðà-

òîð ∆{xn} çàäàí íà ìíîæåñòâå �óíêöèé, èñ÷åçàþùèõ â îêðåñòíîñòÿõ òî-
÷åê xn âìåñòå ñ ïåðâûìè ïðîèçâîäíûìè, òî îïåðàòîð ∆∗

{xn} îïðåäåëåí íà
áîëåå øèðîêîì ìíîæåñòâå, âêëþ÷àþùåì â ñåáÿ �óíêöèè, íåîãðàíè÷åí-

íî ðàñòóùèå â òî÷êàõ xn (çàìûêàåìîñòü îïåðàòîðà ∆{xn} è ñîõðàíåíèå

ïîâåäåíèÿ îáëàñòè îïðåäåëåíèÿ â òî÷êàõ xn äîëæíû, ðàçóìååòñÿ, ïðî-

âåðÿòüñÿ îòäåëüíî). Ââåäåì íà ìíîæåñòâå W
∗
{xn} îïåðàòîðû ãðàíè÷íûõ

çíà÷åíèé Ξ è Γ êàê ëèíåéíûå îòîáðàæåíèÿ

Ξ : W
∗
{xn} → C

3N , Γ : W
∗
{xn} → C

3N ,

îáðàùàþùèåñÿ â íîëü íà ìíîæåñòâå W{xn} è óäîâëåòâîðÿþùèå ðàâåí-

ñòâó

(∆∗
{xn}d, g) − (d,∆∗

{xn}g) = (Γd,Ξg)− (Ξd,Γg), d, g ∈ W
∗
{xn}.

Çäåñü â ïðàâîé ÷àñòè ñòîÿò ñêàëÿðíûå ïðîèçâåäåíèÿ â êîíå÷íîìåðíîì

ïðîñòðàíñòâå C
3N
. Â óïðîùåííîì âèäå Ξ è Γ ìîæíî ïîíèìàòü êàê âåê-

òîðíûå ëèíåéíûå �óíêöèîíàëû, ñîïîñòàâëÿþùèå ïîïåðå÷íûì �óíêöè-

ÿì, ñîîòâåòñòâåííî, âåêòîðà ïåðâûõ è âòîðûõ êîý��èöèåíòîâ ðàçëîæå-

íèÿ â îêðåñòíîñòÿõ òî÷åê xn.

Îïåðàòîðû Ξ è Γ, î÷åâèäíî, îïðåäåëåíû ñ òî÷íîñòüþ äî óíèòàðíîãî

ïðåîáðàçîâàíèÿ â C
3N
. Áîëåå òîãî, èõ ìîæíî âûáðàòü òàêèì îáðàçîì,

÷òîáû äëÿ âñåõ òî÷åê λ, â êîòîðûõ îïðåäåëåíà ðåçîëüâåíòà Rλ è àíàëè-

òè÷åñêèå äå�åêòíûå âåêòîðû Dα
λ , âûïîëíÿëîñü óñëîâèå

[ΞDα
λ ]β = δαβ ,

(òî åñòü êîý��èöèåíòû ïðè ñòàðøèõ ðàñõîäèìîñòÿõ â òî÷êàõ xn ó 3

ðàçíûõ êîìïîíåíò àíàëèòè÷åñêèõ äå�åêòíûõ âåêòîðîâ Dmn
λ ðàâíû åäè-

íèöå). Â òî æå âðåìÿ äëÿ äåéñòâèÿ îïåðàòîðà Γ íà âåêòîðû Dα
λ ìû áóäåì

ïðåäïîëàãàòü âûïîëíåíèå óñëîâèé âåùåñòâåííîñòè è ñèììåòðè÷íîñòè

[ΓDα
λ ]β = [ΓDα

λ̄ ]β , [ΓDα
λ ]β = [ΓDβ

λ ]α.
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Òåïåðü ìîæíî ïîêàçàòü, ÷òî �óíêöèÿ bαβ(λ), îïðåäåëåííàÿ ÷åðåç ñîîò-

íîøåíèå

b−1
αβ(λ) = Mαβ − [ΓDα

λ ]β, (19)

óäîâëåòâîðÿåò óðàâíåíèþ (18). Äåéñòâèòåëüíî

b−1
αβ(λ)−b−1

αβ(µ) = [ΓDα
µ ]β − [ΓDα

λ ]β = [ΓDβ
µ ]α − [ΓDα

λ ]β =

=(ΞDα
λ̄ ,ΓD

β
µ)− (ΓDα

λ̄ ,ΞD
β
µ) = (Dα

λ̄ ,∆
∗
{xn}D

β
µ)− (∆∗

{xn}D
α
λ̄ ,D

β
µ) =

=(µ − λ)(Dα
λ̄ ,D

β
µ). (20)

Äëÿ òîãî, ÷òîáû �óíêöèÿ RM
λ , ïîñòðîåííàÿ ïî âûðàæåíèþ (17) ñ ïîìî-

ùüþ �óíêöèè (19), ÿâëÿëàñü ðåçîëüâåíòîé ñàìîñîïðÿæåííîãî îïåðàòî-

ðà, íåîáõîäèìî, ÷òîáû áûëî âûïîëíåíî óñëîâèå

RM∗
λ = RM

λ̄ , [RM∗
λ ]αβ(x,y) = [RM

λ̄ ]βα(y,x).

Èç ýòîãî óñëîâèÿ è ñâîéñòâà

D̄α
λ = Dα

λ̄ ,

ñëåäóåò, ÷òî

bαβ(λ) = bβα(λ̄),

è äàëåå ìû ïðèõîäèì ê óñëîâèþ ýðìèòîâîñòè ìàòðèöû M èç (19)

MT = M̄, M̄αβ = Mβα.

Î÷åâèäíî, ÷òî ðàçíûì ýðìèòîâûì ìàòðèöàìM ñîîòâåòñòâóþò ÿäðà ðàç-

íûõ ðåçîëüâåíò (17), òî åñòü ðàçíûå ñàìîñîïðÿæåííûå ðàñøèðåíèÿ îïå-

ðàòîðà ∆{xn}. Äëÿ òîãî, ÷òîáû ïåðå÷èñëèòü ðåçîëüâåíòû âñåõ âîçìîæ-

íûõ ñàìîñîïðÿæåííûõ ðàñøèðåíèé îïåðàòîðà ∆{xn}, íåîáõîäèìî òàêæå
ïðèíÿòü â ðàñ÷åò ìàòðèöû, îáðàùàþùèåñÿ â áåñêîíå÷íîñòü íà êàêèõ-

ëèáî ïîäïðîñòðàíñòâàõ ïðîñòðàíñòâà C
3N
. Èëè, ÷òî áîëåå òî÷íî, íåîá-

õîäèìî äîïîëíèòü �îðìóëó Êðåéíà ïðîåêòîðàìè Pm
α íà âñå âîçìîæíûå

ïîäïðîñòðàíñòâà ðàçìåðíîñòè M , 0 ≤M ≤ 3N

RM
λ = Rλ + bmm′(λ)Pm

α D
α
λ (P̄

m′

β Dβ
λ̄
, · ), m,m′ = 1, . . .M, (21)

ãäå

b−1
mm′(λ) = Mmm′ − P̄m

α [ΓDα
λ ]βP

m′

β , P̄m
α P

m′

α = δmm′ . (22)

Â ÷àñòíîñòè, îïåðàòîðó Ëàïëàñà ñîîòâåòñòâóåò ìàòðèöà M, áåñêîíå÷íàÿ

íà âñåì ïðîñòðàíñòâå C
3N
, èëè ïðîåêòîð P íà ïóñòîå ïðîñòðàíñòâî, ÷òî

ïîðîæäàåò �óíêöèþ bαβ(λ), òîæäåñòâåííî ðàâíóþ íóëþ.
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Òàêæå ñòîèò îòìåòèòü, ÷òî íóëè îïðåäåëèòåëÿ ïðàâîé ÷àñòè â ðåøå-

íèÿõ (19) è (22) ïîðîæäàþò ïîëþñà ðåçîëüâåíòû (17).

�ðàíè÷íûå çíà÷åíèÿ è ìàòðèöà M. Ïîêàæåì òåïåðü, êàê ìàòðè-

öà M îïèñûâàåò îáëàñòü îïðåäåëåíèÿ ñàìîñîïðÿæåííîãî ðàñøèðåíèÿ â

òåðìèíàõ ãðàíè÷íûõ çíà÷åíèé. Óòâåðæäåíèå ñîñòîèò â òîì, ÷òî îáëàñòü

îïðåäåëåíèÿ ñàìîñïðÿæåííîãî ðàñøèðåíèÿ TM ñ ðåçîëüâåíòîé RM
λ , çà-

äàâàåìîé ñ ïîìîùüþ �óíêöèè (19), èìååò ñëåäóþùèé âèä

D(TM) = {d ∈ W
∗
{xn} : MΞd = Γd}. (23)

Äåéñòâèòåëüíî, èç òåðèè Áèðìàíà-Âèøèêà-Êðåéíà ñëåäóåò, ÷òî îáëàñòü

îïðåäåëåíèÿ îïåðàòîðà TM ðàçëàãàåòñÿ â ïðÿìóþ ñóììó ïðîñòðàíñòâà

W{xn} è ëèíåéíîé îáîëî÷êè âåêòîðîâ RM
λ Dβ

µ , µ < 0

D(TM) = W{xn} ∔ {RM
λ Dβ

µ}, µ < 0.

Îïåðàòîðû Ξ è Γ ðàâíû íóëþ íà ïðîñòðàíñòâå W{xn}, ïîýòîìó äîñòàòî÷-

íî ïðîâåðèòü, ÷òî îïåðàòîð MΞ−Γ çàíóëÿåòñÿ íà âåêòîðàõ âèäà RM
λ Dβ

µ ,

Ïîäåéñòâóåì îïåðàòîðîì MΞ− Γ íà ýëåìåíò RM
λ Dβ

µ

Mαα′ [ΞRM
λ Dβ

µ ]α′ − [ΓRM
λ Dβ

µ ]α = Mαα′ [ΞRλD
β
µ ]α′+ (24)

+Mαα′ [ΞDγ
λ]α′bγγ′(λ)(Dγ′

λ̄
,Dβ

µ)− [ΓRλD
β
µ ]α − [ΓDγ

λ]αbγγ′(λ)(Dγ′

λ̄
,Dβ

µ) =

=Mαα′ [ΞRλD
β
µ ]α′ +

(

Mαγ − [ΓDγ
λ]α
)

bγγ′(λ)(Dγ′

λ̄
,Dβ

µ)− [ΓRλD
β
µ ]α.

(25)

Åñëè Rλ � ýòî ðåçîëüâåíòà îïåðàòîðà Ëàïëàñà, òî îáëàñòü åå çíà÷åíèé íå

ñîäåðæèò ðàñõîäÿùèåñÿ �óíêöèè è îáíóëÿåòñÿ îïåðàòîðîì Ξ. Ïîýòîìó
ïåðâîå ñëàãàåìîå â (25) ñîäåðæèò íóëåâîé ñîìíîæèòåëü

[ΞRλD
β
µ ]α′ = 0.

Èç îïðåäåëåíèÿ (19) ñëåäóåò, ÷òî

(

Mαγ − [ΓDγ
λ]α
)

bγγ′(λ) = δαγ′ ,

è, òàêèì îáðàçîì, âòîðîå ñëàãàåìîå â (25) ðàâíî (Dα
λ̄
,Dβ

µ). Òðåòüå ñëà-
ãàåìîå ñ ïîìîùüþ óðàâíåíèÿ (13) ïðåîáðàçóåòñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì

[ΓRλD
β
µ ]α = (λ− µ)−1[Γ(Dβ

λ −Dβ
µ)]α =

= (λ− µ)−1
(

(ΞDα
λ̄ ,ΓD

β
µ)− (ΓDα

λ̄ ,ΞD
β
µ)
)

= (Dα
λ̄ ,D

β
µ),

è, ñëåäîâàòåëüíî, ïîñëåäíèå äâà ñëàãàåìûõ â (25) ñîêðàùàþòñÿ.
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3 Óñëîâèÿ äîïóñòèìîñòè â òåðìèíàõ ìàòðèöû M
�åçîëüâåíòà îïåðàòîðà TM ïîçâîëÿåò ïîñòðîèòü äëÿ íåãî �óíêöèîíàëü-

íîå èñ÷èñëåíèå. Äëÿ �óíêöèè f ñ êîíå÷íûì ÷èñëîì ðàçðåçîâ è îñîáåí-

íîñòåé îò îïåðàòîðà TM ñ íåïðåðûâíûì ñïåêòðîì ëåæàùèì íà ïîëîæè-

òåëüíîé ïîëóîñè è êîíå÷íûì ÷èñëîì äèñêðåòíûõ îòðèöàòåëüíûõ ñîá-

ñòâåííûõ çíà÷åíèé ρm ñïðàâåäëèâà ñëåäóþùàÿ �îðìóëà

f(TM) =
1

2πi

∫ ∞

0
(RM

ρ+i0 −RM
ρ−i0)f(ρ) dρ−

∑

m

f(ρm)Res[RM
λ ]|λ=ρm . (26)

Ïðè ýòîì îñîáåííîñòè � ïîëþñà è ðàçðåçû � �óíêöèè f íå äîëæíû íà-

êëàäûâàòüñÿ íà îñîáåííîñòè ðåçîëüâåíòû.

Âîñïîëüçóåìñÿ âûðàæåíèåì (26) äëÿ îïðåäåëåíèÿ íîðìèðîâêè �óíê-

öèîíàëà (12). Ôîðìóëà äëÿ �óíêöèîíàëüíîãî èíòåãðàëà îò �àóññîâà �óíê-

öèîíàëà äàåò ñëåäóþùåå ñîîòíîøåíèå

〈ΩM|ΩM〉
〈Ω∆|Ω∆〉

=
Det∆1/4

Det(ReT
1/2
M )1/2

= exp{1
2
Tr(ln∆1/2 − lnReT

1/2
M )}. (27)

Ïðè ïîïûòêå ïîäñòàâèòü èíòåãðàë (26) â ýòî ñîîòíîøåíèå âèäíî, ÷òî îò-

ðèöàòåëüíûå ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ äèñêðåòíîãî ñïåêòðà ρm äàäóò âêëà-

äû âèäà

exp{−1

2
lnRe

√
ρm} = exp{−1

2
ln 0},

òî åñòü áåñêîíå÷íî áîëüøèå ñîìíîæèòåëè â íîðìèðîâêå. Òàêèì îáðà-

çîì, ìîæíî ñäåëàòü âûâîä, ÷òî ðàñøèðåíèÿ TM ñ äèñêðåòíûì ñïåêòðîì

ÿâëÿþòñÿ íåäîïóñòèìûìè ñ òî÷êè çðåíèÿ óñëîâèÿ 1 íà ñòð. 4. Ïî ýòîé

ïðè÷èíå äàëåå ìû áóäåì ðàññìàòðèâàòü òîëüêî òàêèå îïåðàòîðû TM, ó

êîòîðûõ îòñóòñòâóåò äèñêðåòíûé ñïåêòð.

Ïðèìåíèì òåïåðü �îðìóëó (26) äëÿ ïîñòðîåíèÿ ñàìîãî �óíêöèîíàëà

ΩM. �àññìàòðèâàÿ èíòåãðàëû ïî êîíòóðó âîêðóã ïîëîæèòåëüíîé ïîëó-

îñè, ìîæíî ïîêàçàòü, ÷òî åñëè âçÿòü â êà÷åñòâå f(ρ) êâàäðàòíûé êîðåíü
è íàïðàâèòü åãî ðàçðåç âäîëü îòðèöàòåëüíîé ïîëóîñè, òî äëÿ ÿäðà

T
1/2
M (x,y) =

1

2πi

∫ ∞

0

(

RM
ρ+i0(x,y)−RM

ρ−i0(x,y)
)√
ρ dρ,

áóäåò âûïîëíåíî ðàâåíñòâî

T
1/2
M T

1/2
M =

1

2πi

∫ ∞

0
(RM

ρ+i0 −RM
ρ−i0)ρ dρ = TM.

16



Äëÿ òîãî, ÷òîáû âûïîëíÿëîñü óðàâíåíèå (7) íåîáõîäèìà ñèììåòðè÷íîñòü

ÿäðà T
1/2
M . Ïîäñòàíîâêà ðåçîëüâåíòû èç �îðìóëû Êðåéíà (17) â (26) äàåò

äëÿ ýòîãî ÿäðà ñëåäóþùåå âûðàæåíèå

T
1/2
M (x,y) =

1

2πi

∫ ∞

0

(

Rρ+i0(x,y) + bαβ(ρ+ i0)Dα
ρ+i0(x)D

β
ρ+i0(y)−

−Rρ−i0(x,y)− bαβ(ρ− i0)Dα
ρ−i0(x)D

β
ρ−i0(y)

)√
ρ dρ.

Çäåñü ìû îïóñòèëè èíäåêñû ó T
1/2
M (x,y), Rλ(x,y) è Dα

λ (x). Äëÿ òîãî,

÷òîáû ÿäðî T
1/2
M (x,y) áûëî ñèììåòðè÷íî, íåîáõîäèìî, ÷òîáû ìàòðèöà

Mαβ , êîòîðàÿ âõîäèò â bαβ(λ), áûëà íå ïðîñòî ýðìèòîâîé, à ñèììåòðè÷-
íîé.

Òåïåðü, âîñïîëüçîâàâøèñü �îðìóëîé äëÿ ÿäðà T
1/2
∆ (x,y), çàïèøåì

ðàçíîñòü ñëåäîâ êâàäðàòíûõ êîðíåé ðàñøèðåíèÿ TM è îïåðàòîðà Ëà-

ïëàñà

E(M) = TrT
1/2
M − Tr∆1/2 =

1

2πi

∫ ∞

0

(

bαβ(ρ+ i0)(Dα
ρ−i0,D

β
ρ+i0)−

− bαβ(ρ− i0)(Dα
ρ+i0,D

β
ρ−i0)

)√
ρ dρ. (28)

Âû÷èñëåíèå (20) ïîçâîëÿåò ïðåîáðàçîâàòü ñêàëÿðíûå ïðîèçâåäåíèÿ

(Dα
ρ−i0,D

β
ρ+i0), äåéñòâèòåëüíî

(Dα
µ̄ ,D

β
λ) =

[ΓDα
µ ]β − [ΓDα

λ ]β

µ− λ
. (29)

Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî

(Dα
µ̄ ,D

β
µ) =

d

dµ
[ΓDα

µ ]β,

è â ðåçóëüòàòå, èñïîëüçóÿ (19), ìû ïîëó÷àåì ñëåäóþùåå âûðàæåíèå äëÿ

ðàçíîñòè ñëåäîâ (28)

E(M) =
1

2πi

∫ ∞

0

(dΓαβ
µ

dµ
(M− Γµ)

−1
αβ

∣

∣

ρ+i0
− dΓαβ

µ

dµ
(M− Γµ)

−1
αβ

∣

∣

ρ−i0

)√
ρ dρ,

(30)

ãäå ìû ââåëè åñòåñòâåííîå îáîçíà÷åíèå

Γαβ
µ = [ΓDα

µ ]β.
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Ïðèìèíèòåëüíî ê íîðìèðîâêå (27), �óíêöèîíàëüíîå èñ÷èñëåíèå äëÿ îïå-

ðàòîðà TM äàåò ñëåäóþùèé ðåçóëüòàò

〈ΩM|ΩM〉
〈Ω∆|Ω∆〉

=
1

2πi

∫ ∞

0

(dΓαβ
µ

dµ
(M− Γµ)

−1
αβ

∣

∣

ρ+i0
−

− dΓαβ
µ

dµ
(M− Γµ)

−1
αβ

∣

∣

ρ−i0

)

ln ρ dρ. (31)

Òàêèì îáðàçîì, óñëîâèå äîïóñòèìîñòè �óíêöèîíàëà ΩM, çàäàííîãî âû-

ðàæåíèåì (12), ñâîäèòñÿ ê îòñóòñòâèþ äèñêðåòíîãî ñïåêòðà è êîíå÷íîñòè

èíòåãðàëîâ (30) è (31).

4 Ñõîäèìîñòü èíòåãðàëîâ

Ïîñìîòðèì, êàêèì óñëîâèÿì äîëæíà óäîâëåòâîðÿòü ìàòðèöà M, ÷òîáû

�óíêöèîíàë ΩM áûë äîïóñòèìûì. Êëþ÷åâûì îáúåêòîì äëÿ âû÷èñëåíèÿ

èíòåãðàëîâ (30) è (31) ÿâëÿåòñÿ ìàòðèöà Γαβ
µ , èçíà÷àëüíî îïðåäåëåííàÿ

êàê ìàòðèöà âòîðûõ êîý��èöèåíòîâ â ðàçëîæåíèè ñèíãóëÿðíîñòåé àíà-

ëèòè÷åñêèõ äå�åêòíûõ âåêòîðîâ â îêðåñòíîñòÿõ òî÷åê x1, . . .xN . Äðó-

ãèì îïðåäåëåíèåì äëÿ ìàòðèöû Γαβ
µ ìîæåò ñëóæèòü óðàâíåíèå (29), ðå-

øåíèå êîòîðîãî �èêñèðóåòñÿ ñ òî÷íîñòüþ äî ìàòðèöû, íå çàâèñÿùåé îò

ñïåêòðàëüíîãî ïàðàìåòðà. Òàêèì îáðàçîì ââîäèòñÿ Q-�óíêöèÿ, èñïîëü-
çóåìàÿ â òåîðèè ñèíãóëÿðíûõ âîçìóùåíèé [2℄. Â äàëüíåéøèõ âû÷èñëåíè-

ÿõ ìû íèãäå íå áóäåì îïèðàòüñÿ íà ïðîèñõîæäåíèå ìàòðèöû Γαβ
µ , îäíà-

êî, íàì áóäåò óäîáíî èìåòü äëÿ íåå óáûâàþùóþ àñèìïòîòèêó íà áåñêî-

íå÷íîñòè äëÿ âíåäèàãîíàëüíûõ ÷ëåíîâ. Ïîýòîìó ìû ïî-ïðåæíåìó áóäåì

ñ÷èòàòü, ÷òî Γαβ
µ � ýòî ìàòðèöà âåêòîðîâ ãðàíè÷íûõ çíà÷åíèé.

Â äàííîé ðàáîòå ìû îãðàíè÷èìñÿ ñëó÷àåì N = 2 âçàèìîäåéñòâèÿ ïî-
ëÿ B ñ äâóìÿ âíåøíèìè ÷àñòèöàìè. Â ýòîé ñèòóàöèè ìàòðèöà Γαβ

µ äèàãî-

íàëèçóåìà îäíèì ïðåîáðàçîâàíèåì äëÿ âñåõ çíà÷åíèé µ è áîëüøèíñòâî

âû÷èñëåíèé ìîæíî ïðîâåñòè áåç ïðèìåíåíèÿ ÷èñëåííûõ ìåòîäîâ. Äëÿ

ñëó÷àÿ âçàèìîäåéñòâèÿ ñêàëÿðíîãî ïîëÿ ñ 2 òî÷å÷íûìè èñòî÷íèêàìè ýòà

ìàòðèöà èìååò ïðîñòîé âèä

Γnn′

µ =

(

i
√
µ ei

√
µr

r
ei

√
µr

r i
√
µ

)

, (32)

ãäå r = |x2 − x1| � ýòî ðàññòîÿíèå ìåæäó òî÷êàìè x1 è x2. Ñëó÷àé

âåêòîðíîãî ïîïåðå÷íîãî ïîëÿ áûë ðàçîáðàí â [10℄, åñëè óñëîâèòüñÿ, ÷òî
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α = m,n, β = m′, n′, èíäåêñ n íóìåðóåò ñòðîêè, à n′ ñòîëáöû, òî ìàòðèöà
Γαβ
µ èìååò ñëåäóþùèé áëî÷íûé âèä

Γnm,n′m′

µ =

(

i
√
µImm′

1
rw(

√
µr)(3Jmm′ − Imm′)

1
rw(

√
µr)(3Jmm′ − Imm′) i

√
µImm′

)

, (33)

ãäå

Imm′ = δmm′ , Jmm′ =
(x2 − x1)m(x2 − x1)m′

|x2 − x1|2
,

à �óíêöèÿ w áûëà îïðåäåëåíà ðàíåå â (15). Òàê êàê ýëåìåíòû ìàòðèö Γµ

ÿâëÿþòñÿ ñêàëÿðíûìè ïðîèçâåäåíèÿìè, òî èõ âèä ëåãêî îáîáùàåòñÿ íà

ïðîèçâîëüíîå çíà÷åíèå N . Äëÿ ýòîãî äîñòàòî÷íî óâåëè÷èòü ÷èñëî ñòðîê

è ñòîëáöîâ â (32), (33), è çàìåíèòü âíå äèàãîíàëè ðàçíîñòè x2 − x1 íà

xn − xn′
, è r = |x2 − x1| íà rnn′ = |xn − xn′ |.

Êîíå÷íîñòü ðàçíîñòè ñîáñòâåííûõ çíà÷åíèé. Âû÷èñëèì óñëî-

âèÿ íà ìàòðèöó M, íåîáõîäèìûå äëÿ òîãî, ÷òîáû èíòåãðàë (30) áûë êî-

íå÷åí. �àñõîäèìîñòü ýòîãî èíòåãðàëà ñâÿçàíà ïðåæäå âñåãî ñ ïîâåäåíèåì

ïîäèíòåãðàëüíîé �óíêöèè íà áåñêîíå÷íîñòè. Ñ ó÷åòîì âîçìîæíîñòè ïî-

ÿâëåíèÿ ïðîåêòîðà â �îðìóëå äëÿ ðåçîëüâåíòû (22), áóäåì ðåøàòü áîëåå

îáùóþ çàäà÷ó. À èìåííî, ïóñòü ìàòðèöû Γmn
µ è Γ

′mn
µ èìåþò ñëåäóþùèé

âèä

Γmn
µ = i

√
µδmn+Gmn, Γ

′mn
µ =

i

2
√
µ
(δmn+G

′
mn), m, n = 1, . . .M, (34)

ãäå ïîâåäåíèå Gmn è G′
mn íà áåñêîíå÷íîñòè óñòðîåíî ñëåäóþùèì îáðà-

çîì

Gmn =
Cmne

i
√
µrmn

√
µ

+Omn(
1

µ
), G′

mn =
irmnCmne

i
√
µrmn

√
µ

+O′
mn(

1

µ
). (35)

Âèäíî, ÷òî, äîïóñêàÿ â ïðàâûõ ÷àñòÿõ Gmn, G
′
mn ñóììèðîâàíèå ïî ïå-

ðèîäàì rmn, ýòà çàäà÷à âêëþ÷àåò â ñåáÿ êàê ìàòðèöó (33), òàê è âñå

âîçìîæíûå äåéñòâèÿ íà íåå ïðîåêòîðîâ. Çàïèøåì ñëåäóþùèå îöåíêè

Det(M− Γ) = (−i√µ)M +Tr(M− Γ)(−i√µ)M−1 +O(−i√µ)M−2, (36)

(M−Γ)−1
mn = Det−1(M−Γ)

[(

(−i√µ)M−1+Tr(M−G)(−i√µ)M−2
)

δmn−
− (M−G)mn(−i

√
µ)M−2 +Omn(−i

√
µ)M−3

]

. (37)

19



Óìíîæàÿ (34) íà (37) è ñóììèðóÿ ïî èíäåêñàì ïîëó÷àåì

Tr
(

(M− Γ)−1 dΓ

dµ

)

=
i

2
√
µ
Det−1(M− Γ)

[

(M +G′
mm)(−i√µ)M−1+

+
(

(M − 1)Tr(M−G) + Tr(M−G)TrG′ +Tr(M−G)G′)(−i√µ)M−2+

+O(−i√µ)M−3
]

. (38)

Êîý��èöèåíò ïðè (−i√µ)M−2

ω(µ) = (M − 1)Tr(M−G) + Tr(M−G)TrG′ +Tr(M−G)G′

èìååò ñëåäóþùåå ïîâåäåíèå íà áåñêîíå÷íîñòè

ω(µ) = (M − 1)Tr(M−G) +
Cmne

i
√
µrmn

√
µ

+O(
1

µ
), (39)

ãäå Cmne
i
√
µrmn

ÿâëÿåòñÿ ñóììîé ýêñïîíåíò ñ ðàçëè÷íûìè ïåðèîäàìè.

Ïîäñòàâëÿÿ (38) è (36) â (30) ïîëó÷àåì

E(M) =
1

2π

∫ ∞

0

[(M +G
′+
mm)(−i√ρ)M−1 + ω+(−i√ρ)M−2 +O(−i√ρ)N−3

(−i√ρ)M +Tr(M−G+)(−i√ρ)M−1 +O(−i√ρ)M−2
+

+
(M +G

′−
mm)(i

√
ρ)M−1 + ω−(i

√
ρ)M−2 +O(i

√
ρ)N−3

(i
√
ρ)M +Tr(M−G−)(i

√
ρ)M−1 +O(i

√
ρ)M−2

]

dρ. (40)

Çäåñü

G±
mn = Gmn(±

√
ρ), G

′±
mn = G′

mn(±
√
ρ), ω± = ω(±√

ρ),

à çíàê ó âòîðîãî ñëàãàåìîãî èçìåíèëñÿ çà ñ÷åò ñîîòíîøåíèÿ

√
ρ√

ρ− i0
=

√
ρ+ i0√
ρ− i0

= −1.

Äàëåå ïðèâåäåì ñëàãàåìûå ê îáùåìó çíàìåíàòåëþ è ïîëó÷èì èíòåãðàë

îò äðîáè, â ÷èñëèòåëå êîòîðîé ñòîèò âûðàæåíèå

iTr(G
′+ −G

′−)ρM−1/2 +
(

2M TrM− ω+ − ω− −M Tr(G+ +G−)+

+TrMTr(G
′++G

′−)−TrG
′+TrG−−TrG

′− TrG+
)

ρM−1+O(ρM−3/2)
(41)

à â çíàìåíàòåëå

ρM + iTr(G− −G+)ρM−1/2 +O(ρM−1). (42)
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Ïîäñòàâëÿÿ ðàçëîæåíèÿ (35), (39) äëÿ Gmn, G
′
mn è ω ìîæíî óâèäåòü,

÷òî èíòåãðàë îò ïåðâîãî ñëàãàåìîãî â (41) ñõîäèòñÿ êàê èíòåãðàë âèäà

∫ ∞

0
Cmn sin(

√
ρrmn)

dρ

ρ
. (43)

Â òî æå âðåìÿ, âî âòîðîì ñëàãàåìîì ñîäåðæèòñÿ ëîãàðè�ìè÷åñêàÿ ðàñ-

õîäèìîñòü, ïðîïîðöèîíàëüíàÿ TrM

1

2π

∫ ∞

0

2M TrM− ω+ − ω−

ρM + iTr(G− −G+)ρM−1/2 +O(ρM−1)
dρ =

=
1

2π

∫ ∞

0

2TrMρM−1 − C̃mn sin(
√
ρrmn)ρ

M−3/2 +O(ρM−2)

ρM + iTr(G− −G+)ρM−1/2 +O(ρM−1)
dρ. (44)

Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî íåîáõîäèìûì è äîñòàòî÷íûì óñëîâèåì êîíå÷íîñòè

èíòåãðàëà (40) ÿâëÿåòñÿ ðàâíåñòâî íóëþ ñëåäà ìàòðèöû M

TrM = 0. (45)

Ïîõîæèå âû÷èñëåíèÿ äëÿ ñëó÷àÿ ñêàëÿðíîãî ïîëÿ (32) ïîêàçûâàþò, ÷òî

ïîìèìî ðàâåíñòâà (45) äëÿ êîíå÷íîñòè ñîîòâåòñòâóþùåé ðàçíîñòè ñëåäîâ

òðåáóåòñÿ òàêæå ñõîäèìîñòü èíòåãðàëà

i

2π

∫ ∞

0

Tr(G
′− −G

′+)√
ρ

dρ,

êîòîðûé óæå íå áóäåò èìåòü âèä (43).

Ïðèâåäåííûå âûøå âûêëàäêè ìîæíî òàêæå èñïîëüçîâàòü äëÿ îöåíêè

ðàçíîñòè ñëåäîâ ëîãàðè�ìîâ (31). Âû÷èñëåíèÿ îñòàþòñÿ òàêèìè æå, íî

â çíàìåíàòåëå (42) ïîÿâëÿåòñÿ äîïîëíèòåëüíûé ìíîæèòåëü

√
ρ, à ÷èñ-

ëèòåëü (41) äîìíîæàåòñÿ íà ln ρ. Âèäíî, ÷òî ýòè èçìåíåíèÿ ñíèìàþò

òðåáîâàíèå (45), òî åñòü îòíîøåíèå (31) îñòàåòñÿ êîíå÷íûì äëÿ ëþáîé

ìàòðèöû M, íå ïðèâîäÿùåé ê ïîÿâëåíèþ äèñêðåòíîãî ñïåêòðà ó îïåðà-

òîðà TM.

Èñïîëüçîâàíèå íåîòðèöàòåëüíîñòè. Â ïðåäûäóùåé ÷àñòè áûëî

ïîêàçàíî, ÷òî ìàòðèöà M, îïðåäåëÿþùàÿ ñàìîñîïðÿæåííûå ðàñøèðå-

íèÿ îïåðàòîðà ∆{xn}, äîëæíà îáëàäàòü íóëåâûì ñëåäîì è íå äîëæíà

ïðèâîäèòü ê ïîÿâëåíèþ äèñêðåòíûõ ñîáñòâåííûõ çíà÷åíèé. Ïîñìîòðèì,

êàê ýòè òðåáîâàíèÿ ñî÷åòàþòñÿ äðóã ñ äðóãîì. Äëÿ íà÷àëà ðàññìîòðèì

ïðåäåëüíûé ñëó÷àé r → ∞ (rnn′ → ∞ äëÿ N > 2), ëèáî ñëó÷àé N = 1.
Ìàòðèöà Γµ òîãäà ñòàíîâèòñÿ ïðîïîðöèîíàëüíîé åäèíè÷íîé ìàòðèöå

Γµ = i
√
µI, (46)
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ìàòðèöà Γ′
µ òàêæå ïðîïîðöèîíàëüíà åäèíè÷íîé, à ïîëîæåíèå ïîëþñîâ

�óíêöèè

bµ = (M− i
√
µI)−1

îïðåäåëÿåòñÿ îòðèöàòåëüíûìè ñîáñòâåííûìè çíà÷åíèÿìè ìàòðèöû M.

Î÷åâèäíî, ÷òî óñëîâèÿ íóëåâîãî ñëåäà ó M è îòñóòñòâèÿ ïîëþñîâ ó b(µ)
ìîãóò áûòü óäîâëåòâîðåíû òîëüêî ïðè íóëåâîé ìàòðèöå M, ÷òî ïðèâî-

äèò ê íóëåâîìó çíà÷åíèþ E(M). Çàìåòèì, ÷òî ñàìîñîïðÿæåííîå ðàñ-

øèðåíèå T0, ñîîòâåòñòâóþùåå M = 0, íå ÿâëÿåòñÿ îïåðàòîðîì Ëàïëàñà

∆.
Îáðàòèìñÿ òåïåðü ê ñëó÷àþ êîíå÷íîãî ðàññòîÿíèÿ r (rnn′

äëÿ N > 2).
Íåñëîæíî óâèäåòü, ÷òî óñëîâèå îòñóòñòâèÿ äèñêðåòíîãî ñïåêòðà ó îïåðà-

òîðà TM âëå÷åò çà ñîáîé óñëîâèå íåîòðèöàòåëüíîñòè åãî êâàäðàòè÷íîé

�îðìû

0 ≤ qM(B), B ∈ D[TM].

Ââåäåì íà ìíîæåñòâå ñàìîñîïðÿæåííûõ ðàñøèðåíèé TM ÷àñòè÷íîå óïî-

ðÿäî÷èâàíèå. Ñêàæåì, ÷òî TM1
≤ TM2

, åñëè D[TM2
] ⊂ D[TM1

] è

qM1
(B) ≤ qM2

(B), B ∈ D[TM2
]. (47)

Òåîðèÿ Áèðìàíà-Âèøèêà-Êðåéíà óòâåðæäàåò, ÷òî ñðåäè âñåõ íåîòðèöà-

òåëüíûõ ñàìîñîïðÿæåííûõ ðàñøèðåíèé çàìûêàåìîãî ñèììåòðè÷åñêîãî

îïåðàòîðà ñ êîíå÷íûìè èíäåêñàìè äå�åêòà ñóùåñòâóåò ìèíèìàëüíîå

TM
K

è ìàêñèìàëüíîå TM
F

ðàñøèðåíèÿ. Òî åñòü äëÿ ïðîèçâîëüíîãî íåîò-

ðèöàòåëüíîãî ðàñøèðåíèÿ TM óñòàíîâëåíû îòíîøåíèÿ

TM
K

≤ TM, TM ≤ TM
F

.

Êðîìå òîãî, óïîðÿäî÷èâàíèå (47) îêàçûâàåòñÿ ìîíîòîííûì ïîM â ñìûñ-

ëå óïîðÿäî÷èâàíèÿ êîíå÷íîìåðíûõ ìàòðèö. Òî åñòü åñëè TM1
≤ TM2

, òî

D(M2) ⊂ D(M1) è

(b,M1b) ≤ (b,M2b), b ∈ D(M2),

ãäå ìû ó÷èòûâàåì, ÷òî ìàòðèöû M1 è M2 ìîãóò áûòü îïðåäåëåíû íà

ðàçíûõ ïîäïðîñòðàíñòâàõ êîíå÷íîìåðíîãî ïðîñòðàíñòâà C
3N
. Îòñþäà,

ó÷èòûâàÿ ðàâåíñòâî íóëþ ñëåäîâ M1, M2 è èõ ðàçíîñòè, ñòàíîâèòñÿ

ÿñíî, ÷òî åñëè èíòåãðàë (30) ñõîäèòñÿ äëÿ êàêîé-ëèáî ìàòðèöû M1 è

ìû õîòèì, ÷òîáû îí ñõîäèëñÿ äëÿ ìàòðèöû M2, òî íåîáõîäèìî, ÷òîáû

ìàòðèöû M1 è M2 ñîâïàäàëè íà îáëàñòè îïðåäåëåíèÿ M2

M1b = M2b, b ∈ D(M2) ⊂ D(M1).
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Â íàøåì ñëó÷àå ìàêñèìàëüíîå ðàñøèðåíèå, íàçûâàåìîå ðàñøèðåíèåì

Ôðèäðèõñà, ÿâëÿåòñÿ îïåðàòîðîì Ëàïëàñà ∆, îïðåäåëÿåòñÿ ìàòðèöåé

M
F

, çàäàííîé òîëüêî íà íóëåâîì âåêòîðå, è ñîîòâåòñòâóåò îñíîâíîìó

ñîñòîÿíèþ Ω∆ ñâîáîäíîé êâàíòîâîé òåîðèè. Ìèíèìàëüíîå ðàñøèðåíèå

(ðàñøèðåíèå Êðåéíà) çàäàåòñÿ ìàòðèöåé

M
K

= Γµ

∣

∣

µ=0
=

(

0 − 3
4r (3Jmm′ − Imm′)

− 3
4r (3Jmm′ − Imm′) 0

)

, N = 2,

êîòîðàÿ ÿâëÿåòñÿ äîïóñòèìîé ñ òî÷êè çðåíèÿ êîíå÷íîñòè èíòåãðàëîâ

(30), (31). Äëÿ ñëó÷àÿ ñêàëÿðíîãî ïîëÿ ìàòðèöà MK èìååò áîëåå ïðî-

ñòîé âèä

M
K

=

(

0 1
r

1
r 0

)

, N = 2

è òàêæå èìååò íóëåâîé ñëåä. Òàêèì îáðàçîì, ìîæíî ñäåëàòü âûâîä,

÷òî âñå ñàìîñîïðÿæåííûå ðàñøèðåíèÿ, óäîâëåòâîðÿþùèå óñëîâèÿì äëÿ

ñóùåñòâîâàíèÿ èíòåãðàëà E(M), ïîðîæäàþòñÿ ðàñøèðåíèåì Êðåéíà,

ñóæåííûì ñ ïîìîùüþ îðòîãîíàëüíûõ ïðîåêòîðîâ Pm
α íà âñå âîçìîæíûå

ïîäïðîñòðàíñòâà, ñ ñîõðàíåíèåì ðàâåíñòâà íóëþ ñëåäà

Pm
α Mαβ

K

Pm
β = 0.

Çàìåòèì, ÷òî äëÿ ñëó÷àåâ r → ∞ èëè N = 1, îïèñûâàåìûõ ìàòðèöåé

(46), ðàñøèðåíèå Êðåéíà ñîîòâåòñòâóåò íóëåâîé ìàòðèöå M
K

= 0. Ëþ-
áîå åå ñóæåíèå íà ïîäïðîñòðàíñòâî ïðè ìàòðèöå Γµ, ïðîïîðöèîíàëüíîé

åäèíè÷íîé, ïîðîæäàåò íóëåâóþ ðàçíîñòü ñëåäîâ (30). Òî åñòü äëÿ ñëó-

÷àÿ N = 1 âñå äîïóñòèìûå ñîñòîÿíèÿ ΩM îêàçûâàþòñÿ ýíåðãåòè÷åñêè íå

âûãîäíåå, ÷åì ñâîáîäíàÿ òåîðèÿ.

5 Âû÷èñëåíèå ðàçíîñòè ñîáñòâåííûõ çíà÷åíèé

�àçíîñòü ñëåäîâ äëÿ ðàñøèðåíèÿ Êðåéíà. Âû÷èñëèì èíòåãðàë E(M
K

)
äëÿ ìàòðèöû, ñîîòâåòñòâóþùåé ìèíèìàëüíîìó ðàñøèðåíèþ. Ââåäåì â

3-ìåðíîì ïðîñòðàíñòâå îðòîíîðìèðîâàííûé áàçèñ (r, p, q)

r =
x2 − x1

|x2 − x1| , p · r = 0, q · r = 0, p · q = 0.

Òàêèå âåêòîðû ÿâëÿþòñÿ ñîáñòâåííûìè äëÿ ÿ÷ååê ìàòðèöû (33), äåé-

ñòâèòåëüíî

(3J − I)r = 2r, (3J − I)p = −p, (3J − I)q = −q.
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Íåñëîæíî óâèäåòü, ÷òî çàìåíà áàçèñà

emn → ẽ
{r,p,q}
± =

1√
2
(em1 ± em2){rm, pm, qm} (48)

äèàãîíàëèçóåò ìàòðèöó Γnm,n′m′

µ ïðè ëþáîì µ. Ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ

ïðè ýòîì ðàâíû

γr±(µ) = i
√
µ± 2

r
w(

√
µr), γ

{p,q}
± (µ) = i

√
µ∓ 1

r
w(

√
µr),

ãäå �óíêöèÿ w(t) îïðåäåëåíà â (15). Êàê ñëåäñòâèå, çàìåíà (48) äèàãî-

íàëèçóåò òàêæå ìàòðèöó M
K

= Γµ|µ=0 ñ ñîáñòâåííûìè çíà÷åíèÿìè

γr
K±(µ) = ∓ 3

2r
, γ

{p,q}
K± (µ) = ± 3

4r
,

è ìàòðèöó

dΓµ

dµ ñ ñîáñòâåííûìè çíà÷åíèÿìè

γ′r±(µ) =
i

2
√
µ

(

1∓ 2w′(
√
µr)
)

, γ′{p,q}± (µ) =
i

2
√
µ

(

1± w′(
√
µr)
)

.

Òàêèì îáðàçîì, èíòåãðàë (30) äëÿ ìàòðèöû M
K

ðàñïàäàåòñÿ íà ñóììó

6 èíòåãðàëîâ, òîëüêî 4 èç êîòîðûõ îòëè÷àþòñÿ äðóã îò äðóãà. Â áåçðàç-

ìåðíûõ ïåðåìåííûõ t =
√
ρr ýòà ñóììà âûãëÿäèò ñëåäóþùèì îáðàçîì

E(M
K

) =
1

r

∑

ξ=1,1,−2,
−1,−1,2

1

2π

∫ ∞

0
Re

ξw′(t)− 1
3
4ξ + it+ ξw(t)

t dt.

Ïðèìåíåíèå ÷èñëåííûõ ìåòîäîâ äàåò äëÿ ñóììû èíòåãðàëîâ ïðèáëèæåí-

íîå çíà÷åíèå −0.63, ÷òî ãîâîðèò î òîì, ÷òî îñíîâíîå ñîñòîÿíèå ΩM
K

îêàçûâàåòñÿ ýíåðãåòè÷åñêè áîëåå âûãîäíûì, ÷åì îñíîâíîå ñîñòîÿíèå Ω∆

ñâîáîäíîé òåîðèè. Ïîäîáíûå âû÷èñëåíèÿ äëÿ âçàèìîäåéñòâèÿ ñêàëÿðíî-

ãî ïîëÿ ñ äâóìÿ èñòî÷íèêàìè (âíåøíèìè ÷àñòèöàìè) äàþò çàâèñèìîñòü

E(M
K

) ñëåäóþùåãî âèäà

E(M
K

) = −0.33
1

r
.

Ñâÿçíàÿ êîìïîíåíòà. Ïîêàæåì, ÷òî ìíîæåñòâî äîïóñòèìûõ ìàò-

ðèö ïðè N = 2 èìååò ñâÿçíóþ êîìïîíåíòó. Ìû áóäåì èñêàòü åå â ñëåäó-

þùåì èíâàðèàíòíîì îòíîñèòåëüíî ãðóïïû âðàùåíèé âèäå. �àññìîòðèì
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òðè âåêòîðà

Dr,θ
µ = rm(cos θDm1

µ + sin θDm2
µ ),

Dp,θ
µ = pm(cos θDm1

µ + sin θDm2
µ ),

Dq,θ
µ = qm(cos θDm1

µ + sin θDm2
µ ),

ãäå θ � áåçðàçìåðíàÿ âåëè÷èíà, ïàðàìåòðèçóþùàÿ ñâÿçíóþ êîìïîíåíòó.

Íåñëîæíî óâèäåòü, ÷òî Ds,θ
µ , s = r, p, q, ÿâëÿÿñü ëèíåéíîé êîìáèíàöèåé

âåêòîðîâ Dmn
µ , òàêæå ÿâëÿþòñÿ àíàëèòè÷åñêèìè äå�åêòíûìè âåêòîðàìè

è ìîãóò áûòü èñïîëüçîâàíû äëÿ ïîñòðîåíèÿ ðåçîëüâåíò ñàìîñîïðÿæåí-

íûõ ðàñøèðåíèé îïåðàòîðà ∆{xn}. Ñêàëÿðíûå ïðîèçâåäåíèÿ âåêòîðîâ

Ds,θ
µ ëåãêî âû÷èñëÿþòñÿ

(µ − λ)(Dr,θ
µ̄ ,Dr,θ

λ ) = i
√
µ− i

√
λ+ 2 sin 2θ

(1

r
w(

√
µr)− 1

r
w(

√
λr)
)

,

(µ− λ)(Dp,θ
µ̄ ,Dp,θ

λ ) = i
√
µ− i

√
λ− sin 2θ

(1

r
w(

√
µr)− 1

r
w(

√
λr)
)

,

(µ − λ)(Dq,θ
µ̄ ,Dq,θ

λ ) = i
√
µ− i

√
λ− sin 2θ

(1

r
w(

√
µr)− 1

r
w(

√
λr)
)

,

(Dr,θ
µ̄ ,Dp,θ

λ ) = (Dr,θ
µ̄ ,Dq,θ

λ ) = (Dp,θ
µ̄ ,Dq,θ

λ ) = 0

è ïîçâîëÿþò ââåñòè äèàãîíàëüíîå ðåøåíèå óðàâíåíèÿ (29)

Γθ
µ = i

√
µI + sin 2θ

w(
√
µr)

r





2 0 0
0 −1 0
0 0 −1



 . (49)

Ýòà ìàòðèöà âïîëíå óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèÿì (34), (35) äëÿ ñõîäèìîñòè

èíòåãðàëà (30) è ïðè ýòîì îïðåäåëèòåëü ìàòðèöû M(θ)− Γθ
µ, ãäå

M(θ) = Γθ
µ

∣

∣

µ=0
=

3

4r
sin 2θ





−2 0 0
0 1 0
0 0 1



 ,

íå îáðàùàåòñÿ â íîëü. Òàêèì îáðàçîì, ðåçîëüâåíòà

Rθ
µ = Rµ +Ds,θ

µ (M(θ)− Γθ
µ)

−1
ss′ (D

s′,θ
µ̄ , · ), s = r, p, q

äàåò ñàìîñîïðÿæåííîå ðàñøèðåíèå ñ êîíå÷íûì çíà÷åíèåì èíòåãðàëà E(M(θ)).
Ïîäñòàâëÿÿ (49) â (30) ìû ïðèõîäèì ê ñëåäóþùåìó âûðàæåíèþ

E(M(θ)) =
1

2πr

∫ ∞

0
Re
( 2 sin 2θ w′(t)− 1

3
2 sin 2θ + it+ 2 sin 2θ w(t)

+

+ 2
sin 2θ w′(t) + 1

3
4 sin 2θ − it+ sin 2θ w(t)

)

t dt.
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�ðà�èê çàâèñèìîñòè áåçðàçìåðíîé âåëè÷èíû rE(M(θ)) îò θ, 0 ≤ θ ≤ π
ïðèâåäåí íà ðèñóíêå

π/4 π/2 3π/4 π

−0.4

−0.3

−0.2

−0.1

0
θ

rE
(M

(θ
))

Çàâèñèìîñòü rE(M(θ)) îò θ

Çíà÷åíèÿ θ = 0, π è θ = π
2 ñîîòâåòñòâóþò ðàñøèðåíèþ Êðåéíà äëÿ

N = 1, ãäå ñèíãóëÿðíûå ãðàíè÷íûå óñëîâèÿ ñîñðåäîòî÷åíû ëèáî â òî÷êå

x1 (θ = 0, π), ëèáî â òî÷êå x2 (θ = π
2 ). Êàê è ñëåäîâàëî îæèäàòü, ðàç-

íîñòü ýíåðãèé (30) äëÿ òàêèõ ðåøåíèé ðàâíà íóëþ E(M({0, π2 , π})) = 0.
Ëîêàëüíûå ìèíèìóìû θ = π

4 è θ =
3π
4 ñîîòâåòñòâóþò ãðàíè÷íûì óñëîâè-

ÿì, ïðè êîòîðûõ çíà÷åíèÿ ïîëÿ B â òî÷êàõ x1 è x2 ñîâïàäàþò (θ = π
4 ),

ëèáî ñîâïàäàþò ïî ìîäóëþ, íî íàïðàâëåíû â ïðîòèâîïîëîæíûå ñòîðî-

íû (θ = 3π
4 ). Îñòàëüíûå òî÷êè θ 6= 0, π2 , π çàäàþò ãðàíè÷íûå óñëîâèÿ,

ïðè êîòîðûõ çíà÷åíèÿ ïîëÿ â òî÷êàõ x1 è x2 ñâÿçàíû äðóã ñ äðóãîì

êîý��èöèåíòîì ctg θ

lim
x→x1

Bx = ctg θ lim
x→x2

Bx,

òî åñòü ìû ïðèõîäèì ê ý��åêòèâíîé äàëüíîäåéñòâóþùåé òåîðèè.

Òàêèì îáðàçîì, ìû âèäèì, ÷òî ìíîæåñòâî äîïóñòèìûõ ìàòðèö äëÿ

ãàìèëüòîíèàíà ïîïåðå÷íîãî ïîëÿ èìååò ñâÿçíóþ êîìïîíåíòó, îïèñûâàå-

ìóþ áåçðàçìåðíûì ïàðàìåòðîì θ. �àçíîñòü ýíåðãèé E(M(θ)) ïðè èçìå-
íåíèè θ íåïðåðûâíî ìåíÿåòñÿ îò íóëÿ äî íåêîòîðîãî îòðèöàòåëüíîãî çíà-
÷åíèÿ. Ýòî ïîçâîëÿåò èñïîëüçîâàòü ðàññìàòðèâàåìóþ ìîäåëü äëÿ îïèñà-

íèÿ ñèñòåì ñ ðàçìåðíîé òðàíñìóòàöèåé. Äàéñòâèòåëüíî, ïðè ïîñòðîåíèè

îñíîâíîãî ñîñòîÿíèÿ ΩM(θ) ïàðàìåòð θ ìîæåò áûòü ðàçíûì äëÿ ðàçíûõ

çíà÷åíèé ðàññòîÿíèÿ r ìåæäó ÷àñòèöàìè âòîðîãî (�åðìèîííîãî) ïîëÿ.

Ëþáàÿ åãî íåòðèâèàëüíàÿ çàâèñèìîñòü

θ(r) 6= const

îçíà÷àåò ïîÿâëåíèå ðàçìåðíîãî ïàðàìåòðà, òî åñòü ðàçìåðíóþ òðàíñìó-

òàöèþ. Êîíêðåòíûé âèä çàâèñèìîñòè θ(r) îïðåäåëÿåòñÿ èñõîäíûì âçàè-
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ìîäåéñòâèåì è ïðîöåäóðîé ïåðåíîðìèðîâêè. Îíà âáèðàåò â ñåáÿ �îáëàêî�

âèðòóàëüíûõ ÷àñòèö è äðóãèå íåïåðòóðáàòèâíûå ý��åêòû, à íà âûõîäå

äàåò ëèøü ãàìèëüòîíèàí H ñ íàáîðîì ñîáñòâåííûõ ñîñòîÿíèé è çàâèñè-

ìîñòü θ îò r.

Çàêëþ÷åíèå

Ìû ðàññìîòðåëè ðàçëè÷íûå ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ íà ñîáñòâåííûå ñîñòîÿ-

íèÿ ñâîáîäíîãî êâàíòîâîãî ãàìèëüòîíèàíà ñêàëÿðíîãî ïîëÿ è âåêòîðíîãî

ïîëÿ â êàëèáðîâêå Êóëîíà. Äàííûå ðåøåíèÿ íå ÿâëÿþòñÿ ñîñòîÿíèÿìè

ñâîáîäíîãî ïîëÿ è, ïî àíàëîãèè ñ êîíå÷íîìåðíîé òåîðèåé ñèíãóëÿðíûõ

âîçìóùåíèé, ìîãóò áûòü ïðîèíòåðïðåòèðîâàíû êàê ñîáñòâåííûå �óíê-

öèè âîçìóùåíèÿ îïåðàòîðà �àìèëüòîíà ñâîáîäíîãî ïîëÿ, ëèáî êàê ñîá-

ñòâåííûå �óíêöèè íåêîòîðîé àñèìïòîòè÷åñêè-ñâîáîäíîé ñèñòåìû ïîñëå

ïðîöåäóðû ïåðåíîðìèðîâêè.

Àâòîð âûðàæàåò áëàãîäàðíîñòü Ñ. Í. Íàáîêî çà çàìå÷àòåëüíûå êîí-

ñóëüòàöèè ïî òåîðèè Áèðìàíà-Âèøèêà-Êðåéíà.
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