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ÒÎ×ÍÎÑÒÜ ÐÅÇÓËÜÒÀÒÎÂ

Ì. À. Äîðîäíûé, Ò. À. Ñóñëèíà

Ñàíêò-Ïåòåðáóðãñêèé ãîñóäàðñòâåííûé óíèâåðñèòåò,
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ÀÍÍÎÒÀÖÈß

Â L2(Rd;Cn) ðàññìàòðèâàåòñÿ ñàìîñîïðÿæåííûé ñèëüíî ýëëèïòè÷åñêèé äèôôåðåíöèàëüíûé
îïåðàòîð Aε âòîðîãî ïîðÿäêà. Ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî êîýôôèöèåíòû îïåðàòîðà Aε ïåðèîäè÷íû è

çàâèñÿò îò x/ε, ãäå ε > 0 � ìàëûé ïàðàìåòð. Ïîëó÷åíû àïïðîêñèìàöèè îïåðàòîðîâ cos(A1/2
ε τ) è

A−1/2
ε sin(A1/2

ε τ) ïî íîðìå îïåðàòîðîâ, äåéñòâóþùèõ èç ïðîñòðàíñòâà Ñîáîëåâà Hs(Rd) â L2(Rd)
(ïðè ïîäõîäÿùåì s). Äëÿ îïåðàòîðà A−1/2

ε sin(A1/2
ε τ) ïîëó÷åíà òàêæå àïïðîêñèìàöèÿ ïðè ó÷åòå

êîððåêòîðà ïî (Hs → H1)-íîðìå. Èññëåäîâàí âîïðîñ î òî÷íîñòè ðåçóëüòàòîâ îòíîñèòåëüíî
òèïà îïåðàòîðíîé íîðìû è îòíîñèòåëüíî çàâèñèìîñòè îöåíîê îò τ . Ðåçóëüòàòû ïðèìåíÿþòñÿ
ê èññëåäîâàíèþ ïîâåäåíèÿ ðåøåíèé çàäà÷è Êîøè äëÿ ãèïåðáîëè÷åñêîãî óðàâíåíèÿ ∂2

τuε =
−Aεuε + F.

Êëþ÷åâûå ñëîâà: ïåðèîäè÷åñêèå äèôôåðåíöèàëüíûå îïåðàòîðû, ãèïåðáîëè÷åñêèå óðàâíåíèÿ,
óñðåäíåíèå, îïåðàòîðíûå îöåíêè ïîãðåøíîñòè.

Èññëåäîâàíèå âûïîëíåíî ïðè ïîääåðæêå ÐÍÔ (ïðîåêò 17-11-01069).



2

ÏÐÅÏÐÈÍÒÛ
Ñàíêò-Ïåòåðáóðãñêîãî îòäåëåíèÿ

Ìàòåìàòè÷åñêîãî èíñòèòóòà èì. Â. À. Ñòåêëîâà
ÐÀÍ

ÃËÀÂÍÛÉ ÐÅÄÀÊÒÎÐ
Ñ. Â. Êèñëÿêîâ

ÐÅÄÊÎËËÅÃÈß
Â. Ì. Áàáè÷, Í. À. Âàâèëîâ, À. Ì. Âåðøèê, Ì. À. Âñåìèðíîâ,

À. È. Ãåíåðàëîâ, È. À. Èáðàãèìîâ, Ë. Þ. Êîëîòèëèíà,
Á. Á. Ëóðüå, Þ. Â. Ìàòèÿñåâè÷, Í. Þ. Íåöâåòàåâ,

Ñ. È. Ðåïèí, Ã. À. Ñåðåãèí.



3

Ââåäåíèå

Ðàáîòà îòíîñèòñÿ ê òåîðèè óñðåäíåíèÿ (ãîìîãåíèçàöèè) ïåðèîäè÷åñêèõ äèôôåðåíöèàëüíûõ
îïåðàòîðîâ (ÄÎ). Îáøèðíàÿ ëèòåðàòóðà ïîñâÿùåíà çàäà÷àì óñðåäíåíèÿ; â ïåðâóþ î÷åðåäü,
óêàæåì ìîíîãðàôèè [BeLP, BaPa, ZhKO]. Îäèí èç ìåòîäîâ èçó÷åíèÿ çàäà÷ ãîìîãåíèçàöèè â
Rd � ýòî ñïåêòðàëüíûé ìåòîä, îñíîâàííûé íà òåîðèè Ôëîêå-Áëîõà; ñì., íàïðèìåð, [BeLP, ãëàâà
4], [ZhKO, ãëàâà 2], [Se], [Zh1], [COrVa].

0.1. Êëàññ îïåðàòîðîâ. Ìû ðàññìàòðèâàåì ñàìîñîïðÿæåííûå ÄÎ âòîðîãî ïîðÿäêà,
äåéñòâóþùèå â ïðîñòðàíñòâå L2(Rd;Cn) è äîïóñêàþùèå ôàêòîðèçàöèþ âèäà

A = f(x)∗b(D)∗g(x)b(D)f(x). (0.1)

Çäåñü b(D) =
∑d

l=1 blDl � (m × n)-ìàòðè÷íûé ÄÎ ïåðâîãî ïîðÿäêà. Ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî m > n
è ñèìâîë b(ξ) � ìàòðèöà ìàêñèìàëüíîãî ðàíãà. Ìàòðèöû-ôóíêöèè g(x) (ðàçìåðà m×m) è f(x)
(ðàçìåðà n× n) ïåðèîäè÷íû îòíîñèòåëüíî íåêîòîðîé ðåøåòêè Γ; g(x) ïîëîæèòåëüíî îïðåäåëåíà
è îãðàíè÷åíà; f, f−1 ∈ L∞. Óäîáíî ñíà÷àëà èçó÷àòü áîëåå ïðîñòîé êëàññ îïåðàòîðîâ âèäà

Â = b(D)∗g(x)b(D). (0.2)

Ìíîãèå îïåðàòîðû ìàòåìàòè÷åñêîé ôèçèêè äîïóñêàþò çàïèñü â âèäå (0.1) èëè (0.2); ñì. [BSu1] è

[BSu3, ãëàâà 4]. Ïðîñòåéøèé ïðèìåð � ýòî îïåðàòîð àêóñòèêè Â = −div g(x)∇ = D∗g(x)D.
Ââåäåì òåïåðü ìàëûé ïàðàìåòð ε > 0 è äëÿ âñÿêîé Γ-ïåðèîäè÷åñêîé ôóíêöèè ϕ(x) ïîëîæèì

ϕε(x) := ϕ(ε−1x). Ðàññìîòðèì îïåðàòîðû

Aε = f ε(x)∗b(D)∗gε(x)b(D)f ε(x), (0.3)

Âε = b(D)∗gε(x)b(D). (0.4)

0.2. Îïåðàòîðíûå îöåíêè ïîãðåøíîñòè äëÿ ýëëèïòè÷åñêèõ è ïàðàáîëè÷åñêèõ çàäà÷
â Rd. Â öèêëå ñòàòåé [BSu1, BSu2, BSu3, BSu4] Áèðìàíà è Ñóñëèíîé áûë ïðåäëîæåí è ðàçâèò
òåîðåòèêî-îïåðàòîðíûé ïîäõîä ê çàäà÷àì ãîìîãåíèçàöèè â Rd (âàðèàíò ñïåêòðàëüíîãî ìåòîäà).
Ýòîò ïîäõîä îñíîâàí íà ìàñøòàáíîì ïðåîáðàçîâàíèè, òåîðèè Ôëîêå�Áëîõà è àíàëèòè÷åñêîé
òåîðèè âîçìóùåíèé.
Îáñóäèì ðåçóëüòàòû äëÿ áîëåå ïðîñòîãî îïåðàòîðà (0.4). Â [BSu1] áûëà óñòàíîâëåíà îöåíêà

‖(Âε + I)−1 − (Â0 + I)−1‖L2(Rd)→L2(Rd) 6 Cε. (0.5)

Çäåñü Â0 = b(D)∗g0b(D) � ýôôåêòèâíûé îïåðàòîð ñ ïîñòîÿííîé ýôôåêòèâíîé ìàòðèöåé g0.

Àïïðîêñèìàöèè ðåçîëüâåíòû (Âε + I)−1 ïî (L2 → L2)-íîðìå ñ ïîãðåøíîñòüþ O(ε2) è ïî
(L2 → H1)-íîðìå ñ ïîãðåøíîñòüþ O(ε) (ïðè ó÷åòå êîððåêòîðîâ) áûëè ïîëó÷åíû â [BSu2, BSu3] è
[BSu4] ñîîòâåòñòâåííî.
Ê óñðåäíåíèþ ïàðàáîëè÷åñêèõ çàäà÷ òåîðåòèêî-îïåðàòîðíûé ïîäõîä ïðèìåíÿëñÿ â [Su1, Su2,

Su3, V, VSu1, VSu2]. Â [Su1, Su2] áûëà óñòàíîâëåíà îöåíêà

‖e−τÂε − e−τÂ0‖L2(Rd)→L2(Rd) 6 Cε(τ + ε2)−1/2, τ > 0. (0.6)

Àïïðîêñèìàöèè ýêñïîíåíòû e−τÂε ïî (L2 → L2)-íîðìå ñ ïîãðåøíîñòüþ O(ε2) è ïî (L2 → H1)-
íîðìå ñ ïîãðåøíîñòüþ O(ε) (ïðè ó÷åòå êîððåêòîðîâ) áûëè ïîëó÷åíû â [V] è [Su3] ñîîòâåòñòâåííî.

Åùå áîëåå òî÷íûå àïïðîêñèìàöèè ðåçîëüâåíòû è ïîëóãðóïïû îïåðàòîðà Âε áûëè íàéäåíû â
[VSu1, VSu2].

Òåîðåòèêî-îïåðàòîðíûé ïîäõîä ïðèìåíÿëñÿ òàêæå ê áîëåå îáùåìó êëàññó îïåðàòîðîâ B̂ε ñî
ñòàðøåé ÷àñòüþ Âε è ìëàäøèìè ÷ëåíàìè: ðåçîëüâåíòà òàêîãî îïåðàòîðà èçó÷àëàñü â [Su4, Su5],
à ïîëóãðóïïà � â [M1, M4].
Îöåíêè âèäà (0.5), (0.6) íàçûâàþò îïåðàòîðíûìè îöåíêàìè ïîãðåøíîñòè â òåîðèè óñðåäíåíèÿ.

Îíè òî÷íû ïî ïîðÿäêó. Äðóãîé ïîäõîä ê îïåðàòîðíûì îöåíêàì ïîãðåøíîñòè (òàê íàçûâàåìûé
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ìåòîä ñäâèãà) áûë ïðåäëîæåí Æèêîâûì è Ïàñòóõîâîé; ñì. [Zh2, ZhPas1, ZhPas2], à òàêæå îáçîð
[ZhPas3].

0.3. Îïåðàòîðíûå îöåíêè ïîãðåøíîñòè äëÿ íåñòàöèîíàðíûõ óðàâíåíèé òèïà
Øð¼äèíãåðà è ãèïåðáîëè÷åñêèõ óðàâíåíèé. Ñèòóàöèÿ ñ óñðåäíåíèåì íåñòàöèîíàðíûõ
óðàâíåíèé òèïàØð¼äèíãåðà è ãèïåðáîëè÷åñêèõ óðàâíåíèé îòëè÷àåòñÿ îò ñëó÷àÿ ýëëèïòè÷åñêèõ è
ïàðàáîëè÷åñêèõ çàäà÷. Òåîðåòèêî-îïåðàòîðíûé ïîäõîä áûë ïðèìåíåí ê íåñòàöèîíàðíûì çàäà÷àì
â [BSu5]. Îñòàíîâèìñÿ îïÿòü íà ðåçóëüòàòàõ äëÿ áîëåå ïðîñòîãî îïåðàòîðà (0.4). Â îïåðàòîðíûõ

òåðìèíàõ, ðå÷ü èäåò îá àïïðîêñèìàöèè îïåðàòîðîâ e−iτÂε è cos(τÂ1/2
ε ) (ãäå τ ∈ R) ïðè ìàëîì

ε. Îêàçàëîñü, ÷òî íåâîçìîæíî àïïðîêñèìèðîâàòü ýòè îïåðàòîðû ïî (L2 → L2)-íîðìå è ìû
âûíóæäåíû èçìåíèòü òèï îïåðàòîðíîé íîðìû. Â [BSu5] áûëè óñòàíîâëåíû îöåíêè

‖e−iτÂε − e−iτÂ0‖H3(Rd)→L2(Rd) 6 C(1 + |τ |)ε, (0.7)

‖ cos(τÂ1/2
ε )− cos(τ(Â0)1/2)‖H2(Rd)→L2(Rd) 6 C(1 + |τ |)ε. (0.8)

Àíàëîãè÷íûé ðåçóëüòàò äëÿ îïåðàòîðà Â−1/2
ε sin(τÂ1/2

ε ) áûë íåäàâíî ïîëó÷åí Ìåøêîâîé [M2, M3]:

‖Â−1/2
ε sin(τÂ1/2

ε )− (Â0)−1/2 sin(τ(Â0)1/2)‖H1(Rd)→L2(Rd) 6 C(1 + |τ |)ε. (0.9)

Â [M2, M3] áûëà òàêæå íàéäåíà àïïðîêñèìàöèÿ îïåðàòîðà Â−1/2
ε sin(τÂ1/2

ε ) ïî �ýíåðãåòè÷åñêîé�
íîðìå:

‖Â−1/2
ε sin(τÂ1/2

ε )− (Â0)−1/2 sin(τ(Â0)1/2)− εK(ε)‖H2(Rd)→H1(Rd) 6 C(1 + |τ |)ε. (0.10)

Çäåñü K(ε) � ïîäõîäÿùèé êîððåêòîð. (Äëÿ îïåðàòîðîâ e−iτÂε è cos(τÂ1/2
ε ) ïîëó÷èòü àíàëîã

îöåíêè (0.10) íå óäàåòñÿ.)
Ïîÿñíèì ìåòîä íà ïðèìåðå âûâîäà îöåíêè (0.8). Îáîçíà÷èì H0 := −∆. ßñíî, ÷òî îöåíêà (0.8)

ýêâèâàëåíòíà íåðàâåíñòâó∥∥(cos(τÂ1/2
ε )− cos(τ(Â0)1/2)

)
(H0 + I)−1

∥∥
L2(Rd)→L2(Rd)

6 C(1 + |τ |)ε. (0.11)

Çà ñ÷åò ìàñøòàáíîãî ïðåîáðàçîâàíèÿ (0.11) ýêâèâàëåíòíî îöåíêå∥∥(cos(ε−1τÂ1/2)− cos(ε−1τ(Â0)1/2)
)
ε2(H0 + ε2I)−1

∥∥
L2(Rd)→L2(Rd)

6 C(1 + |τ |)ε. (0.12)

Äàëåå, â ñèëó òåîðèè Ôëîêå � Áëîõà îïåðàòîð Â ðàñêëàäûâàåòñÿ â ïðÿìîé èíòåãðàë

ïî îïåðàòîðàì Â(k), äåéñòâóþùèì â L2(Ω;Cn) (ãäå Ω � ÿ÷åéêà ðåøåòêè Γ) è çàäàâàåìûì

âûðàæåíèåì b(D + k)∗g(x)b(D + k) ñ ïåðèîäè÷åñêèìè ãðàíè÷íûìè óñëîâèÿìè. Îïåðàòîðû Â(k)

èìåþò äèñêðåòíûé ñïåêòð. Ñåìåéñòâî îïåðàòîðîâ Â(k) èçó÷àåòñÿ ìåòîäàìè àíàëèòè÷åñêîé

òåîðèè âîçìóùåíèé (îòíîñèòåëüíî îäíîìåðíîãî ïàðàìåòðà t = |k|). Äëÿ îïåðàòîðîâ Â(k) óäàåòñÿ
ïîëó÷èòü àíàëîã íåðàâåíñòâà (0.12) ñ ïîñòîÿííîé, íå çàâèñÿùåé îò k. Ýòî ïðèâîäèò ê îöåíêå
(0.12).
Äàëüíåéøåìó èññëåäîâàíèþ îïåðàòîðíîé ýêñïîíåíòû ïîñâÿùåíû ðàáîòû [Su6] è [D1]. Â [Su6]

áûëî ïîêàçàíî, ÷òî îöåíêà (0.7) òî÷íà îòíîñèòåëüíî òèïà îïåðàòîðíîé íîðìû: óêàçàíû óñëîâèÿ

íà îïåðàòîð, ïðè êîòîðûõ îöåíêà ‖e−iτÂε − e−iτÂ
0‖Hs→L2 6 C(τ)ε íåâåðíà, åñëè s < 3. Â

[D1] óñòàíîâëåíî, ÷òî îöåíêà (0.7) òî÷íà è îòíîñèòåëüíî çàâèñèìîñòè îò τ (ïðè áîëüøîì |τ |):
ìíîæèòåëü (1+|τ |) â ïðàâîé ÷àñòè îöåíêè íåëüçÿ çàìåíèòü íà (1+|τ |)α ñ α < 1. Ñ äðóãîé ñòîðîíû,
â [Su6] áûëè âûäåëåíû äîïîëíèòåëüíûå óñëîâèÿ íà îïåðàòîð, ïðè êîòîðûõ ðåçóëüòàò äîïóñêàåò
óñèëåíèå ïî òèïó îïåðàòîðíîé íîðìû: H3 ìîæíî çàìåíèòü íà H2. À â [D1] áûëî âûÿñíåíî, ÷òî
ïðè òåõ æå óñëîâèÿõ âîçìîæíî óñèëåíèå è â äðóãîì ñìûñëå: ìíîæèòåëü (1+ |τ |) ìîæíî çàìåíèòü
íà (1 + |τ |)1/2. Â èòîãå ïðè äîïîëíèòåëüíûõ óñëîâèÿõ (êîòîðûå àâòîìàòè÷åñêè âûïîëíåíû äëÿ
îïåðàòîðà àêóñòèêè) áûëà äîêàçàíà îöåíêà

‖e−iτÂε − e−iτÂ0‖H2(Rd)→L2(Rd) 6 C(1 + |τ |)1/2ε.
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Ãèïåðáîëè÷åñêèå çàäà÷è èçó÷àëèñü â ñòàòüå [DSu2] (ñì. òàêæå [DSu1]). Áûëî ïîêàçàíî,
÷òî îöåíêè (0.8), (0.9) òî÷íû îòíîñèòåëüíî òèïà îïåðàòîðíîé íîðìû, à ïðè äîïîëíèòåëüíûõ

ïðåäïîëîæåíèÿõ ðåçóëüòàòû äîïóñêàþò óñèëåíèå: â (0.8) ìîæíî çàìåíèòü H2 íà H3/2, à â (0.9) �

H1 íà H1/2.
Íåñòàöèîíàðíûå çàäà÷è èçó÷àëèñü è äëÿ áîëåå îáùåãî êëàññà îïåðàòîðîâ B̂ε (ñ ìëàäøèìè

÷ëåíàìè): â [D2] èññëåäîâàíà ýêñïîíåíòà e−iτ B̂ε , à â [M5] ãèïåðáîëè÷åñêèå çàäà÷è. Ïðè ýòîì â
[M5] ïðåäëîæåí äðóãîé ïîäõîä ê èçó÷åíèþ ãèïåðáîëè÷åñêèõ çàäà÷, ñâÿçàííûé ñ ìîäèôèêàöèåé
òåîðåìû Òðîòòåðà � Êàòî.

0.4. Îñíîâíûå ðåçóëüòàòû. Â íàñòîÿùåé ðàáîòå ìû ïðîäîëæàåì èçó÷àòü ïîâåäåíèå

îïåðàòîðîâ cos(τÂ1/2
ε ) è Â−1/2

ε sin(τÂ1/2
ε ) ïðè ìàëîì ε. Ñ îäíîé ñòîðîíû, ìû ïîäòâåðæäàåì

òî÷íîñòü îöåíîê (0.8)�(0.10): âûäåëåíî óñëîâèå íà îïåðàòîð, ïðè êîòîðîì ýòè îöåíêè íåëüçÿ
óëó÷øèòü íè â îòíîøåíèè òèïà îïåðàòîðíîé íîðìû, íè â îòíîøåíèè çàâèñèìîñòè îò τ . Ýòî
óñëîâèå ôîðìóëèðóåòñÿ â ñïåêòðàëüíûõ òåðìèíàõ.

Ðàññìîòðèì îïåðàòîðíîå ñåìåéñòâî Â(k) è ïîëîæèì k = tθ, t = |k|, θ ∈ Sd−1. Ýòî ñåìåéñòâî
àíàëèòè÷íî ïî ïàðàìåòðó t. Ïðè t = 0 ÷èñëî λ0 = 0 ÿâëÿåòñÿ n-êðàòíûì ñîáñòâåííûì çíà÷åíèåì

�íåâîçìóùåííîãî� îïåðàòîðà Â(0). Òîãäà ïðè ìàëîì t ñóùåñòâóþò âåùåñòâåííî àíàëèòè÷åñêèå

âåòâè ñîáñòâåííûõ çíà÷åíèé λl(t,θ) (l = 1, . . . , n) îïåðàòîðà Â(k). Ïðè ìàëîì t ñïðàâåäëèâû
ñõîäÿùèåñÿ ñòåïåííûå ðàçëîæåíèÿ

λl(t,θ) = γl(θ)t2 + µl(θ)t3 + νl(θ)t4 + . . . , l = 1, . . . , n, (0.13)

ãäå γl(θ) > 0 è µl(θ), νl(θ) ∈ R. Óñëîâèå, ïðè êîòîðîì îöåíêè (0.8)�(0.10) íåëüçÿ óñèëèòü, ñîñòîèò
â òîì, ÷òî µl(θ0) 6= 0 ïðè íåêîòîðûõ l è θ0 ∈ Sd−1.
Ñ äðóãîé ñòîðîíû, ïðè íåêîòîðûõ äîïîëíèòåëüíûõ ïðåäïîëîæåíèÿõ ìû óñèëèâàåì ðåçóëüòàòû

è ïîëó÷àåì îöåíêè

‖ cos(τÂ1/2
ε )− cos(τ(Â0)1/2)‖H3/2(Rd)→L2(Rd) 6 C(1 + |τ |)1/2ε, (0.14)

‖Â−1/2
ε sin(τÂ1/2

ε )− (Â0)−1/2 sin(τ(Â0)1/2)‖H1/2(Rd)→L2(Rd) 6 C(1 + |τ |)1/2ε, (0.15)

‖Â−1/2
ε sin(τÂ1/2

ε )− (Â0)−1/2 sin(τ(Â0)1/2)− εK(ε)‖H3/2(Rd)→H1(Rd) 6 C(1 + |τ |)1/2ε. (0.16)

Ïðè n = 1 äîñòàòî÷íîå óñëîâèå, êîòîðîå ãàðàíòèðóåò îöåíêè (0.14)�(0.16), ñîñòîèò â òîì, ÷òî
µ(θ) = µ1(θ) = 0 ïðè âñåõ θ ∈ Sd−1. Â ÷àñòíîñòè, ýòî óñëîâèå âûïîëíåíî äëÿ îïåðàòîðà

Âε = D∗gε(x)D, åñëè g(x) � ñèììåòðè÷íàÿ ìàòðèöà ñ âåùåñòâåííûìè ýëåìåíòàìè. Ïðè n > 2,
÷òîáû îáåñïå÷èòü (0.14)�(0.16), ïîìèìî óñëîâèÿ ðàâåíñòâà íóëþ âñåõ êîýôôèöèåíòîâ µl(θ) ìû
íàêëàäûâàåì åùå îäíî óñëîâèå â òåðìèíàõ êîýôôèöèåíòîâ γl(θ). Ïðîñòåéøèé âàðèàíò ýòîãî
óñëîâèÿ ñîñòîèò â òîì, ÷òî ðàçëè÷íûå âåòâè γl(θ) íå ïåðåñåêàþòñÿ äðóã ñ äðóãîì.
Äàëåå, ìû ïîêàçûâàåì, ÷òî îöåíêè (0.14)�(0.16) òîæå òî÷íû: â ñëó÷àå, êîãäà âñå êîýôôèöèåíòû

µl(θ) ðàâíû íóëþ, íî νj(θ0) 6= 0 (ïðè íåêîòîðûõ j è θ0), îöåíêè (0.14)�(0.16) íåëüçÿ óëó÷øèòü
íè îòíîñèòåëüíî òèïà íîðìû, íè îòíîñèòåëüíî çàâèñèìîñòè îò τ .
Ñ ïîìîùüþ èíòåðïîëÿöèè ìû ïîëó÷àåì òàêæå îöåíêè â (Hs → L2) ëèáî (Hs → H1)-íîðìàõ.

Íàïðèìåð, äëÿ îïåðàòîðà èç (0.8) ñïðàâåäëèâà îöåíêà (Hs → L2)-íîðìû ïîðÿäêàO((1+|τ |)s/2εs/2)
ïðè 0 6 s 6 2. Åñëè æå ñïðàâåäëèâà áîëåå ñèëüíàÿ îöåíêà (0.14), òî (Hs → L2)-íîðìà ýòîãî

îïåðàòîðà èìååò ïîðÿäîê O((1 + |τ |)s/3ε2s/3) ïðè 0 6 s 6 3/2.
ßñíî, ÷òî ïîëó÷åííûå ðåçóëüòàòû äàþò âîçìîæíîñòü ïîëó÷àòü êâàëèôèöèðîâàííûå îöåíêè

ïîãðåøíîñòè ïðè ìàëîì ε è áîëüøîì τ : â îáùåé ñèòóàöèè ìîæíî ðàññìàòðèâàòü τ = O(ε−α) ïðè
0 < α < 1, à â ñëó÷àå óñèëåíèÿ ìîæíî ðàññìàòðèâàòü τ = O(ε−α) ïðè 0 < α < 2.
Äëÿ áîëåå îáùåãî îïåðàòîðà (0.3) àíàëîãè ðåçóëüòàòîâ, îïèñàííûõ âûøå, ïîëó÷åíû äëÿ

îïåðàòîðîâ cos(τA1/2
ε ) è A−1/2

ε sin(τA1/2
ε ), îêàéìëåííûõ ïîäõîäÿùèìè ìíîæèòåëÿìè (íàïðèìåð,

äëÿ f ε cos(τA1/2
ε )(f ε)−1).
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Ðåçóëüòàòû, ñôîðìóëèðîâàííûå â îïåðàòîðíûõ òåðìèíàõ, ïðèìåíÿþòñÿ çàòåì ê óñðåäíåíèþ
ðåøåíèé çàäà÷è Êîøè äëÿ ãèïåðáîëè÷åñêèõ óðàâíåíèé. Â ÷àñòíîñòè, ðàññìîòðåíû
íåñòàöèîíàðíîå óðàâíåíèå àêóñòèêè è ñèñòåìà òåîðèè óïðóãîñòè.

0.5. Ìåòîä. Ðåçóëüòàòû ïîëó÷åíû ñ ïîìîùüþ äàëüíåéøåãî ðàçâèòèÿ òåîðåòèêî-îïåðàòîðíîãî
ïîäõîäà. Ìû ñëåäóåì ïëàíó, íàìå÷åííîìó âûøå â ï. 0.3. Â îñíîâå ðàññìîòðåíèé ëåæèò
àáñòðàêòíàÿ òåîðåòèêî-îïåðàòîðíàÿ ñõåìà. Èçó÷àåòñÿ ñåìåéñòâî îïåðàòîðîâ A(t) = X(t)∗X(t), t ∈
R, â íåêîòîðîì ãèëüáåðòîâîì ïðîñòðàíñòâå H. Çäåñü X(t) = X0+tX1. (Ñåìåéñòâî A(t) ìîäåëèðóåò
îïåðàòîðíîå ñåìåéñòâî A(k) = A(tθ), íî ïàðàìåòð θ â àáñòðàêòíîé ïîñòàíîâêå îòñóòñòâóåò.)
Ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî òî÷êà λ0 = 0 ÿâëÿåòñÿ èçîëèðîâàííûì ñîáñòâåííûì çíà÷åíèåì îïåðàòîðà
A(0) êðàòíîñòè n. Òîãäà ïðè |t| 6 t0 âîçìóùåííûé îïåðàòîð A(t) èìååò íà èíòåðâàëå [0, δ] ðîâíî n
ñîáñòâåííûõ çíà÷åíèé (ìû êîíòðîëèðóåì δ è t0 ÿâíî). Ýòè ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ è îòâå÷àþùèå èì
ñîáñòâåííûå ýëåìåíòû ÿâëÿþòñÿ âåùåñòâåííî àíàëèòè÷åñêèìè ôóíêöèÿìè îò t. Êîýôôèöèåíòû
ñîîòâåòñòâóþùèõ ñòåïåííûõ ðàçëîæåíèé íàçûâàþò ïîðîãîâûìè õàðàêòåðèñòèêàìè îïåðàòîðà
A(t). Ìû âûäåëÿåì îïåðàòîð S êîíå÷íîãî ðàíãà (òàê íàçûâàåìûé ñïåêòðàëüíûé ðîñòîê

ñåìåéñòâà A(t)), äåéñòâóþùèé â ïîäïðîñòðàíñòâå N = KerA(0). Ñïåêòðàëüíûé ðîñòîê íåñåò
èíôîðìàöèþ î ïîðîãîâûõ õàðàêòåðèñòèêàõ ñòàðøåãî ïîðÿäêà.
Â òåðìèíàõ ñïåêòðàëüíîãî ðîñòêà óäàåòñÿ óäàåòñÿ íàéòè ïîäõîäÿùèå àïïðîêñèìàöèè

äëÿ îïåðàòîðîâ cos(ε−1τA(t)1/2) è A(t)−1/2 sin(ε−1τA(t)1/2). Ïðèìåíåíèå ýòèõ àáñòðàêòíûõ
ðåçóëüòàòîâ è ïðèâîäèò ê òðåáóåìûì îöåíêàì äëÿ ÄÎ. Îäíàêî, íà ýòîì ýòàïå âîçíèêàåò
äîïîëíèòåëüíîå îñëîæíåíèå. Îíî êàñàåòñÿ óñèëåíèÿ ðåçóëüòàòîâ â ïðåäïîëîæåíèè, ÷òî âñå
êîýôôèöèåíòû µl(θ) ðàâíû íóëþ. Â îáùåì ñëó÷àå íå óäàåòñÿ ïðîâåñòè ïîñòðîåíèÿ ðàâíîìåðíî
ïî ïàðàìåòðó θ è ìû âûíóæäåíû íàêëàäûâàòü äîïîëíèòåëüíûå óñëîâèÿ (ïðåäïîëàãàòü, ÷òî
ðàçëè÷íûå âåòâè γl(θ) íå ïåðåñåêàþòñÿ).

0.6. Ïëàí ñòàòüè. Ñòàòüÿ ñîñòîèò èç òðåõ ãëàâ. Ãëàâà 1 (�1�6) ñîäåðæèò íåîáõîäèìûé
àáñòðàêòíûé òåîðåòèêî-îïåðàòîðíûé ìàòåðèàë; çäåñü ïîëó÷åíû îñíîâíûå ðåçóëüòàòû â
àáñòðàêòíûõ òåðìèíàõ. Â ãëàâå 2 (�7�14) èçó÷àþòñÿ ïåðèîäè÷åñêèå ÄÎ âèäà (0.1), (0.2). Â
�7 îïèñàí êëàññ îïåðàòîðîâ è ðàçëîæåíèå â ïðÿìîé èíòåãðàë; ñîîòâåòñòâóþùåå îïåðàòîðíîå
ñåìåéñòâî A(k) âêëþ÷åíî â ðàìêè àáñòðàêòíîé ñõåìû. Â �8 îïèñàíû ýôôåêòèâíûå

õàðàêòåðèñòèêè îïåðàòîðà Â. Â �9 ñ ïîìîùüþ àáñòðàêòíûõ òåîðåì ïîëó÷åíû àïïðîêñèìàöèè

îïåðàòîðîâ cos(ε−1τÂ(k)1/2) è Â(k)−1/2 sin(ε−1τÂ(k)1/2), à â �10 ïîäòâåðæäåíà òî÷íîñòü
ýòèõ ðåçóëüòàòîâ. Â �11 îïèñàíû ýôôåêòèâíûå õàðàêòåðèñòèêè îïåðàòîðà (0.1). Òðåáóåìûå
àïïðîêñèìàöèè îïåðàòîð-ôóíêöèé îò A(k) íàéäåíû â �12, à òî÷íîñòü ýòèõ ðåçóëüòàòîâ
îáñóæäàåòñÿ â �13. Íàêîíåö, �14 ïîñâÿùåí àïïðîêñèìàöèÿì îïåðàòîð-ôóíêöèé îò îïåðàòîðîâ
(0.1) è (0.2), êîòîðûå âûâîäÿòñÿ èç ðåçóëüòàòîâ �9, 10, 12, 13 ñ ïîìîùüþ ðàçëîæåíèÿ â ïðÿìîé
èíòåãðàë. Ãëàâà 3 (�15�18) ïîñâÿùåíà çàäà÷àì ãîìîãåíèçàöèè. Â �15 ñ ïîìîùüþ ìàñøòàáíîãî
ïðåîáðàçîâàíèÿ ìû âûâîäèì îñíîâíûå ðåçóëüòàòû ðàáîòû (àïïðîêñèìàöèè îïåðàòîð-ôóíêöèé îò

Âε è Aε) èç ðåçóëüòàòîâ ãëàâû 2. Â �16 ïîëó÷åííûå ðåçóëüòàòû ïðèìåíÿþòñÿ ê èçó÷åíèþ ðåøåíèé
çàäà÷è Êîøè äëÿ ãèïåðáîëè÷åñêèõ óðàâíåíèé. �17, 18 ïîñâÿùåíû ïðèìåíåíèþ îáùèõ ðåçóëüòàòîâ
ê êîíêðåòíûì óðàâíåíèÿì ìàòåìàòè÷åñêîé ôèçèêè.

0.7. Îáîçíà÷åíèÿ. Ïóñòü H, H∗ � êîìïëåêñíûå ñåïàðàáåëüíûå ãèëüáåðòîâû ïðîñòðàíñòâà.
Ñèìâîëû (·, ·)H è ‖ · ‖H îçíà÷àþò ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå è íîðìó â H ñîîòâåòñòâåííî; ñèìâîë
‖ · ‖H→H∗ îçíà÷àåò íîðìó îãðàíè÷åííîãî îïåðàòîðà èç H â H∗. Èíîãäà ìû îïóñêàåì èíäåêñû.
×åðåç I = IH îáîçíà÷àåòñÿ òîæäåñòâåííûé îïåðàòîð â H. Åñëè A : H → H∗ � ëèíåéíûé
îïåðàòîð, òî ÷åðåç DomA îáîçíà÷àåòñÿ åãî îáëàñòü îïðåäåëåíèÿ, à ÷åðåç KerA � åãî ÿäðî. Åñëè
N � ïîäïðîñòðàíñòâî â H, òî N⊥ � åãî îðòîãîíàëüíîå äîïîëíåíèå. Åñëè P � îðòîïðîåêòîð
ïðîñòðàíñòâà H íà N, òî P⊥ � îðòîïðîåêòîð íà N⊥.
Ñèìâîëû 〈·, ·〉 è | · | îçíà÷àþò ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå è íîðìó â Cn; 1n � åäèíè÷íàÿ (n× n)-

ìàòðèöà. Åñëè a � (m × n)-ìàòðèöà, òî ñèìâîë |a| îçíà÷àåò íîðìó ìàòðèöû a êàê ëèíåéíîãî
îïåðàòîðà èç Cn â Cm.
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Äàëåå, èñïîëüçóåì îáîçíà÷åíèÿ x = (x1, . . . , xd) ∈ Rd, iDj = ∂j = ∂/∂xj , j = 1, . . . , d; D =
−i∇ = (D1, . . . , Dd).
Êëàññû Lp (ãäå 1 6 p 6∞) âåêòîð-ôóíêöèé â îáëàñòè O ⊂ Rd ñî çíà÷åíèÿìè â Cn îáîçíà÷àåì

÷åðåç Lp(O;Cn). Êëàññû Ñîáîëåâà ïîðÿäêà s (ãäå s > 0) Cn-çíà÷íûõ ôóíêöèé â îáëàñòè O
îáîçíà÷àåì ÷åðåç Hs(O;Cn). Ïðè n = 1 ïèøåì ïðîñòî Lp(O), Hs(O), íî èíîãäà ïðèìåíÿåì òàêèå
óïðîùåííûå îáîçíà÷åíèÿ è äëÿ êëàññîâ âåêòîð-ôóíêöèé èëè ìàòðèö-ôóíêöèé.
×åðåç C, C, C, C, c (âîçìîæíî, ñ èíäåêñàìè è çíà÷êàìè) îáîçíà÷àþòñÿ ðàçëè÷íûå ïîñòîÿííûå

â îöåíêàõ.

0.8. Áëàãîäàðíîñòè. Ò. À. Ñóñëèíà âûðàæàåò áëàãîäàðíîñòü Èíñòèòóòó Ìèòòàã-Ëåôôëåðà
(Ñòîêãîëüì, Øâåöèÿ). Ðàáîòà ÷àñòè÷íî áûëà âûïîëíåíà âî âðåìÿ ó÷àñòèÿ Ò. À. Ñóñëèíîé â
ïðîãðàììå �Ñïåêòðàëüíûå ìåòîäû ìàòåìàòè÷åñêîé ôèçèêè� â ôåâðàëå è ìàðòå 2019 ãîäà.

Ãëàâà 1. Àáñòðàêòíàÿ òåîðåòèêî-îïåðàòîðíàÿ ñõåìà

� 1. Êâàäðàòè÷íûå îïåðàòîðíûå ñåìåéñòâà

Ìàòåðèàë ýòîãî ïàðàãðàôà çàèìñòâîâàí èç [BSu1, BSu2, VSu1, Su6, D1].

1.1. Îïåðàòîðû X(t) è A(t). Ïóñòü H è H∗ � êîìïëåêñíûå ñåïàðàáåëüíûå ãèëüáåðòîâû
ïðîñòðàíñòâà. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî X0 : H→ H∗ � ïëîòíî îïðåäåë¼ííûé è çàìêíóòûé îïåðàòîð, à
X1 : H→ H∗ � îãðàíè÷åííûé îïåðàòîð. Ââåä¼ì çàìêíóòûé íà DomX0 îïåðàòîð X(t) = X0 + tX1,
t ∈ R. Ðàññìîòðèì ñåìåéñòâî ñàìîñîïðÿæ¼ííûõ îïåðàòîðîâ A(t) = X(t)∗X(t) â H. Îïåðàòîð
A(t) ïîðîæäàåòñÿ çàìêíóòîé êâàäðàòè÷íîé ôîðìîé ‖X(t)u‖2H∗ , u ∈ DomX0. Ââåä¼ì îáîçíà÷åíèÿ
A0 := A(0); N := KerA0 = KerX0; N∗ := KerX∗0 .
Ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî òî÷êà λ0 = 0 � èçîëèðîâàííàÿ òî÷êà ñïåêòðà îïåðàòîðà A0 è 0 < n :=

dimN <∞, n 6 n∗ := dimN∗ 6∞.
Ïóñòü d0 � ðàññòîÿíèå îò òî÷êè λ0 = 0 äî îñòàëüíîãî ñïåêòðà îïåðàòîðà A0. ×åðåç P è P∗

îáîçíà÷àþòñÿ îðòîïðîåêòîðû ïðîñòðàíñòâà H íà N è ïðîñòðàíñòâà H∗ íà N∗, ñîîòâåòñòâåííî.
Îáîçíà÷èì ÷åðåç F (t; [a, b]) ñïåêòðàëüíûé ïðîåêòîð îïåðàòîðà A(t) äëÿ ïðîìåæóòêà [a, b] è
ïîëîæèì F(t; [a, b]) := F (t; [a, b])H. Ôèêñèðóåì ÷èñëî δ > 0 òàêîå, ÷òî 8δ < d0. Âûáåðåì ÷èñëî
t0 > 0 òàê, ÷òîáû

t0 6 δ
1/2‖X1‖−1. (1.1)

Êàê ïîêàçàíî â [BSu1, ãë. 1, (1.3)], ïðè |t| 6 t0 âûïîëíåíî F (t; [0, δ]) = F (t; [0, 3δ]) è
rankF (t; [0, δ]) = n. Áóäåì ïèñàòü F (t) âìåñòî F (t; [0, δ]) è F(t) âìåñòî F(t; [0, δ]).

1.2. Îïåðàòîðû Z, R è S. Ñëåäóÿ [BSu1, ãë. 1, �1] è [BSu2, �1], ââåä¼ì îïåðàòîðû, êîòîðûå
âîçíèêàþò ïðè ðàññìîòðåíèÿõ â äóõå òåîðèè âîçìóùåíèé.
Îáîçíà÷èì D := DomX0 ∩N⊥. Ïóñòü ω ∈ N. Ðàññìîòðèì óðàâíåíèå íà φ ∈ D:

X∗0 (X0φ+X1ω) = 0,

êîòîðîå ïîíèìàåòñÿ â ñëàáîì ñìûñëå:

(X0φ,X0ζ)H∗ = −(X1ω,X0ζ)H∗ , ∀ζ ∈ D.

Ñóùåñòâóåò åäèíñòâåííîå ðåøåíèå φ = φ(ω). Ââåä¼ì îïåðàòîð Z : H→ H ôîðìóëîé Zu = φ(Pu),
u ∈ H. Îòìåòèì, ÷òî PZ = 0, à ïîòîìó Z∗P = 0. Ñïðàâåäëèâû îöåíêè

‖X0Z‖ 6 ‖X1‖, ‖Z‖ 6 (8δ)−1/2‖X1‖. (1.2)

Îïðåäåëèì îïåðàòîð R : N→ N∗ ôîðìóëîé R := X0Z +X1. Äðóãîå ïðåäñòàâëåíèå äëÿ R èìååò
âèä R = P∗X1|N.
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Ñëåäóÿ [BSu1, ãë. 1], íàçîâ¼ì îïåðàòîð S := R∗R : N → N ñïåêòðàëüíûì ðîñòêîì ñåìåéñòâà
A(t) ïðè t = 0. Äëÿ ðîñòêà ñïðàâåäëèâî òàêæå ñîîòíîøåíèå S = PX∗1P∗X1|N. Ñïåêòðàëüíûé
ðîñòîê íàçûâàåòñÿ íåâûðîæäåííûì, åñëè KerS = {0}. Îòìåòèì îöåíêè

‖R‖ 6 ‖X1‖, ‖S‖ 6 ‖X1‖2. (1.3)

1.3. Îïåðàòîðû Z2 è R2. Íàì ïîòðåáóþòñÿ îïåðàòîðû Z2 è R2 (ñì. [VSu1, �1]). Ïóñòü ω ∈ N è
ïóñòü ψ = ψ(ω) ∈ D � (ñëàáîå) ðåøåíèå óðàâíåíèÿ

X∗0 (X0ψ +X1Zω) = −P⊥X∗1Rω.
Î÷åâèäíî, óñëîâèå ðàçðåøèìîñòè âûïîëíåíî. Îïðåäåëèì îïåðàòîð Z2 : H → H ñîîòíîøåíèåì
Z2u = ψ(Pu), u ∈ H. Íàêîíåö, ââåäåì îïåðàòîð R2 : N→ H∗ ôîðìóëîé R2 := X0Z2 +X1Z.

1.4. Àíàëèòè÷åñêèå âåòâè ñîáñòâåííûõ çíà÷åíèé è ñîáñòâåííûõ âåêòîðîâ îïåðàòîðà
A(t). Ñîãëàñíî îáùåé àíàëèòè÷åñêîé òåîðèè âîçìóùåíèé (ñì. [Ka]), ïðè |t| 6 t0 ñóùåñòâóþò
âåùåñòâåííî àíàëèòè÷åñêèå ôóíêöèè λl(t) (âåòâè ñîáñòâåííûõ çíà÷åíèé) è âåùåñòâåííî
àíàëèòè÷åñêèå H-çíà÷íûå ôóíêöèè ϕl(t) (âåòâè ñîáñòâåííûõ âåêòîðîâ), òàêèå ÷òî

A(t)ϕl(t) = λl(t)ϕl(t), l = 1, . . . , n, |t| 6 t0, (1.4)

ïðè÷¼ì íàáîð ϕl(t), l = 1, . . . , n, îáðàçóåò îðòîíîðìèðîâàííûé áàçèñ â F(t). Äëÿ äîñòàòî÷íî

ìàëîãî t∗ (ãäå 0 < t∗ 6 t0) ïðè |t| 6 t∗ èìåþò ìåñòî ñõîäÿùèåñÿ ñòåïåííûå ðàçëîæåíèÿ

λl(t) = γlt
2 + µlt

3 + νlt
4 + . . . , γl > 0, µl, νl ∈ R, l = 1, . . . , n, (1.5)

ϕl(t) = ωl + tψ
(1)
l + . . . , l = 1, . . . , n. (1.6)

Ïðè ýòîì ýëåìåíòû ωl = ϕl(0), l = 1, . . . , n, îáðàçóþò îðòîíîðìèðîâàííûé áàçèñ â
ïîäïðîñòðàíñòâå N. Ïîäñòàâëÿÿ ðàçëîæåíèÿ (1.5), (1.6) â ðàâåíñòâà (1.4) è ñðàâíèâàÿ
êîýôôèöèåíòû ïðè t è ïðè t2, ïðèõîäèì ê ñîîòíîøåíèÿì

ω̃l := ψ
(1)
l − Zωl ∈ N, l = 1, . . . , n,

Sωl = γlωl, l = 1, . . . , n. (1.7)

(Ñð. [BSu1, ãë. 1, �1], [BSu2, �1].) Òàêèì îáðàçîì, ÷èñëà γl è ýëåìåíòû ωl, îïðåäåë¼ííûå â (1.5)
è (1.6), ÿâëÿþòñÿ ñîáñòâåííûìè äëÿ ðîñòêà S. Ñïðàâåäëèâû ïðåäñòàâëåíèÿ

P =

n∑
l=1

(·, ωl)ωl, (1.8)

SP =
n∑
l=1

γl(·, ωl)ωl. (1.9)

1.5. Ïîðîãîâûå àïïðîêñèìàöèè. Ñïåêòðàëüíûé ïðîåêòîð F (t) è îïåðàòîð A(t)F (t) ÿâëÿþòñÿ
âåùåñòâåííî àíàëèòè÷åñêèìè îïåðàòîð-ôóíêöèÿìè ïðè |t| 6 t0. Ñïðàâåäëèâû ïðåäñòàâëåíèÿ

F (t) =
n∑
l=1

(·, ϕl(t))ϕl(t),

A(t)F (t) =

n∑
l=1

λl(t)(·, ϕl(t))ϕl(t).

Ñ ó÷¼òîì (1.5), (1.6), (1.8), (1.9) îòñþäà ñëåäóþò ñòåïåííûå ðàçëîæåíèÿ F (t) = P + tF1 + . . .,
A(t)F (t) = t2SP + t3K + . . ., ñõîäÿùèåñÿ ïðè |t| 6 t∗. Îäíàêî, íàì íóæíû íå ðàçëîæåíèÿ, à ëèøü
àïïðîêñèìàöèè (ñ îäíèì èëè íåñêîëüêèìè ïåðâûìè ÷ëåíàìè), íî ñ îöåíêàìè ïîãðåøíîñòè íà
êîíòðîëèðóåìîì ïðîìåæóòêå |t| 6 t0.
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Ñëåäóþùåå óòâåðæäåíèå áûëî ïîëó÷åíî â [BSu1, ãë. 1, òåîðåìû 4.1 è 4.3]. Äîãîâîðèìñÿ íèæå
÷åðåç βj îáîçíà÷àòü àáñîëþòíûå êîíñòàíòû, ïðè÷¼ì ñ÷èòàåì βj > 1.

Ïðåäëîæåíèå 1.1 ([BSu1]). Â óñëîâèÿõ ï. 1.1 ñïðàâåäëèâû îöåíêè

‖F (t)− P‖ 6 C1|t|, |t| 6 t0, (1.10)

‖A(t)F (t)− t2SP‖ 6 C2|t|3, |t| 6 t0. (1.11)

×èñëî t0 ïîä÷èíåíî (1.1), à ïîñòîÿííûå C1, C2 èìåþò âèä

C1 = β1δ
−1/2‖X1‖, C2 = β2δ

−1/2‖X1‖3. (1.12)

Íàì ïîíàäîáÿòñÿ òàêæå áîëåå òî÷íûå àïïðîêñèìàöèè, íàéäåííûå â [BSu2, �2 è �4].

Ïðåäëîæåíèå 1.2 ([BSu2]). Â óñëîâèÿõ ï. 1.1 ñïðàâåäëèâû ïðåäñòàâëåíèÿ

F (t) = P + tF1 + F2(t), |t| 6 t0, (1.13)

A(t)F (t) = t2SP + t3K + Ψ(t), |t| 6 t0,
è îöåíêè

‖F2(t)‖ 6 C3t
2, C3 = β3δ

−1‖X1‖2,
‖Ψ(t)‖ 6 C4t

4, C4 = β4δ
−1‖X1‖4.

Îïåðàòîð K äîïóñêàåò ïðåäñòàâëåíèå

K = K0 +N = K0 +N0 +N∗,

ãäå K0 ïåðåâîäèò N â N⊥ è N⊥ â N, à N = N0 +N∗ ïåðåâîäèò N â ñåáÿ è N⊥ â {0}. Â òåðìèíàõ

êîýôôèöèåíòîâ ñòåïåííûõ ðàçëîæåíèé îïåðàòîðû F1,K0, N0, N∗ èìåþò âèä

F1 =
n∑
l=1

((·, Zωl)ωl + (·, ωl)Zωl) ,

K0 =
n∑
l=1

γl ((·, Zωl)ωl + (·, ωl)Zωl) ,

N0 =
n∑
l=1

µl(·, ωl)ωl, N∗ =
n∑
l=1

γl ((·, ω̃l)ωl + (·, ωl)ω̃l) . (1.14)

Â èíâàðèàíòíûõ òåðìèíàõ ñïðàâåäëèâû ïðåäñòàâëåíèÿ

F1 = ZP + PZ∗, K0 = ZSP + SPZ∗, (1.15)

N = Z∗X∗1RP + (RP )∗X1Z. (1.16)

Çàìå÷àíèå 1.3. 1◦. Åñëè Z = 0, òî K0 = 0, N = 0 è K = 0.
2◦. Â áàçèñå {ωl}nl=1 îïåðàòîðû N , N0, N∗ (ñóæåííûå íà ïîäïðîñòðàíñòâî N) çàäàþòñÿ

ìàòðèöàìè ðàçìåðà n× n. Ïðè ýòîì îïåðàòîð N0 äèàãîíàëåí:

(N0ωj , ωk) = µjδjk, j, k = 1, . . . , n. (1.17)

Ìàòðè÷íûå ýëåìåíòû îïåðàòîðà N∗ èìåþò âèä

(N∗ωj , ωk) = γk(ωj , ω̃k) + γj(ω̃j , ωk) = (γj − γk)(ω̃j , ωk), j, k = 1, . . . , n.

Çäåñü ìû ó÷ëè ñîîòíîøåíèå (ñì. [BSu2, (1.18)])

(ω̃j , ωk) + (ωj , ω̃k) = 0, j, k = 1, . . . , n. (1.18)

Âèäíî, ÷òî äèàãîíàëüíûå ýëåìåíòû äëÿ N∗ îáðàùàþòñÿ â íîëü: (N∗ωj , ωj) = 0, j = 1, . . . , n.
Áîëåå òîãî,

(N∗ωj , ωk) = 0, åñëè γj = γk.
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1.6. Óñëîâèå íåâûðîæäåííîñòè. Íèæå ìû áóäåì ïðåäïîëàãàòü âûïîëíåííûì ñëåäóþùåå
äîïîëíèòåëüíîå óñëîâèå (ñð. [BSu1, ãë. 1, ï. 5.1]).

Óñëîâèå 1.4. Ïðè íåêîòîðîì c∗ > 0 âûïîëíåíî íåðàâåíñòâî

A(t) > c∗t
2I, |t| 6 t0. (1.19)

Èç (1.19) ñëåäóåò, ÷òî λl(t) > c∗t2, l = 1, . . . , n, ïðè |t| 6 t0. Â ñèëó (1.5) ýòî âëå÷¼ò

γl > c∗ > 0, l = 1, . . . , n.

Òàêèì îáðàçîì, ñïåêòðàëüíûé ðîñòîê íåâûðîæäåí (ñì. (1.9)):

S > c∗IN. (1.20)

1.7. Ðàçáèåíèå ñîáñòâåííûõ çíà÷åíèé îïåðàòîðà A(t) íà êëàñòåðû. Ìàòåðèàë ýòîãî
ïóíêòà çàèìñòâîâàí èç [Su6, �2]. Îí ñîäåðæàòåëåí ïðè n > 2.
Ïðåäïîëîæèì, ÷òî âûïîëíåíî óñëîâèå 1.4. Ñåé÷àñ íàì áóäåò óäîáíî èçìåíèòü îáîçíà÷åíèÿ,

îòñëåæèâàÿ êðàòíîñòè ñîáñòâåííûõ çíà÷åíèé ðîñòêà S. Îáîçíà÷èì êîëè÷åñòâî ðàçëè÷íûõ
ñîáñòâåííûõ çíà÷åíèé ðîñòêà ÷åðåç p. Çàíóìåðóåì ýòè ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ â ïîðÿäêå
âîçðàñòàíèÿ è îáîçíà÷èì èõ ÷åðåç γ◦j , j = 1, . . . , p. Èõ êðàòíîñòè îáîçíà÷èì ÷åðåç k1, . . . , kp
(ðàçóìååòñÿ, k1 + · · · + kp = n). Ââåä¼ì îáîçíà÷åíèÿ äëÿ ñîáñòâåííûõ ïîäïðîñòðàíñòâ: Nj =
Ker (S − γ◦j IN), j = 1, . . . , p. Òîãäà

N =

p∑
j=1

⊕Nj .

Ïóñòü Pj � îðòîïðîåêòîð ïðîñòðàíñòâà H íà Nj . Òîãäà

P =

p∑
j=1

Pj , PjPl = 0 ïðè j 6= l.

Ñîîòâåòñòâåííî èçìåíèì è îáîçíà÷åíèÿ ñîáñòâåííûõ âåêòîðîâ ðîñòêà (òåõ ñàìûõ, êîòîðûå

ÿâëÿþòñÿ �çàðîäûøàìè� â (1.6)), ðàçäåëÿÿ èõ íà p ÷àñòåé, òàê ÷òî ω
(j)
1 , . . . , ω

(j)
kj

îòâå÷àþò

ñîáñòâåííîìó çíà÷åíèþ γ◦j è îáðàçóþò îðòîíîðìèðîâàííûé áàçèñ â Nj .

Çàìå÷àíèå 1.5. Íàïîìíèì, ÷òî N = N0 +N∗. Ñîãëàñíî çàìå÷àíèþ 1.3

PjN∗Pj = 0, j = 1, . . . , p; PlN0Pj = 0 ïðè l 6= j.

Îòñþäà ñëåäóþò èíâàðèàíòíûå ïðåäñòàâëåíèÿ îïåðàòîðîâ N0 è N∗:

N0 =

p∑
j=1

PjNPj , N∗ =
∑

16j,l6p:
j 6=l

PjNPl. (1.21)

Äëÿ êàæäîé ïàðû èíäåêñîâ (j, l), 1 6 j, l 6 p, j 6= l, ââåä¼ì îáîçíà÷åíèå

c◦jl := min{c∗, n−1|γ◦l − γ◦j |}. (1.22)

ßñíî, ÷òî íàéä¼òñÿ íîìåð i0 = i0(j, l), ãäå j 6 i0 6 l−1 ïðè j < l è l 6 i0 6 j−1 ïðè l < j, òàêîé ÷òî
γ◦i0+1 − γ◦i0 > c

◦
jl. Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî íà ïðîìåæóòêå ìåæäó γ

◦
j è γ

◦
l â ñïåêòðå îïåðàòîðà S èìååòñÿ

ëàêóíà äëèíû íå ìåíüøå c◦jl. Âîçìîæíî, âûáîð i0 íåîäíîçíà÷åí, â ýòîì ñëó÷àå äîãîâîðèìñÿ áðàòü

íàèìåíüøåå âîçìîæíîå i0 (äëÿ îïðåäåë¼ííîñòè).
Âûáåðåì ÷èñëî t00

jl 6 t0 òàê, ÷òîáû (ñì. (1.12))

t00
jl 6 (4C2)−1c◦jl = (4β2)−1δ1/2‖X1‖−3c◦jl. (1.23)

Ïîëîæèì ∆
(1)
jl := [γ◦1 − c◦jl/4, γ◦i0 + c◦jl/4] è ∆

(2)
jl := [γ◦i0+1 − c◦jl/4, γ◦p + c◦jl/4]. Ïðîìåæóòêè ∆

(1)
jl

è ∆
(2)
jl îòäåëåíû äðóã îò äðóãà íà ðàññòîÿíèå, íå ìåíüøåå c◦jl/2. Â [Su6, �2] ïîêàçàíî, ÷òî ïðè

|t| 6 t00
jl îïåðàòîð A(t) èìååò ðîâíî k1 + . . . + ki0 ñîáñòâåííûõ çíà÷åíèé (ñ ó÷¼òîì êðàòíîñòåé)
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íà ïðîìåæóòêå t2∆
(1)
jl è ðîâíî ki0+1 + . . . + kp ñîáñòâåííûõ çíà÷åíèé íà ïðîìåæóòêå t2∆

(2)
jl .

Ñïåêòðàëüíûå ïðîåêòîðû îïåðàòîðà A(t), îòâå÷àþùèå ïðîìåæóòêàì t2∆
(1)
jl è t2∆

(2)
jl , îáîçíà÷èì

÷åðåç F
(1)
jl (t) è F

(2)
jl (t), ñîîòâåòñòâåííî. Òîãäà

F (t) = F
(1)
jl (t) + F

(2)
jl (t), |t| 6 t00

jl .

Ñëåäóþùåå óòâåðæäåíèå áûëî ïðîâåðåíî â [Su6, Ïðåäëîæåíèå 2.1].

Ïðåäëîæåíèå 1.6 ([Su6]). Ïðè |t| 6 t00
jl ñïðàâåäëèâû îöåíêè

‖F (1)
jl (t)− (P1 + · · ·+ Pi0)‖ 6 C5,jl|t|,

‖F (2)
jl (t)− (Pi0+1 + · · ·+ Pp)‖ 6 C5,jl|t|.

×èñëî t00
jl âûáðàíî ñîãëàñíî (1.22), (1.23), à ïîñòîÿííàÿ C5,jl çàäàíà ñîîòíîøåíèåì

C5,jl = β5δ
−1/2‖X1‖5(c◦jl)

−2.

1.8. Êîýôôèöèåíòû νl. Äëÿ îïðåäåëåííîñòè áóäåì ñ÷èòàòü íóìåðàöèþ â (1.5), (1.6) òàêîé, ÷òî
γ1 6 . . . 6 γn. Êîýôôèöèåíòû νl è âåêòîðû ωl, l = 1, . . . , n, â ðàçëîæåíèÿõ (1.5), (1.6) ÿâëÿþòñÿ
ñîáñòâåííûìè çíà÷åíèÿìè è ñîáñòâåííûìè ýëåìåíòàìè íåêîòîðîé çàäà÷è; ñì. [D1, ï. 1.8]. Íàì
ïîíàäîáèòñÿ îïèñàòü ýòó çàäà÷ó â ñëó÷àå, êîãäà µl = 0, l = 1, . . . , n, òî åñòü, N0 = 0.

Ïðåäëîæåíèå 1.7 ([D1]). Ïóñòü N0 = 0. Ïîëîæèì

N0
1 := Z∗2X

∗
1RP + (RP )∗X1Z2 +R∗2R2P.

Ïóñòü γ◦1 , . . . , γ
◦
p � ðàçëè÷íûå ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ îïåðàòîðà S, à k1, . . . , kp � èõ êðàòíîñòè.

Ïóñòü Pq � îðòîïðîåêòîð íà ïîäïðîñòðàíñòâî Nq = Ker(S − γ◦q IN), q = 1, . . . , p. Ââåäåì

îïåðàòîðû N (q), q = 1, . . . , p: îïåðàòîð N (q) äåéñòâóåò â Nq è çàäàåòñÿ âûðàæåíèåì

N (q) := Pq

(
N0

1 −
1

2
Z∗ZSP − 1

2
SPZ∗Z

)∣∣∣∣
Nq

+
∑

j=1,...,p:j 6=q
(γ◦q − γ◦j )−1PqNPjN

∣∣
Nq
.

Ïóñòü νl, l = 1, . . . , n, � êîýôôèöèåíòû ïðè t4 èç ðàçëîæåíèé (1.5). Òîãäà ÷èñëà νl è âåêòîðû

ωl ïðè l = i(q), i(q) + 1, . . . , i(q) + kq − 1, ãäå i(q) = k1 + · · · + kq−1 + 1, ÿâëÿþòñÿ ñîáñòâåííûìè

çíà÷åíèÿìè è ñîáñòâåííûìè ýëåìåíòàìè îïåðàòîðà N (q), ò. å.,

N (q)ωl = νlωl, l = i(q), i(q) + 1, . . . , i(q) + kq − 1.

� 2. Ïðèáëèæåíèå äëÿ îïåðàòîðîâ cos(τA(t)1/2)P è A(t)−1/2 sin(τA(t)1/2)P

2.1. Àïïðîêñèìàöèÿ ïî îïåðàòîðíîé íîðìå â H. Ïîëîæèì

J (t, τ) :=e−iτA(t)1/2P − e−iτ(t2S)1/2PP, (2.1)

E(t, τ) :=A(t)−1/2e−iτA(t)1/2P − (t2S)−1/2e−iτ(t2S)1/2PP. (2.2)

Íàì ïîíàäîáÿòñÿ îöåíêè îïåðàòîðîâ (2.1) è (2.2), óñòàíîâëåííûå (ñ ïîìîùüþ ïîðîãîâûõ
àïïðîêñèìàöèé) â [BSu5, ï. 2.3], [M2, ï. 2.1] è [DSu2, (2.34), (2.49), (2.53), (2.54)].

Ïðåäëîæåíèå 2.1 ([BSu5]). Ïðè τ ∈ R è |t| 6 t0 ñïðàâåäëèâà îöåíêà

‖J (t, τ)‖ 6 2C1|t|+ C6|τ |t2.

×èñëî t0 ïîä÷èíåíî óñëîâèþ (1.1). Ïîñòîÿííàÿ C1 îïðåäåëåíà â (1.12), à ïîñòîÿííàÿ C6 çàäàíà

âûðàæåíèåì C6 = β6δ
−1/2‖X1‖2

(
1 + c

−1/2
∗ ‖X1‖

)
.
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Ïðåäëîæåíèå 2.2 ([M2]). Ïðè τ ∈ R è 0 < |t| 6 t0 ñïðàâåäëèâà îöåíêà
‖E(t, τ)‖ 6 C7 + C8|τ ||t|.

×èñëî t0 ïîä÷èíåíî óñëîâèþ (1.1). Ïîñòîÿííûå C7 è C8 çàäàíû âûðàæåíèÿìè

C7 = β7δ
−1/2c

−1/2
∗ ‖X1‖

(
1 + c−1

∗ ‖X1‖2
)
, C8 = c

−1/2
∗ C6.

Ïðåäëîæåíèå 2.3 ([DSu2]). Ïóñòü îïåðàòîð N , îïðåäåëåííûé â (1.16), ðàâåí íóëþ: N = 0.
Òîãäà ïðè τ ∈ R ñïðàâåäëèâû îöåíêè

‖J (t, τ)‖ 6 2C1|t|+ C9|τ ||t|3, |t| 6 t0,
‖E(t, τ)‖ 6 C7 + C10|τ |t2, 0 < |t| 6 t0.

×èñëî t0 ïîä÷èíåíî óñëîâèþ (1.1). Ïîñòîÿííûå C9 è C10 èìåþò âèä

C9 = β9δ
−1‖X1‖3

(
1 + c

−1/2
∗ ‖X1‖+ c

−3/2
∗ ‖X1‖3 + c

−5/2
∗ ‖X1‖5

)
, C10 = c

−1/2
∗ C9.

Ïðåäëîæåíèå 2.4 ([DSu2]). Ïîëîæèì Z := {(j, l) : 1 6 j, l 6 p, j 6= l, PjNPl 6= 0}. Ïóñòü
c◦ := min

(j,l)∈Z
c◦jl, (2.3)

ãäå ÷èñëà c◦jl îïðåäåëåíû â (1.22). Ïóñòü ÷èñëî t00 6 t0 ïîä÷èíåíî óñëîâèþ

t00 6 (4β2)−1δ1/2‖X1‖−3c◦. (2.4)

Ïðåäïîëîæèì, ÷òî îïåðàòîð N0, îïðåäåëåííûé â (1.21), ðàâåí íóëþ: N0 = 0. Òîãäà ïðè τ ∈ R
ñïðàâåäëèâû îöåíêè

‖J (t, τ)‖ 6 C11|t|+ C12|τ ||t|3, |t| 6 t00,

‖E(t, τ)‖ 6 C13 + C14|τ |t2, 0 < |t| 6 t00.

Ïîñòîÿííûå C11, C12, C13 è C14 çàäàíû âûðàæåíèÿìè

C11 = β11δ
−1/2‖X1‖

(
1 + n2c

−1/2
∗ ‖X1‖3(c◦)−1

)
,

C12 = β12δ
−1‖X1‖3

(
1 + c

−1/2
∗ ‖X1‖+ c

−3/2
∗ ‖X1‖3 + c

−5/2
∗ ‖X1‖5 + n2c

−1/2
∗ ‖X1‖5(c◦)−2

)
,

C13 = β13δ
−1/2c

−1/2
∗ ‖X1‖

(
1 + c−1

∗ ‖X1‖2 + n2c
−1/2
∗ ‖X1‖3(c◦)−1

)
, C14 = c

−1/2
∗ C12.

Èç ïðåäëîæåíèé 2.1�2.4 íåïîñðåäñòâåííî âûòåêàþò àïïðîêñèìàöèè îïåðàòîðîâ cos(τA(t)1/2)P

è A(t)−1/2 sin(τA(t)1/2)P ïî îïåðàòîðíîé íîðìå â H.

Òåîðåìà 2.5 ([BSu5], [M2]). Ïðè τ ∈ R è |t| 6 t0 ñïðàâåäëèâû îöåíêè∥∥cos(τA(t)1/2)P − cos(τ(t2S)1/2P )P
∥∥ 6 2C1|t|+ C6|τ |t2, (2.5)∥∥A(t)−1/2 sin(τA(t)1/2)P − (t2S)−1/2 sin(τ(t2S)1/2P )P

∥∥ 6 C7 + C8|τ ||t|. (2.6)

×èñëî t0 ïîä÷èíåíî óñëîâèþ (1.1).

Òåîðåìà 2.6 ([DSu2]). Ïóñòü îïåðàòîð N , îïðåäåë¼ííûé â (1.16), ðàâåí íóëþ: N = 0. Òîãäà ïðè
τ ∈ R è |t| 6 t0 ñïðàâåäëèâû îöåíêè∥∥cos(τA(t)1/2)P − cos(τ(t2S)1/2P )P

∥∥ 6 2C1|t|+ C9|τ ||t|3, (2.7)∥∥A(t)−1/2 sin(τA(t)1/2)P − (t2S)−1/2 sin(τ(t2S)1/2P )P
∥∥ 6 C7 + C10|τ |t2. (2.8)

Òåîðåìà 2.7 ([DSu2]). Ïóñòü îïåðàòîð N0, îïðåäåë¼ííûé â (1.21), ðàâåí íóëþ: N0 = 0. Òîãäà
ïðè ε > 0, τ ∈ R è |t| 6 t00 ñïðàâåäëèâû îöåíêè∥∥cos(τA(t)1/2)P − cos(τ(t2S)1/2P )P

∥∥ 6 C11|t|+ C12|τ ||t|3,∥∥A(t)−1/2 sin(τA(t)1/2)P − (t2S)−1/2 sin(τ(t2S)1/2P )P
∥∥ 6 C13 + C14|τ |t2.
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Çäåñü ÷èñëî t00 6 t0 âûáðàíî ñîãëàñíî (2.4).

2.2. Àïïðîêñèìàöèÿ îïåðàòîðà A(t)−1/2 sin(τA(t)1/2) ïî �ýíåðãåòè÷åñêîé� íîðìå. Â ýòîì

ïóíêòå ìû ïîëó÷èì ïîäõîäÿùóþ àïïðîêñèìàöèþ äëÿ îïåðàòîðà A(t)−1/2 sin(τA(t)1/2) ïî
�ýíåðãåòè÷åñêîé� íîðìå. Äëÿ ýòîãî íàì áóäóò íóæíû ñëåäóþùèå îöåíêè, ïåðâàÿ èç êîòîðûõ
âûòåêàåò èç (1.1), (1.3) è (1.11), à âòîðàÿ óñòàíîâëåíà â [BSu4, (2.23)]:

‖A(t)1/2F (t)‖ 6 C15|t|, |t| 6 t0; C15 = (1 + β2)1/2‖X1‖, (2.9)

‖A(t)1/2F2(t)‖ 6 C16t
2, |t| 6 t0; C16 = β16δ

−1/2‖X1‖2. (2.10)

Èìååì

A(t)1/2e−iτA(t)1/2A(t)−1/2P = A(t)1/2e−iτA(t)1/2A(t)−1/2F (t)P + e−iτA(t)1/2(P − F (t))P. (2.11)

Â ñèëó (1.10) âòîðîå ñëàãàåìîå äîïóñêàåò îöåíêó

‖e−iτA(t)1/2(P − F (t))P‖ 6 C1|t|, τ ∈ R, |t| 6 t0. (2.12)

Äàëåå,

A(t)1/2e−iτA(t)1/2A(t)−1/2F (t)P = A(t)1/2F (t)E(t, τ)P +A(t)1/2F (t)e−iτ(t2S)1/2P (t2S)−1/2P, (2.13)

ãäå îïåðàòîð E(t, τ) îïðåäåëåí â (2.2). Ïåðâîå ñëàãàåìîå îöåíèâàåòñÿ íà îñíîâàíèè (2.9)
è ïðåäëîæåíèÿ 2.2 (åñëè âûïîëíåíû äîïîëíèòåëüíûå ïðåäïîëîæåíèÿ, ïðèìåíÿþòñÿ
ïðåäëîæåíèÿ 2.3 è 2.4). Ïîëó÷àåì:

‖A(t)1/2F (t)E(t, τ)P‖ 6 C15|t| (C7 + C8|τ ||t|) , τ ∈ R, |t| 6 t0; (2.14)

‖A(t)1/2F (t)E(t, τ)P‖ 6 C15|t|
(
C7 + C10|τ |t2

)
, τ ∈ R, |t| 6 t0, åñëè N = 0; (2.15)

‖A(t)1/2F (t)E(t, τ)P‖ 6 C15|t|
(
C13 + C14|τ |t2

)
, τ ∈ R, |t| 6 t00, åñëè N0 = 0. (2.16)

Äàëåå, â ñèëó (1.13), (1.15) è òîæäåñòâà Z∗P = 0 âûïîëíåíî

A(t)1/2F (t)e−iτ(t2S)1/2P (t2S)−1/2P =

= A(t)1/2(I + tZ)e−iτ(t2S)1/2P (t2S)−1/2P +A(t)1/2F2(t)e−iτ(t2S)1/2P (t2S)−1/2P. (2.17)

Èñïîëüçóÿ (1.20) è (2.10), ïîëó÷àåì

‖A(t)1/2F2(t)e−iτ(t2S)1/2P (t2S)−1/2P‖ 6 c−1/2
∗ C16|t|, τ ∈ R, |t| 6 t0. (2.18)

Â èòîãå èç (2.11)�(2.18) âûòåêàþò ñëåäóþùèå ðåçóëüòàòû.

Òåîðåìà 2.8 ([M2]). Ïîëîæèì

Σ(t, τ) :=
(
A(t)−1/2 sin(τA(t)1/2)− (I + tZ)(t2S)−1/2 sin(τ(t2S)1/2P )

)
P. (2.19)

Ïðè τ ∈ R è |t| 6 t0 ñïðàâåäëèâà îöåíêà∥∥A(t)1/2Σ(t, τ)
∥∥ 6 C17|t|+ C18|τ |t2. (2.20)

×èñëî t0 ïîä÷èíåíî óñëîâèþ (1.1). Ïîñòîÿííûå C17 è C18 èìåþò âèä C17 = C1+C7C15+c
−1/2
∗ C16,

C18 = C8C15.

Òåîðåìà 2.9. Ïóñòü âûïîëíåíû óñëîâèÿ òåîðåìû 2.8. Ïóñòü îïåðàòîð N , îïðåäåë¼ííûé

â (1.16), ðàâåí íóëþ: N = 0. Òîãäà äëÿ τ ∈ R è |t| 6 t0 ñïðàâåäëèâà îöåíêà∥∥A(t)1/2Σ(t, τ)
∥∥ 6 C17|t|+ C19|τ ||t|3, (2.21)

ãäå C19 = C10C15.
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Òåîðåìà 2.10. Ïóñòü âûïîëíåíû óñëîâèÿ òåîðåìû 2.8. Ïóñòü îïåðàòîð N0, îïðåäåë¼ííûé

â (1.21), ðàâåí íóëþ: N0 = 0. Òîãäà ïðè τ ∈ R è |t| 6 t00 ñïðàâåäëèâà îöåíêà∥∥A(t)1/2Σ(t, τ)
∥∥ 6 C20|t|+ C21|τ ||t|3.

×èñëî t00 6 t0 ïîä÷èíåíî óñëîâèþ (2.4). Ïîñòîÿííûå C20 è C21 èìåþò âèä C20 = C1 + C13C15 +

c
−1/2
∗ C16, C21 = C14C15.

Òåîðåìà 2.8 áûëà èçâåñòíà ðàíåå (ñì. [M2, ïðåäëîæåíèå 2.2]).

� 3. Ïðèáëèæåíèå äëÿ îïåðàòîðîâ cos(ε−1τA(t)1/2)P è A(t)−1/2 sin(ε−1τA(t)1/2)P

3.1. Àïïðîêñèìàöèÿ ïî îïåðàòîðíîé íîðìå â H. Ââåä¼ì òåïåðü ïàðàìåòð ε > 0. Èññëåäóåì
ïîâåäåíèå îïåðàòîðîâ cos(ε−1τA(t)1/2)P è A(t)−1/2 sin(ε−1τA(t)1/2)P ïðè ìàëîì ε. Óäîáíî

äîìíîæèòü ýòè îïåðàòîðû íà �ñãëàæèâàþùèé ìíîæèòåëü� εs(t2 + ε2)−s/2P , ãäå s > 0. (Òåðìèí
îáúÿñíÿåòñÿ òåì, ÷òî â ïðèëîæåíèÿõ ê äèôôåðåíöèàëüíûì îïåðàòîðàì òàêîå äîìíîæåíèå
ïåðåõîäèò â ñãëàæèâàíèå.) Íàøà öåëü � ïîëó÷èòü àïïðîêñèìàöèè ñãëàæåííûõ îïåðàòîðîâ ñ
îöåíêîé ïîãðåøíîñòè ïîðÿäêà O(ε) ïðè íàèìåíüøåì âîçìîæíîì s.

Òåîðåìà 3.1 ([BSu5], [M2]). Ïðè ε > 0, τ ∈ R è |t| 6 t0 ñïðàâåäëèâû îöåíêè∥∥cos(ε−1τA(t)1/2)P − cos(ε−1τ(t2S)1/2P )P
∥∥ε2(t2 + ε2)−1 6 (C1 + C6|τ |)ε, (3.1)∥∥A(t)−1/2 sin(ε−1τA(t)1/2)P − (t2S)−1/2 sin(ε−1τ(t2S)1/2P )P

∥∥ε(t2 + ε2)−1/2 6 C7 + C8|τ |. (3.2)

Òåîðåìà 3.1 âûòåêàåò íåïîñðåäñòâåííî èç îöåíîê (2.5) è (2.6) ñ çàìåíîé τ íà ε−1τ . Ðàíåå îöåíêà
(3.1) áûëà óñòàíîâëåíà â [BSu5, òåîðåìà 2.7], à îöåíêà (3.2) áûëà äîêàçàíà â [M2, òåîðåìà 2.3].
Ïðè äîïîëíèòåëüíûõ ïðåäïîëîæåíèÿõ ðåçóëüòàò äîïóñêàåò óñèëåíèå.

Òåîðåìà 3.2. Ïóñòü îïåðàòîð N , îïðåäåë¼ííûé â (1.16), ðàâåí íóëþ: N = 0. Òîãäà ïðè ε > 0,
τ ∈ R è |t| 6 t0 ñïðàâåäëèâû îöåíêè∥∥cos(ε−1τA(t)1/2)P − cos(ε−1τ(t2S)1/2P )P

∥∥ε3/2(t2 + ε2)−3/4 6 (2C1 + C ′9|τ |1/2)ε, (3.3)∥∥A(t)−1/2 sin(ε−1τA(t)1/2)P − (t2S)−1/2 sin(ε−1τ(t2S)1/2P )P
∥∥ε1/2(t2 + ε2)−1/4 6 C7 + C ′10|τ |1/2.

(3.4)

Çäåñü C ′9 = max{C9; 2} è C ′10 = max{C10; 2c
−1/2
∗ }.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïðè τ = 0 îöåíêè (3.3) è (3.4) î÷åâèäíû. Áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî τ 6= 0. Åñëè

|t| > ε1/3|τ |−1/3, òî ε3/2(t2 + ε2)−3/4 6 ε|τ |1/2, à ïîòîìó ëåâàÿ ÷àñòü â (3.3) íå ïðåâîñõîäèò 2ε|τ |1/2.
Ïóñòü òåïåðü |t| 6 t0 è |t| < ε1/3|τ |−1/3. Âîñïîëüçóåìñÿ íåðàâåíñòâîì (2.7) ñ çàìåíîé τ íà ε−1τ :∥∥cos(ε−1τA(t)1/2)P − cos(ε−1τ(t2S)1/2P )P

∥∥ε3/2(t2 + ε2)−3/4

6 (2C1|t|+ C9ε
−1|τ ||t|3)ε3/2(t2 + ε2)−3/4 6 2C1ε+ C9|τ |ε1/2|t|3/2 6 2C1ε+ C9|τ |1/2ε.

Â èòîãå ïðèõîäèì ê îöåíêå (3.3).

Àíàëîãè÷íî, åñëè |t| > ε1/3|τ |−1/3, òî |t|−1ε1/2(t2 + ε2)−1/4 6 |τ |1/2, ïîýòîìó ñ ó÷åòîì (1.19) è

(1.20) ëåâàÿ ÷àñòü â (3.4) íå ïðåâîñõîäèò 2c
−1/2
∗ |τ |1/2.

Ïðè |t| 6 t0 è |t| < ε1/3|τ |−1/3 â ñèëó íåðàâåíñòâà (2.8) ñ çàìåíîé τ íà ε−1τ èìååì∥∥A(t)−1/2 sin(ε−1τA(t)1/2)P − (t2S)−1/2 sin(ε−1τ(t2S)1/2P )P
∥∥ε1/2(t2 + ε2)−1/4

6 (C7 + C10ε
−1|τ |t2)ε1/2(t2 + ε2)−1/4 6 C7 + C10ε

−1/2|τ ||t|3/2 6 C7 + C10|τ |1/2.

Â èòîãå ïîëó÷àåì îöåíêó (3.4). �

Àíàëîãè÷íûì îáðàçîì èç òåîðåìû 2.7 âûâîäèòñÿ ñëåäóþùèé ðåçóëüòàò.
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Òåîðåìà 3.3. Ïóñòü îïåðàòîð N0, îïðåäåë¼ííûé â (1.21), ðàâåí íóëþ: N0 = 0. Òîãäà ïðè ε > 0,
τ ∈ R è |t| 6 t00 ñïðàâåäëèâû îöåíêè∥∥cos(ε−1τA(t)1/2)P − cos(ε−1τ(t2S)1/2P )P

∥∥ε3/2(t2 + ε2)−3/4 6 (C11 + C ′12|τ |1/2)ε, (3.5)∥∥A(t)−1/2 sin(ε−1τA(t)1/2)P − (t2S)−1/2 sin(ε−1τ(t2S)1/2P )P
∥∥ε1/2(t2 + ε2)−1/4 6 C13 + C ′14|τ |1/2,

(3.6)

ãäå C ′12 = max{C12; 2} è C ′14 = max{C14; 2c
−1/2
∗ }.

Çàìå÷àíèå 3.4. Òåîðåìû 3.2 è 3.3 óñèëèâàþò ðåçóëüòàòû, ïîëó÷åííûå ðàíåå â [DSu2], â
îòíîøåíèè çàâèñèìîñòè îò τ . Â [DSu2, òåîðåìû 3.2, 3.3] áûëè óñòàíîâëåíû àíàëîãè îöåíîê

(3.3) è (3.5) ñ ïðàâûìè ÷àñòÿìè C(1 + |τ |)ε, à òàêæå àíàëîãè îöåíîê (3.4) è (3.6) ñ ïðàâûìè
÷àñòÿìè C(1 + |τ |).

3.2. Àïïðîêñèìàöèÿ îïåðàòîðà A(t)−1/2 sin(ε−1τA(t)1/2)P ïî �ýíåðãåòè÷åñêîé� íîðìå.
Ïóñòü |t| 6 t0. Ïðèìåíèì òåîðåìó 2.8. Â ñèëó (2.20) (ñ çàìåíîé τ íà ε−1τ) èìååì

‖A(t)1/2Σ(t, ε−1τ)‖ε2(t2 + ε2)−1 6 (C17|t|+ C18ε
−1|τ |t2)ε2(t2 + ε2)−1 6 (C17 + C18|τ |)ε.

Ìû ïðèõîäèì ê ñëåäóþùåìó ðåçóëüòàòó, êîòîðûé âîñïðîèçâîäèò òåîðåìó 2.4 èç [M2].

Òåîðåìà 3.5 ([M2]). Ïóñòü îïåðàòîð Σ(t, τ) îïðåäåëåí â (2.19). Ïðè ε > 0, τ ∈ R è |t| 6 t0
ñïðàâåäëèâà îöåíêà ∥∥A(t)1/2Σ(t, ε−1τ)

∥∥ε2(t2 + ε2)−1 6 (C17 + C18|τ |)ε.
×èñëî t0 ïîä÷èíåíî óñëîâèþ (1.1).

Òåîðåìà 2.9 ïîçâîëÿåò óñèëèòü ðåçóëüòàò òåîðåìû 3.5 â ñëó÷àå, êîãäà N = 0.

Òåîðåìà 3.6. Ïóñòü âûïîëíåíû óñëîâèÿ òåîðåìû 3.5. Ïóñòü îïåðàòîð N , îïðåäåë¼ííûé

â (1.16), ðàâåí íóëþ: N = 0. Òîãäà ïðè ε > 0, τ ∈ R è |t| 6 t0 ñïðàâåäëèâà îöåíêà∥∥A(t)1/2Σ(t, ε−1τ)
∥∥ε3/2(t2 + ε2)−3/4 6 (C17 + C ′19|τ |1/2)ε. (3.7)

Çäåñü C ′19 = max{1 + (2 + 8−1/2)‖X1‖c−1/2
∗ , C19}.

Äîêàçàòåëüñòâî. Äîñòàòî÷íî ñ÷èòàòü, ÷òî τ 6= 0. Çàìåòèì, ÷òî ïðè |t| > ε1/3|τ |−1/3 âûïîëíåíî

ε3/2(t2 + ε2)−3/4 6 ε|τ |1/2. Â ñèëó (1.1) è (1.2) ñïðàâåäëèâà îöåíêà

‖A(t)1/2(P + tZP )‖ = ‖(X0 + tX1)(P + tZP )‖ 6 (2 + 8−1/2)‖X1‖|t|, |t| 6 t0.

Îòñþäà ñ ó÷åòîì (1.20) è (2.19) ñëåäóåò, ÷òî ïðè |t| 6 t0 íîðìà
∥∥A(t)1/2Σ(t, ε−1τ)

∥∥ íå ïðåâîñõîäèò
êîíñòàíòû C̃19 = 1 + (2 + 8−1/2)‖X1‖c−1/2

∗ , à ïîòîìó ëåâàÿ ÷àñòü â (3.7) íå ïðåâîñõîäèò C̃19ε|τ |1/2
ïðè |t| 6 t0 è |t| > ε1/3|τ |−1/3.

Ïðè |t| 6 t0 è |t| < ε1/3|τ |−1/3 â ñèëó íåðàâåíñòâà (2.21) ñ çàìåíîé τ íà ε−1τ ïîëó÷àåì∥∥A(t)1/2Σ(t, ε−1τ)
∥∥ε3/2(t2 + ε2)−3/4 6

6
(
C17|t|+ C19ε

−1|τ ||t|3
)
ε3/2(t2 + ε2)−3/4 6 C17ε+ C19|τ |ε1/2|t|3/2 6 (C17 + C19|τ |1/2)ε.

Â èòîãå ïîëó÷àåì îöåíêó (3.7) ñ ïîñòîÿííîé C ′19 = max{C19; C̃19}. �

Àíàëîãè÷íûì îáðàçîì òåîðåìà 2.10 ïîçâîëÿåò ïðîâåðèòü ñëåäóþùèé ðåçóëüòàò.

Òåîðåìà 3.7. Ïóñòü âûïîëíåíû óñëîâèÿ òåîðåìû 3.5. Ïóñòü îïåðàòîð N0, îïðåäåë¼ííûé

â (1.21), ðàâåí íóëþ: N0 = 0. Òîãäà ïðè ε > 0, τ ∈ R è |t| 6 t00 ñïðàâåäëèâà îöåíêà∥∥A(t)1/2Σ(t, ε−1τ)
∥∥ε3/2(t2 + ε2)−3/4 6 (C20 + C ′21|τ |1/2)ε.

Çäåñü ÷èñëî t00 6 t0 âûáðàíî ñîãëàñíî (2.4); C ′21 = max{1 + (2 + 8−1/2)‖X1‖c−1/2
∗ , C21}.
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Çàìå÷àíèå 3.8. Ìû îòñëåäèëè, êàê çàâèñÿò êîíñòàíòû â îöåíêàõ îò ïàðàìåòðîâ çàäà÷è.

Ïîñòîÿííûå C1, C6, C7, C8 èç òåîðåìû 3.1; C ′9, C
′
10 èç òåîðåìû 3.2; C17, C18 èç òåîðåìû 3.5; C ′19

èç òåîðåìû 3.6 îöåíèâàþòñÿ ïîëèíîìàìè ñ (àáñîëþòíûìè) ïîëîæèòåëüíûìè êîýôôèöèåíòàìè

îò ïåðåìåííûõ δ−1/2, c
−1/2
∗ , ‖X1‖. Êîíñòàíòû C11, C

′
12, C13, C

′
14 èç òåîðåìû 3.3; C20, C

′
21

èç òåîðåìû 3.7 îöåíèâàþòñÿ ïîëèíîìàìè ñ ïîëîæèòåëüíûìè êîýôôèöèåíòàìè îò òåõ æå

ïåðåìåííûõ, à òàêæå îò (c◦)−1 è n.

� 4. Ïîäòâåðæäåíèå òî÷íîñòè ðåçóëüòàòîâ �3

4.1. Ïîäòâåðæäåíèå òî÷íîñòè ðåçóëüòàòîâ îòíîñèòåëüíî ñãëàæèâàþùåãî ìíîæèòåëÿ.
Ïîêàæåì, ÷òî ïîëó÷åííûå ðåçóëüòàòû òî÷íû îòíîñèòåëüíî ñãëàæèâàþùåãî ìíîæèòåëÿ.
Ñëåäóþùåå óòâåðæäåíèå, óñòàíîâëåííîå â [DSu2, òåîðåìà 3.5], ïîäòâåðæäàåò òî÷íîñòü òåîðåìû
3.1 â îáùåì ñëó÷àå.

Òåîðåìà 4.1 ([DSu2]). Ïóñòü N0 6= 0.
1◦. Ïóñòü τ 6= 0 è 0 6 s < 2. Òîãäà íå ñóùåñòâóåò òàêîé ïîñòîÿííîé C(τ) > 0, ÷òîáû îöåíêà∥∥cos(ε−1τA(t)1/2)P − cos(ε−1τ(t2S)1/2P )P

∥∥εs(t2 + ε2)−s/2 6 C(τ)ε (4.1)

âûïîëíÿëàñü ïðè âñåõ äîñòàòî÷íî ìàëûõ |t| è ε > 0.
2◦. Ïóñòü τ 6= 0 è 0 6 r < 1. Òîãäà íå ñóùåñòâóåò òàêîé ïîñòîÿííîé C(τ) > 0, ÷òîáû îöåíêà∥∥A(t)−1/2 sin(ε−1τA(t)1/2)P − (t2S)−1/2 sin(ε−1τ(t2S)1/2P )P

∥∥εr(t2 + ε2)−r/2 6 C(τ) (4.2)

âûïîëíÿëàñü ïðè âñåõ äîñòàòî÷íî ìàëûõ |t| è ε > 0.

Äàëåå, ïîäòâåðäèì òî÷íîñòü òåîðåì 3.2, 3.3.

Òåîðåìà 4.2. Ïóñòü N0 = 0 è N (q) 6= 0 ïðè íåêîòîðîì q ∈ {1, . . . , p}.
1◦. Ïóñòü τ 6= 0 è 0 6 s < 3/2. Òîãäà íå ñóùåñòâóåò òàêîé ïîñòîÿííîé C(τ) > 0, ÷òîáû îöåíêà

(4.1) âûïîëíÿëàñü ïðè âñåõ äîñòàòî÷íî ìàëûõ |t| è ε > 0.
2◦. Ïóñòü τ 6= 0 è 0 6 r < 1/2. Òîãäà íå ñóùåñòâóåò òàêîé ïîñòîÿííîé C(τ) > 0, ÷òîáû îöåíêà

(4.2) âûïîëíÿëàñü ïðè âñåõ äîñòàòî÷íî ìàëûõ |t| è ε > 0.

Äîêàçàòåëüñòâî. Äîñòàòî÷íî ñ÷èòàòü, ÷òî 1 6 s < 3/2. Ïîñêîëüêó F (t)⊥P = (P − F (t))P , òî èç
(1.10) âûòåêàåò îöåíêà

‖ cos(ε−1τA(t)1/2)F (t)⊥P‖ε(t2 + ε2)−1/2 6 C1|t|ε(t2 + ε2)−1/2 6 C1ε, |t| 6 t0. (4.3)

Äàëåå, ïðè |t| 6 t0 èìååì:

cos(ε−1τA(t)1/2)F (t) =
n∑
l=1

cos
(
ε−1τ

√
λl(t)

)
(·, ϕl(t))ϕl(t). (4.4)

Èç ñõîäèìîñòè ðÿäîâ (1.6) ñëåäóåò, ÷òî

‖ϕl(t)− ωl‖ 6 c1|t|, |t| 6 t∗, l = 1, . . . , n. (4.5)

Áóäåì ðàññóæäàòü îò ïðîòèâíîãî. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ïðè íåêîòîðûõ 0 6= τ ∈ R è 1 6 s < 3/2
âûïîëíåíî (4.1) ïðè âñåõ äîñòàòî÷íî ìàëûõ |t| è ε. Â ñèëó (1.9) è (4.3)�(4.5) ýòî ðàâíîñèëüíî

ñóùåñòâîâàíèþ ïîñòîÿííîé C̃(τ) > 0 òàêîé, ÷òî íåðàâåíñòâî∥∥∥ n∑
l=1

(
cos
(
ε−1τ

√
λl(t)

)
− cos

(
ε−1τ |t|√γl

))
(·, ωl)ωl

∥∥∥εs(t2 + ε2)−s/2 6 C̃(τ)ε (4.6)

âûïîëíåíî ïðè âñåõ äîñòàòî÷íî ìàëûõ |t| è ε.
Ñîãëàñíî (1.17) è ïðåäëîæåíèþ 1.7, óñëîâèÿ N0 = 0 è N (q) 6= 0 ïðè íåêîòîðîì q ∈ {1, . . . , p}

îçíà÷àþò, ÷òî â ðàçëîæåíèÿõ (1.5) âûïîëíåíî µl = 0 ïðè âñåõ l = 1, . . . , n è νj 6= 0 õîòÿ áû äëÿ
îäíîãî j. Òîãäà

λj(t) = γjt
2 + νjt

4 +O(|t|5), |t| 6 t∗,
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à ñëåäîâàòåëüíî, √
λj(t) =

√
γj |t|

(
1 +

νj
2γj

t2 +O(|t|3)

)
, |t| 6 t∗. (4.7)

Ïðèìåíèì îïåðàòîð ïîä çíàêîì íîðìû â (4.6) ê ýëåìåíòó ωj . Òîãäà∣∣∣∣cos
(
ε−1τ

√
λj(t)

)
− cos

(
ε−1τ |t|√γj

)∣∣∣∣ εs(t2 + ε2)−s/2 6 C̃(τ)ε (4.8)

ïðè âñåõ äîñòàòî÷íî ìàëûõ |t| è ε.
Ïîëîæèì

t = t(ε) = (2π)1/3γ
1/6
j |νjτ |

−1/3ε1/3 = cε1/3. (4.9)

Òîãäà cos(ε−1τt(ε)
√
γj) = cos(αjε

−2/3), ãäå αj := (sgn τ)(2π)1/3γ
2/3
j |τ |2/3|νj |−1/3. Ñ÷èòàÿ ε (à òîãäà

è t(ε)) äîñòàòî÷íî ìàëûì, ñ ó÷¼òîì (4.7) èìååì

cos
(
ε−1τ

√
λj(t(ε))

)
= cos

(
αjε
−2/3 + π sgn(τνj) +O(ε1/3)

)
= − cos

(
αjε
−2/3 +O(ε1/3)

)
.

Òàêèì îáðàçîì, èç (4.8) ñëåäóåò, ÷òî âåëè÷èíà∣∣∣cos
(
αjε
−2/3 +O(ε1/3)

)
+ cos

(
αjε
−2/3

)∣∣∣ ε2s/3−1(c2 + ε4/3)−s/2

ðàâíîìåðíî îãðàíè÷åíà ïðè ìàëûõ ε > 0. Íî ýòî íå òàê, åñëè s < 3/2. (Äîñòàòî÷íî

ðàññìîòðåòü ïîñëåäîâàòåëüíîñòü εk = α
3/2
j (2πk)−3/2, k ∈ N.) Ïîëó÷åííîå ïðîòèâîðå÷èå çàâåðøàåò

äîêàçàòåëüñòâî óòâåðæäåíèÿ 1◦.
Àíàëîãè÷íî ïðîâåðÿåòñÿ óòâåðæäåíèå 2◦. Â ñèëó (1.10) è (1.19)∥∥A(t)−1/2 sin(ε−1τA(t)1/2)F (t)⊥P

∥∥ 6 c−1/2
∗ C1, |t| 6 t0. (4.10)

Äàëåå, ïðè |t| 6 t0 èìååì:

A(t)−1/2 sin(ε−1τA(t)1/2)F (t) =
n∑
l=1

sin
(
ε−1τ

√
λl(t)

)√
λl(t)

(·, ϕl(t))ϕl(t). (4.11)

Ïðåäïîëîæèì òåïåðü, ÷òî ïðè íåêîòîðûõ τ 6= 0 è 0 6 r < 1/2 èìååò ìåñòî íåðàâåíñòâî (4.2)
ïðè âñåõ äîñòàòî÷íî ìàëûõ |t| è ε. Ñ ó÷åòîì (1.9), (1.19), (4.5), (4.10) è (4.11) îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî
íàéäåòñÿ ïîñòîÿííàÿ Č(τ) òàêàÿ, ÷òî íåðàâåíñòâî∥∥∥ n∑

l=1

(
sin
(
ε−1τ

√
λl(t)

)√
λl(t)

−
sin
(
ε−1τ |t|

√
γl
)

|t|
√
γl

)
(·, ωl)ωl

∥∥∥εr(t2 + ε2)−r/2 6 Č(τ) (4.12)

âûïîëíåíî ïðè âñåõ äîñòàòî÷íî ìàëûõ |t| è ε.
Ïðèìåíèì îïåðàòîð ïîä çíàêîì íîðìû â (4.12) ê ýëåìåíòó ωj :∣∣∣∣∣sin

(
ε−1τ

√
λj(t)

)√
λj(t)

−
sin
(
ε−1τ |t|

√
γj
)

|t|
√
γj

∣∣∣∣∣ εr(t2 + ε2)−r/2 6 Č(τ)

ïðè âñåõ äîñòàòî÷íî ìàëûõ |t| è ε.
Ïîäñòàâëÿÿ t = t(ε) = cε1/3 êàê â (4.9) è èñïîëüçóÿ (4.7), óáåæäàåìñÿ, ÷òî âåëè÷èíà∣∣∣(1 +O(ε2/3)

)
sin
(
αjε
−2/3 +O(ε1/3)

)
+ sin

(
αjε
−2/3

)∣∣∣ ε(2r−1)/3(c2 + ε4/3)−r/2

ðàâíîìåðíî îãðàíè÷åíà ïðè ìàëûõ ε > 0. Íî ýòî íå òàê, åñëè r < 1/2. (Äîñòàòî÷íî ðàññìîòðåòü

ïîñëåäîâàòåëüíîñòü εk = α
3/2
j (2πk + π/2)−3/2, k ∈ N.) Ïîëó÷åííîå ïðîòèâîðå÷èå çàâåðøàåò

äîêàçàòåëüñòâî óòâåðæäåíèÿ 2◦. �

Ïîêàæåì òåïåðü, ÷òî ðåçóëüòàò òåîðåìû 3.5 íåóëó÷øàåì â îáùåé ñèòóàöèè.
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Òåîðåìà 4.3. Ïóñòü îïåðàòîð Σ(t, τ) îïðåäåëåí â (2.19). Ïóñòü N0 6= 0. Ïóñòü τ 6= 0 è 0 6 s < 2.
Òîãäà íå ñóùåñòâóåò òàêîé ïîñòîÿííîé C(τ) > 0, ÷òîáû îöåíêà∥∥A(t)1/2Σ(t, ε−1τ)

∥∥εs(t2 + ε2)−s/2 6 C(τ)ε (4.13)

áûëà âåðíà ïðè âñåõ äîñòàòî÷íî ìàëûõ |t| è ε > 0.

Äîêàçàòåëüñòâî. Áóäåì ðàññóæäàòü îò ïðîòèâíîãî. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ïðè íåêîòîðûõ 0 6= τ ∈ R
è 1 6 s < 2 âûïîëíåíî (4.13) ïðè âñåõ äîñòàòî÷íî ìàëûõ |t| è ε. Òîãäà ñ ó÷åòîì (1.19) íàéäåòñÿ

òàêàÿ ïîñòîÿííàÿ C̃(τ) > 0, ÷òî∥∥A(t)−1/2 sin(ε−1τA(t)1/2)P − (I + tZ)(t2S)−1/2 sin(ε−1τ(t2S)1/2P )P
∥∥|t|εs(t2 + ε2)−s/2 6 C̃(τ)ε

ïðè âñåõ äîñòàòî÷íî ìàëûõ |t| è ε. Ïîñêîëüêó |t|εs(t2 +ε2)−s/2 6 ε, à îïåðàòîðû A(t)−1/2(P −F (t))

è tZ(t2S)−1/2 ðàâíîìåðíî îãðàíè÷åíû (â ñèëó (1.2), (1.10), (1.19), (1.20)), òî∥∥A(t)−1/2 sin(ε−1τA(t)1/2)F (t)− (t2S)−1/2 sin(ε−1τ(t2S)1/2P )P
∥∥|t|εs(t2 + ε2)−s/2 6 Ĉ(τ)ε (4.14)

ñ íåêîòîðîé ïîñòîÿííîé Ĉ(τ) > 0 ïðè âñåõ äîñòàòî÷íî ìàëûõ |t| è ε.
Èç (1.9), (4.5), (4.11) è (4.14) ñëåäóò, ÷òî ñóùåñòâóåò ïîñòîÿííàÿ Č(τ), òàêàÿ ÷òî∥∥∥ n∑

l=1

(
sin
(
ε−1τ

√
λl(t)

)√
λl(t)

−
sin
(
ε−1τ |t|

√
γl
)

|t|
√
γl

)
(·, ωl)ωl

∥∥∥εs|t|(t2 + ε2)−s/2 6 Č(τ)ε (4.15)

ïðè âñåõ äîñòàòî÷íî ìàëûõ |t| è ε.
Ñîãëàñíî (1.17), óñëîâèå N0 6= 0 îçíà÷àåò, ÷òî õîòÿ áû äëÿ îäíîãî j âûïîëíåíî µj 6= 0. Òîãäà

λj(t) = γjt
2 + µjt

3 +O(t4), |t| 6 t∗,
à ïîòîìó √

λj(t) =
√
γj |t|

(
1 +

µj
2γj

t+O(t2)

)
, |t| 6 t∗. (4.16)

Ïðèìåíèì îïåðàòîð ïîä çíàêîì íîðìû â (4.15) ê ýëåìåíòó ωj . Òîãäà∣∣∣∣∣sin
(
ε−1τ

√
λj(t)

)√
λj(t)

−
sin
(
ε−1τ |t|

√
γj
)

|t|
√
γj

∣∣∣∣∣ εs|t|(t2 + ε2)−s/2 6 Č(τ)ε (4.17)

ïðè âñåõ äîñòàòî÷íî ìàëûõ |t| è ε.
Ïîëîæèì

t = t̃(ε) = (2π)1/2γ
1/4
j |µjτ |

−1/2ε1/2 = c̃ε1/2.

Òîãäà sin(ε−1τ t̃(ε)
√
γj) = sin(α̃jε

−1/2), ãäå α̃j := (sgn τ)(2π)1/2γ
3/4
j |τ |1/2|µj |−1/2. Ñ÷èòàÿ ε

äîñòàòî÷íî ìàëûì, ñ ó÷¼òîì (4.16) èìååì

sin
(
ε−1τ

√
λj(t̃(ε))

)
= sin

(
α̃jε
−1/2 + π sgn(τµj) +O(ε1/2)

)
= − sin

(
α̃jε
−1/2 +O(ε1/2)

)
.

Òàêèì îáðàçîì, èç (4.17) ñëåäóåò, ÷òî âåëè÷èíà∣∣∣(1 +O(ε1/2)
)

sin
(
α̃jε
−1/2 +O(ε1/2)

)
+ sin

(
α̃jε
−1/2

)∣∣∣ εs/2−1(c̃2 + ε)−s/2

ðàâíîìåðíî îãðàíè÷åíà ïðè ìàëûõ ε > 0. Íî ýòî íå òàê, åñëè s < 2. (Äîñòàòî÷íî ðàññìîòðåòü
ïîñëåäîâàòåëüíîñòü εk = α̃2

j (π/2 + 2πk)−2, k ∈ N.) Ïîëó÷åííîå ïðîòèâîðå÷èå çàâåðøàåò
äîêàçàòåëüñòâî. �

Íàêîíåö, ìû ïîäòâåðæäàåì òî÷íîñòü òåîðåì 3.6 è 3.7.

Òåîðåìà 4.4. Ïóñòü îïåðàòîð Σ(t, τ) îïðåäåëåí â (2.19). Ïóñòü N0 = 0 è N (q) 6= 0 ïðè

íåêîòîðîì q ∈ {1, . . . , p}. Ïóñòü τ 6= 0 è 0 6 s < 3/2. Òîãäà íå ñóùåñòâóåò òàêîé ïîñòîÿííîé

C(τ) > 0, ÷òîáû îöåíêà (4.13) âûïîëíÿëàñü ïðè âñåõ äîñòàòî÷íî ìàëûõ |t| è ε > 0.
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Äîêàçàòåëüñòâî. Äîñòàòî÷íî ñ÷èòàòü, ÷òî 1 6 s < 3/2. Êàê è ïðè äîêàçàòåëüñòâå òåîðåìû 4.3,
ðàññóæäàÿ îò ïðîòèâíîãî, óáåæäàåìñÿ, ÷òî âûïîëíåíî íåðàâåíñòâî (4.15) ïðè íåêîòîðûõ τ 6= 0 è
1 6 s < 3/2. Â óñëîâèÿõ òåîðåìû âûïîëíåíî µl = 0, l = 1, . . . , n, è νj 6= 0 ïðè íåêîòîðîì j. Äëÿ√
λj(t) ñïðàâåäëèâî ðàçëîæåíèå (4.7). Ïðèìåíÿÿ îïåðàòîð ïîä çíàêîì íîðìû â (4.15) ê ýëåìåíòó

ωj , ïîëó÷àåì íåðàâåíñòâî (4.17). Äàëåå, ïîäñòàâëÿÿ t = t(ε) = cε1/3 êàê â (4.9), óáåæäàåìñÿ, ÷òî
âåëè÷èíà ∣∣∣(1 +O(ε2/3)

)
sin
(
αjε
−2/3 +O(ε1/3)

)
+ sin

(
αjε
−2/3

)∣∣∣ ε2s/3−1(c2 + ε4/3)−s/2

ðàâíîìåðíî îãðàíè÷åíà ïðè ìàëûõ ε > 0. Íî ýòî íå òàê, åñëè s < 3/2. (Äîñòàòî÷íî ðàññìîòðåòü

ïîñëåäîâàòåëüíîñòü εk = α
3/2
j (π/2 + 2πk)−3/2, k ∈ N.) Ïîëó÷åííîå ïðîòèâîðå÷èå çàâåðøàåò

äîêàçàòåëüñòâî. �

4.2. Òî÷íîñòü ðåçóëüòàòîâ îòíîñèòåëüíî âðåìåíè. Òåïåðü ìû äîêàæåì ñëåäóþùåå
óòâåðæäåíèå, ïîäòâåðæäàþùåå òî÷íîñòü òåîðåìû 3.1 îòíîñèòåëüíî çàâèñèìîñòè îò τ (ïðè
áîëüøîì |τ |).

Òåîðåìà 4.5. Ïóñòü N0 6= 0.
1◦. Ïóñòü s > 2. Íå ñóùåñòâóåò ïîëîæèòåëüíîé ôóíêöèè C(τ) òàêîé, ÷òî limτ→∞C(τ)/|τ | = 0
è âûïîëíåíà îöåíêà (4.1) ïðè âñåõ τ ∈ R è äîñòàòî÷íî ìàëûõ |t| è ε.
2◦. Ïóñòü r > 1. Íå ñóùåñòâóåò ïîëîæèòåëüíîé ôóíêöèè C(τ) òàêîé, ÷òî limτ→∞C(τ)/|τ | = 0
è âûïîëíåíà îöåíêà (4.2) ïðè âñåõ τ ∈ R è äîñòàòî÷íî ìàëûõ |t| è ε.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïðîâåðèì óòâåðæäåíèå 1◦. Ðàññóæäàåì îò ïðîòèâíîãî. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ïðè
êàêîì-ëèáî s > 2 ñóùåñòâóåò ïîëîæèòåëüíàÿ ôóíêöèÿ C(τ) òàêàÿ, ÷òî limτ→∞C(τ)/|τ | = 0 è
âûïîëíåíà îöåíêà (4.1) ïðè âñåõ τ ∈ R è äîñòàòî÷íî ìàëûõ |t| è ε. Â ñèëó (1.9) è (4.3)�(4.5) ýòî

ðàâíîñèëüíî ñóùåñòâîâàíèþ ôóíêöèè C̃(τ) > 0 òàêîé, ÷òî limτ→∞ C̃(τ)/|τ | = 0 è âûïîëíåíî∥∥∥ n∑
l=1

(
cos
(
ε−1τ

√
λl(t)

)
− cos

(
ε−1τ |t|√γl

))
(·, ωl)ωl

∥∥∥εs(t2 + ε2)−s/2 6 C̃(τ)ε (4.18)

ïðè âñåõ τ ∈ R è äîñòàòî÷íî ìàëûõ |t| è ε.
Ñîãëàñíî (1.17), óñëîâèå N0 6= 0 îçíà÷àåò, ÷òî õîòÿ áû äëÿ îäíîãî j âûïîëíåíî µj 6= 0. Òîãäà

ñïðàâåäëèâî (4.16). Ïðèìåíèì îïåðàòîð ïîä çíàêîì íîðìû â (4.18) ê ýëåìåíòó ωj . Òîãäà∣∣∣∣cos
(
ε−1τ

√
λj(t)

)
− cos

(
ε−1τ |t|√γj

)∣∣∣∣ εs(t2 + ε2)−s/2 6 C̃(τ)ε (4.19)

ïðè âñåõ τ ∈ R è äîñòàòî÷íî ìàëûõ |t| è ε. Ïåðåïèøåì (4.19) â âèäå

2

∣∣∣∣sin( τ

2ε

(√
λj(t) + |t|√γj

))∣∣∣∣ · ∣∣∣∣sin( τ

2ε

(√
λj(t)− |t|

√
γj

))∣∣∣∣ εs(t2 + ε2)−s/2 6 C̃(τ)ε. (4.20)

Èñïîëüçóÿ (4.16), áóäåì ñ÷èòàòü t∗ íàñòîëüêî ìàëûì, ÷òî

1

4
|µj |γ−1/2

j t2 6

∣∣∣∣√λj(t)− |t|√γj∣∣∣∣ 6 3

4
|µj |γ−1/2

j t2, |t| 6 t∗. (4.21)

Ïóñòü τ 6= 0, è ïóñòü ε 6 ε∗|τ |, ε∗ = (4π)−1γ
−1/2
j |µj |t2∗. Ïîëîæèì

t[ = t[(ε, τ) = c[|τ |−1/2ε1/2, c[ =
√
π/2γ

1/4
j |µj |

−1/2. (4.22)

Òîãäà t[ 6 t∗/2 è â ñèëó (4.21) ∣∣∣∣ τ2ε
(√

λj(t[)− t[
√
γj

)∣∣∣∣ 6 3π

16
<
π

4
. (4.23)
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Âîñïîëüçóåìñÿ îöåíêîé | sin y| > 2
π |y| ïðè |y| 6 π/2. Òîãäà ñ ó÷åòîì (4.21)∣∣∣∣sin( τ

2ε

(√
λj(t[)− t[

√
γj

))∣∣∣∣ > |τ |πε
∣∣∣∣√λj(t[)− t[√γj∣∣∣∣ > |τ |4πε

|µj |γ−1/2
j t2[ =

1

8
. (4.24)

Òåïåðü èç (4.20) è (4.24) âûòåêàåò îöåíêà

1

4

∣∣∣∣sin( τ

2ε

(√
λj(t[) + t[

√
γj

))∣∣∣∣ εs(t2[ + ε2)−s/2 6 C̃(τ)ε,

÷òî ðàâíîñèëüíî íåðàâåíñòâó

1

4

∣∣∣∣sin( τ

2ε

(√
λj(t[) + t[

√
γj

))∣∣∣∣ (ε|τ |)s/2−1(c2
[ + ε|τ |)−s/2 6 C̃(τ)

|τ |
. (4.25)

Â ñèëó (4.23) àðãóìåíò ñèíóñà â (4.25) îòëè÷àåòñÿ îò ε−1τt[
√
γj = (sgn τ)

√
γjc[|τ |1/2ε−1/2 íå áîëåå,

÷åì íà π/4. Ïîëîæèì εk = γjc
2
[ |τ |(2πk + π/2)−2, ñ÷èòàÿ k ∈ N äîñòàòî÷íî áîëüøèì, òàê ÷òî

εk 6 ε∗|τ |. Ïóñòü tk = t[(εk, τ). Òîãäà ε−1
k τtk

√
γj = (sgn τ)(2πk + π/2), à ïîòîìó∣∣∣∣sin( τ

2εk

(√
λj(tk) + tk

√
γj

))∣∣∣∣ > 1/
√

2.

Òåïåðü èç (4.25) ïðè ε = εk âûòåêàåò íåðàâåíñòâî

1

4
√

2c2
[

(
γjτ

2

(2πk + π/2)2

)s/2−1(
1 +

γjτ
2

(2πk + π/2)2

)−s/2
6
C̃(τ)

|τ |

ïðè âñåõ äîñòàòî÷íî áîëüøèõ k. Ïî íàøåìó ïðåäïîëîæåíèþ ïðàâàÿ ÷àñòü ñòðåìèòñÿ ê íóëþ ïðè
τ →∞. Ïîëàãàÿ τ = τk = 2πk + π/2 è óñòðåìëÿÿ k ê áåñêîíå÷íîñòè, ïðèõîäèì ê ïðîòèâîðå÷èþ.
Óòâåðæäåíèå 2◦ ïðîâåðÿåòñÿ àíàëîãè÷íî. Ðàññóæäàåì îò ïðîòèâíîãî. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ïðè

íåêîòîðîì r > 1 ñóùåñòâóåò ïîëîæèòåëüíàÿ ôóíêöèÿ C(τ) òàêàÿ, ÷òî limτ→∞C(τ)/|τ | = 0 è
âûïîëíåíà îöåíêà (4.2) ïðè âñåõ τ ∈ R è äîñòàòî÷íî ìàëûõ |t| è ε. Îòñþäà àíàëîãè÷íî âûâîäó
íåðàâåíñòâà (4.19), ïîëó÷àåì, ÷òî∣∣∣∣∣sin

(
ε−1τ

√
λj(t)

)√
λj(t)

−
sin
(
ε−1τ |t|√γj

)
|t|√γj

∣∣∣∣∣ εr(t2 + ε2)−r/2 6 C̃(τ), (4.26)

ïðè÷åì lim|τ |→∞ C̃(τ)/|τ | = 0. Â ñèëó (4.16) âåëè÷èíà |(λj(t))−1/2 − |t|−1γ
−1/2
j | ðàâíîìåðíà

îãðàíè÷åíà ïðè |t| 6 t∗. Ïîýòîìó èç (4.26) âûòåêàåò îöåíêà∣∣∣∣sin(ε−1τ
√
λj(t)

)
− sin

(
ε−1τ |t|√γj

)∣∣∣∣ |t|−1εr(t2 + ε2)−r/2 6 Ĉ(τ), (4.27)

ïðè÷åì limτ→∞ Ĉ(τ)/|τ | = 0. Ïåðåïèøåì (4.27) â âèäå

2

∣∣∣∣cos

(
τ

2ε

(√
λj(t) + |t|√γj

))∣∣∣∣ · ∣∣∣∣sin( τ

2ε

(√
λj(t)− |t|

√
γj

))∣∣∣∣ |t|−1εr(t2 + ε2)−r/2 6 Ĉ(τ). (4.28)

Êàê ïðåæäå, ñ÷èòàåì, ÷òî âûïîëíåíî (4.21) è ε 6 ε∗|τ |. Ïóñòü t[ îïðåäåëåíî â (4.22). Òîãäà
âûïîëíåíî (4.24). Â èòîãå èç (4.28) âûòåêàåò íåðàâåíñòâî

1

4

∣∣∣∣cos

(
τ

2ε

(√
λj(t[) + t[

√
γj

))∣∣∣∣ t−1
[ εr(t2[ + ε2)−r/2 6 Ĉ(τ),

÷òî ðàâíîñèëüíî íåðàâåíñòâó

1

4

∣∣∣∣cos

(
τ

2ε

(√
λj(t[) + t[

√
γj

))∣∣∣∣ (ε|τ |)(r−1)/2

c[(c
2
[ + ε|τ |)r/2

6
Ĉ(τ)

|τ |
. (4.29)
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Â ñèëó (4.23) àðãóìåíò êîñèíóñà â (4.29) îòëè÷àåòñÿ îò ε−1τt[
√
γj = (sgn τ)

√
γjc[|τ |1/2ε−1/2 íå

áîëåå, ÷åì íà π/4. Ïîëîæèì ε̃k = γjc
2
[ |τ |(2πk)−2, ñ÷èòàÿ k ∈ N äîñòàòî÷íî áîëüøèì, òàê ÷òî

ε̃k 6 ε∗|τ |. Ïóñòü t̃k = t[(εk, τ). Òîãäà ε̃−1
k τ t̃k

√
γj = (sgn τ)2πk. Ïîýòîìó∣∣∣∣cos

(
τ

2ε̃k

(√
λj(t̃k) + t̃k

√
γj

))∣∣∣∣ > 1/
√

2.

Òåïåðü èç (4.29) ïðè ε = ε̃k âûòåêàåò íåðàâåíñòâî

1

4
√

2c2
[

(
γjτ

2

(2πk)2

)(r−1)/2(
1 +

γjτ
2

(2πk)2

)−r/2
6
Ĉ(τ)

|τ |
ïðè âñåõ äîñòàòî÷íî áîëüøèõ k. Ïî íàøåìó ïðåäïîëîæåíèþ ïðàâàÿ ÷àñòü ñòðåìèòñÿ ê íóëþ ïðè
τ →∞. Ïîëàãàÿ τ = τ̃k = 2πk è óñòðåìëÿÿ k ê áåñêîíå÷íîñòè, ïðèõîäèì ê ïðîòèâîðå÷èþ. �

Òåïåðü ìû ïîäòâåðæäàåì òî÷íîñòü òåîðåìû 3.5 îòíîñèòåëüíî çàâèñèìîñòè îò τ .

Òåîðåìà 4.6. Ïóñòü îïåðàòîð Σ(t, τ) îïðåäåëåí â (2.19). Ïóñòü N0 6= 0 è ïóñòü s > 2. Òîãäà íå
ñóùåñòâóåò ïîëîæèòåëüíîé ôóíêöèè C(τ) òàêîé, ÷òî limτ→∞C(τ)/|τ | = 0 è âûïîëíåíà îöåíêà
(4.13) ïðè âñåõ τ ∈ R è äîñòàòî÷íî ìàëûõ |t| è ε.

Äîêàçàòåëüñòâî. Áóäåì ðàññóæäàòü îò ïðîòèâíîãî. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ïðè íåêîòîðîì s > 2
ñóùåñòâóåò ïîëîæèòåëüíàÿ ôóíêöèÿ C(τ) òàêàÿ, ÷òî limτ→∞C(τ)/|τ | = 0 è âûïîëíåíà îöåíêà
(4.13) ïðè âñåõ τ ∈ R è äîñòàòî÷íî ìàëûõ |t| è ε. Òîãäà ñ ó÷åòîì (1.19) âûïîëíåíî∥∥A(t)−1/2 sin

(
ε−1τA(t)1/2

)
P − (I + tZ)(t2S)−1/2 sin

(
ε−1τ(t2S)1/2P

)
P
∥∥|t|εs(t2 + ε2)−s/2 6 C̃(τ)ε,

(4.30)

ïðè÷åì limτ→∞ C̃(τ)/|τ | = 0. Ïîñêîëüêó∥∥tZ(t2S)−1/2 sin
(
ε−1τ(t2S)1/2P

)
P
∥∥|t|εs(t2 + ε2)−s/2 6 ‖Z‖c−1/2

∗ ε,

èç (4.30) âûòåêàåò íåðàâåíñòâî∥∥A(t)−1/2 sin
(
ε−1τA(t)1/2

)
P − (t2S)−1/2 sin

(
ε−1τ(t2S)1/2P

)
P
∥∥|t|εs(t2 + ε2)−s/2 6 Ĉ(τ)ε, (4.31)

ïðè÷åì limτ→∞ Ĉ(τ)/|τ | = 0. Óñëîâèå N0 6= 0 îçíà÷àåò, ÷òî µj 6= 0 ïðè íåêîòîðîì j.
Àíàëîãè÷íî (4.26), èç (4.31) ïîëó÷àåì, ÷òî∣∣∣∣∣sin

(
ε−1τ

√
λj(t)

)√
λj(t)

−
sin
(
ε−1τ |t|√γj

)
|t|√γj

∣∣∣∣∣ |t|εs(t2 + ε2)−s/2 6 Č(τ)ε, (4.32)

ïðè÷åì limτ→∞ Č(τ)/|τ | = 0. Â ñèëó (4.16) âåëè÷èíà |(λj(t))−1/2 − |t|−1γ
−1/2
j | ðàâíîìåðíà

îãðàíè÷åíà ïðè |t| 6 t∗. Ïîýòîìó èç (4.32) âûòåêàåò îöåíêà∣∣∣∣sin(ε−1τ
√
λj(t)

)
− sin

(
ε−1τ |t|√γj

)∣∣∣∣ εs(t2 + ε2)−s/2 6 Č ′(τ)ε, (4.33)

ïðè÷åì limτ→∞ Č
′(τ)/|τ | = 0. Ïåðåïèøåì (4.33) â âèäå

2

∣∣∣∣cos

(
τ

2ε

(√
λj(t) + |t|√γj

))∣∣∣∣ · ∣∣∣∣sin( τ

2ε

(√
λj(t)− |t|

√
γj

))∣∣∣∣ εs(t2 + ε2)−s/2 6 Č ′(τ)ε.

Ïî àíàëîãèè ñ äîêàçàòåëüñòâîì òåîðåìû 4.5, ïîäñòàâëÿÿ t = t[ (ñì. (4.22)), îòñþäà âûâîäèì

1

4

∣∣∣∣cos

(
τ

2ε

(√
λj(t[) + t[

√
γj

))∣∣∣∣ (ε|τ |)s/2−1

(c2
[ + ε|τ |)s/2

6
Č ′(τ)

|τ |
. (4.34)

Òåïåðü èç (4.34) ïðè ε = ε̃k = γjc
2
[ |τ |(2πk)−2 âûòåêàåò íåðàâåíñòâî

1

4
√

2c2
[

(
γjτ

2

(2πk)2

)s/2−1(
1 +

γjτ
2

(2πk)2

)−s/2
6
Č ′(τ)

|τ |
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ïðè âñåõ äîñòàòî÷íî áîëüøèõ k. Çäåñü ïðàâàÿ ÷àñòü ñòðåìèòñÿ ê íóëþ ïðè τ → ∞. Ïîëàãàÿ
τ = τ̃k = 2πk è óñòðåìëÿÿ k ê áåñêîíå÷íîñòè, ïðèõîäèì ê ïðîòèâîðå÷èþ. �

Äàëåå, ïîäòâåðäèì òî÷íîñòü òåîðåì 3.2, 3.3 îòíîñèòåëüíî çàâèñèìîñòè îò τ .

Òåîðåìà 4.7. Ïóñòü N0 = 0 è N (q) 6= 0 ïðè íåêîòîðîì q ∈ {1, . . . , p}.
1◦. Ïóñòü s > 3/2. Íå ñóùåñòâóåò ïîëîæèòåëüíîé ôóíêöèè C(τ) òàêîé, ÷òî

limτ→∞C(τ)/|τ |1/2 = 0 è âûïîëíåíà îöåíêà (4.1) ïðè âñåõ τ ∈ R è äîñòàòî÷íî ìàëûõ |t| è ε.
2◦. Ïóñòü r > 1/2. Íå ñóùåñòâóåò ïîëîæèòåëüíîé ôóíêöèè C(τ) òàêîé, ÷òî

limτ→∞C(τ)/|τ |1/2 = 0 è âûïîëíåíà îöåíêà (4.2) ïðè âñåõ τ ∈ R è äîñòàòî÷íî ìàëûõ |t| è ε.

Äîêàçàòåëüñòâî. Óñëîâèÿ N0 = 0 è N (q) 6= 0 ïðè íåêîòîðîì q ∈ {1, . . . , p} îçíà÷àþò, ÷òî µl = 0
ïðè l = 1, . . . , n, è õîòÿ áû äëÿ îäíîãî j âûïîëíåíî νj 6= 0. Òîãäà ñïðàâåäëèâî ðàçëîæåíèå (4.7).
Ïðîâåðèì óòâåðæäåíèå 1◦. Ðàññóæäàÿ îò ïðîòèâíîãî, àíàëîãè÷íî äîêàçàòåëüñòâó òåîðåìû 4.2,

ïðèõîäèì ê íåðàâåíñòâó∣∣∣∣cos
(
ε−1τ

√
λj(t)

)
− cos

(
ε−1τ |t|√γj

)∣∣∣∣ εs(t2 + ε2)−s/2 6 C̃(τ)ε (4.35)

ïðè íåêîòîðîì s > 3/2, ïðè÷åì limτ→∞ C̃(τ)/|τ |1/2 = 0. Ïåðåïèøåì (4.35) â âèäå

2

∣∣∣∣sin( τ

2ε

(√
λj(t) + |t|√γj

))∣∣∣∣ · ∣∣∣∣sin( τ

2ε

(√
λj(t)− |t|

√
γj

))∣∣∣∣ εs(t2 + ε2)−s/2 6 C̃(τ)ε. (4.36)

Èñïîëüçóÿ (4.7), áóäåì ñ÷èòàòü t∗ íàñòîëüêî ìàëûì, ÷òî

1

4
|νj |γ−1/2

j |t|3 6
∣∣∣∣√λj(t)− |t|√γj∣∣∣∣ 6 3

4
|νj |γ−1/2

j |t|3, |t| 6 t∗. (4.37)

Ïóñòü τ 6= 0, è ïóñòü ε 6 ε†|τ |, ε† = (4π)−1γ
−1/2
j |νj |t3∗. Ïîëîæèì

t† = t†(ε, τ) = c†|τ |−1/3ε1/3, c† = (π/2)1/3γ
1/6
j |νj |

−1/3. (4.38)

Òîãäà t† 6 t∗/2 è â ñèëó (4.37) ∣∣∣∣ τ2ε(√λj(t†)− t†√γj)
∣∣∣∣ 6 3π

16
<
π

4
. (4.39)

Âîñïîëüçóåìñÿ îöåíêîé | sin y| > 2
π |y| ïðè |y| 6 π/2. Òîãäà ñ ó÷åòîì (4.37)∣∣∣∣sin( τ

2ε

(√
λj(t†)− t†

√
γj

))∣∣∣∣ > |τ |πε
∣∣∣∣√λj(t†)− t†√γj∣∣∣∣ > |τ |4πε

|νj |γ−1/2
j t3† =

1

8
. (4.40)

Òåïåðü èç (4.36) è (4.40) âûòåêàåò îöåíêà

1

4

∣∣∣∣sin( τ

2ε

(√
λj(t†) + t†

√
γj

))∣∣∣∣ εs(t2† + ε2)−s/2 6 C̃(τ)ε,

÷òî ðàâíîñèëüíî íåðàâåíñòâó

1

4

∣∣∣∣sin( τ

2ε

(√
λj(t†) + t†

√
γj

))∣∣∣∣ (ε|τ |1/2)2s/3−1(c2
† + ε4/3|τ |2/3)−s/2 6

C̃(τ)

|τ |1/2
. (4.41)

Â ñèëó (4.39) àðãóìåíò ñèíóñà â (4.41) îòëè÷àåòñÿ îò ε−1τt†
√
γj = (sgn τ)

√
γjc†|τ |2/3ε−2/3 íå áîëåå,

÷åì íà π/4. Ïîëîæèì ε̂k = γ
3/4
j c

3/2
† |τ |(2πk+ π/2)−3/2, ñ÷èòàÿ k ∈ N äîñòàòî÷íî áîëüøèì, òàê ÷òî

ε̂k 6 ε†|τ |. Ïóñòü t̂k = t†(ε̂k, τ). Òîãäà ε̂−1
k τ t̂k

√
γj = (sgn τ)(2πk + π/2), à ïîòîìó∣∣∣∣sin( τ

2ε̂k

(√
λj(t̂k) + t̂k

√
γj

))∣∣∣∣ > 1/
√

2.
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Òåïåðü èç (4.41) ïðè ε = ε̂k âûòåêàåò íåðàâåíñòâî

1

4
√

2c
3/2
†

(
γjτ

2

(2πk + π/2)2

)s/2−3/4(
1 +

γjτ
2

(2πk + π/2)2

)−s/2
6
C̃(τ)

|τ |1/2
(4.42)

ïðè âñåõ äîñòàòî÷íî áîëüøèõ k. Ïî ïðåäïîëîæåíèþ ïðàâàÿ ÷àñòü ñòðåìèòñÿ ê íóëþ ïðè τ →∞.
Ïîëàãàÿ τ = τk = 2πk + π/2 è óñòðåìëÿÿ k ê áåñêîíå÷íîñòè, ïðèõîäèì ê ïðîòèâîðå÷èþ.
Óòâåðæäåíèå 2◦ ïðîâåðÿåòñÿ àíàëîãè÷íî. Ðàññóæäàÿ îò ïðîòèâíîãî, ïðè íåêîòîðîì r > 1/2

ïîëó÷àåì íåðàâåíñòâî∣∣∣∣∣sin
(
ε−1τ

√
λj(t)

)√
λj(t)

−
sin
(
ε−1τ |t|√γj

)
|t|√γj

∣∣∣∣∣ εr(t2 + ε2)−r/2 6 C̃(τ), (4.43)

ïðè÷åì limτ→∞ C̃(τ)/|τ |1/2 = 0. Â ñèëó (4.7) âåëè÷èíà
∣∣λj(t)−1/2 − |t|−1γ

−1/2
j

∣∣ ðàâíîìåðíî

îãðàíè÷åíà ïðè |t| 6 t∗, à ïîòîìó èç (4.43) âûòåêàåò îöåíêà∣∣∣∣sin(ε−1τ
√
λj(t)

)
− sin

(
ε−1τ |t|√γj

)∣∣∣∣ |t|−1εr(t2 + ε2)−r/2 6 Ĉ(τ), (4.44)

ïðè÷åì limτ→∞ Ĉ(τ)/|τ |1/2 = 0. Ïåðåïèøåì (4.44) â âèäå

2

∣∣∣∣cos

(
τ

2ε

(√
λj(t) + |t|√γj

))∣∣∣∣ · ∣∣∣∣sin( τ

2ε

(√
λj(t)− |t|

√
γj

))∣∣∣∣ |t|−1εr(t2 + ε2)−r/2 6 Ĉ(τ).

Êàê ïðåæäå, ñ÷èòàÿ ε 6 ε†|τ | è ïîäñòàâëÿÿ t = t† (ñì. (4.38)), ïðèõîäèì ê íåðàâåíñòâó

1

4

∣∣∣∣cos

(
τ

2ε

(√
λj(t†) + t†

√
γj

))∣∣∣∣ t−1
† εr(t2† + ε2)−r/2 6 Ĉ(τ),

÷òî ðàâíîñèëüíî

1

4c†

∣∣∣∣cos

(
τ

2ε

(√
λj(t†) + t†

√
γj

))∣∣∣∣ (ε|τ |1/2)(2r−1)/3(c2
† + ε4/3|τ |2/3)−r/2 6

Ĉ(τ)

|τ |1/2
. (4.45)

Â ñèëó (4.39) àðãóìåíò êîñèíóñà â (4.45) îòëè÷àåòñÿ îò ε−1τt†
√
γj = (sgn τ)

√
γjc†|τ |2/3ε−2/3 íå

áîëåå, ÷åì íà π/4. Ïîëîæèì ε̌k = γ
3/4
j c

3/2
† |τ |(2πk)−3/2, ñ÷èòàÿ k ∈ N äîñòàòî÷íî áîëüøèì. Ïóñòü

ťk = t†(ε̌k, τ). Òîãäà ε̌−1
k τ ťk

√
γj = (sgn τ)2πk, à ïîòîìó

∣∣cos
(

τ
2ε̌k

(√
λj(ťk) + ťk

√
γj

))∣∣ > 1/
√

2.

Òåïåðü èç (4.45) ïðè ε = ε̌k âûòåêàåò íåðàâåíñòâî

1

4
√

2c
3/2
†

(
γjτ

2

(2πk)2

)r/2−1/4(
1 +

γjτ
2

(2πk)2

)−r/2
6
Ĉ(τ)

|τ |1/2

ïðè âñåõ äîñòàòî÷íî áîëüøèõ k. Ïî ïðåäïîëîæåíèþ ïðàâàÿ ÷àñòü ñòðåìèòñÿ ê íóëþ ïðè τ →∞.
Ïîëàãàÿ τ = τ̃k = 2πk è óñòðåìëÿÿ k ê áåñêîíå÷íîñòè, ïðèõîäèì ê ïðîòèâîðå÷èþ. �

Íàêîíåö, ìû ïîäòâåðæäàåì òî÷íîñòü òåîðåì 3.6 è 3.7 îòíîñèòåëüíî çàâèñèìîñòè îò τ .

Òåîðåìà 4.8. Ïóñòü îïåðàòîð Σ(t, τ) îïðåäåëåí â (2.19). Ïóñòü N0 = 0 è N (q) 6= 0 ïðè

íåêîòîðîì q ∈ {1, . . . , p}. Ïóñòü s > 3/2. Íå ñóùåñòâóåò ïîëîæèòåëüíîé ôóíêöèè C(τ) òàêîé,

÷òî limτ→∞C(τ)/|τ |1/2 = 0 è âûïîëíåíà îöåíêà (4.13) ïðè âñåõ τ ∈ R è äîñòàòî÷íî ìàëûõ |t| è ε.

Äîêàçàòåëüñòâî. Â óñëîâèÿõ òåîðåìû µl = 0 ïðè âñåõ l = 1, . . . , n, è õîòÿ áû äëÿ îäíîãî j
âûïîëíåíî νj 6= 0. Òîãäà ñïðàâåäëèâî ðàçëîæåíèå (4.7).
Ðàññóæäàÿ îò ïðîòèâíîãî, ïî àíàëîãèè ñ (4.30)�(4.32) óáåæäàåìñÿ, ÷òî ïðè íåêîòîðîì s > 3/2

ñïðàâåäëèâî íåðàâåíñòâî∣∣∣∣∣sin
(
ε−1τ

√
λj(t)

)√
λj(t)

−
sin
(
ε−1τ |t|√γj

)
|t|√γj

∣∣∣∣∣ |t|εs(t2 + ε2)−s/2 6 C̃(τ)ε, (4.46)
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ïðè÷åì limτ→∞ C̃(τ)/|τ |1/2 = 0. Â ñèëó (4.7) âåëè÷èíà
∣∣λj(t)−1/2 − |t|−1γ

−1/2
j

∣∣ ðàâíîìåðíî

îãðàíè÷åíà ïðè |t| 6 t∗, à ïîòîìó èç (4.46) âûòåêàåò îöåíêà∣∣∣∣sin(ε−1τ
√
λj(t)

)
− sin

(
ε−1τ |t|√γj

)∣∣∣∣ εs(t2 + ε2)−s/2 6 Ĉ(τ)ε, (4.47)

ïðè÷åì limτ→∞ Ĉ(τ)/|τ |1/2 = 0. Ðàññóæäàÿ àíàëîãè÷íî (4.36)�(4.41), èç (4.47) âûâîäèì
íåðàâåíñòâî

1

4

∣∣∣∣cos

(
τ

2ε

(√
λj(t†) + t†

√
γj

))∣∣∣∣ (ε|τ |1/2)2s/3−1(c2
† + ε4/3|τ |2/3)−s/2 6

Ĉ(τ)

|τ |1/2
.

Àíàëîãè÷íî (4.42), ïðè ε = ε̌k = γ
3/4
j c

3/2
† |τ |(2πk)−3/2 îòñþäà ñëåäóåò íåðàâåíñòâî

1

4
√

2c
3/2
†

(
γjτ

2

(2πk)2

)s/2−3/4(
1 +

γjτ
2

(2πk)2

)−s/2
6
Ĉ(τ)

|τ |1/2

ïðè âñåõ äîñòàòî÷íî áîëüøèõ k. Ïî ïðåäïîëîæåíèþ ïðàâàÿ ÷àñòü ñòðåìèòñÿ ê íóëþ ïðè τ →∞.
Ïîëàãàÿ τ = τ̃k = 2πk è óñòðåìëÿÿ k ê áåñêîíå÷íîñòè, ïðèõîäèì ê ïðîòèâîðå÷èþ. �

� 5. Îïåðàòîð âèäà A(t) = M∗Â(t)M . Àïïðîêñèìàöèÿ îêàéìë¼ííûõ îïåðàòîðîâ

cos(τA(t)1/2) è A(t)−1/2 sin(τA(t)1/2)

5.1. Îïåðàòîðíîå ñåìåéñòâî âèäà A(t) = M∗Â(t)M . Íàðÿäó ñ ïðîñòðàíñòâîì H ðàññìîòðèì

åù¼ îäíî ñåïàðàáåëüíîå ãèëüáåðòîâî ïðîñòðàíñòâî Ĥ. Ïóñòü X̂(t) = X̂0+tX̂1 : Ĥ→ H∗ � ñåìåéñòâî

îïåðàòîðîâ òîãî æå âèäà, ÷òî è X(t), ïðè÷¼ì äëÿ X̂(t) âûïîëíåíû ïðåäïîëîæåíèÿ ï. 1.1. Ïóñòü

M : H→ Ĥ � èçîìîðôèçì. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî

MDomX0 = Dom X̂0, X(t) = X̂(t)M,

à òîãäà è X0 = X̂0M , X1 = X̂1M . Â Ĥ ââåä¼ì ñåìåéñòâî ñàìîñîïðÿæ¼ííûõ îïåðàòîðîâ Â(t) =

X̂(t)∗X̂(t). Òîãäà, î÷åâèäíî,

A(t) = M∗Â(t)M. (5.1)

Âñå îáúåêòû, îòâå÷àþùèå ñåìåéñòâó Â(t), äàëåå ïîìå÷àþòñÿ çíà÷êîì � ̂ �. Îòìåòèì, ÷òî N̂ =

MN, n̂ = n, N̂∗ = N∗, n̂∗ = n∗, P̂∗ = P∗.

Â ïðîñòðàíñòâå Ĥ ðàññìîòðèì ïîëîæèòåëüíî îïðåäåë¼ííûé îïåðàòîð

Q := (MM∗)−1 : Ĥ→ Ĥ.

Ïóñòü Q
N̂
� áëîê îïåðàòîðà Q â ïîäïðîñòðàíñòâå N̂, ò.å.

Q
N̂

= P̂Q|
N̂

: N̂→ N̂.

Î÷åâèäíî, Q
N̂
� èçîìîðôèçì â N̂.

Êàê ïîêàçàíî â [Su2, ïðåäëîæåíèå 1.2], îðòîïðîåêòîð P â H íà N è îðòîïðîåêòîð P̂ â Ĥ íà N̂
ñâÿçàíû ñîîòíîøåíèåì

P = M−1(Q
N̂

)−1P̂ (M∗)−1. (5.2)

Ïóñòü Ŝ : N̂→ N̂ � ñïåêòðàëüíûé ðîñòîê ñåìåéñòâà Â(t) ïðè t = 0, à S � ðîñòîê ñåìåéñòâà A(t).
Â [BSu1, ãë. 1, ï. 1.5] óñòàíîâëåíî ñëåäóþùåå òîæäåñòâî:

S = PM∗ŜM |N. (5.3)

Ìû ïðåäïîëàãàåì, ÷òî äëÿ A(t) âûïîëíåíî óñëîâèå 1.4. Òîãäà ðîñòîê S (êàê è Ŝ) íåâûðîæäåí.
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5.2. Îïåðàòîðû ẐQ è N̂Q. Äëÿ îïåðàòîðíîãî ñåìåéñòâà Â(t) ââåä¼ì îïåðàòîð ẐQ, äåéñòâóþùèé

â Ĥ è ñîïîñòàâëÿþùèé ýëåìåíòó û ∈ Ĥ ðåøåíèå φ̂Q çàäà÷è

X̂∗0 (X̂0φ̂Q + X̂1ω̂) = 0, Qφ̂Q ⊥ N̂,

ãäå ω̂ = P̂ û. Êàê ïîêàçàíî â [BSu2, �6], îïåðàòîð Z äëÿ ñåìåéñòâà A(t) è ââåä¼ííûé îïåðàòîð ẐQ
ñâÿçàíû ñîîòíîøåíèåì

ẐQ = MZM−1P̂ . (5.4)

Ââåä¼ì îïåðàòîð

N̂Q := Ẑ∗QX̂
∗
1 R̂P̂ + (R̂P̂ )∗X̂1ẐQ. (5.5)

Ñîãëàñíî [BSu2, �6], îïåðàòîð N äëÿ ñåìåéñòâà A(t) è ââåä¼ííûé îïåðàòîð (5.5) ñâÿçàíû
ñîîòíîøåíèåì

N̂Q = P̂ (M∗)−1NM−1P̂ . (5.6)

Íàïîìíèì, ÷òî N = N0 +N∗ è îïðåäåëèì îïåðàòîðû

N̂0,Q = P̂ (M∗)−1N0M
−1P̂ , N̂∗,Q = P̂ (M∗)−1N∗M

−1P̂ . (5.7)

Òîãäà N̂Q = N̂0,Q + N̂∗,Q.
Ñïðàâåäëèâà ñëåäóþùàÿ ëåììà, äîêàçàííàÿ â [Su6, ëåììà 5.1].

Ëåììà 5.1 ([Su6]). Ïóñòü âûïîëíåíû ïðåäïîëîæåíèÿ ï. 5.1. Ïóñòü îïåðàòîðû N è N0

îïðåäåëåíû â (1.16) è (1.21), à îïåðàòîðû N̂Q è N̂0,Q îïðåäåëåíû â (5.5) è (5.7). Òîãäà óñëîâèå

N = 0 ðàâíîñèëüíî ðàâåíñòâó N̂Q = 0. Óñëîâèå N0 = 0 ðàâíîñèëüíî ðàâåíñòâó N̂0,Q = 0.

5.3. Îïåðàòîðû Ẑ2,Q, R̂2,Q è N̂0
1,Q. Ïóñòü ω̂ ∈ N̂ è ïóñòü ψ̂Q = ψ̂Q(ω̂) ∈ Dom X̂0 � (ñëàáîå)

ðåøåíèå çàäà÷è

X̂∗0 (X̂0ψ̂Q + X̂1ẐQω̂) = −X̂∗1 R̂ω̂ +QQ−1

N̂
P̂ X̂∗1 R̂ω̂, Qψ̂Q ⊥ N̂.

ßñíî, ÷òî ïðàâàÿ ÷àñòü óðàâíåíèÿ ïðèíàäëåæèò N̂⊥ = Ran X̂∗0 , à ïîòîìó óñëîâèå ðàçðåøèìîñòè

âûïîëíåíî. Îïðåäåëèì îïåðàòîð Ẑ2,Q : Ĥ → Ĥ ñîîòíîøåíèåì Ẑ2,Qû = ψ̂Q(P̂ û), û ∈ Ĥ. Äàëåå,

îïðåäåëèì îïåðàòîð R̂2,Q : N̂→ H∗ ôîðìóëîé R̂2,Q := X̂0Ẑ2,Q + X̂1ẐQ.

Íàêîíåö, îïðåäåëèì îïåðàòîð N̂0
1,Q ñîîòíîøåíèåì

N̂0
1,Q = Ẑ∗2,QX̂

∗
1 R̂P̂ + (R̂P̂ )∗X̂1Ẑ2,Q + R̂∗2,QR̂2,QP̂ . (5.8)

Â [VSu1, ï. 6.3] óñòàíîâëåíû ñëåäóþùèå òîæäåñòâà:

Ẑ2,Q = MZ2M
−1P̂ , R̂2,Q = R2M

−1|
N̂
,

N̂0
1,Q = P̂ (M∗)−1N0

1M
−1P̂ .

5.4. Ñâÿçü îïåðàòîðîâ è êîýôôèöèåíòîâ ñòåïåííûõ ðàçëîæåíèé. Óêàæåì ñâÿçü

êîýôôèöèåíòîâ ñòåïåííûõ ðàçëîæåíèé (1.5), (1.6) è îïåðàòîðîâ Ŝ è Q
N̂
. (Ñì. [BSu3, ï. 1.6, 1.7].)

Ïîëîæèì ζl := Mωl ∈ N̂, l = 1, . . . , n. Òîãäà èç (1.7) è (5.2), (5.3) âèäíî, ÷òî

Ŝζl = γlQN̂
ζl, l = 1, . . . , n. (5.9)

Íàáîð ζ1, . . . , ζn îáðàçóåò áàçèñ â N̂, îðòîíîðìèðîâàííûé ñ âåñîì Q
N̂
:

(Q
N̂
ζl, ζj) = δlj , l, j = 1, . . . , n. (5.10)
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Îïåðàòîðû N̂0,Q è N̂∗,Q ìîæíî îïèñàòü â òåðìèíàõ êîýôôèöèåíòîâ ñòåïåííûõ ðàçëîæåíèé (1.5)

è (1.6); ñð. (1.14). Ïîëîæèì ζ̃l := Mω̃l ∈ N̂, l = 1, . . . , n. Òîãäà

N̂0,Q =

n∑
k=1

µk(·, QN̂
ζk)QN̂

ζk,

N̂∗,Q =

n∑
k=1

γk

(
(·, Q

N̂
ζ̃k)QN̂

ζk + (·, Q
N̂
ζk)QN̂

ζ̃k

)
.

(5.11)

Çàìå÷àíèå 5.2. Â ñèëó (5.10) è (5.11) âûïîëíåíû ñîîòíîøåíèÿ

(N̂0,Qζj , ζl) = µlδjl, j, l = 1, . . . , n,

(N̂∗,Qζj , ζl) = γl(ζj , QN̂
ζ̃l) + γj(QN̂

ζ̃j , ζl), j, l = 1, . . . , n,

Ñîîòíîøåíèÿ (1.18) âëåêóò

(Q
N̂
ζ̃j , ζl) + (ζj , QN̂

ζ̃l) = 0, j, l = 1, . . . , n.

Îòñþäà âèäíî, ÷òî

(N̂∗,Qζj , ζl) = 0, åñëè γj = γl.

Ïåðåéä¼ì òåïåðü ê îáîçíà÷åíèÿì, ïðèíÿòûì â ï. 1.7. Íàïîìíèì, ÷òî ðàçëè÷íûå ñîáñòâåííûå
çíà÷åíèÿ ðîñòêà S îáîçíà÷àþòñÿ ÷åðåç γ◦j , j = 1, . . . , p, à ñîîòâåòñòâóþùèå ñîáñòâåííûå

ïîäïðîñòðàíñòâà ÷åðåç Nj . Âåêòîðû ω
(j)
i , i = 1, . . . , kj , îáðàçóþò îðòîíîðìèðîâàííûé áàçèñ â

Nj . Òîãäà òå æå ÷èñëà γ◦j , j = 1, . . . , p � ýòî ðàçëè÷íûå ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ çàäà÷è (5.9),

à MNj = Ker(Ŝ − γ◦jQN̂
) =: N̂j,Q � ñîîòâåòñòâóþùèå ñîáñòâåííûå ïîäïðîñòðàíñòâà. Âåêòîðû

ζ
(j)
i = Mω

(j)
i , i = 1, . . . , kj , îáðàçóþò áàçèñ â N̂j,Q, îðòîíîðìèðîâàííûé ñ âåñîì Q

N̂
. ×åðåç

Pj îáîçíà÷èì �êîñîé� ïðîåêòîð íà N̂j,Q, îðòîãîíàëüíûé îòíîñèòåëüíî ñêàëÿðíîãî ïðîèçâåäåíèÿ
(Q

N̂
·, ·), ò. å.

Pj =

kj∑
i=1

(·, Q
N̂
ζ

(j)
i )ζ

(j)
i , j = 1, . . . , p.

Ëåãêî âèäåòü, ÷òî Pj = MPjM
−1P̂ . Ìîæíî óêàçàòü àíàëîã ñîîòíîøåíèé (1.21). Èñïîëüçóÿ (1.21),

(5.6) è (5.7), íåòðóäíî ïðîâåðèòü ðàâåíñòâà

N̂0,Q =

p∑
j=1

P∗j N̂QPj , N̂∗,Q =
∑

16l,j6p:
l 6=j

P∗l N̂QPj , (5.12)

äàþùèå èíâàðèàíòíûå ïðåäñòàâëåíèÿ îïåðàòîðîâ N̂0,Q, N̂∗,Q.

5.5. Êîýôôèöèåíòû νl. Êîýôôèöèåíòû νl èç ðàçëîæåíèé (1.5) è âåêòîðû ζl = Mωl, l = 1, . . . , n,
ÿâëÿþòñÿ ñîáñòâåííûìè çíà÷åíèÿìè è ñîáñòâåííûìè ýëåìåíòàìè íåêîòîðîé çàäà÷è; ñì. [D1,

ï. 3.4]. Íàì ïîíàäîáèòñÿ îïèñàòü ýòó çàäà÷ó â ñëó÷àå, êîãäà µl = 0, l = 1, . . . , n, òî åñòü, N̂0,Q = 0.

Ïðåäëîæåíèå 5.3 ([D1]). Ïóñòü N̂0,Q = 0. Ïóñòü îïåðàòîð N̂0
1,Q îïðåäåëåí â (5.8). Ïóñòü

γ◦1 , . . . , γ
◦
p � ðàçëè÷íûå ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ çàäà÷è (5.9), à k1, . . . , kp � èõ êðàòíîñòè. Ïóñòü

N̂q,Q = Ker(Ŝ − γ◦qQN̂
) è P̂q,Q � îðòîïðîåêòîð ïðîñòðàíñòâà Ĥ íà ïîäïðîñòðàíñòâî N̂q,Q,

q = 1, . . . , p. Ââåäåì îïåðàòîðû N̂ (q)
Q , q = 1, . . . , p: îïåðàòîð N̂ (q)

Q äåéñòâóåò â N̂q,Q è çàäàåòñÿ



27

âûðàæåíèåì

N̂ (q)
Q := P̂q,Q

(
N̂0

1,Q −
1

2
Ẑ∗QQẐQQ

−1ŜP̂ − 1

2
ŜP̂Q−1Ẑ∗QQẐQ

)∣∣∣∣
N̂q,Q

+
∑

j=1,...,p:j 6=q
(γ◦q − γ◦j )−1P̂q,QN̂QP̂j,QQ

−1P̂j,QN̂Q|N̂q,Q .

Ïóñòü νl, l = 1, . . . , n, � êîýôôèöèåíòû ïðè t4 èç ðàçëîæåíèé (1.5). Òîãäà ÷èñëà νl è âåêòîðû

ζl ïðè l = i(q), i(q) + 1, . . . , i(q) + kq − 1, ãäå i(q) = k1 + · · · + kq−1 + 1, ÿâëÿþòñÿ ñîáñòâåííûìè

çíà÷åíèÿìè è ñîáñòâåííûìè ýëåìåíòàìè çàäà÷è

N̂ (q)
Q ζl = νlQN̂q,Q

ζl, l = i(q), i(q) + 1, . . . , i(q) + kq − 1.

Çäåñü Q
N̂q,Q

= P̂q,QQ|N̂q,Q.

5.6. Àïïðîêñèìàöèÿ îêàéìë¼ííûõ îïåðàòîðîâ cos(ε−1τA(t)1/2) è A(t)−1/2 sin(ε−1τA(t)1/2).
Â ýòîì ïóíêòå ìû íàõîäèì àïïðîêñèìàöèè äëÿ îïåðàòîðîâ cos(ε−1τA(t)1/2) è

A(t)−1/2 sin(ε−1τA(t)1/2) ñåìåéñòâà âèäà (5.1) â òåðìèíàõ ðîñòêà Ŝ îïåðàòîðà Â(t) è èçîìîðôèçìà
M . Ïðè ýòîì îêàçûâàåòñÿ óäîáíûì îêàéìèòü ðàññìàòðèâàåìûå îïåðàòîðû ïîäõîäÿùèìè
ìíîæèòåëÿìè.
Ïîëîæèì M0 := (Q

N̂
)−1/2. Ñïðàâåäëèâû òîæäåñòâà

M cos(τ(t2S)1/2P )PM∗ = M0 cos(τ(t2M0ŜM0)1/2)M0P̂ , (5.13)

M(t2S)−1/2 sin(τ(t2S)1/2P )PM∗ = M0(t2M0ŜM0)−1/2 sin(τ(t2M0ŜM0)1/2)M0P̂ , (5.14)

M(t2S)−1/2 sin(τ(t2S)1/2P )M−1P̂ = M0(t2M0ŜM0)−1/2 sin(τ(t2M0ŜM0)1/2)M−1
0 P̂ . (5.15)

Ñîîòíîøåíèå (5.13) ïðîâåðåíî â [BSu5, ïðåäëîæåíèå 3.3], à (5.14) ïîëó÷àåòñÿ èç (5.13)
èíòåãðèðîâàíèåì ïî τ . Íàêîíåö, ñîîòíîøåíèå (5.15) âûòåêàåò èç (5.14) äîìíîæåíèåì ñïðàâà íà

M−2
0 P̂ = Q

N̂
P̂ ñ ó÷åòîì (5.2).

Ââåä¼ì îáîçíà÷åíèÿ

J1(t, τ) := M cos(τA(t)1/2)M−1P̂ −M0 cos(τ(t2M0ŜM0)1/2)M−1
0 P̂ , (5.16)

J2(t, τ) := MA(t)−1/2 sin(τA(t)1/2)M−1P̂ −M0(t2M0ŜM0)−1/2 sin(τ(t2M0ŜM0)1/2)M−1
0 P̂ , (5.17)

J̃3(t, τ) := MA(t)−1/2 sin(τA(t)1/2)PM∗ −M0(t2M0ŜM0)−1/2 sin(τ(t2M0ŜM0)1/2)M0P̂ , (5.18)

J3(t, τ) := MA(t)−1/2 sin(τA(t)1/2)M∗P̂ −M0(t2M0ŜM0)−1/2 sin(τ(t2M0ŜM0)1/2)M0P̂ . (5.19)

Ëåììà 5.4. Â ïðåäïîëîæåíèÿõ ï. 5.1 ñïðàâåäëèâû îöåíêè

‖J1(t, τ)‖ 6 ‖M‖‖M−1‖‖ cos(τA(t)1/2)P − cos(τ(t2S)1/2P )P‖, (5.20)

‖J2(t, τ)‖ 6 ‖M‖‖M−1‖‖A(t)−1/2 sin(τA(t)1/2)P − (t2S)−1/2 sin(τ(t2S)1/2P )P‖, (5.21)

‖J̃3(t, τ)‖ 6 ‖M‖2‖A(t)−1/2 sin(τA(t)1/2)P − (t2S)−1/2 sin(τ(t2S)1/2P )P‖, (5.22)

‖ cos(τA(t)1/2)P − cos(τ(t2S)1/2P )P‖ 6 ‖M‖2‖M−1‖2‖J1(t, τ)‖, (5.23)

‖A(t)−1/2 sin(τA(t)1/2)P − (t2S)−1/2 sin(τ(t2S)1/2P )P‖ 6 ‖M‖2‖M−1‖2‖J2(t, τ)‖, (5.24)

‖A(t)−1/2 sin(τA(t)1/2)P − (t2S)−1/2 sin(τ(t2S)1/2P )P‖ 6 ‖M−1‖2‖J̃3(t, τ)‖. (5.25)

Äîêàçàòåëüñòâî. Íåðàâåíñòâà (5.20), (5.22), (5.23) è (5.25) ïðîâåðåíû â [DSu2, ëåììà 4.2].
Â ñèëó (5.15) è (5.17) èìååì

J2(t, τ) = M
(
A(t)−1/2 sin(τA(t)1/2)P − (t2S)−1/2 sin(τ(t2S)1/2P )P

)
M−1P̂ . (5.26)

Îòñþäà âûòåêàåò íåðàâåíñòâî (5.21).
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Îáðàòíî, î÷åâèäíî, ÷òî

‖A(t)−1/2 sin(τA(t)1/2)P − (t2S)−1/2 sin(τ(t2S)1/2P )P‖

6 ‖M−1‖2‖MA(t)−1/2 sin(τA(t)1/2)PM∗ −M(t2S)−1/2 sin(τ(t2S)1/2P )PM∗‖.

Èñïîëüçóÿ ñîîòíîøåíèå PM∗ = M−1Q−1

N̂
P̂ (ñì. (5.2)), (5.15) è (5.26), çàïèøåì ïðàâóþ ÷àñòü â

âèäå ‖M−1‖2‖J2(t, τ)Q−1

N̂
P̂‖. Âìåñòå ñ íåðàâåíñòâîì ‖Q−1

N̂
P̂‖ 6 ‖M‖2 (âûòåêàþùèì èç ðàâåíñòâà

Q−1

N̂
P̂ = MPM∗) ýòî âëå÷åò (5.24). �

Â ñèëó (5.2), PM∗ = M−1Q−1

N̂
P̂ . Ñëåäîâàòåëüíî, PM∗ = PM∗P̂ . Èç (5.18) è (5.19) âèäíî, ÷òî

J3(t, τ)− J̃3(t, τ) = MA(t)−1/2 sin(τA(t)1/2)(I − P )M∗P̂ .

Ïðèìåíÿÿ (1.10) è (1.19), ïîëó÷àåì

‖J3(t, τ)− J̃3(t, τ)‖ 6 ‖M‖2
(
δ−1/2 + C1c

−1/2
∗

)
=: C̃, τ ∈ R, |t| 6 t0. (5.27)

Èñïîëüçóÿ íåðàâåíñòâà (5.20)�(5.22), (5.27) è ïðèíèìàÿ âî âíèìàíèå ëåììó 5.1, ìû âûâîäèì
ñëåäóþùèå òðè òåîðåìû èç òåîðåì 3.1, 3.2 è 3.3. Â ôîðìóëèðîâêàõ èñïîëüçóþòñÿ îáîçíà÷åíèÿ
(5.16), (5.17), (5.19).

Òåîðåìà 5.5 ([BSu5],[M2],[DSu2]). Â ïðåäïîëîæåíèÿõ ïóíêòà 5.1 ïðè τ ∈ R, ε > 0 è |t| 6 t0
âûïîëíåíû îöåíêè

‖J1(t, ε−1τ)‖ε2(t2 + ε2)−1 6 ‖M‖‖M−1‖(C1 + C6|τ |)ε, (5.28)

‖J2(t, ε−1τ)‖ε(t2 + ε2)−1/2 6 ‖M‖‖M−1‖(C7 + C8|τ |), (5.29)

‖J3(t, ε−1τ)‖ε(t2 + ε2)−1/2 6 ‖M‖2(C7 + C8|τ |) + C̃. (5.30)

Ðàíåå îöåíêà (5.28) áûëà óñòàíîâëåíà â [BSu5, òåîðåìà 3.4], (5.29) � â [M2, òåîðåìà 3.3], à
(5.30) � â [DSu2, òåîðåìà 4.3].

Òåîðåìà 5.6. Ïóñòü âûïîëíåíû óñëîâèÿ òåîðåìû 5.5. Ïóñòü îïåðàòîð N̂Q, îïðåäåëåííûé â

(5.5), ðàâåí íóëþ: N̂Q = 0. Òîãäà ïðè τ ∈ R, ε > 0 è |t| 6 t0 âûïîëíåíû îöåíêè

‖J1(t, ε−1τ)‖ε3/2(t2 + ε2)−3/4 6 ‖M‖‖M−1‖(2C1 + C ′9|τ |1/2)ε, (5.31)

‖J2(t, ε−1τ)‖ε1/2(t2 + ε2)−1/4 6 ‖M‖‖M−1‖(C7 + C ′10|τ |1/2), (5.32)

‖J3(t, ε−1τ)‖ε1/2(t2 + ε2)−1/4 6 ‖M‖2(C7 + C ′10|τ |1/2) + C̃. (5.33)

Òåîðåìà 5.7. Ïóñòü âûïîëíåíû óñëîâèÿ òåîðåìû 5.5. Ïóñòü îïåðàòîð N̂0,Q, îïðåäåëåííûé â

(5.12), ðàâåí íóëþ: N̂0,Q = 0. Òîãäà ïðè τ ∈ R, ε > 0 è |t| 6 t00 âûïîëíåíû îöåíêè

‖J1(t, ε−1τ)‖ε3/2(t2 + ε2)−3/4 6 ‖M‖‖M−1‖(C11 + C ′12|τ |1/2)ε,

‖J2(t, ε−1τ)‖ε1/2(t2 + ε2)−1/4 6 ‖M‖‖M−1‖(C13 + C ′14|τ |1/2),

‖J3(t, ε−1τ)‖ε1/2(t2 + ε2)−1/4 6 ‖M‖2(C13 + C ′14|τ |1/2) + C̃.

5.7. Àïïðîêñèìàöèÿ îêàéìë¼ííîãî îïåðàòîðà A(t)−1/2 sin(ε−1τA(t)1/2) ïî
�ýíåðãåòè÷åñêîé� íîðìå. Ââåä¼ì îáîçíà÷åíèå

J(t, τ) := MA(t)−1/2 sin(τA(t)1/2)M−1P̂ − (I + tẐQ)M0(t2M0ŜM0)−1/2 sin(τ(t2M0ŜM0)1/2)M−1
0 P̂ .
(5.34)

Ëåììà 5.8. Ïóñòü Σ(t, τ) � îïåðàòîð (2.19) è J(t, τ) � îïåðàòîð (5.34). Â ïðåäïîëîæåíèÿõ

ïóíêòà 5.1 ñïðàâåäëèâû îöåíêè

‖Â(t)1/2J(t, τ)‖ 6 ‖M−1‖‖A(t)1/2Σ(t, τ)‖, (5.35)

‖A(t)1/2Σ(t, τ)‖ 6 ‖M‖2‖M−1‖‖Â(t)1/2J(t, τ)‖. (5.36)
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Äîêàçàòåëüñòâî. Èç (5.4) è (5.15) âûòåêàåò, ÷òî

J(t, τ) = MΣ(t, τ)M−1P̂ . (5.37)

Ñîîòíîøåíèÿ (5.1) è (5.37) âëåêóò (5.35).
Îáðàòíî, î÷åâèäíî, ÷òî

‖A(t)1/2Σ(t, τ)‖

6 ‖M−1‖‖A(t)1/2
(
A(t)−1/2 sin(τA(t)1/2)P − (I + tZ)(t2S)−1/2 sin(τ(t2S)1/2P )

)
PM∗‖.

Ó÷èòûâàÿ ðàâåíñòâî PM∗ = M−1Q−1

N̂
P̂ è òîæäåñòâà (5.4) è (5.15), ïðåîáðàçóåì ïðàâóþ ÷àñòü ê

âèäó ‖M−1‖‖Â(t)1/2J(t, τ)Q−1

N̂
P̂‖. Âìåñòå ñ íåðàâåíñòâîì ‖Q−1

N̂
P̂‖ 6 ‖M‖2 ýòî âëå÷åò (5.36). �

Ïðèìåíÿÿ íåðàâåíñòâî (5.35) è ïðèíèìàÿ âî âíèìàíèå ëåììó 5.1, èç òåîðåì 3.5, 3.6, 3.7
ïîëó÷àåì ñëåäóþùèå ðåçóëüòàòû. Çäåñü èñïîëüçóåòñÿ îáîçíà÷åíèå (5.34).

Òåîðåìà 5.9 ([M2]). Â ïðåäïîëîæåíèÿõ ïóíêòà 5.1 ïðè τ ∈ R, ε > 0 è |t| 6 t0 âûïîëíåíà îöåíêà

‖Â(t)1/2J(t, ε−1τ)‖ε2(t2 + ε2)−1 6 ‖M−1‖(C17 + C18|τ |)ε.

Òåîðåìà 5.9 áûëà èçâåñòíà ðàíåå (ñì. [M2, òåîðåìà 3.3]).

Òåîðåìà 5.10. Ïóñòü âûïîëíåíû óñëîâèÿ òåîðåìû 5.9 è ïóñòü îïåðàòîð N̂Q, îïðåäåë¼ííûé

â (5.6), ðàâåí íóëþ: N̂Q = 0. Òîãäà ïðè τ ∈ R, ε > 0 è |t| 6 t0 âûïîëíåíà îöåíêà

‖Â(t)1/2J(t, ε−1τ)‖ε3/2(t2 + ε2)−3/4 6 ‖M−1‖(C17 + C ′19|τ |1/2)ε.

Òåîðåìà 5.11. Ïóñòü âûïîëíåíû óñëîâèÿ òåîðåìû 5.9 è ïóñòü îïåðàòîð N̂0,Q, îïðåäåë¼ííûé

â (5.12), ðàâåí íóëþ: N̂0,Q = 0. Òîãäà ïðè τ ∈ R, ε > 0 è |t| 6 t00 âûïîëíåíà îöåíêà

‖Â(t)1/2J(t, ε−1τ)‖ε3/2(t2 + ε2)−3/4 6 ‖M−1‖(C20 + C ′21|τ |1/2)ε.

� 6. Ïîäòâåðæäåíèå òî÷íîñòè ðåçóëüòàòîâ �5

6.1. Ïîäòâåðæäåíèå òî÷íîñòè ðåçóëüòàòîâ îòíîñèòåëüíî ñãëàæèâàþùåãî ìíîæèòåëÿ.
Ñëåäóþùàÿ òåîðåìà ïîäòâåðæäàåò òî÷íîñòü òåîðåìû 5.5 â îáùåì ñëó÷àå.

Òåîðåìà 6.1. Ïóñòü âûïîëíåíû ïðåäïîëîæåíèÿ ïóíêòà 5.1. Ïóñòü N̂0,Q 6= 0.
1◦. Ïóñòü τ 6= 0 è 0 6 s < 2. Òîãäà íå ñóùåñòâóåò òàêîé ïîñòîÿííîé C(τ) > 0, ÷òîáû îöåíêà∥∥J1(t, ε−1τ)

∥∥ εs(t2 + ε2)−s/2 6 C(τ)ε (6.1)

âûïîëíÿëàñü ïðè âñåõ äîñòàòî÷íî ìàëûõ |t| è ε > 0.
2◦. Ïóñòü τ 6= 0 è 0 6 r < 1. Òîãäà íå ñóùåñòâóåò òàêîé ïîñòîÿííîé C(τ) > 0, ÷òîáû îöåíêà∥∥J2(t, ε−1τ)

∥∥ εr(t2 + ε2)−r/2 6 C(τ) (6.2)

âûïîëíÿëàñü ïðè âñåõ äîñòàòî÷íî ìàëûõ |t| è ε > 0.
3◦. Ïóñòü τ 6= 0 è 0 6 r < 1. Òîãäà íå ñóùåñòâóåò òàêîé ïîñòîÿííîé C(τ) > 0, ÷òîáû îöåíêà∥∥J3(t, ε−1τ)

∥∥ εr(t2 + ε2)−r/2 6 C(τ) (6.3)

âûïîëíÿëàñü ïðè âñåõ äîñòàòî÷íî ìàëûõ |t| è ε > 0.

Äîêàçàòåëüñòâî. Óòâåðæäåíèÿ 1◦ è 3◦ äîêàçàíû â [DSu2, òåîðåìà 4.6].

Äîêàæåì óòâåðæäåíèå 2◦. Â ñèëó ëåììû 5.1 óñëîâèå N̂0,Q 6= 0 ðàâíîñèëüíî óñëîâèþ N0 6= 0.
Ðàññóæäàÿ îò ïðîòèâíîãî è èñïîëüçóÿ íåðàâåíñòâî (5.24), ïîëó÷àåì, ÷òî âûïîëíåíî (4.2) ïðè
íåêîòîðîì 0 6 r < 1. Íî ýòî ïðîòèâîðå÷èò óòâåðæäåíèþ 2◦ òåîðåìû 4.1. �

Äàëåå, ïîäòâåðäèì òî÷íîñòü òåîðåì 5.6 è 5.7. (Ðåçóëüòàòû äëÿ J2 îïóñêàåì, ïîñêîëüêó îíè íå
áóäóò èñïîëüçîâàíû â äàëüíåéøåì ïðè èçó÷åíèè ÄÎ.)
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Òåîðåìà 6.2. Ïóñòü âûïîëíåíû ïðåäïîëîæåíèÿ ïóíêòà 5.1. Ïóñòü N̂0,Q = 0 è N̂ (q)
Q 6= 0 ïðè

íåêîòîðîì q (òî åñòü, νl 6= 0 ïðè íåêîòîðîì l).
1◦. Ïóñòü τ 6= 0 è 0 6 s < 3/2. Òîãäà íå ñóùåñòâóåò òàêîé ïîñòîÿííîé C(τ) > 0, ÷òîáû îöåíêà

(6.1) âûïîëíÿëàñü ïðè âñåõ äîñòàòî÷íî ìàëûõ |t| è ε > 0.
2◦. Ïóñòü τ 6= 0 è 0 6 r < 1/2. Òîãäà íå ñóùåñòâóåò òàêîé ïîñòîÿííîé C(τ) > 0, ÷òîáû îöåíêà

(6.3) âûïîëíÿëàñü ïðè âñåõ äîñòàòî÷íî ìàëûõ |t| è ε > 0.

Äîêàçàòåëüñòâî. Â ñèëó ëåììû 5.1 óñëîâèå N̂0,Q = 0 ðàâíîñèëüíî óñëîâèþ N0 = 0. Äàëåå,

ñîãëàñíî ïðåäëîæåíèþ 5.3 óñëîâèå N̂ (q)
Q 6= 0 ïðè íåêîòîðîì q îçíà÷àåò, ÷òî νl 6= 0 ïðè íåêîòîðîì

l ∈ {i(q), . . . , i(q) +kq− 1}. Â ñèëó ïðåäëîæåíèÿ 1.7 îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî N (q) 6= 0. Òàêèì îáðàçîì,
âûïîëíåíû óñëîâèÿ òåîðåìû 4.2.
Äîêàæåì óòâåðæäåíèå 1◦. Ïðåäïîëàãàÿ ïðîòèâíîå è èñïîëüçóÿ íåðàâåíñòâî (5.23), ïîëó÷àåì,

÷òî âûïîëíåíî (4.1) ïðè íåêîòîðîì 0 6 s < 3/2. Íî ýòî ïðîòèâîðå÷èò óòâåðæäåíèþ 1◦ òåîðåìû
4.2.
Àíàëîãè÷íî ïðîâåðÿåòñÿ óòâåðæäåíèå 2◦ ñ ïîìîùüþ (5.25), (5.27) è óòâåðæäåíèÿ 2◦ òåîðåìû

4.2. �

Ïîêàæåì òåïåðü, ÷òî ðåçóëüòàò òåîðåìû 5.9 íåóëó÷øàåì â îáùåé ñèòóàöèè.

Òåîðåìà 6.3. Ïóñòü âûïîëíåíû óñëîâèÿ ïóíêòà 5.1. Ïóñòü N̂0,Q 6= 0. Ïóñòü τ 6= 0 è 0 6 s < 2.
Íå ñóùåñòâóåò òàêîé ïîñòîÿííîé C(τ) > 0, ÷òîáû îöåíêà∥∥Â(t)1/2J(t, ε−1τ)

∥∥εs(t2 + ε2)−s/2 6 C(τ)ε (6.4)

âûïîëíÿëàñü ïðè âñåõ äîñòàòî÷íî ìàëûõ |t| è ε > 0.

Äîêàçàòåëüñòâî. Â ñèëó ëåììû 5.1 èç óñëîâèé òåîðåìû ñëåäóåò, ÷òî N0 6= 0.
Ðàññóæäàåì îò ïðîòèâíîãî. Ïóñòü äëÿ íåêîòîðûõ τ 6= 0 è 0 6 s < 2 ñóùåñòâóåò òàêàÿ

ïîñòîÿííàÿ C(τ) > 0, ÷òî âûïîëíåíî (6.4) ïðè âñåõ äîñòàòî÷íî ìàëûõ |t| è ε. Â ñèëó îöåíêè (5.36)
îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî âûïîëíåíî òàêæå íåðàâåíñòâî âèäà (4.13) (ñ äðóãîé êîíñòàíòîé). Íî ýòî
ïðîòèâîðå÷èò óòâåðæäåíèþ òåîðåìû 4.3. �

Íàêîíåö, ìû ïîäòâåðæäàåì òî÷íîñòü òåîðåì 5.10 è 5.11.

Òåîðåìà 6.4. Ïóñòü âûïîëíåíû óñëîâèÿ ïóíêòà 5.1. Ïóñòü N̂0,Q = 0 è N̂ (q)
Q 6= 0 ïðè íåêîòîðîì

q (òî åñòü, νl 6= 0 ïðè íåêîòîðîì l). Ïóñòü τ 6= 0 è 0 6 s < 3/2. Íå ñóùåñòâóåò òàêîé

ïîñòîÿííîé C(τ) > 0, ÷òîáû îöåíêà (6.4) âûïîëíÿëàñü ïðè âñåõ äîñòàòî÷íî ìàëûõ |t| è ε > 0.

Äîêàçàòåëüñòâî. Óñëîâèÿ òåîðåìû îçíà÷àþò, ÷òî âûïîëíåíû òàêæå óñëîâèÿ òåîðåìû 4.4.
Ðàññóæäàÿ îò ïðîòèâíîãî è ïðèìåíÿÿ (5.36), ïîëó÷àåì íåðàâåíñòâî âèäà (4.13) ñ íåêîòîðûì

s < 3/2, à ýòî ïðîòèâîðå÷èò óòâåðæäåíèþ òåîðåìû 4.4. �

6.2. Ïîäòâåðæäåíèå òî÷íîñòè ðåçóëüòàòîâ îòíîñèòåëüíî âðåìåíè. Ñ ïîìîùüþ ëåììû 5.1
è (5.23)�(5.25), (5.27) èç òåîðåìû 4.5 âûâîäèì ñëåäóþùèé ðåçóëüòàò, ïîäòâåðæäàþùèé òî÷íîñòü
òåîðåìû 5.5 îòíîñèòåëüíî çàâèñèìîñòè îò τ .

Òåîðåìà 6.5. Ïóñòü N̂0,Q 6= 0.
1◦. Ïóñòü s > 2. Íå ñóùåñòâóåò ïîëîæèòåëüíîé ôóíêöèè C(τ) òàêîé, ÷òî limτ→∞C(τ)/|τ | = 0
è âûïîëíåíà îöåíêà (6.1) ïðè âñåõ τ ∈ R è äîñòàòî÷íî ìàëûõ |t| è ε.
2◦. Ïóñòü r > 1. Íå ñóùåñòâóåò ïîëîæèòåëüíîé ôóíêöèè C(τ) òàêîé, ÷òî limτ→∞C(τ)/|τ | = 0
è âûïîëíåíà îöåíêà (6.2) ïðè âñåõ τ ∈ R è äîñòàòî÷íî ìàëûõ |t| è ε.
3◦. Ïóñòü r > 1. Íå ñóùåñòâóåò ïîëîæèòåëüíîé ôóíêöèè C(τ) òàêîé, ÷òî limτ→∞C(τ)/|τ | = 0
è âûïîëíåíà îöåíêà (6.3) ïðè âñåõ τ ∈ R è äîñòàòî÷íî ìàëûõ |t| è ε.

Àíàëîãè÷íûì îáðàçîì, èç ëåììû 5.1, íåðàâåíñòâà (5.36) è òåîðåìû 4.6 âûòåêàåò ñëåäóþùèé
ðåçóëüòàò, ïîäòâåðæäàþùèé òî÷íîñòü òåîðåìû 5.9.
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Òåîðåìà 6.6. Ïóñòü îïåðàòîð J(t, τ) îïðåäåëåí â (5.34). Ïóñòü N̂0,Q 6= 0 è ïóñòü s > 2. Òîãäà
íå ñóùåñòâóåò ïîëîæèòåëüíîé ôóíêöèè C(τ) òàêîé, ÷òî limτ→∞C(τ)/|τ | = 0 è âûïîëíåíà

îöåíêà (6.4) ïðè âñåõ τ ∈ R è äîñòàòî÷íî ìàëûõ |t| è ε.

Àíàëîãè÷íî äîêàçàòåëüñòâó òåîðåìû 6.2 èç òåîðåìû 4.7 âûâîäèì ñëåäóþùèé ðåçóëüòàò,
äåìîíñòðèðóþùèé òî÷íîñòü òåîðåì 5.6 è 5.7.

Òåîðåìà 6.7. Ïóñòü N̂0,Q = 0 è N̂ (q)
Q 6= 0 ïðè íåêîòîðîì q ∈ {1, . . . , p}.

1◦. Ïóñòü s > 3/2. Íå ñóùåñòâóåò ïîëîæèòåëüíîé ôóíêöèè C(τ) òàêîé, ÷òî

limτ→∞C(τ)/|τ |1/2 = 0 è âûïîëíåíà îöåíêà (6.1) ïðè âñåõ τ ∈ R è äîñòàòî÷íî ìàëûõ |t| è ε.
2◦. Ïóñòü r > 1/2. Íå ñóùåñòâóåò ïîëîæèòåëüíîé ôóíêöèè C(τ) òàêîé, ÷òî

limτ→∞C(τ)/|τ |1/2 = 0 è âûïîëíåíà îöåíêà (6.3) ïðè âñåõ τ ∈ R è äîñòàòî÷íî ìàëûõ |t| è ε.

Íàêîíåö, àíàëîãè÷íî äîêàçàòåëüñòâó òåîðåìû 6.4 èç òåîðåìû 4.8 âûòåêàåò ñëåäóþùåå
óòâåðæäåíèå, êîòîðîå ïîêàçûâàåò, ÷òî òåîðåìû 5.10, 5.11 íåóëó÷øàåìû â îòíîøåíèè çàâèñèìîñòè
îöåíîê îò τ .

Òåîðåìà 6.8. Ïóñòü îïåðàòîð J(t, τ) îïðåäåëåí â (5.34). Ïóñòü N̂0,Q = 0 è N̂ (q)
Q 6= 0 ïðè

íåêîòîðîì q ∈ {1, . . . , p}. Ïóñòü s > 3/2. Íå ñóùåñòâóåò ïîëîæèòåëüíîé ôóíêöèè C(τ) òàêîé,

÷òî limτ→∞C(τ)/|τ |1/2 = 0 è âûïîëíåíà îöåíêà (6.4) ïðè âñåõ τ ∈ R è äîñòàòî÷íî ìàëûõ |t| è ε.

Ãëàâà 2. Ïåðèîäè÷åñêèå äèôôåðåíöèàëüíûå îïåðàòîðû â L2(Rd;Cn)

� 7. Êëàññ äèôôåðåíöèàëüíûõ îïåðàòîðîâ â L2(Rd;Cn)

7.1. Ðåø¼òêè. Ðÿä Ôóðüå. Ïóñòü Γ � ðåø¼òêà â Rd, ïîðîæä¼ííàÿ áàçèñîì a1, . . . ,ad:

Γ =

{
a ∈ Rd : a =

d∑
j=1

njaj , nj ∈ Z
}
,

è ïóñòü Ω � ýëåìåíòàðíàÿ ÿ÷åéêà ðåø¼òêè Γ:

Ω :=

{
x ∈ Rd : x =

d∑
j=1

ξjaj , 0 < ξj < 1

}
.

Áàçèñ b1, . . . ,bd, äâîéñòâåííûé ïî îòíîøåíèþ ê a1, . . . ,ad, îïðåäåëÿåòñÿ èç ñîîòíîøåíèé 〈bl,aj〉 =

2πδlj . Ýòîò áàçèñ ïîðîæäàåò ðåø¼òêó Γ̃, äâîéñòâåííóþ ê ðåø¼òêå Γ:

Γ̃ =

{
b ∈ Rd : b =

d∑
j=1

mjbj , mj ∈ Z
}
.

Îáîçíà÷èì ÷åðåç Ω̃ öåíòðàëüíóþ çîíó Áðèëëþýíà ðåø¼òêè Γ̃:

Ω̃ =
{
k ∈ Rd : |k| < |k− b|, 0 6= b ∈ Γ̃

}
. (7.1)

Áóäåì ïîëüçîâàòüñÿ îáîçíà÷åíèÿìè |Ω| = mes Ω, |Ω̃| = mes Ω̃ è îòìåòèì, ÷òî |Ω||Ω̃| = (2π)d. Ïóñòü

r0 � ðàäèóñ øàðà, âïèñàííîãî â clos Ω̃, è ïóñòü r1 := max
k∈∂Ω̃

|k|. Îòìåòèì, ÷òî

2r0 = min |b|, 0 6= b ∈ Γ̃. (7.2)

Ñ ðåø¼òêîé Γ ñâÿçàíî äèñêðåòíîå ïðåîáðàçîâàíèå Ôóðüå

v(x) = |Ω|−1/2
∑
b∈Γ̃

v̂b exp(i 〈b,x〉), x ∈ Ω, (7.3)
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êîòîðîå óíèòàðíî îòîáðàæàåò l2(Γ̃;Cn) íà L2(Ω;Cn):∫
Ω
|v(x)|2dx =

∑
b∈Γ̃

|v̂b|2. (7.4)

×åðåç H̃1(Ω;Cn) îáîçíà÷àåòñÿ ïîäïðîñòðàíñòâî òåõ ôóíêöèé èç H1(Ω;Cn), Γ-ïåðèîäè÷åñêîå
ïðîäîëæåíèå êîòîðûõ íà Rd ïðèíàäëåæèò H1

loc(Rd;Cn). Èìååò ìåñòî ðàâåíñòâî∫
Ω
|(D + k)v|2 dx =

∑
b∈Γ̃

|b + k|2|v̂b|2, v ∈ H̃1(Ω;Cn), k ∈ Rd, (7.5)

ïðè÷¼ì ñõîäèìîñòü ðÿäà â ïðàâîé ÷àñòè (7.5) ðàâíîñèëüíà âêëþ÷åíèþ v ∈ H̃1(Ω;Cn).
Èç (7.1), (7.4) è (7.5) ñëåäóåò îöåíêà∫

Ω
|(D + k)v|2dx >

∑
b∈Γ̃

|k|2|v̂b|2 = |k|2
∫

Ω
|v|2dx, v ∈ H̃1(Ω;Cn), k ∈ Ω̃. (7.6)

7.2. Ïðåîáðàçîâàíèå Ãåëüôàíäà. Ïðåîáðàçîâàíèå Ãåëüôàíäà U ïåðâîíà÷àëüíî îïðåäåëÿåòñÿ
íà ôóíêöèÿõ èç êëàññà Øâàðöà v ∈ S(Rd;Cn) ôîðìóëîé:

ṽ(k,x) = (Uv)(k,x) = |Ω̃|−1/2
∑
a∈Γ

e−i〈k,x+a〉v(x + a), v ∈ S(Rd;Cn), x ∈ Ω, k ∈ Ω̃.

Ïðè ýòîì ∫
Ω̃

∫
Ω
|ṽ(k,x)|2dx dk =

∫
Rd
|v(x)|2dx

è U ïðîäîëæàåòñÿ ïî íåïðåðûâíîñòè äî óíèòàðíîãî îòîáðàæåíèÿ:

U : L2(Rd;Cn)→
∫

Ω̃
⊕L2(Ω;Cn)dk =: H.

Âêëþ÷åíèå v ∈ H1(Rd;Cn) ðàâíîñèëüíî òîìó, ÷òî ṽ(k, ·) ∈ H̃1(Ω;Cn) ïðè ï.â. k ∈ Ω̃ è∫
Ω̃

∫
Ω

(
|(D + k)ṽ(k,x)|2 + |ṽ(k,x)|2

)
dx dk <∞.

Îïåðàòîð óìíîæåíèÿ íà îãðàíè÷åííóþ ïåðèîäè÷åñêóþ ôóíêöèþ â L2(Rd;Cn) ïîä äåéñòâèåì U
ïåðåõîäèò â óìíîæåíèå íà òó æå ôóíêöèþ â ñëîÿõ ïðÿìîãî èíòåãðàëà H. Äåéñòâèå îïåðàòîðà
b(D) íà v ∈ H1(Rd;Cn) ïåðåõîäèò â ïîñëîéíîå äåéñòâèå îïåðàòîðà b(D+k) íà ṽ(k, ·) ∈ H̃1(Ω;Cn).

7.3. Ôàêòîðèçîâàííûå îïåðàòîðû A âòîðîãî ïîðÿäêà. Ïóñòü b(D) =
∑d

l=1 blDl, ãäå bl �
ïîñòîÿííûå (m × n)-ìàòðèöû (âîîáùå ãîâîðÿ, ñ êîìïëåêñíûìè ýëåìåíòàìè). Ïðåäïîëàãàåòñÿ,

÷òî m > n. Ðàññìîòðèì ñèìâîë b(ξ) =
∑d

l=1 blξl è ïðåäïîëîæèì, ÷òî rank b(ξ) = n, 0 6= ξ ∈ Rd.
Ýòî ðàâíîñèëüíî òîìó, ÷òî äëÿ íåêîòîðûõ α0, α1 > 0 âûïîëíåíû íåðàâåíñòâà:

α01n 6 b(θ)∗b(θ) 6 α11n, θ ∈ Sd−1, 0 < α0 6 α1 <∞. (7.7)

Îòìåòèì, ÷òî èç (7.7) âûòåêàþò îöåíêè äëÿ íîðì ìàòðèö bl:

|bl| 6 α
1/2
1 , l = 1, . . . , d. (7.8)

Ïóñòü f(x), x ∈ Rd, � Γ-ïåðèîäè÷åñêàÿ (n × n)-ìàòðè÷íîçíà÷íàÿ ôóíêöèÿ è h(x), x ∈ Rd, �
Γ-ïåðèîäè÷åñêàÿ (m×m)-ìàòðè÷íîçíà÷íàÿ ôóíêöèÿ, ïðè÷åì

f, f−1 ∈ L∞(Rd); h, h−1 ∈ L∞(Rd). (7.9)
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Ðàññìîòðèì ÄÎ

X = hb(D)f : L2(Rd;Cn)→ L2(Rd;Cm),

DomX =
{
u ∈ L2(Rd;Cn) : fu ∈ H1(Rd;Cn)

}
.

Îïåðàòîð X çàìêíóò. Ñàìîñîïðÿæ¼ííûé îïåðàòîð A = X ∗X â L2(Rd;Cn) ïîðîæäàåòñÿ çàìêíóòîé
êâàäðàòè÷íîé ôîðìîé a[u,u] = ‖Xu‖2

L2(Rd)
, u ∈ DomX . Ôîðìàëüíî,

A = f(x)∗b(D)∗g(x)b(D)f(x), (7.10)

ãäå g(x) = h(x)∗h(x). Èñïîëüçóÿ ïðåîáðàçîâàíèå Ôóðüå è (7.7), (7.9), ìîæíî ïîêàçàòü

α0‖g−1‖−1
L∞
‖D(fu)‖2L2

6 a[u,u] 6 α1‖g‖L∞‖D(fu)‖2L2
, u ∈ DomX . (7.11)

7.4. Îïåðàòîðû A(k). Ïîëîæèì

H = L2(Ω;Cn), H∗ = L2(Ω;Cm) (7.12)

è ðàññìîòðèì çàìêíóòûé îïåðàòîð X (k) : H→ H∗, k ∈ Rd, çàäàííûé ñîîòíîøåíèÿìè

X (k) = hb(D + k)f, DomX (k) =
{
u ∈ H : fu ∈ H̃1(Ω;Cn)

}
=: d.

Ñàìîñîïðÿæ¼ííûé îïåðàòîð

A(k) = X (k)∗X (k) : H→ H

ïîðîæäàåòñÿ êâàäðàòè÷íîé ôîðìîé

a(k)[u,u] = ‖X (k)u‖2H∗ , u ∈ d.

Èñïîëüçóÿ ðàçëîæåíèå ôóíêöèè v = fu â ðÿä Ôóðüå (7.3) è óñëîâèÿ (7.7), (7.9), ëåãêî ïðîâåðèòü
îöåíêè

α0‖g−1‖−1
L∞
‖(D + k)fu‖2L2(Ω) 6 a(k)[u,u] 6 α1‖g‖L∞‖(D + k)fu‖2L2(Ω), u ∈ d. (7.13)

Èç íèæíåé îöåíêè (7.13) è èç (7.6) âûòåêàåò, ÷òî

A(k) > c∗|k|2I, k ∈ Ω̃, c∗ = α0‖f−1‖−2
L∞
‖g−1‖−1

L∞
. (7.14)

Ïîëîæèì

N := KerA(0) = KerX (0). (7.15)

Ñîîòíîøåíèÿ (7.13) ïðè k = 0 ïîêàçûâàþò, ÷òî

N = {u ∈ L2(Ω;Cn) : fu = c ∈ Cn} , dimN = n. (7.16)

Êàê âèäíî èç (7.2) è (7.5) ïðè k = 0, äëÿ ôóíêöèè v ∈ H̃1(Ω;Cn) òàêîé, ÷òî
∫

Ω v dx = 0, ò.å.
v̂0 = 0, âûïîëíåíî

‖Dv‖2L2(Ω) > 4r2
0‖v‖2L2(Ω), v ∈ H̃1(Ω;Cn),

∫
Ω
v dx = 0. (7.17)

Èç (7.17) è èç íèæíåé îöåíêè (7.13) ïðè k = 0 ñëåäóåò, ÷òî ðàññòîÿíèå d0 îò òî÷êè λ0 = 0 äî
îñòàëüíîãî ñïåêòðà îïåðàòîðà A(0) ïîä÷èíåíî îöåíêå

d0 > 4c∗r
2
0. (7.18)
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7.5. Çîííûå ôóíêöèè. Îáîçíà÷èì ÷åðåç Ej(k), j ∈ N, ïîñëåäîâàòåëüíûå (ñ ó÷¼òîì êðàòíîñòåé)
ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ îïåðàòîðà A(k) (çîííûå ôóíêöèè):

E1(k) 6 E2(k) 6 . . . 6 Ej(k) 6 . . . , k ∈ Rd.

Çîííûå ôóíêöèè Ej(k) íåïðåðûâíû è Γ̃-ïåðèîäè÷íû. Êàê ïîêàçàíî â [BSu1, ãë. 2, ï. 2.2] (íà
îñíîâàíèè ïðîñòûõ âàðèàöèîííûõ ñîîáðàæåíèé), çîííûå ôóíêöèè óäîâëåòâîðÿþò ñëåäóþùèì
îöåíêàì:

Ej(k) > c∗|k|2, k ∈ clos Ω̃, j = 1, . . . , n,

En+1(k) > c∗r
2
0, k ∈ clos Ω̃, (7.19)

En+1(0) > 4c∗r
2
0.

7.6. Ïðÿìîé èíòåãðàë äëÿ îïåðàòîðà A. Ïîä äåéñòâèåì ïðåîáðàçîâàíèÿ Ãåëüôàíäà U
îïåðàòîð A ðàñêëàäûâàåòñÿ â ïðÿìîé èíòåãðàë ïî îïåðàòîðàì A(k):

UAU−1 =

∫
Ω̃
⊕A(k) dk. (7.20)

Ýòî îçíà÷àåò ñëåäóþùåå. Ïóñòü v ∈ DomX , òîãäà

ṽ(k, ·) ∈ d ïðè ï.â. k ∈ Ω̃, (7.21)

a[v,v] =

∫
Ω̃
a(k)[ṽ(k, ·), ṽ(k, ·)] dk. (7.22)

Îáðàòíî, åñëè äëÿ ṽ ∈ H âûïîëíåíî (7.21) è èíòåãðàë â (7.22) êîíå÷åí, òîãäà v ∈ DomX è
âûïîëíåíî (7.22).
Èç (7.20) ñëåäóåò, ÷òî ñïåêòð îïåðàòîðà A ñîâïàäàåò ñ îáúåäèíåíèåì îòðåçêîâ (çîí) RanEj ,

j ∈ N. Èç (7.15), (7.16) âèäíî, ÷òî

min
k
Ej(k) = Ej(0) = 0, j = 1, . . . , n,

ò. å., ïåðâûå n ñïåêòðàëüíûõ çîí îïåðàòîðàA ïåðåêðûâàþòñÿ è èìåþò îáùèé íèæíèé êðàé λ0 = 0,
à (n+ 1)-àÿ çîíà îòäåëåíà îò íóëÿ (ñì. (7.19)).

7.7. Âêëþ÷åíèå îïåðàòîðîâ A(k) â àáñòðàêòíóþ ñõåìó. Åñëè d > 1, òî îïåðàòîðû A(k)
çàâèñÿò îò ìíîãîìåðíîãî ïàðàìåòðà k. Ñëåäóÿ [BSu1, ãë. 2], ââåä¼ì îäíîìåðíûé ïàðàìåòð t = |k|.
Áóäåì èñïîëüçîâàòü ñõåìó ãëàâû 1. Ïðè ýòîì âñå ïîñòðîåíèÿ áóäóò çàâèñåòü îò äîïîëíèòåëüíîãî
ïàðàìåòðà θ = k/|k| ∈ Sd−1 è ìû äîëæíû ñëåäèòü çà ðàâíîìåðíîñòüþ îöåíîê ïî θ. Ïðîñòðàíñòâà
H è H∗ îïðåäåëåíû â (7.12). Ïîëîæèì X(t) = X(t,θ) =: X (tθ). Ïðè ýòîì âûïîëíåíî X(t,θ) =
X0 + tX1(θ), ãäå X0 = h(x)b(D)f(x), DomX0 = d, à X1(θ) � îãðàíè÷åííûé îïåðàòîð óìíîæåíèÿ
íà ìàòðèöó h(x)b(θ)f(x). Äàëåå, ïîëîæèì A(t) = A(t,θ) =: A(tθ). Ñîãëàñíî (7.15), (7.16), N =
KerX0 = KerA(0), dimN = n. ×èñëî d0 óäîâëåòâîðÿåò îöåíêå (7.18). Êàê áûëî ïîêàçàíî â [BSu1,
ãë. 2, �3], óñëîâèå n 6 n∗ = dim KerX∗0 òàêæå âûïîëíåíî. Áîëåå òîãî, ëèáî n∗ = n (åñëè m = n),
ëèáî n∗ =∞ (åñëè m > n). Òàêèì îáðàçîì, âñå ïðåäïîëîæåíèÿ àáñòðàêòíîé ñõåìû âûïîëíåíû.
Ñëåäóÿ ïóíêòó 1.1, ìû äîëæíû ôèêñèðîâàòü ÷èñëî δ > 0 òàêîå, ÷òî δ < d0/8. Ó÷èòûâàÿ (7.14)

è (7.18), ïîëîæèì

δ =
1

4
c∗r

2
0 =

1

4
α0‖f−1‖−2

L∞
‖g−1‖−1

L∞
r2

0. (7.23)

Îòìåòèì, ÷òî â ñèëó (7.7) è (7.9) ñïðàâåäëèâà îöåíêà

‖X1(θ)‖ 6 α1/2
1 ‖h‖L∞‖f‖L∞ , θ ∈ Sd−1. (7.24)

Äëÿ t0 (ñì. (1.1)) ïðèìåì ñëåäóþùåå çíà÷åíèå:

t0 = δ1/2α
−1/2
1 ‖h‖−1

L∞
‖f‖−1

L∞
=
r0

2
α

1/2
0 α

−1/2
1

(
‖h‖L∞‖h−1‖L∞‖f‖L∞‖f−1‖L∞

)−1
, (7.25)
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êîòîðîå ïîäõîäèò ïðè âñåõ θ ∈ Sd−1. Îòìåòèì, ÷òî t0 6 r0/2. Ñëåäîâàòåëüíî, øàð |k| 6 t0 öåëèêîì
ëåæèò âíóòðè Ω̃. Âàæíî, ÷òî âåëè÷èíû c∗, δ, t0 (ñì. (7.14), (7.23), (7.25)) íå çàâèñÿò îò θ.
Â ñèëó (7.14) âûïîëíåíî óñëîâèå 1.4. Ðîñòîê S(θ) îïåðàòîðà A(t,θ) íåâûðîæäåí ðàâíîìåðíî

ïî θ: âûïîëíåíî

S(θ) > c∗IN (7.26)

(ñð. (1.20)).

� 8. Ýôôåêòèâíûå õàðàêòåðèñòèêè îïåðàòîðà Â = b(D)∗g(x)b(D)

8.1. Îïåðàòîð A(t,θ) â ñëó÷àå f = 1n. Îñîáóþ ðîëü èãðàåò îïåðàòîð A ïðè f = 1n. Óñëîâèìñÿ
â ýòîì ñëó÷àå îòìå÷àòü âñå îáúåêòû øëÿïêîé � ̂ �. Òîãäà äëÿ îïåðàòîðà

Â = b(D)∗g(x)b(D) (8.1)

ñåìåéñòâî

Â(k) = b(D + k)∗g(x)b(D + k) (8.2)

îáîçíà÷àåòñÿ Â(t,θ). ßäðî (7.16) ïðèíèìàåò âèä

N̂ = {u ∈ L2(Ω;Cn) : u = c ∈ Cn} , (8.3)

ò. å. N̂ ñîñòîèò èç ïîñòîÿííûõ âåêòîð-ôóíêöèé. Îðòîïðîåêòîð P̂ ïðîñòðàíñòâà L2(Ω;Cn) íà
ïîäïðîñòðàíñòâî (8.3) åñòü îïåðàòîð óñðåäíåíèÿ ïî ÿ÷åéêå:

P̂u = |Ω|−1

∫
Ω
u(x) dx. (8.4)

Â ñëó÷àå f = 1n ïîñòîÿííûå (7.14), (7.23) è (7.25) ïðèíèìàþò âèä

ĉ∗ = α0‖g−1‖−1
L∞
, (8.5)

δ̂ =
1

4
α0‖g−1‖−1

L∞
r2

0, (8.6)

t̂0 =
r0

2
α

1/2
0 α

−1/2
1

(
‖g‖L∞‖g−1‖L∞

)−1/2
. (8.7)

Íåðàâåíñòâî (7.24) ïðåâðàùàåòñÿ â

‖X̂1(θ)‖ 6 α1/2
1 ‖g‖

1/2
L∞
. (8.8)

8.2. Îïåðàòîðû Ẑ(θ), R̂(θ) è Ŝ(θ). Îïåðàòîðû Ẑ(θ), R̂(θ) è Ŝ(θ) äëÿ ñåìåéñòâà Â(t,θ) (â
àáñòðàêòíûõ òåðìèíàõ îïðåäåëåííûå â ï. 1.2) òåïåðü çàâèñÿò îò θ. Îíè áûëè íàéäåíû â [BSu3,
ï. 4.1] è [BSu1, ãë. 3, �1].

Ïóñòü Λ ∈ H̃1(Ω) � ïåðèîäè÷åñêàÿ (n × m)-ìàòðè÷íîçíà÷íàÿ ôóíêöèÿ, óäîâëåòâîðÿþùàÿ
óðàâíåíèþ

b(D)∗g(x)(b(D)Λ(x) + 1m) = 0,

∫
Ω

Λ(x) dx = 0. (8.9)

Òîãäà îïåðàòîðû Ẑ(θ) : H→ H è R̂(θ) : N̂→ N∗ ïðåäñòàâèìû â âèäå

Ẑ(θ) = [Λ]b(θ)P̂ , R̂(θ) = [h(b(D)Λ + 1m)]b(θ). (8.10)

Çäåñü è íèæå êâàäðàòíûå ñêîáêè îáîçíà÷àþò îïåðàòîð óìíîæåíèÿ íà ôóíêöèþ.

Ñïåêòðàëüíûé ðîñòîê Ŝ(θ) = R̂(θ)∗R̂(θ) ñåìåéñòâà Â(t,θ), äåéñòâóþùèé â N̂, èìååò âèä

Ŝ(θ) = b(θ)∗g0b(θ), θ ∈ Sd−1,
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ãäå b(θ) � ñèìâîë îïåðàòîðà b(D), à g0 � òàê íàçûâàåìàÿ ýôôåêòèâíàÿ ìàòðèöà. Ýôôåêòèâíàÿ
ìàòðèöà g0 ìîæåò áûòü îïðåäåëåíà â òåðìèíàõ ìàòðèöû Λ(x):

g̃(x) := g(x)(b(D)Λ(x) + 1m), (8.11)

g0 = |Ω|−1

∫
Ω
g̃(x) dx. (8.12)

Âûÿñíÿåòñÿ, ÷òî ìàòðèöà g0 ïîëîæèòåëüíî îïðåäåëåíà.
Íà îñíîâàíèè (8.9) ëåãêî ïðîâåðèòü îöåíêè

‖g1/2b(D)Λ‖L2(Ω) 6 |Ω|1/2‖g‖
1/2
L∞
, (8.13)

‖Λ‖L2(Ω) 6 |Ω|1/2M1, M1 := (2r0)−1α
−1/2
0 ‖g‖1/2L∞

‖g−1‖1/2L∞
, (8.14)

‖DΛ‖L2(Ω) 6 |Ω|1/2M2, M2 := α
−1/2
0 ‖g‖1/2L∞

‖g−1‖1/2L∞
. (8.15)

8.3. Ýôôåêòèâíûé îïåðàòîð. Ðàññìîòðèì ñèìâîë

Ŝ(k) := t2Ŝ(θ) = b(k)∗g0b(k), k ∈ Rd. (8.16)

Îòìåòèì îöåíêó

Ŝ(k) > ĉ∗|k|21n, k ∈ Rd, (8.17)

âûòåêàþùóþ èç (7.26) (ïðè f = 1n). Âûðàæåíèå (8.16) ÿâëÿåòñÿ ñèìâîëîì ÄÎ

Â0 = b(D)∗g0b(D), (8.18)

äåéñòâóþùåãî â L2(Rd;Cn) è íàçûâàåìîãî ýôôåêòèâíûì îïåðàòîðîì äëÿ îïåðàòîðà Â.
Ïóñòü Â0(k) � îïåðàòîðíîå ñåìåéñòâî â L2(Ω;Cn), îòâå÷àþùåå ýôôåêòèâíîìó îïåðàòîðó (8.18).

Òîãäà Â0(k) = b(D+k)∗g0b(D+k) ïðè ïåðèîäè÷åñêèõ ãðàíè÷íûõ óñëîâèÿõ. Îòñþäà ñ ó÷¼òîì (8.4)
è (8.16) âûòåêàåò òîæäåñòâî

Ŝ(k)P̂ = Â0(k)P̂ . (8.19)

8.4. Ñâîéñòâà ýôôåêòèâíîé ìàòðèöû. Ñëåäóþùèå ñâîéñòâà ìàòðèöû g0 áûëè ïðîâåðåíû
â [BSu1, ãë. 3, òåîðåìà 1.5].

Ïðåäëîæåíèå 8.1 ([BSu1]). Äëÿ ýôôåêòèâíîé ìàòðèöû ñïðàâåäëèâû îöåíêè

g 6 g0 6 g, (8.20)

ãäå

g := |Ω|−1

∫
Ω
g(x) dx, g :=

(
|Ω|−1

∫
Ω
g(x)−1 dx

)−1

.

Â ñëó÷àå m = n âñåãäà âûïîëíåíî g0 = g.

Îöåíêè (8.20) èçâåñòíû â òåîðèè óñðåäíåíèÿ äëÿ êîíêðåòíûõ ÄÎ êàê âèëêà Ôîéãòà�Ðåéññà.
Îòìåòèì òàêæå íåðàâåíñòâà, âûòåêàþùèå èç (8.20):

|g0| 6 ‖g‖L∞ , |(g0)−1| 6 ‖g−1‖L∞ . (8.21)

Òåïåðü âûäåëèì óñëîâèÿ, ïðè êîòîðûõ ðåàëèçóåòñÿ âåðõíÿÿ èëè íèæíÿÿ ãðàíü â (8.20).
Ñëåäóþùèå óòâåðæäåíèÿ áûëè ïðîâåðåíû â [BSu1, ãë. 3, ïðåäëîæåíèÿ 1.6, 1.7].

Ïðåäëîæåíèå 8.2 ([BSu1]). Ðàâåíñòâî g0 = g ðàâíîñèëüíî ñîîòíîøåíèÿì

b(D)∗gk(x) = 0, k = 1, . . . ,m, (8.22)

ãäå gk(x), k = 1, . . . ,m, � ñòîëáöû ìàòðèöû g(x).

Ïðåäëîæåíèå 8.3 ([BSu1]). Ðàâåíñòâî g0 = g ðàâíîñèëüíî ïðåäñòàâëåíèÿì

lk(x) = l0k + b(D)wk(x), l0k ∈ Cm, wk ∈ H̃1(Ω;Cn), k = 1, . . . ,m, (8.23)

ãäå lk(x), k = 1, . . . ,m, � ñòîëáöû ìàòðèöû g(x)−1.
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8.5. Àíàëèòè÷åñêèå âåòâè ñîáñòâåííûõ çíà÷åíèé è ñîáñòâåííûõ ýëåìåíòîâ.
Àíàëèòè÷åñêèå (ïî t) âåòâè ñîáñòâåííûõ çíà÷åíèé λ̂l(t,θ) è ñîáñòâåííûõ ýëåìåíòîâ ϕ̂l(t,θ)

îïåðàòîðà Â(t,θ) äîïóñêàþò ñòåïåííûå ðàçëîæåíèÿ âèäà (1.5), (1.6) ñ êîýôôèöèåíòàìè,
çàâèñÿùèìè îò θ (èíòåðâàë ñõîäèìîñòè t = |k| 6 t∗(θ) ìû íå êîíòðîëèðóåì):

λ̂l(t,θ) = γ̂l(θ)t2 + µ̂l(θ)t3 + ν̂l(θ)t4 + . . . , l = 1, . . . , n, (8.24)

ϕ̂l(t,θ) = ω̂l(θ) + tψ̂
(1)
l (θ) + . . . , l = 1, . . . , n. (8.25)

Ñîãëàñíî (1.7) ÷èñëà γ̂l(θ) è ýëåìåíòû ω̂l(θ) ÿâëÿþòñÿ ñîáñòâåííûìè çíà÷åíèÿìè è ñîáñòâåííûìè
ýëåìåíòàìè ðîñòêà:

b(θ)∗g0b(θ)ω̂l(θ) = γ̂l(θ)ω̂l(θ), l = 1, . . . , n.

8.6. Îïåðàòîð N̂(θ). Íàì ïîíàäîáèòñÿ îïèñàòü îïåðàòîð N (â àáñòðàêòíûõ òåðìèíàõ

îïðåäåë¼ííûé â (1.16)). Êàê ïðîâåðåíî â [BSu3, �4], äëÿ ñåìåéñòâà Â(t,θ) ýòîò îïåðàòîð ïðèíèìàåò
âèä

N̂(θ) = b(θ)∗L(θ)b(θ)P̂ , (8.26)

ãäå L(θ) � (m×m)-ìàòðè÷íîçíà÷íàÿ ôóíêöèÿ, çàäàííàÿ ñîîòíîøåíèåì

L(θ) = |Ω|−1

∫
Ω

(Λ(x)∗b(θ)∗g̃(x) + g̃(x)∗b(θ)Λ(x)) dx. (8.27)

Çäåñü Λ(x) � Γ-ïåðèîäè÷åñêîå ðåøåíèå çàäà÷è (8.9), à g̃(x) � ìàòðèöà-ôóíêöèÿ (8.11).
Îòìåòèì, ÷òî ýðìèòîâà ìàòðè÷íîçíà÷íàÿ ôóíêöèÿ L(k) := tL(θ), k ∈ Rd, îäíîðîäíà ïåðâîé

ñòåïåíè. Ïîëîæèì N̂(k) := t3N̂(θ), k ∈ Rd. Òîãäà N̂(k) = b(k)∗L(k)b(k)P̂ . Ìàòðèöà-ôóíêöèÿ
b(k)∗L(k)b(k) ÿâëÿåòñÿ îäíîðîäíûì ìíîãî÷ëåíîì òðåòüåé ñòåïåíè îò k ∈ Rd. Îòñþäà ñëåäóåò,

÷òî ëèáî N̂(θ) = 0 òîæäåñòâåííî ïî θ ∈ Sd−1, ëèáî N̂(θ) 6= 0 â �áîëüøèíñòâå� òî÷åê θ (çà
èñêëþ÷åíèåì òî÷åê, ÿâëÿþùèõñÿ êîðíÿìè ýòîãî ìíîãî÷ëåíà).
Â [BSu3, �4] óêàçàíû íåêîòîðûå äîñòàòî÷íûå óñëîâèÿ, ïðè êîòîðûõ îïåðàòîð (8.26) îáðàùàåòñÿ

â íîëü.

Ïðåäëîæåíèå 8.4 ([BSu3]). Ïóñòü âûïîëíåíî õîòÿ áû îäíî èç ñëåäóþùèõ ïðåäïîëîæåíèé:

1◦. Îïåðàòîð Â èìååò âèä Â = D∗g(x)D, ãäå g(x) � ñèììåòðè÷íàÿ ìàòðèöà ñ âåùåñòâåííûìè

ýëåìåíòàìè.

2◦. Âûïîëíåíû ñîîòíîøåíèÿ (8.22), ò. å. g0 = g.
3◦. Âûïîëíåíû ñîîòíîøåíèÿ (8.23), ò. å. g0 = g. (Â ÷àñòíîñòè, ýòî àâòîìàòè÷åñêè âûïîëíåíî,

åñëè m = n.)

Òîãäà N̂(θ) = 0 ïðè âñåõ θ ∈ Sd−1.

Ñ äðóãîé ñòîðîíû, â [BSu3, ïï. 10.4, 13.2, 14.6] ïðèâåäåíû ïðèìåðû îïåðàòîðîâ Â, äëÿ êîòîðûõ
îïåðàòîð N̂(θ) îòëè÷åí îò íóëÿ. Ýòî ïðèìåð ñêàëÿðíîãî ýëëèïòè÷åñêîãî îïåðàòîðà (ñëó÷àé n = 1)
ñ êîìïëåêñíîé ýðìèòîâîé ìàòðèöåé êîýôôèöèåíòîâ, à òàêæå ïðèìåð ìàòðè÷íîãî îïåðàòîðà
ñ âåùåñòâåííûìè êîýôôèöèåíòàìè. Ñì. òàêæå [Su6, ïðèìåð 8.7], [DSu2, ï. 14.3]. Íàïîìíèì

(ñì. çàìå÷àíèå 1.3), ÷òî ñïðàâåäëèâî ïðåäñòàâëåíèå N̂(θ) = N̂0(θ) + N̂∗(θ), ãäå îïåðàòîð N̂0(θ)

äèàãîíàëåí â áàçèñå {ω̂l(θ)}nl=1, à îïåðàòîð N̂∗(θ) èìååò íóëåâûå äèàãîíàëüíûå ýëåìåíòû. Ïðè
ýòîì

(N̂(θ)ω̂l(θ), ω̂l(θ))L2(Ω) = (N̂0(θ)ω̂l(θ), ω̂l(θ))L2(Ω) = µ̂l(θ), l = 1, . . . , n. (8.28)

Â [BSu3, ï. 4.3] ïðîâåäåíî ñëåäóþùåå ðàññóæäåíèå. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî b(θ) è g(x) � ìàòðèöû
ñ âåùåñòâåííûìè ýëåìåíòàìè. Òîãäà ìàòðèöà Λ(x) (ñì. (8.9)) èìååò ÷èñòî ìíèìûå ýëåìåíòû,
à g̃(x) è g0 � âåùåñòâåííûå ìàòðèöû. Â ýòîì ñëó÷àå L(θ) (ñì. (8.27)) è b(θ)∗L(θ)b(θ) �
ýðìèòîâû ìàòðèöû ñ ÷èñòî ìíèìûìè ýëåìåíòàìè. Ïîýòîìó äëÿ ëþáîãî âåùåñòâåííîãî âåêòîðà

q ∈ N̂ âûïîëíåíî (N̂(θ)q,q) = 0. Åñëè àíàëèòè÷åñêèå âåòâè ñîáñòâåííûõ çíà÷åíèé λ̂l(t,θ) è

àíàëèòè÷åñêèå âåòâè ñîáñòâåííûõ âåêòîðîâ ϕ̂l(t,θ) îïåðàòîðà Â(t,θ) ìîæíî âûáðàòü òàê, ÷òîáû
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âåêòîðû ω̂1(θ), . . . , ω̂n(θ) îêàçàëèñü âåùåñòâåííûìè, òî â ñèëó (8.28) âûïîëíåíî µ̂l(θ) = 0, l =

1, . . . , n, òî åñòü N̂0(θ) = 0. Ìû ïðèõîäèì ê ñëåäóþùåìó óòâåðæäåíèþ.

Ïðåäëîæåíèå 8.5. Ïóñòü b(θ) è g(x) � ìàòðèöû ñ âåùåñòâåííûìè ýëåìåíòàìè. Ïóñòü

â ðàçëîæåíèÿõ (8.25) äëÿ àíàëèòè÷åñêèõ âåòâåé ñîáñòâåííûõ âåêòîðîâ îïåðàòîðà Â(t,θ)
�çàðîäûøè� ω̂l(θ), l = 1, . . . , n, ìîæíî âûáðàòü âåùåñòâåííûìè. Òîãäà â (8.24) âûïîëíåíî

µ̂l(θ) = 0, l = 1, . . . , n, òî åñòü, N̂0(θ) = 0.

Â ðàññìàòðèâàåìîì �âåùåñòâåííîì� ñëó÷àå ðîñòîê Ŝ(θ) ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ñèììåòðè÷íóþ
âåùåñòâåííóþ ìàòðèöó. ßñíî, ÷òî â ñëó÷àå ïðîñòîãî ñîáñòâåííîãî çíà÷åíèÿ γ̂j(θ) ðîñòêà çàðîäûø
ω̂j(θ) îïðåäåëÿåòñÿ îäíîçíà÷íî ñ òî÷íîñòüþ äî ôàçîâîãî ìíîæèòåëÿ, è åãî âñåãäà ìîæíî âûáðàòü
âåùåñòâåííûì. Ìû ïîëó÷àåì ñëåäóþùåå ñëåäñòâèå.

Ñëåäñòâèå 8.6. Ïóñòü b(θ) è g(x) � ìàòðèöû ñ âåùåñòâåííûìè ýëåìåíòàìè è ïóñòü ñïåêòð

ðîñòêà Ŝ(θ) ïðîñòîé. Òîãäà N̂0(θ) = 0.

Îäíàêî, êàê ïîêàçûâàþò ïðèìåðû [Su6, ïðèìåð 8.7], [DSu2, ï. 14.3], â �âåùåñòâåííîì� ñëó÷àå

íå âñåãäà âîçìîæíî âûáðàòü âåêòîðû ω̂l(θ) âåùåñòâåííûìè. Ìîæåò ñëó÷èòüñÿ, ÷òî N̂0(θ) 6= 0 â
íåêîòîðûõ òî÷êàõ θ.

8.7. Îïåðàòîðû Ẑ2(θ), R̂2(θ) è N̂0
1 (θ). Îïèøåì îïåðàòîðû Z2, R2 è N0

1 (â àáñòðàêòíûõ

òåðìèíàõ îïðåäåëåííûå â ïï. 1.3 è 1.8) äëÿ ñåìåéñòâà Â(t,θ). Ïóñòü Λ
(2)
l (x) � Γ-ïåðèîäè÷åñêîå

ðåøåíèå çàäà÷è

b(D)∗g(x)
(
b(D)Λ

(2)
l (x) + blΛ(x)

)
= b∗l

(
g0 − g̃(x)

)
,

∫
Ω

Λ
(2)
l (x) dx = 0.

Ïîëîæèì

Λ(2)(x;θ) :=
d∑
l=1

Λ
(2)
l (x)θl.

Êàê ïðîâåðåíî â [VSu2, ï. 6.3],

Ẑ2(θ) = Λ(2)(x;θ)b(θ)P̂ , R̂2(θ) = h(x)
(
b(D)Λ(2)(x;θ) + b(θ)Λ(x)

)
b(θ).

Íàêîíåö, â [VSu2, ï. 6.4] áûëî ïîëó÷åíî ïðåäñòàâëåíèå

N̂0
1 (θ) = b(θ)∗L2(θ)b(θ)P̂ , (8.29)

L2(θ) = |Ω|−1

∫
Ω

(
Λ(2)(x;θ)∗b(θ)∗g̃(x) + g̃(x)∗b(θ)Λ(2)(x;θ)

)
dx

+ |Ω|−1

∫
Ω

(
b(D)Λ(2)(x;θ) + b(θ)Λ(x)

)∗
g(x)

(
b(D)Λ(2)(x;θ) + b(θ)Λ(x)

)
dx.

(8.30)

8.8. Êðàòíîñòè ñîáñòâåííûõ çíà÷åíèé ðîñòêà. Â äàííîì ïóíêòå ñ÷èòàåì, ÷òî n > 2.
Ïåðåéä¼ì ê îáîçíà÷åíèÿì, ïðèíÿòûì â ï. 1.7, ñëåäÿ çà êðàòíîñòÿìè ñîáñòâåííûõ çíà÷åíèé

ñïåêòðàëüíîãî ðîñòêà Ŝ(θ). Âîîáùå ãîâîðÿ, êîëè÷åñòâî p(θ) ðàçëè÷íûõ ñîáñòâåííûõ çíà÷åíèé

γ̂◦1(θ), . . . , γ̂◦p(θ)(θ) ñïåêòðàëüíîãî ðîñòêà Ŝ(θ) è èõ êðàòíîñòè k1(θ), . . . , kp(θ)(θ) çàâèñÿò îò

ïàðàìåòðà θ ∈ Sd−1. Ïðè êàæäîì ôèêñèðîâàííîì θ ÷åðåç P̂j(θ) îáîçíà÷èì îðòîïðîåêòîð

â L2(Ω;Cn) íà ñîáñòâåííîå ïîäïðîñòðàíñòâî N̂j(θ) ðîñòêà Ŝ(θ), îòâå÷àþùåå ñîáñòâåííîìó
çíà÷åíèþ γ̂◦j (θ). Ñïðàâåäëèâû èíâàðèàíòíûå (íå çàâèñÿùèå îò âûáîðà áàçèñà) ïðåäñòàâëåíèÿ

äëÿ îïåðàòîðîâ N̂0(θ) è N̂∗(θ):
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N̂0(θ) =

p(θ)∑
j=1

P̂j(θ)N̂(θ)P̂j(θ), (8.31)

N̂∗(θ) =
∑

16j,l6p(θ):
j 6=l

P̂j(θ)N̂(θ)P̂l(θ). (8.32)

8.9. Êîýôôèöèåíòû ν̂l(θ). Êîýôôèöèåíòû ν̂l(θ), l = 1, . . . , n, â ðàçëîæåíèÿõ (8.24) ÿâëÿþòñÿ
ñîáñòâåííûìè çíà÷åíèÿìè íåêîòîðîé çàäà÷è. Íàì ïîíàäîáèòñÿ îïèñàòü ýòó çàäà÷ó â ñëó÷àå, êîãäà

µ̂l(θ) = 0, l = 1, . . . , n, òî åñòü, N̂0(θ) = 0. Ïðèìåíÿÿ ïðåäëîæåíèå 1.7, ïðèõîäèì ê ñëåäóþùåìó
óòâåðæäåíèþ.

Ïðåäëîæåíèå 8.7. Ïóñòü N̂0(θ) = 0. Ïóñòü γ̂◦1(θ), . . . , γ̂◦p(θ)(θ) � ðàçëè÷íûå ñîáñòâåííûå

çíà÷åíèÿ îïåðàòîðà Ŝ(θ), à k1(θ), . . . , kp(θ)(θ) � èõ êðàòíîñòè. Ïóñòü P̂q(θ) � îðòîïðîåêòîð

ïðîñòðàíñòâà L2(Ω;Cn) íà ïîäïðîñòðàíñòâî N̂q(θ) = Ker(Ŝ(θ)−γ̂◦q (θ)I
N̂

), q = 1, . . . , p(θ). Ïóñòü

îïåðàòîðû Ẑ(θ) è N̂0
1 (θ) îïðåäåëåíû â (8.10) è (8.29), (8.30), ñîîòâåòñòâåííî. Ââåäåì îïåðàòîðû

N̂ (q)(θ), q = 1, . . . , p(θ): îïåðàòîð N̂ (q)(θ) äåéñòâóåò â N̂q(θ) è çàäàåòñÿ âûðàæåíèåì

N̂ (q)(θ) := P̂q(θ)

(
N̂0

1 (θ)− 1

2
Ẑ(θ)∗Ẑ(θ)Ŝ(θ)P̂ − 1

2
Ŝ(θ)P̂ Ẑ(θ)∗Ẑ(θ)

)∣∣∣∣
N̂q(θ)

+
∑

j=1,...,p(θ):j 6=q

(γ̂◦q (θ)− γ̂◦j (θ))−1P̂q(θ)N̂(θ)P̂j(θ)N̂(θ)
∣∣∣
N̂q(θ)

.
(8.33)

Ïóñòü ν̂l(θ), l = 1, . . . , n, � êîýôôèöèåíòû ïðè t4 èç ðàçëîæåíèé (8.24). Òîãäà ÷èñëà ν̂l(θ) è

âåêòîðû ω̂l(θ) ïðè l = i(q,θ), i(q,θ)+1, . . . , i(q,θ)+kq(θ)−1, ãäå i(q,θ) = k1(θ)+ · · ·+kq−1(θ)+1,

ÿâëÿþòñÿ ñîáñòâåííûìè çíà÷åíèÿìè è ñîáñòâåííûìè ýëåìåíòàìè îïåðàòîðà N (q)(θ), ò. å.,

N̂ (q)(θ)ω̂l(θ) = ν̂l(θ)ω̂l(θ), l = i(q,θ), i(q,θ) + 1, . . . , i(q,θ) + kq(θ)− 1.

� 9. Àïïðîêñèìàöèÿ îïåðàòîðîâ cos(ε−1τÂ(k)1/2) è Â(k)−1/2 sin(ε−1τÂ(k)1/2)

9.1. Àïïðîêñèìàöèÿ ïî îïåðàòîðíîé íîðìå â L2(Ω;Cn). Îáùèé ñëó÷àé. Ðàññìîòðèì
îïåðàòîð H0 = −∆ â L2(Rd;Cn). Ïðè ðàçëîæåíèè â ïðÿìîé èíòåãðàë îïåðàòîðó H0

îòâå÷àåò ñåìåéñòâî îïåðàòîðîâ H0(k), äåéñòâóþùèõ â L2(Ω;Cn). Îïåðàòîð H0(k) çàäà¼òñÿ
äèôôåðåíöèàëüíûì âûðàæåíèåì |D + k|2 ïðè ïåðèîäè÷åñêèõ ãðàíè÷íûõ óñëîâèÿõ. Ââåä¼ì
îáîçíà÷åíèå

R(k, ε) := ε2(H0(k) + ε2I)−1. (9.1)

Îòìåòèì î÷åâèäíîå òîæäåñòâî

R(k, ε)s/2P̂ = εs(t2 + ε2)−s/2P̂ , s > 0. (9.2)

Çàìåòèì, ÷òî ïðè |k| > t̂0 ñïðàâåäëèâî íåðàâåíñòâî

‖R(k, ε)s/2P̂‖L2(Ω)→L2(Ω) 6 (t̂0)−sεs, ε > 0, k ∈ Ω̃, |k| > t̂0. (9.3)

Äàëåå, èñïîëüçóÿ äèñêðåòíîå ïðåîáðàçîâàíèå Ôóðüå, ïîëó÷àåì îöåíêó

‖R(k, ε)s/2(I − P̂ )‖L2(Ω)→L2(Ω) 6 sup
06=b∈Γ̃

εs(|b + k|2 + ε2)−s/2 6 r−s0 εs, ε > 0, k ∈ Ω̃. (9.4)

Ââåäåì îáîçíà÷åíèÿ

Ĵ1(k, τ) := cos
(
τÂ(k)1/2

)
− cos

(
τÂ0(k)1/2

)
, (9.5)

Ĵ2(k, τ) :=Â(k)−1/2 sin
(
τÂ(k)1/2

)
− Â0(k)−1/2 sin

(
τÂ0(k)1/2

)
. (9.6)
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Ìû ïðèìåíèì ê îïåðàòîðó Â(t,θ) = Â(k) òåîðåìû èç �3. Ñîãëàñíî çàìå÷àíèþ 3.8 ìû ìîæåì

îòñëåäèòü çàâèñèìîñòü ïîñòîÿííûõ â îöåíêàõ îò äàííûõ çàäà÷è. Îòìåòèì, ÷òî ĉ∗, δ̂ è t̂0 íå çàâèñÿò

îò θ (ñì. (8.5)�(8.7)). Ñîãëàñíî (8.8) íîðìó ‖X̂1(θ)‖ ìîæíî çàìåíèòü íà α
1/2
1 ‖g‖

1/2
L∞

. Ïîýòîìó

ïîñòîÿííûå èç òåîðåìû 3.1 (ïðèìåí¼ííîé ê îïåðàòîðó Â(k)) íå áóäóò çàâèñåòü îò θ. Îíè áóäóò
çàâèñåòü òîëüêî îò α0, α1, ‖g‖L∞ , ‖g−1‖L∞ è r0.

Òåîðåìà 9.1 ([BSu5], [M2]). Ïóñòü îïåðàòîðû Ĵ1(k, τ), Ĵ2(k, τ) îïðåäåëåíû â (9.5), (9.6). Ïðè

τ ∈ R, ε > 0 è k ∈ Ω̃ âûïîëíåíû îöåíêè

‖Ĵ1(k, ε−1τ)R(k, ε)‖L2(Ω)→L2(Ω) 6 Ĉ1(1 + |τ |)ε, (9.7)

‖Ĵ2(k, ε−1τ)R(k, ε)1/2‖L2(Ω)→L2(Ω) 6 Ĉ2(1 + |τ |). (9.8)

Ïîñòîÿííûå Ĉ1 è Ĉ2 çàâèñÿò ëèøü îò α0, α1, ‖g‖L∞ , ‖g−1‖L∞ è r0.

Òåîðåìà 9.1 âûâîäèòñÿ èç òåîðåìû 3.1 è ñîîòíîøåíèé (9.2)�(9.4). Ñëåäóåò ó÷åñòü òàêæå
î÷åâèäíûå îöåíêè

‖Ĵ1(k, ε−1τ)‖L2(Ω)→L2(Ω) 6 2, ‖Ĵ2(k, ε−1τ)‖L2(Ω)→L2(Ω) 6 2ε−1|τ |. (9.9)

Ðàíåå îöåíêà (9.7) áûëà ïîëó÷åíà â [BSu5, òåîðåìà 7.2], à íåðàâåíñòâî (9.8) áûëî óñòàíîâëåíî â
[M2, ï. 7.4].
Íèæå (äëÿ öåëåé èíòåðïîëÿöèè â ãëàâå 3) íàì ïîíàäîáèòñÿ òàêæå ñëåäóþùåå óòâåðæäåíèå.

Ïðåäëîæåíèå 9.2. Â óñëîâèÿõ òåîðåìû 9.1 ïðè τ ∈ R, ε > 0 è k ∈ Ω̃ äëÿ îïåðàòîðà (9.6)
ñïðàâåäëèâà îöåíêà

‖Ĵ2(k, ε−1τ)‖L2(Ω)→L2(Ω) 6 Ĉ′2(1 + ε−1/2|τ |1/2). (9.10)

Ïîñòîÿííàÿ Ĉ′2 çàâèñèò ëèøü îò α0, α1, ‖g‖L∞ , ‖g−1‖L∞ è r0.

Äîêàçàòåëüñòâî. Èç (2.6) (ñ çàìåíîé τ íà ε−1τ) âûòåêàåò îöåíêà

‖Ĵ2(k, ε−1τ)P̂‖L2(Ω)→L2(Ω) 6 Ĉ
(1)
2 (1 + ε−1|τ ||k|), τ ∈ R, ε > 0, |k| 6 t̂0. (9.11)

Ïîñòîÿííàÿ Ĉ(1)
2 çàâèñèò ëèøü îò α0, α1, ‖g‖L∞ , ‖g−1‖L∞ è r0.

×òîáû îöåíèòü âåëè÷èíó ‖Ĵ2(k, ε−1τ)(I − P̂ )‖L2(Ω)→L2(Ω) ïðè |k| 6 t̂0, èñïîëüçóåì òîæäåñòâî

Â(k)−1/2(I − P̂ ) = Â(k)−1/2F̂ (k)⊥ + Â(k)−1/2(F̂ (k)− P̂ ),

ãäå F̂ (k) � ñïåêòðàëüíûé ïðîåêòîð îïåðàòîðà Â(k) äëÿ èíòåðâàëà [0, δ̂]. Â ñèëó (1.10) è (7.14)

(äëÿ îïåðàòîðà Â(k)) íîðìà ‖Â(k)−1/2(I − P̂ )‖L2(Ω)→L2(Ω) ðàâíîìåðíî îãðàíè÷åíà ïðè |k| 6 t̂0.

Ýòî æå âåðíî è äëÿ ‖Â0(k)−1/2(I − P̂ )‖L2(Ω)→L2(Ω). Èìååì:

‖Ĵ2(k, ε−1τ)(I − P̂ )‖L2(Ω)→L2(Ω) 6 Ĉ
(2)
2 , τ ∈ R, ε > 0, |k| 6 t̂0, (9.12)

ãäå Ĉ(2)
2 = 2δ̂−1/2 + ĉ

−1/2
∗ Ĉ1.

Åñëè ε|τ |−1 > t̂ 2
0 , òî òðåáóåìàÿ îöåíêà (9.10) ïðÿìî âûòåêàåò èç âòîðîãî íåðàâåíñòâà â (9.9).

Áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî ε|τ |−1 6 t̂ 2
0 . Òîãäà èç (9.11) ñëåäóåò, ÷òî

‖Ĵ2(k, ε−1τ)P̂‖L2(Ω)→L2(Ω) 6 Ĉ
(1)
2 (1 + ε−1/2|τ |1/2), |k| 6 ε1/2|τ |−1/2.

Âìåñòå ñ (9.12) ýòî âëå÷åò îöåíêó (9.10) ïðè |k| 6 ε1/2|τ |−1/2.

Íàêîíåö, íóæíàÿ îöåíêà ïðè |k| > ε1/2|τ |−1/2 âûòåêàåò èç (7.14) (äëÿ îïåðàòîðîâ Â(k) è Â0(k)):

‖Ĵ2(k, ε−1τ)‖L2(Ω)→L2(Ω) 6 2ĉ
−1/2
∗ |k|−1 6 2ĉ

−1/2
∗ ε−1/2|τ |1/2, |k| > ε1/2|τ |−1/2.

�
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9.2. Àïïðîêñèìàöèÿ ïî îïåðàòîðíîé íîðìå â L2(Ω;Cn). Ñëó÷àé, êîãäà N̂(θ) = 0. Òåïåðü
ìû óñèëèâàåì ðåçóëüòàò òåîðåìû 9.1 ïðè äîïîëíèòåëüíûõ ïðåäïîëîæåíèÿõ. Íàëîæèì ñëåäóþùåå
óñëîâèå.

Óñëîâèå 9.3. Ïóñòü îïåðàòîð N̂(θ) îïðåäåë¼í â (8.26). Ïðåäïîëîæèì, ÷òî N̂(θ) = 0 ïðè âñåõ

θ ∈ Sd−1.

Òåîðåìà 9.4. Ïóñòü îïåðàòîðû Ĵ1(k, τ), Ĵ2(k, τ) îïðåäåëåíû â (9.5), (9.6). Ïóñòü âûïîëíåíî

óñëîâèå 9.3. Òîãäà ïðè τ ∈ R, ε > 0 è k ∈ Ω̃ ñïðàâåäëèâû îöåíêè

‖Ĵ1(k, ε−1τ)R(k, ε)3/4‖L2(Ω)→L2(Ω) 6 Ĉ3(1 + |τ |)1/2ε, (9.13)

‖Ĵ2(k, ε−1τ)R(k, ε)1/4‖L2(Ω)→L2(Ω) 6 Ĉ4(1 + |τ |)1/2. (9.14)

Ïîñòîÿííûå Ĉ3 è Ĉ4 çàâèñÿò ëèøü îò α0, α1, ‖g‖L∞ , ‖g−1‖L∞ è r0.

Äîêàçàòåëüñòâî. Íà÷íåì ñ ïðîâåðêè íåðàâåíñòâà (9.13). Ïðèìåíÿÿ (3.3) è ó÷èòûâàÿ (8.19) è
(9.2), èìååì

‖Ĵ1(k, ε−1τ)R(k, ε)3/4P̂‖L2(Ω)→L2(Ω) 6 Ĉ◦3(1 + |τ |)1/2ε, τ ∈ R, ε > 0, |k| 6 t̂0, (9.15)

ïðè÷åì ïîñòîÿííàÿ Ĉ◦3 çàâèñèò ëèøü îò α0, α1, ‖g‖L∞ , ‖g−1‖L∞ è r0. Èç (9.3) ïðè s = 1 è ïåðâîé

îöåíêè â (9.9) âèäíî, ÷òî ëåâàÿ ÷àñòü â (9.15) íå ïðåâîñõîäèò 2(t̂0)−1ε ïðè |k| > t̂0. Íàêîíåö, â

ñèëó (9.4) ïðè s = 1 è ïåðâîé îöåíêè â (9.9), âåëè÷èíà ‖Ĵ1(k, ε−1τ)R(k, ε)3/4(I − P̂ )‖L2(Ω)→L2(Ω)

íå ïðåâîñõîäèò 2r−1
0 ε ïðè âñåõ k ∈ Ω̃. Â èòîãå ïðèõîäèì ê èñêîìîìó íåðàâåíñòâó (9.13).

Ïåðåéäåì ê äîêàçàòåëüñòâó îöåíêè (9.14). Ïðèìåíÿÿ (3.4) è ó÷èòûâàÿ (8.19) è (9.2), èìååì

‖Ĵ2(k, ε−1τ)R(k, ε)1/4P̂‖L2(Ω)→L2(Ω) 6 Ĉ◦4(1 + |τ |)1/2, τ ∈ R, ε > 0, |k| 6 t̂0,

ïðè÷åì ïîñòîÿííàÿ Ĉ◦4 çàâèñèò ëèøü îò α0, α1, ‖g‖L∞ , ‖g−1‖L∞ è r0.

Äàëåå, â ñèëó (9.12) ïðè τ ∈ R, ε > 0 è |k| 6 t̂0 âåëè÷èíà ‖Ĵ2(k, ε−1τ)R(k, ε)1/4(I − P̂ )‖
îãðàíè÷åíà êîíñòàíòîé Ĉ(2)

2 .

Íàêîíåö, ïðè k ∈ Ω̃ è |k| > t̂0 ëåâàÿ ÷àñòü â (9.14) íå ïðåâîñõîäèò 2ĉ
−1/2
∗ (t̂0)−1 áëàãîäàðÿ îöåíêå

(7.14) (äëÿ îïåðàòîðà Â(k)) è àíàëîãè÷íîé îöåíêå äëÿ Â0(k).
Â ðåçóëüòàòå ïðèõîäèì ê èñêîìîìó íåðàâåíñòâó (9.14). �

Íàì ïîíàäîáèòñÿ òàêæå ñëåäóþùåå óòâåðæäåíèå.

Ïðåäëîæåíèå 9.5. Â óñëîâèÿõ òåîðåìû 9.4 ïðè τ ∈ R, ε > 0 è k ∈ Ω̃ äëÿ îïåðàòîðà (9.6)
ñïðàâåäëèâà îöåíêà

‖Ĵ2(k, ε−1τ)‖L2(Ω)→L2(Ω) 6 Ĉ′4(1 + ε−1/3|τ |1/3). (9.16)

Ïîñòîÿííàÿ Ĉ′4 çàâèñèò ëèøü îò α0, α1, ‖g‖L∞ , ‖g−1‖L∞ è r0.

Äîêàçàòåëüñòâî. Èç (2.8) (ñ çàìåíîé τ íà ε−1τ) âûòåêàåò îöåíêà

‖Ĵ2(k, ε−1τ)P̂‖L2(Ω)→L2(Ω) 6 Ĉ
(1)
4 (1 + ε−1|τ ||k|2), τ ∈ R, ε > 0, |k| 6 t̂0. (9.17)

Ïîñòîÿííàÿ Ĉ(1)
4 çàâèñèò ëèøü îò α0, α1, ‖g‖L∞ , ‖g−1‖L∞ è r0.

Åñëè ε|τ |−1 > t̂ 3
0 , òî òðåáóåìàÿ îöåíêà (9.16) ïðÿìî âûòåêàåò èç âòîðîãî íåðàâåíñòâà â (9.9).

Áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî ε|τ |−1 6 t̂ 3
0 . Òîãäà èç (9.17) ñëåäóåò, ÷òî

‖Ĵ2(k, ε−1τ)P̂‖L2(Ω)→L2(Ω) 6 Ĉ
(1)
4 (1 + ε−1/3|τ |1/3), |k| 6 ε1/3|τ |−1/3.

Âìåñòå ñ (9.12) ýòî âëå÷åò îöåíêó (9.16) ïðè |k| 6 ε1/3|τ |−1/3.

Íàêîíåö, íóæíàÿ îöåíêà ïðè |k| > ε1/3|τ |−1/3 âûòåêàåò èç (7.14) (äëÿ îïåðàòîðîâ Â(k) è Â0(k)):

‖Ĵ2(k, ε−1τ)‖L2(Ω)→L2(Ω) 6 2ĉ
−1/2
∗ |k|−1 6 2ĉ

−1/2
∗ ε−1/3|τ |1/3, |k| > ε1/3|τ |−1/3.

�
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9.3. Àïïðîêñèìàöèÿ ïî îïåðàòîðíîé íîðìå â L2(Ω;Cn). Ñëó÷àé, êîãäà N̂0(θ) = 0. Òåïåðü
ìû îòêàçûâàåìñÿ îò ïðåäïîëîæåíèÿ N̂(θ) ≡ 0, íî âçàìåí ïðåäïîëîæèì, ÷òî N̂0(θ) = 0 ïðè âñåõ

θ. Ïðè ýòîì ñ÷èòàåì, ÷òî N̂(θ) = N̂∗(θ) 6= 0 ïðè íåêîòîðîì θ, à òîãäà è â �áîëüøèíñòâå� òî÷åê θ.
(Èíà÷å ïðèìåíèìà òåîðåìà 9.4.) Íàì õîòåëîñü áû ïðèìåíèòü �àáñòðàêòíûé� ôàêò (òåîðåìó 3.3).
Îäíàêî, âîçíèêàåò äîïîëíèòåëüíîå îñëîæíåíèå, ñâÿçàííîå ñ òåì, ÷òî â íåêîòîðûõ òî÷êàõ θ

ìîæåò ìåíÿòüñÿ êðàòíîñòü ñïåêòðà ðîñòêà Ŝ(θ). Ïðè ïðèáëèæåíèè ê òàêèì òî÷êàì ðàññòîÿíèå
ìåæäó êàêîé-òî ïàðîé ðàçëè÷íûõ ñîáñòâåííûõ çíà÷åíèé ðîñòêà ñòðåìèòñÿ ê íóëþ è ìû íå
ìîæåì âûáðàòü âåëè÷èíû ĉ◦jl, t̂

00
jl íå çàâèñÿùèìè îò θ. Ïîýòîìó ìû âûíóæäåíû íàêëàäûâàòü

äîïîëíèòåëüíûå óñëîâèÿ. Çàáîòèòüñÿ íàäî òîëüêî î òåõ ñîáñòâåííûõ çíà÷åíèÿõ, äëÿ êîòîðûõ
ñîîòâåòñòâóþùåå ñëàãàåìîå â ïðåäñòàâëåíèè (8.32) îòëè÷íî îò íóëÿ. Èç-çà òîãî, ÷òî êîëè÷åñòâî
ðàçëè÷íûõ ñîáñòâåííûõ çíà÷åíèé ðîñòêà è èõ êðàòíîñòè ìîãóò çàâèñåòü îò θ, ïðè ôîðìóëèðîâêå
äîïîëíèòåëüíîãî óñëîâèÿ óäîáíåå ïîëüçîâàòüñÿ èñõîäíîé íóìåðàöèåé ñîáñòâåííûõ çíà÷åíèé

γ̂1(θ), . . . , γ̂n(θ) ðîñòêà Ŝ(θ) (êàæäîå ñîáñòâåííîå çíà÷åíèå ïîâòîðÿåòñÿ ñòîëüêî ðàç, êàêîâà åãî
êðàòíîñòü), óñëîâèâøèñü íóìåðîâàòü èõ â ïîðÿäêå íåóáûâàíèÿ:

γ̂1(θ) 6 γ̂2(θ) 6 . . . 6 γ̂n(θ).

Ïðè êàæäîì θ ÷åðåç P̂ (k)(θ) îáîçíà÷èì îðòîïðîåêòîð ïðîñòðàíñòâà L2(Ω;Cn) íà ñîáñòâåííîå

ïîäïðîñòðàíñòâî îïåðàòîðà Ŝ(θ), îòâå÷àþùåå ñîáñòâåííîìó çíà÷åíèþ γ̂k(θ). ßñíî, ÷òî ïðè

êàæäîì θ îïåðàòîð P̂ (k)(θ) ñîâïàäàåò ñ îäíèì èç ïðîåêòîðîâ P̂j(θ), ââåä¼ííûõ â ï. 8.8 (íî íîìåð
j ìîæåò çàâèñåòü îò θ è ìåíÿåòñÿ â òî÷êàõ ïåðåìåíû êðàòíîñòè ñïåêòðà ðîñòêà).

Óñëîâèå 9.6. 1◦. Îïåðàòîð N̂0(θ), îïðåäåë¼ííûé â (8.31), ðàâåí íóëþ: N̂0(θ) = 0 ïðè âñåõ θ ∈
Sd−1. 2◦. Äëÿ êàæäîé ïàðû èíäåêñîâ (k, r), 1 6 k, r 6 n, k 6= r, òàêîé ÷òî γ̂k(θ0) = γ̂r(θ0) ïðè

íåêîòîðîì θ0 ∈ Sd−1, âûïîëíåíî P̂ (k)(θ)N̂(θ)P̂ (r)(θ) = 0 ïðè âñåõ θ ∈ Sd−1.

Óñëîâèå 2◦ ìîæåò áûòü ïåðåôîðìóëèðîâàíî: ìû òðåáóåì, ÷òîáû äëÿ íåíóëåâûõ (òîæäåñòâåííî)

�áëîêîâ� P̂ (k)(θ)N̂(θ)P̂ (r)(θ) îïåðàòîðà N̂(θ) ñîîòâåòñòâóþùèå âåòâè ñîáñòâåííûõ çíà÷åíèé γ̂k(θ)
è γ̂r(θ) íå ïåðåñåêàëèñü. Ðàçóìååòñÿ, âûïîëíåíèå óñëîâèÿ 9.6 ãàðàíòèðóåòñÿ ñëåäóþùèì áîëåå
ñèëüíûì óñëîâèåì.

Óñëîâèå 9.7. 1◦. Îïåðàòîð N̂0(θ), îïðåäåë¼ííûé â (8.31), ðàâåí íóëþ: N̂0(θ) = 0 ïðè âñåõ θ ∈
Sd−1. 2◦. Êîëè÷åñòâî p ðàçëè÷íûõ ñîáñòâåííûõ çíà÷åíèé ñïåêòðàëüíîãî ðîñòêà Ŝ(θ) íå çàâèñèò
îò θ ∈ Sd−1.

Çàìå÷àíèå 9.8. Ïðåäïîëîæåíèå ïóíêòà 2◦ óñëîâèÿ 9.7 çàâåäîìî âûïîëíåíî, åñëè ñïåêòð ðîñòêà

Ŝ(θ) ïðîñòîé ïðè âñåõ θ ∈ Sd−1.

Èòàê, ïðåäïîëàãàåì âûïîëíåííûì óñëîâèå 9.6. Íàñ èíòåðåñóþò òîëüêî ïàðû èíäåêñîâ èç
ìíîæåñòâà

K̂ := {(k, r) : 1 6 k, r 6 n, k 6= r, P̂ (k)(θ)N̂(θ)P̂ (r)(θ) 6≡ 0}.
Ââåä¼ì îáîçíà÷åíèå

ĉ◦kr(θ) := min{ĉ∗, n−1|γ̂k(θ)− γ̂r(θ)|}, (k, r) ∈ K̂.

Ïîñêîëüêó îïåðàòîð Ŝ(θ) íåïðåðûâíî çàâèñèò îò θ ∈ Sd−1 (ýòî ìíîãî÷ëåí âòîðîé ñòåïåíè), òî èç
òåîðèè âîçìóùåíèé äèñêðåòíîãî ñïåêòðà ñëåäóåò, ÷òî γ̂j(θ) � íåïðåðûâíûå ôóíêöèè íà ñôåðå

Sd−1. Â ñèëó óñëîâèÿ 9.6(2◦) ïðè (k, r) ∈ K̂ âûïîëíåíî |γ̂k(θ) − γ̂r(θ)| > 0 ïðè âñåõ θ ∈ Sd−1, à
òîãäà

ĉ◦kr := min
θ∈Sd−1

ĉ◦kr(θ) > 0, (k, r) ∈ K̂.

Ïîëîæèì

ĉ◦ := min
(k,r)∈K̂

ĉ◦kr. (9.18)
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ßñíî, ÷òî ÷èñëî (9.18) � ýòî ðåàëèçàöèÿ âåëè÷èíû (2.3), âûáðàííàÿ íå çàâèñÿùåé îò θ. ×èñëî,
ïîä÷èí¼ííîå (2.4), ïðè óñëîâèè 9.6 òàêæå ìîæíî âûáðàòü íå çàâèñÿùèì îò θ ∈ Sd−1. Ñ ó÷¼òîì (8.6)
è (8.8) ïîëîæèì

t̂00 = (8β2)−1r0α
−3/2
1 α

1/2
0 ‖g‖

−3/2
L∞
‖g−1‖−1/2

L∞
ĉ◦,

ãäå ĉ◦ îïðåäåëåíî â (9.18). (Óñëîâèå t̂00 6 t̂0 âûïîëíåíî àâòîìàòè÷åñêè, ïîñêîëüêó ĉ◦ 6 ‖Ŝ(θ)‖ 6
α1‖g‖L∞ .)

Çàìå÷àíèå 9.9. 1◦. Â îòëè÷èå îò ÷èñëà t̂0 (ñì. (8.7)), êîòîðîå êîíòðîëèðóåòñÿ òîëüêî ÷åðåç
r0, α0, α1, ‖g‖L∞ è ‖g−1‖L∞ , âåëè÷èíà t̂00 çàâèñèò îò ñïåêòðàëüíîé õàðàêòåðèñòèêè ðîñòêà �

ìèíèìàëüíîãî ðàññòîÿíèÿ ìåæäó åãî ðàçëè÷íûìè ñîáñòâåííûìè çíà÷åíèÿìè γ̂k(θ) è γ̂r(θ) (ãäå

(k, r) ïðîáåãàåò K̂). 2◦. Åñëè îòêàçàòüñÿ îò óñëîâèÿ 9.6 è äîïóñòèòü ïåðåñå÷åíèå âåòâåé γ̂k(θ)

è γ̂r(θ) (ïðè íåêîòîðûõ (k, r) ∈ K̂), òî âåëè÷èíà ĉ◦ íå áóäåò ïîëîæèòåëüíî îïðåäåëåíà è ìû íå

ñìîæåì âûáðàòü ÷èñëî t̂00 íå çàâèñÿùèì îò θ.

Ïðè óñëîâèè 9.6 èç òåîðåìû 3.3 âûâîäèì ñëåäóþùèé ðåçóëüòàò ïî àíàëîãèè ñ äîêàçàòåëüñòâîì
òåîðåìû 9.4. Ñëåäóåò ó÷èòûâàòü, ÷òî ñåé÷àñ êîíñòàíòû â îöåíêàõ áóäóò çàâèñåòü íå òîëüêî îò
α0, α1, ‖g‖L∞ , ‖g−1‖L∞ è r0, íî è îò ĉ◦ è n; ñì. çàìå÷àíèå 3.8.

Òåîðåìà 9.10. Ïóñòü îïåðàòîðû Ĵ1(k, τ), Ĵ2(k, τ) îïðåäåëåíû â (9.5), (9.6). Ïóñòü âûïîëíåíî

óñëîâèå 9.6 (èëè áîëåå ñèëüíîå óñëîâèå 9.7). Òîãäà ïðè τ ∈ R, ε > 0 è k ∈ Ω̃ ñïðàâåäëèâû îöåíêè

‖Ĵ1(k, ε−1τ)R(k, ε)3/4‖L2(Ω)→L2(Ω) 6 Ĉ5(1 + |τ |)1/2ε,

‖Ĵ2(k, ε−1τ)R(k, ε)1/4‖L2(Ω)→L2(Ω) 6 Ĉ6(1 + |τ |)1/2.

Ïîñòîÿííûå Ĉ5 è Ĉ6 çàâèñÿò îò α0, α1, ‖g‖L∞ , ‖g−1‖L∞ , r0, à òàêæå îò n è ĉ◦.

Íàì ïîíàäîáèòñÿ òàêæå ñëåäóþùåå óòâåðæäåíèå; äîêàçàòåëüñòâî àíàëîãè÷íî äîêàçàòåëüñòâó
ïðåäëîæåíèÿ 9.5.

Ïðåäëîæåíèå 9.11. Â óñëîâèÿõ òåîðåìû 9.10 ïðè τ ∈ R, ε > 0 è k ∈ Ω̃ äëÿ îïåðàòîðà (9.6)
ñïðàâåäëèâà îöåíêà

‖Ĵ2(k, ε−1τ)‖L2(Ω)→L2(Ω) 6 Ĉ′6(1 + ε−1/3|τ |1/3).

Ïîñòîÿííàÿ Ĉ′6 çàâèñèò îò α0, α1, ‖g‖L∞ , ‖g−1‖L∞ , r0, à òàêæå îò n è ĉ◦.

9.4. Àïïðîêñèìàöèÿ îïåðàòîðà Â(k)−1/2 sin(ε−1τÂ(k)1/2) ïî �ýíåðãåòè÷åñêîé� íîðìå.
Ïðèìåíèì òåïåðü ê îïåðàòîðó Â(t,θ) = Â(k) òåîðåìó 3.5 è ó÷òåì çàìå÷àíèå 3.8.
Â ñèëó (8.10) èìååì

tZ(θ)P̂ = Λb(k)P̂ = Λb(D + k)P̂ . (9.19)

Ââåä¼ì îáîçíà÷åíèå

Ĵ(k, τ) := Â(k)−1/2 sin(τÂ(k)1/2)− (I + Λb(D + k)P̂ )Â0(k)−1/2 sin(τÂ0(k)1/2). (9.20)

Ïðèìåíÿÿ òåîðåìó 3.5, èìååì∥∥Â(k)1/2Ĵ(k, ε−1τ)R(k, ε)P̂
∥∥
L2(Ω)→L2(Ω)

6 Ĉ′7(1 + |τ |)ε, ε > 0, τ ∈ R, |k| 6 t̂0. (9.21)

Êîíñòàíòà Ĉ′7 çàâèñèò òîëüêî îò α0, α1, ‖g‖L∞ , ‖g−1‖L∞ è r0.

Îöåíêè ïðè |k| > t̂0 òðèâèàëüíû. Î÷åâèäíî, ÷òî∥∥Â(k)1/2Ĵ(k, ε−1τ)R(k, ε)1/2P̂
∥∥
L2(Ω)→L2(Ω)

6
∥∥R(k, ε)1/2P̂

∥∥
L2(Ω)→L2(Ω)

×
(

1 +
∥∥Â(k)1/2Â0(k)−1/2

∥∥
L2(Ω)→L2(Ω)

+
∥∥Â(k)1/2Λb(D + k)P̂ Â0(k)−1/2

∥∥
L2(Ω)→L2(Ω)

)
,

ε > 0, τ ∈ R, k ∈ Ω̃. (9.22)
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Èñïîëüçóÿ (8.2) è (8.21), èìååì

‖Â(k)1/2Â0(k)−1/2‖L2(Ω)→L2(Ω) = ‖g1/2b(D + k)Â0(k)−1/2‖L2(Ω)→L2(Ω)

6 ‖g‖1/2L∞
‖g−1‖1/2L∞

, k ∈ Ω̃. (9.23)

Äàëåå, âîñïîëüçóåìñÿ îöåíêîé

‖Â(k)1/2ΛP̂m‖L2(Ω)→L2(Ω) 6 CΛ, k ∈ Ω̃, (9.24)

ãäå P̂m � îïåðàòîð îðòîãîíàëüíîãî ïðîåêòèðîâàíèÿ â ïðîñòðàíñòâå H∗ = L2(Ω;Cm) íà

ïîäïðîñòðàíñòâî êîíñòàíò, à CΛ = ‖g‖1/2L∞

(
1 + α

1/2
1 r1M1

)
. Ýòó îöåíêó ëåãêî ïðîâåðèòü, èñïîëüçóÿ

(7.7), (8.13) è (8.14). Òîãäà

‖Â(k)1/2Λb(D + k)P̂ Â0(k)−1/2‖L2(Ω)→L2(Ω) 6

6 CΛ‖b(D + k)Â0(k)−1/2‖L2(Ω)→L2(Ω) 6 CΛ‖g−1‖1/2L∞
, k ∈ Ω̃. (9.25)

Â èòîãå, èç (9.3) ïðè s = 1, (9.22), (9.23) è (9.25) ïîëó÷àåì∥∥Â(k)1/2Ĵ(k, ε−1τ)R(k, ε)1/2P̂
∥∥
L2(Ω)→L2(Ω)

6 Ĉ′′7ε, ε > 0, τ ∈ R, k ∈ Ω̃, |k| > t̂0, (9.26)

ãäå Ĉ′′7 = (t̂0)−1(1 + ‖g‖1/2L∞
‖g−1‖1/2L∞

+CΛ‖g−1‖1/2L∞
). Ïîä÷åðêí¼ì, ÷òî çäåñü õâàòàåò ñãëàæèâàþùåãî

ìíîæèòåëÿ R(k, ε)1/2.
Îöåíèì òåïåðü îïåðàòîð

Â(k)1/2Ĵ(k, ε−1τ)R(k, ε)1/2(I − P̂ )

=
(

sin(ε−1τÂ(k)1/2)− Â(k)1/2Â0(k)−1/2 sin(ε−1τÂ0(k)−1/2)
)
R(k, ε)1/2(I − P̂ ).

Ïðèìåíÿÿ (9.4) ïðè s = 1 è (9.23), èìååì

‖Â(k)1/2Ĵ(k, ε−1τ)R(k, ε)1/2(I − P̂ )‖L2(Ω)→L2(Ω) 6 Ĉ′′′7 ε, ε > 0, τ ∈ R, k ∈ Ω̃, (9.27)

ãäå Ĉ′′′7 = r−1
0 (1 + ‖g‖1/2L∞

‖g−1‖1/2L∞
). Ïîä÷åðêí¼ì, ÷òî è çäåñü õâàòàåò ñãëàæèâàþùåãî ìíîæèòåëÿ

R(k, ε)1/2.
Â èòîãå èç (9.21), (9.26) è (9.27) ñ ó÷¼òîì î÷åâèäíîãî íåðàâåíñòâà ‖R(k, ε)‖ 6 1 âûòåêàåò

ñëåäóþùèé ðåçóëüòàò (ðàíåå ïîëó÷åííûé â [M2, (7.36)]).

Òåîðåìà 9.12 ([M2]). Ïóñòü îïåðàòîð Ĵ(k, τ) îïðåäåëåí â (9.20). Ïðè τ ∈ R, ε > 0 è k ∈ Ω̃
âûïîëíåíà îöåíêà ∥∥Â(k)1/2Ĵ(k, ε−1τ)R(k, ε)

∥∥
L2(Ω)→L2(Ω)

6 Ĉ7(1 + |τ |)ε.

Êîíñòàíòà Ĉ7 çàâèñèò òîëüêî îò α0, α1, ‖g‖L∞ , ‖g−1‖L∞ , r0 è r1.

9.5. Àïïðîêñèìàöèè îïåðàòîðà Â(k)−1/2 sin(ε−1τÂ(k)1/2) ïî ýíåðãåòè÷åñêîé íîðìå.
Óñèëåíèå ðåçóëüòàòîâ. Ïðè óñëîâèè 9.3 ïðèìåíèì òåîðåìó 3.6. Ñ ó÷¼òîì (8.19) è (9.2) èìååì∥∥Â(k)1/2Ĵ(k, ε−1τ)R(k, ε)3/4P̂

∥∥
L2(Ω)→L2(Ω)

6 Ĉ′8(1 + |τ |)1/2ε, τ ∈ R, ε > 0, |k| 6 t̂0.

Çäåñü Ĉ′8 çàâèñèò îò α0, α1, ‖g‖L∞ , ‖g−1‖L∞ è r0. Âìåñòå ñ (9.26) è (9.27) ýòî âëå÷¼ò ñëåäóþùèé
ðåçóëüòàò.

Òåîðåìà 9.13. Ïóñòü îïåðàòîð Ĵ(k, τ) îïðåäåëåí â (9.20). Ïóñòü âûïîëíåíî óñëîâèå 9.3. Òîãäà

ïðè τ ∈ R, ε > 0 è k ∈ Ω̃ ñïðàâåäëèâà îöåíêà∥∥Â(k)1/2Ĵ(k, ε−1τ)R(k, ε)3/4
∥∥
L2(Ω)→L2(Ω)

6 Ĉ8(1 + |τ |)1/2ε.

Êîíñòàíòà Ĉ8 çàâèñèò òîëüêî îò α0, α1, ‖g‖L∞ , ‖g−1‖L∞ , r0 è r1.
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Ïðè óñëîâèè 9.6 ïðèìåíèìà òåîðåìà 3.7, â ñèëó êîòîðîé∥∥Â(k)1/2Ĵ(k, ε−1τ)R(k, ε)3/4P̂
∥∥
L2(Ω)→L2(Ω)

6 Ĉ′9(1 + |τ |)1/2ε, τ ∈ R, ε > 0, |k| 6 t̂00,

ãäå Ĉ′9 çàâèñèò îò α0, α1, ‖g‖L∞ , ‖g−1‖L∞ , r0, à òàêæå îò n è ĉ◦.

Ïðèìåíÿÿ îöåíêó, àíàëîãè÷íóþ (9.26) (ñ çàìåíîé t̂0 íà t̂
00), à òàêæå (9.27), ïîëó÷àåì ñëåäóþùèé

ðåçóëüòàò.

Òåîðåìà 9.14. Ïóñòü îïåðàòîð Ĵ(k, τ) îïðåäåëåí â (9.20). Ïóñòü âûïîëíåíî óñëîâèå 9.6 (èëè

áîëåå ñèëüíîå óñëîâèå 9.7). Òîãäà ïðè τ ∈ R, ε > 0 è k ∈ Ω̃ ñïðàâåäëèâà îöåíêà∥∥Â(k)1/2Ĵ(k, ε−1τ)R(k, ε)3/4
∥∥
L2(Ω)→L2(Ω)

6 Ĉ9(1 + |τ |)1/2ε.

Êîíñòàíòà Ĉ9 çàâèñèò îò α0, α1, ‖g‖L∞ , ‖g−1‖L∞ , r0, r1, à òàêæå îò n è ĉ◦.

� 10. Ïîäòâåðæäåíèå òî÷íîñòè ðåçóëüòàòîâ � 9

10.1. Òî÷íîñòü ðåçóëüòàòîâ îòíîñèòåëüíî ñãëàæèâàþùåãî ìíîæèòåëÿ. Â óòâåðæäåíèÿõ
íàñòîÿùåãî ïàðàãðàôà ìû íàêëàäûâàåì îäíî èç ñëåäóþùèõ äâóõ óñëîâèé.

Óñëîâèå 10.1. Ïóñòü îïåðàòîð N̂0(θ) îïðåäåë¼í â (8.31). Ïðåäïîëîæèì, ÷òî õîòÿ áû â îäíîé

òî÷êå θ0 ∈ Sd−1 èìååò ìåñòî N̂0(θ0) 6= 0.

Óñëîâèå 10.2. Ïóñòü îïåðàòîðû N̂0(θ) è N̂ (q)(θ) îïðåäåë¼íû â (8.31) è (8.33) ñîîòâåòñòâåííî.

Ïðåäïîëîæèì, ÷òî N̂0(θ) = 0 ïðè âñåõ θ ∈ Sd−1 è äëÿ íåêîòîðîãî θ0 ∈ Sd−1 è íåêîòîðîãî

q ∈ {1, . . . , p(θ0)} âûïîëíåíî N̂ (q)(θ0) 6= 0.

Íàì ïîíàäîáèòñÿ ñëåäóþùàÿ ëåììà (ñì. [DSu2, ëåììà 7.9]).

Ëåììà 10.3 ([DSu2]). Ïóñòü ÷èñëî δ̂ îïðåäåëåíî â (8.6), à t̂0 îïðåäåëåíî â (8.7). Ïóñòü F̂ (k) �

ñïåêòðàëüíûé ïðîåêòîð îïåðàòîðà Â(k) äëÿ ïðîìåæóòêà [0, δ̂]. Òîãäà ïðè |k| 6 t̂0, |k0| 6 t̂0
ñïðàâåäëèâû îöåíêè

‖Â(k)1/2F̂ (k)− Â(k0)1/2F̂ (k0)‖L2(Ω)→L2(Ω) 6 Ĉ
′|k− k0|,

‖ cos(τÂ(k)1/2)F̂ (k)− cos(τÂ(k0)1/2)F̂ (k0)‖L2(Ω)→L2(Ω) 6 Ĉ
′′(τ)|k− k0|.

‖Â(k)−1/2 sin(τÂ(k)1/2)F̂ (k)− Â(k0)−1/2 sin(τÂ(k0)1/2)F̂ (k0)‖L2(Ω)→L2(Ω) 6 Ĉ
′′′(τ)|k− k0|.

Â [DSu2, òåîðåìà 7.8] áûëà óñòàíîâëåíà ñëåäóþùàÿ òåîðåìà, ïîäòâåðæäàþùàÿ òî÷íîñòü
òåîðåìû 9.1 îòíîñèòåëüíî ñãëàæèâàþùåãî ìíîæèòåëÿ.

Òåîðåìà 10.4 ([DSu2]). Ïóñòü âûïîëíåíî óñëîâèå 10.1.
1◦. Ïóñòü 0 6= τ ∈ R è 0 6 s < 2. Òîãäà íå ñóùåñòâóåò òàêîé ïîñòîÿííîé C(τ) > 0, ÷òîáû
îöåíêà ∥∥Ĵ1(k, ε−1τ)R(k, ε)s/2

∥∥
L2(Ω)→L2(Ω)

6 C(τ)ε (10.1)

âûïîëíÿëàñü ïðè ïî÷òè âñåõ k ∈ Ω̃ è äîñòàòî÷íî ìàëîì ε > 0.
2◦. Ïóñòü 0 6= τ ∈ R è 0 6 r < 1. Òîãäà íå ñóùåñòâóåò òàêîé ïîñòîÿííîé C(τ) > 0, ÷òîáû
îöåíêà ∥∥Ĵ2(k, ε−1τ)R(k, ε)r/2

∥∥
L2(Ω)→L2(Ω)

6 C(τ) (10.2)

âûïîëíÿëàñü ïðè ïî÷òè âñåõ k ∈ Ω̃ è äîñòàòî÷íî ìàëîì ε > 0.

Ïîäòâåðäèì òåïåðü òî÷íîñòü òåîðåì 9.4, 9.10, îïèðàÿñü íà àáñòðàêòíûé ôàêò (òåîðåìó 4.2).

Òåîðåìà 10.5. Ïóñòü âûïîëíåíî óñëîâèå 10.2.
1◦. Ïóñòü 0 6= τ ∈ R è 0 6 s < 3/2. Òîãäà íå ñóùåñòâóåò òàêîé ïîñòîÿííîé C(τ) > 0, ÷òîáû

îöåíêà (10.1) âûïîëíÿëàñü ïðè ïî÷òè âñåõ k ∈ Ω̃ è äîñòàòî÷íî ìàëîì ε > 0.
2◦. Ïóñòü 0 6= τ ∈ R è 0 6 r < 1/2. Òîãäà íå ñóùåñòâóåò òàêîé ïîñòîÿííîé C(τ) > 0, ÷òîáû

îöåíêà (10.2) âûïîëíÿëàñü ïðè ïî÷òè âñåõ k ∈ Ω̃ è äîñòàòî÷íî ìàëîì ε > 0.
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Äîêàçàòåëüñòâî. Ïðîâåðèì óòâåðæäåíèå 1◦. Äîñòàòî÷íî ñ÷èòàòü, ÷òî 1 6 s < 3/2. Ðàññóæäàåì
îò ïðîòèâíîãî. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî äëÿ íåêîòîðûõ τ 6= 0 è 1 6 s < 3/2 íàéä¼òñÿ ïîñòîÿííàÿ

C(τ) > 0 òàêàÿ, ÷òî âûïîëíåíà îöåíêà (10.1) ïðè ïî÷òè âñåõ k ∈ Ω̃ è äîñòàòî÷íî ìàëîì ε > 0.

Äîìíîæàÿ îïåðàòîð ïîä çíàêîì íîðìû â (10.1) íà P̂ è èñïîëüçóÿ (9.2), óáåæäàåìñÿ, ÷òî âûïîëíåíà
îöåíêà∥∥(cos(ε−1τÂ(k)1/2)− cos(ε−1τÂ0(k)1/2)

)
P̂
∥∥
L2(Ω)→L2(Ω)

εs(|k|2 + ε2)−s/2 6 C(τ)ε (10.3)

ïðè ïî÷òè âñåõ k ∈ Ω̃ è äîñòàòî÷íî ìàëîì ε > 0.
Ïóñòü |k| 6 t̂0. Â ñèëó (1.10)

‖F̂ (k)− P̂‖L2(Ω)→L2(Ω) 6 Ĉ1|k|, |k| 6 t̂0. (10.4)

Èç (10.3) è (10.4) ñëåäóåò, ÷òî äëÿ íåêîòîðîé êîíñòàíòû C̃(τ) > 0 âûïîëíåíî∥∥cos(ε−1τÂ(k)1/2)F̂ (k)− cos(ε−1τÂ0(k)1/2)P̂
∥∥
L2(Ω)→L2(Ω)

εs(|k|2 + ε2)−s/2 6 C̃(τ)ε (10.5)

ïðè ïî÷òè âñåõ k â øàðå |k| 6 t̂0 è äîñòàòî÷íî ìàëîì ε.

Çàìåòèì, ÷òî ïðîåêòîð P̂ ÿâëÿåòñÿ ñïåêòðàëüíûì ïðîåêòîðîì îïåðàòîðà Â0(k) äëÿ

ïðîìåæóòêà [0, δ̂]. Ïîýòîìó èç ëåììû 10.3 (â ïðèìåíåíèè ê Â(k) è Â0(k)) ñëåäóåò, ÷òî ïðè
ôèêñèðîâàííûõ τ è ε îïåðàòîð, ñòîÿùèé ïîä çíàêîì íîðìû â (10.5), íåïðåðûâåí ïî k â øàðå
|k| 6 t̂0. Ñëåäîâàòåëüíî, îöåíêà (10.5) ñïðàâåäëèâà ïðè âñåõ çíà÷åíèÿõ k èç äàííîãî øàðà. Â
÷àñòíîñòè, îíà âåðíà â òî÷êå k = tθ0, åñëè t 6 t̂0. Ïðèìåíÿÿ ñíîâà (10.4), ïîëó÷àåì, ÷òî äëÿ

íåêîòîðîé ïîñòîÿííîé Ĉ(τ) > 0 ñïðàâåäëèâà îöåíêà∥∥(cos(ε−1τÂ(tθ0)1/2)− cos(ε−1τÂ0(tθ0)1/2)
)
P̂
∥∥
L2(Ω)→L2(Ω)

εs(t2 + ε2)−s/2 6 Ĉ(τ)ε (10.6)

ïðè âñåõ t 6 t̂0 è äîñòàòî÷íî ìàëîì ε.

Îöåíêà (10.6) îòâå÷àåò àáñòðàêòíîé îöåíêå (4.1). Ïîñêîëüêó N̂0(θ0) = 0 è N̂ (q)(θ0) 6= 0 â
ñèëó óñëîâèÿ 10.2, òî âûïîëíåíû óñëîâèÿ òåîðåìû 4.2. Ïðèìåíÿÿ óòâåðæäåíèå 1◦ ýòîé òåîðåìû,
ïðèõîäèì ê ïðîòèâîðå÷èþ.
Ïåðåéäåì ê ïðîâåðêå óòâåðæäåíèÿ 2◦. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî äëÿ íåêîòîðûõ τ 6= 0 è 0 6 r < 1/2

íàéä¼òñÿ ïîñòîÿííàÿ C(τ) > 0 òàêàÿ, ÷òî âûïîëíåíà îöåíêà (10.2) ïðè ïî÷òè âñåõ k ∈ Ω̃ è

äîñòàòî÷íî ìàëîì ε > 0. Äîìíîæàÿ îïåðàòîð ïîä çíàêîì íîðìû â (10.2) íà P̂ è èñïîëüçóÿ (9.2),
óáåæäàåìñÿ, ÷òî âûïîëíåíà îöåíêà∥∥(Â(k)−1/2 sin(ε−1τÂ(k)1/2)− Â0(k)−1/2 sin(ε−1τÂ0(k)1/2)

)
P̂
∥∥
L2(Ω)→L2(Ω)

εr(|k|2 + ε2)−r/2 6 C(τ)

(10.7)

ïðè ïî÷òè âñåõ k ∈ Ω̃ è äîñòàòî÷íî ìàëîì ε. Î÷åâèäíî,∥∥Â(k)−1/2 sin(ε−1τÂ(k)1/2)F̂ (k)⊥
∥∥
L2(Ω)→L2(Ω)

6 δ̂−1/2. (10.8)

Îòñþäà è èç (10.7) ñëåäóåò îöåíêà (ñ íåêîòîðîé ïîñòîÿííîé C̃(τ) > 0)∥∥(Â(k)−1/2 sin(ε−1τÂ(k)1/2)F̂ (k)− Â0(k)−1/2 sin(ε−1τÂ0(k)1/2)
)
P̂
∥∥εr(|k|2 + ε2)−r/2 6 C̃(τ) (10.9)

ïðè ïî÷òè âñåõ k ∈ Ω̃ è äîñòàòî÷íî ìàëîì ε.

Ïóñòü |k| 6 t̂0. Èç ëåììû 10.3 (ïðèìåíåííîé ê Â(k) è Â0(k)) ñëåäóåò, ÷òî îïåðàòîð ïîä çíàêîì
íîðìû â (10.9) íåïðåðûâåí ïî k â øàðå |k| 6 t̂0. Ñëåäîâàòåëüíî, îöåíêà (10.9) ñïðàâåäëèâà
ïðè âñåõ çíà÷åíèÿõ k èç äàííîãî øàðà. Â ÷àñòíîñòè, îíà âûïîëíåíà â òî÷êå k = tθ0, åñëè

t 6 t̂0. Ïðèìåíÿÿ ñíîâà (10.8), ïîëó÷àåì, ÷òî äëÿ íåêîòîðîé ïîñòîÿííîé Ĉ(τ) > 0 ñïðàâåäëèâî
íåðàâåíñòâî∥∥(Â(tθ0)−1/2 sin(ε−1τÂ(tθ0)1/2)− Â0(tθ0)−1/2 sin(ε−1τÂ0(tθ0)1/2)

)
P̂
∥∥εr(|k|2 + ε2)−r/2 6 Ĉ(τ)

(10.10)
ïðè âñåõ t 6 t̂0 è äîñòàòî÷íî ìàëîì ε.
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Îöåíêà (10.10) îòâå÷àåò àáñòðàêòíîé îöåíêå (4.2). Ïðèìåíÿÿ óòâåðæäåíèå 2◦ òåîðåìû 4.2,
ïðèõîäèì ê ïðîòèâîðå÷èþ. �

Ïðèìåíåíèå òåîðåìû 4.3 ïîçâîëÿåò ïîäòâåðäèòü òî÷íîñòü òåîðåìû 9.12.

Òåîðåìà 10.6. Ïóñòü âûïîëíåíî óñëîâèå 10.1. Ïóñòü 0 6= τ ∈ R è 0 6 s < 2. Òîãäà íå

ñóùåñòâóåò òàêîé ïîñòîÿííîé C(τ) > 0, ÷òîáû îöåíêà∥∥Â(k)1/2Ĵ(k, ε−1τ)R(k, ε)s/2
∥∥
L2(Ω)→L2(Ω)

6 C(τ)ε (10.11)

âûïîëíÿëàñü ïðè ïî÷òè âñåõ k ∈ Ω̃ è äîñòàòî÷íî ìàëîì ε > 0.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ðàññóæäàåì îò ïðîòèâíîãî. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî äëÿ íåêîòîðûõ τ 6= 0 è 1 6 s < 2

íàéä¼òñÿ ïîñòîÿííàÿ C(τ) > 0 òàêàÿ, ÷òî âûïîëíåíà îöåíêà (10.11) ïðè ïî÷òè âñåõ k ∈ Ω̃ è

äîñòàòî÷íî ìàëîì ε > 0. Äîìíîæàÿ îïåðàòîð â (10.11) íà P̂ è ó÷èòûâàÿ (9.2), ïîëó÷àåì∥∥Â(k)1/2
(
Â(k)−1/2 sin(ε−1τÂ(k)1/2)−

− (I + Λb(D + k)P̂ )Â0(k)−1/2 sin(ε−1τÂ0(k)1/2)
)
P̂
∥∥
L2(Ω)→L2(Ω)

εs(|k|2 + ε2)−s/2 6 C(τ)ε (10.12)

ïðè ïî÷òè âñåõ k ∈ Ω̃ è äîñòàòî÷íî ìàëîì ε > 0.
Ïóñòü |k| 6 t̂0. Â ñèëó (2.10)

‖Â(k)1/2F̂2(k)‖L2(Ω)→L2(Ω) 6 Ĉ16|k|2, |k| 6 t̂0. (10.13)

Èç ôîðìóëû P̂ + Λb(D+ k)P̂ = (F̂ (k)− F̂2(k))P̂ (ñì. (1.13), (1.15), (9.19)) è îöåíîê (7.26), (10.4),
(10.12), (10.13) âûòåêàåò ñïðàâåäëèâîñòü íåðàâåíñòâà (c íåêîòîðîé êîíñòàíòîé Č(τ))∥∥Â(k)1/2F̂ (k)

(
Â(k)−1/2 sin(ε−1τÂ(k)1/2)F̂ (k)−

− Â0(k)−1/2 sin(ε−1τÂ0(k)1/2)P̂
)∥∥
L2(Ω)→L2(Ω)

εs(|k|2 + ε2)−s/2 6 Č(τ)ε (10.14)

ïðè ïî÷òè âñåõ k â øàðå |k| 6 t̂0 è äîñòàòî÷íî ìàëîì ε.

Èç ëåììû 10.3 (â ïðèìåíåíèè ê Â(k) è Â0(k)) ñëåäóåò, ÷òî ïðè ôèêñèðîâàííûõ τ è ε
îïåðàòîð, ñòîÿùèé ïîä çíàêîì íîðìû â (10.14), íåïðåðûâåí ïî k â øàðå |k| 6 t̂0. Ñëåäîâàòåëüíî,
îöåíêà (10.14) ñïðàâåäëèâà ïðè âñåõ çíà÷åíèÿõ k èç äàííîãî øàðà. Â ÷àñòíîñòè, îíà âåðíà â

òî÷êå k = tθ0, åñëè t 6 t̂0. Ïðèìåíÿÿ ñíîâà ôîðìóëó (F̂ (k) − F̂2(k))P̂ = P̂ + Λb(D + k)P̂ è
íåðàâåíñòâà (7.26), (10.4), (10.13), ïîëó÷àåì, ÷òî ñïðàâåäëèâà îöåíêà∥∥Â(tθ0)1/2

(
Â(tθ0)−1/2 sin(ε−1τÂ(tθ0)1/2)−

− (I + Λb(tθ0))Â0(tθ0)−1/2 sin(ε−1τÂ0(tθ0)1/2)
)
P̂
∥∥
L2(Ω)→L2(Ω)

εs(t2 + ε2)−s/2 6 Č′(τ)ε (10.15)

ïðè âñåõ t 6 t̂0 è äîñòàòî÷íî ìàëîì ε (ñ íåêîòîðîé ïîñòîÿííîé Č′(τ) > 0).
Îöåíêà (10.15) â àáñòðàêòíûõ òåðìèíàõ ñîîòâåòñòâóåò îöåíêå (4.13). Ïîñêîëüêó ïî óñëîâèþ

10.1 âûïîëíåíî N̂0(θ0) 6= 0, òî ïðèìåíåíèå òåîðåìû 4.3 ïðèâîäèò íàñ ê ïðîòèâîðå÷èþ. �

Ïîëíîñòüþ àíàëîãè÷íî äîêàçàòåëüñòâó òåîðåìû 10.6 èç òåîðåìû 4.4 âûâîäèòñÿ ñëåäóþùåå
óòâåðæäåíèå, ïîäòâåðæäàþùåå òî÷íîñòü òåîðåì 9.13 è 9.14.

Òåîðåìà 10.7. Ïóñòü âûïîëíåíî óñëîâèå 10.2. Ïóñòü 0 6= τ ∈ R è 0 6 s < 3/2. Òîãäà íå

ñóùåñòâóåò òàêîé ïîñòîÿííîé C(τ) > 0, ÷òîáû îöåíêà (10.11) âûïîëíÿëàñü ïðè ïî÷òè âñåõ

k ∈ Ω̃ è äîñòàòî÷íî ìàëîì ε > 0.
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10.2. Òî÷íîñòü ðåçóëüòàòîâ îòíîñèòåëüíî âðåìåíè. Â ýòîì ïóíêòå ìû ïîäòâåðæäàåì
òî÷íîñòü ðåçóëüòàòîâ �9 îòíîñèòåëüíî çàâèñèìîñòè îöåíîê îò τ (ïðè áîëüøîì |τ |). Cëåäóþùåå
óòâåðæäåíèå ïîêàçûâàåò òî÷íîñòü òåîðåìû 9.1. Îíî ëåãêî âûâîäèòñÿ èç òåîðåìû 4.5 ñ ïîìîùüþ
òåõ æå ñîîáðàæåíèé, ÷òî áûëè èñïîëüçîâàíû ïðè äîêàçàòåëüñòâå òåîðåìû 10.5.

Òåîðåìà 10.8. Ïóñòü âûïîëíåíî óñëîâèå 10.1.
1◦. Ïóñòü s > 2. Íå ñóùåñòâóåò ïîëîæèòåëüíîé ôóíêöèè C(τ) òàêîé, ÷òî limτ→∞ C(τ)/|τ | = 0

è âûïîëíåíà îöåíêà (10.1) ïðè âñåõ τ ∈ R, ïî÷òè âñåõ k ∈ Ω̃ è äîñòàòî÷íî ìàëîì ε > 0.
2◦. Ïóñòü r > 1. Íå ñóùåñòâóåò ïîëîæèòåëüíîé ôóíêöèè C(τ) òàêîé, ÷òî limτ→∞ C(τ)/|τ | = 0

è âûïîëíåíà îöåíêà (10.2) ïðè âñåõ τ ∈ R, ïî÷òè âñåõ k ∈ Ω̃ è äîñòàòî÷íî ìàëîì ε > 0.

Àíàëîãè÷íûì îáðàçîì èç òåîðåìû 4.7 âûâîäèòñÿ ñëåäóþùåå óòâåðæäåíèå, ïîäòâåðæäàþùåå
òî÷íîñòü òåîðåì 9.4 è 9.10.

Òåîðåìà 10.9. Ïóñòü âûïîëíåíî óñëîâèå 10.2.
1◦. Ïóñòü s > 3/2. Íå ñóùåñòâóåò ïîëîæèòåëüíîé ôóíêöèè C(τ) òàêîé, ÷òî

limτ→∞ C(τ)/|τ |1/2 = 0 è âûïîëíåíà îöåíêà (10.1) ïðè âñåõ τ ∈ R, ïî÷òè âñåõ k ∈ Ω̃ è äîñòàòî÷íî

ìàëîì ε > 0.
2◦. Ïóñòü r > 1/2. Íå ñóùåñòâóåò ïîëîæèòåëüíîé ôóíêöèè C(τ) òàêîé, ÷òî

limτ→∞ C(τ)/|τ |1/2 = 0 è âûïîëíåíà îöåíêà (10.2) ïðè âñåõ τ ∈ R, ïî÷òè âñåõ k ∈ Ω̃ è äîñòàòî÷íî

ìàëîì ε > 0.

Ñëåäóþùèé ðåçóëüòàò, ïîäòâåðæäàþùèé òî÷íîñòü òåîðåìû 9.12, âûòåêàåò èç òåîðåìû 4.6 ñ
ïîìîùüþ òåõ æå ñîîáðàæåíèé, ÷òî áûëè èñïîëüçîâàíû ïðè äîêàçàòåëüñòâå òåîðåìû 10.6.

Òåîðåìà 10.10. Ïóñòü âûïîëíåíî óñëîâèå 10.1. Ïóñòü s > 2. Íå ñóùåñòâóåò ïîëîæèòåëüíîé

ôóíêöèè C(τ) òàêîé, ÷òî limτ→∞ C(τ)/|τ | = 0 è âûïîëíåíà îöåíêà (10.11) ïðè âñåõ τ ∈ R, ïî÷òè
âñåõ k ∈ Ω̃ è äîñòàòî÷íî ìàëîì ε > 0.

Àíàëîãè÷íûì îáðàçîì èç òåîðåìû 4.8 âûâîäèòñÿ ñëåäóþùåå óòâåðæäåíèå, äåìîíñòðèðóþùåå
òî÷íîñòü òåîðåì 9.13 è 9.14.

Òåîðåìà 10.11. Ïóñòü âûïîëíåíî óñëîâèå 10.2. Ïóñòü s > 3/2. Íå ñóùåñòâóåò ïîëîæèòåëüíîé

ôóíêöèè C(τ) òàêîé, ÷òî limτ→∞ C(τ)/|τ |1/2 = 0 è âûïîëíåíà îöåíêà (10.11) ïðè âñåõ τ ∈ R,
ïî÷òè âñåõ k ∈ Ω̃ è äîñòàòî÷íî ìàëîì ε > 0.

� 11. Îïåðàòîð A(k). Ïðèìåíåíèå ñõåìû �5

11.1. Ïðèìåíåíèå ñõåìû �5 ê îïåðàòîðó A(k). Îïåðàòîð A(k) = f∗Â(k)f èçó÷àåòñÿ íà

îñíîâàíèè ñõåìû �5. Ñåé÷àñ H = Ĥ = L2(Ω;Cn), H∗ = L2(Ω;Cm), ðîëü îïåðàòîðà A(t) èãðàåò

A(t,θ) = A(k), ðîëü îïåðàòîðà Â(t) èãðàåò Â(t,θ) = Â(k). Â êà÷åñòâå èçîìîðôèçìàM âûñòóïàåò
îïåðàòîð óìíîæåíèÿ íà ìàòðè÷íîçíà÷íóþ ôóíêöèþ f(x). Îïåðàòîð Q ÿâëÿåòñÿ îïåðàòîðîì
óìíîæåíèÿ íà ìàòðèöó-ôóíêöèþ

Q(x) = (f(x)f(x)∗)−1.

Áëîê îïåðàòîðà Q â ïîäïðîñòðàíñòâå N̂ (ñì. (8.3)) � ýòî îïåðàòîð óìíîæåíèÿ íà ïîñòîÿííóþ
ìàòðèöó

Q = (ff∗)−1 = |Ω|−1

∫
Ω

(f(x)f(x)∗)−1dx.

Äàëåå, M0 åñòü îïåðàòîð óìíîæåíèÿ íà ïîñòîÿííóþ ìàòðèöó

f0 = (Q)−1/2 = (ff∗)1/2. (11.1)

Îòìåòèì ýëåìåíòàðíûå íåðàâåíñòâà

|f0| 6 ‖f‖L∞ , |f−1
0 | 6 ‖f

−1‖L∞ . (11.2)
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Â L2(Rd;Cn) îïðåäåëèì îïåðàòîð

A0 := f0Â0f0 = f0b(D)∗g0b(D)f0. (11.3)

Ïóñòü A0(k) � ñîîòâåòñòâóþùåå îïåðàòîðíîå ñåìåéñòâî â L2(Ω;Cn). Òîãäà

A0(k) = f0Â0(k)f0 = f0b(D + k)∗g0b(D + k)f0. (11.4)

Ñ ó÷¼òîì (8.19) ñïðàâåäëèâî òîæäåñòâî

f0Ŝ(k)f0P̂ = A0(k)P̂ . (11.5)

11.2. Àíàëèòè÷åñêèå âåòâè ñîáñòâåííûõ çíà÷åíèé è ñîáñòâåííûõ ýëåìåíòîâ.
Ñîãëàñíî (5.3), ñïåêòðàëüíûé ðîñòîê S(θ) îïåðàòîðà A(t,θ), äåéñòâóþùèé â ïîäïðîñòðàíñòâå
N (ñì. (7.16)), ïðåäñòàâëÿåòñÿ â âèäå

S(θ) = Pf∗b(θ)∗g0b(θ)f |N,
ãäå P � îðòîïðîåêòîð ïðîñòðàíñòâà L2(Ω;Cn) íà N. Ïîëîæèì S(k) := t2S(θ) =
Pf∗b(k)∗g0b(k)f |N.
Àíàëèòè÷åñêèå (ïî t) âåòâè ñîáñòâåííûõ çíà÷åíèé λl(t,θ) è ñîáñòâåííûõ ýëåìåíòîâ ϕl(t,θ)

îïåðàòîðà A(t,θ) äîïóñêàþò ñòåïåííûå ðàçëîæåíèÿ âèäà (1.5), (1.6) ñ êîýôôèöèåíòàìè,
çàâèñÿùèìè îò θ:

λl(t,θ) = γl(θ)t2 + µl(θ)t3 + νl(θ)t4 + . . . , l = 1, . . . , n, (11.6)

ϕl(t,θ) = ωl(θ) + tψ
(1)
l (θ) + . . . , l = 1, . . . , n. (11.7)

Ïðè ýòîì ω1(θ), . . . , ωn(θ) îáðàçóþò îðòîíîðìèðîâàííûé áàçèñ â ïîäïðîñòðàíñòâå N, à âåêòîðû

ζl(θ) = fωl(θ), l = 1, . . . , n,

îáðàçóþò áàçèñ â N̂ (ñì. (8.3)), îðòîíîðìèðîâàííûé ñ âåñîì: (Qζl(θ), ζj(θ)) = δjl, j, l = 1, . . . , n.
×èñëà γl(θ) è ýëåìåíòû ωl(θ) ÿâëÿþòñÿ ñîáñòâåííûìè äëÿ ñïåêòðàëüíîãî ðîñòêà S(θ). Îäíàêî,

óäîáíåå ïåðåéòè ê îáîáù¼ííîé ñïåêòðàëüíîé çàäà÷å äëÿ Ŝ(θ). Ñîãëàñíî (5.9) ÷èñëà γl(θ) è
ýëåìåíòû ζl(θ) ÿâëÿþòñÿ ñîáñòâåííûìè çíà÷åíèÿìè è ñîáñòâåííûìè ýëåìåíòàìè ñëåäóþùåé
îáîáù¼ííîé ñïåêòðàëüíîé çàäà÷è:

b(θ)∗g0b(θ)ζl(θ) = γl(θ)Qζl(θ), l = 1, . . . , n. (11.8)

11.3. Îïåðàòîðû ẐQ(θ), N̂Q(θ). Íàì ïîíàäîáèòñÿ îïèñàòü îïåðàòîðû ẐQ, N̂Q (îïðåäåë¼ííûå â
àáñòðàêòíûõ òåðìèíàõ â ï. 5.2). Äëÿ ýòîãî ââåä¼ì Γ-ïåðèîäè÷åñêîå ðåøåíèå ΛQ(x) çàäà÷è

b(D)∗g(x)(b(D)ΛQ(x) + 1m) = 0,

∫
Ω
Q(x)ΛQ(x) dx = 0. (11.9)

ßñíî, ÷òî ΛQ(x) îòëè÷àåòñÿ îò ïåðèîäè÷åñêîãî ðåøåíèÿ Λ(x) çàäà÷è (8.9) íà ïîñòîÿííîå
ñëàãàåìîå:

ΛQ(x) = Λ(x) + Λ0
Q, Λ0

Q = −(Q)−1(QΛ). (11.10)

Êàê ïðîâåðåíî â [BSu3, �5], îïåðàòîðû ẐQ(θ) è N̂Q(θ) ñåé÷àñ ïðèíèìàþò âèä

ẐQ(θ) = ΛQb(θ)P̂ , (11.11)

N̂Q(θ) = b(θ)∗LQ(θ)b(θ)P̂ , (11.12)

ãäå LQ(θ) � (m×m)-ìàòðèöà, çàäàííàÿ ñîîòíîøåíèåì

LQ(θ) = |Ω|−1

∫
Ω

(ΛQ(x)∗b(θ)∗g̃(x) + g̃(x)∗b(θ)ΛQ(x)) dx. (11.13)

Î÷åâèäíî, ÷òî

tẐQ(θ)P̂ = tΛQb(θ)P̂ = ΛQb(D + k)P̂ . (11.14)
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Ñîïîñòàâëÿÿ (11.10), (11.13) ñ (8.27), óáåæäàåìñÿ, ÷òî ñïðàâåäëèâî ðàâåíñòâî

LQ(θ) = L(θ) + L0
Q(θ), L0

Q(θ) = (Λ0
Q)∗b(θ)∗g0 + g0b(θ)Λ0

Q.

Îòìåòèì, ÷òî ýðìèòîâà ìàòðèöà-ôóíêöèÿ LQ(k) := tLQ(θ),k ∈ Rd, îäíîðîäíà ïåðâîé ñòåïåíè.
Ïîëîæèì N̂Q(k) := t3N̂Q(θ),k ∈ Rd. Òîãäà N̂Q(k) = b(k)∗LQ(k)b(k)P̂ . Ìàòðèöà-ôóíêöèÿ

b(k)∗LQ(k)b(k) ÿâëÿåòñÿ îäíîðîäíûì ìíîãî÷ëåíîì òðåòüåé ñòåïåíè îò k ∈ Rd. Îòñþäà ñëåäóåò,
÷òî ëèáî N̂Q(θ) = 0 òîæäåñòâåííî ïî θ ∈ Sd−1, ëèáî N̂Q(θ) 6= 0 â �áîëüøèíñòâå� òî÷åê θ (çà
èñêëþ÷åíèåì òî÷åê, ÿâëÿþùèõñÿ êîðíÿìè ýòîãî ìíîãî÷ëåíà).
Â [BSu3, �5] óêàçàíû íåêîòîðûå äîñòàòî÷íûå óñëîâèÿ, ïðè êîòîðûõ îïåðàòîð (11.12)

îáðàùàåòñÿ â íîëü.

Ïðåäëîæåíèå 11.1 ([BSu3]). Ïóñòü âûïîëíåíî õîòÿ áû îäíî èç ñëåäóþùèõ ïðåäïîëîæåíèé:
1◦. Îïåðàòîð A èìååò âèä A = f(x)∗D∗g(x)Df(x), ãäå g(x) � ñèììåòðè÷íàÿ ìàòðèöà ñ

âåùåñòâåííûìè ýëåìåíòàìè.

2◦. Âûïîëíåíû ñîîòíîøåíèÿ (8.22), ò. å. g0 = g.

Òîãäà N̂Q(θ) = 0 ïðè âñåõ θ ∈ Sd−1.

Íàïîìíèì (ñì. ï. 5.2), ÷òî ñïðàâåäëèâî ïðåäñòàâëåíèå N̂Q(θ) = N̂0,Q(θ) + N̂∗,Q(θ).
Ñîãëàñíî (5.11)

N̂0,Q(θ) =

n∑
l=1

µl(θ)(·, Qζl(θ))L2(Ω)Qζl(θ).

Ïðè ýòîì

(N̂Q(θ)ζl(θ), ζl(θ))L2(Ω) = (N̂0,Q(θ)ζl(θ), ζl(θ))L2(Ω) = µl(θ), l = 1, . . . , n. (11.15)

Ïðåäïîëîæèì òåïåðü, ÷òî b(θ), g(x) è Q(x) � ìàòðèöû ñ âåùåñòâåííûìè ýëåìåíòàìè. Òîãäà
ìàòðèöà ΛQ(x) (ñì. (11.9)) èìååò ÷èñòî ìíèìûå ýëåìåíòû, à g̃(x) è g0 � âåùåñòâåííûå ìàòðèöû.
Â ýòîì ñëó÷àå LQ(θ) (ñì. (11.13)) è b(θ)∗LQ(θ)b(θ) � ýðìèòîâû ìàòðèöû ñ ÷èñòî ìíèìûìè
ýëåìåíòàìè. Åñëè àíàëèòè÷åñêèå âåòâè ñîáñòâåííûõ çíà÷åíèé λl(t,θ) è àíàëèòè÷åñêèå âåòâè
ñîáñòâåííûõ âåêòîðîâ ϕl(t,θ) îïåðàòîðà A(t,θ) ìîæíî âûáðàòü òàê, ÷òîáû âåêòîðû ζl(θ) =
fωl(θ), l = 1, . . . , n, îêàçàëèñü âåùåñòâåííûìè, òî â ñèëó (11.15) âûïîëíåíî µl(θ) = 0, l = 1, . . . , n,

òî åñòü N̂0,Q(θ) = 0. Ìû ïðèõîäèì ê ñëåäóþùåìó óòâåðæäåíèþ.

Ïðåäëîæåíèå 11.2. Ïóñòü b(θ), g(x) è Q(x) � ìàòðèöû ñ âåùåñòâåííûìè ýëåìåíòàìè.

Ïóñòü â ðàçëîæåíèÿõ (11.7) äëÿ àíàëèòè÷åñêèõ âåòâåé ñîáñòâåííûõ âåêòîðîâ îïåðàòîðà A(t,θ)
�çàðîäûøè� ωl(θ), l = 1, . . . , n, ìîæíî âûáðàòü òàê, ÷òîáû âåêòîðû ζl(θ) = fωl(θ) îêàçàëèñü

âåùåñòâåííûìè. Òîãäà â (11.6) âûïîëíåíî µl(θ) = 0, l = 1, . . . , n, òî åñòü, N̂0,Q(θ) = 0 ïðè âñåõ

θ ∈ Sd−1.

Â ðàññìàòðèâàåìîì �âåùåñòâåííîì� ñëó÷àå ðîñòîê Ŝ(θ) ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ñèììåòðè÷íóþ
âåùåñòâåííóþ ìàòðèöó; ìàòðèöàQ òîæå âåùåñòâåííà è ñèììåòðè÷íà. ßñíî, ÷òî â ñëó÷àå ïðîñòîãî
ñîáñòâåííîãî çíà÷åíèÿ γj(θ) îáîáù¼ííîé çàäà÷è (11.8) ñîáñòâåííûé âåêòîð ζj(θ) = fωj(θ)
îïðåäåëÿåòñÿ îäíîçíà÷íî ñ òî÷íîñòüþ äî ôàçîâîãî ìíîæèòåëÿ, è åãî âñåãäà ìîæíî âûáðàòü
âåùåñòâåííûì. Ìû ïîëó÷àåì ñëåäóþùåå ñëåäñòâèå.

Ñëåäñòâèå 11.3. Ïóñòü b(θ), g(x) è Q(x) � ìàòðèöû ñ âåùåñòâåííûìè ýëåìåíòàìè. Ïóñòü

îáîáù¼ííàÿ ñïåêòðàëüíàÿ çàäà÷à (11.8) èìååò ïðîñòîé ñïåêòð. Òîãäà N̂0,Q(θ) = 0 ïðè âñåõ

θ ∈ Sd−1.

11.4. Îïåðàòîðû Ẑ2,Q(θ), R̂2,Q(θ) è N̂0
1,Q(θ). Îïèøåì îïåðàòîðû Ẑ2,Q, R̂2,Q è N̂0

1,Q (â

àáñòðàêòíûõ òåðìèíàõ îïðåäåëåííûå â ï. 5.3) äëÿ ñåìåéñòâà A(t,θ). Cåé÷àñ ýòè îïåðàòîðû

çàâèñÿò îò ïàðàìåòðà θ. Ïóñòü Λ
(2)
l,Q(x) � Γ-ïåðèîäè÷åñêîå ðåøåíèå çàäà÷è

b(D)∗g(x)
(
b(D)Λ

(2)
l,Q(x) + blΛQ(x)

)
= −b∗l g̃(x) +Q(x)(Q)−1b∗l g

0,

∫
Ω
Q(x)Λ

(2)
l,Q(x) dx = 0.
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Ïîëîæèì

Λ
(2)
Q (x;θ) :=

d∑
l=1

Λ
(2)
l,Q(x)θl.

Êàê ïðîâåðåíî â [VSu2, ï. 8.4],

Ẑ2,Q(θ) = Λ
(2)
Q (x;θ)b(θ)P̂ , R̂2,Q(θ) = h(x)

(
b(D)Λ

(2)
Q (x;θ) + b(θ)ΛQ(x)

)
b(θ).

Íàêîíåö, â [VSu2, ï. 8.5] áûëî ïîëó÷åíî ïðåäñòàâëåíèå

N̂0
1,Q(θ) = b(θ)∗L2,Q(θ)b(θ)P̂ , (11.16)

L2,Q(θ) = |Ω|−1

∫
Ω

(
Λ

(2)
Q (x;θ)∗b(θ)∗g̃(x) + g̃(x)∗b(θ)Λ

(2)
Q (x;θ)

)
dx

+ |Ω|−1

∫
Ω

(
b(D)Λ

(2)
Q (x;θ) + b(θ)ΛQ(x)

)∗
g(x)

(
b(D)Λ

(2)
Q (x;θ) + b(θ)ΛQ(x)

)
dx.

11.5. Êðàòíîñòè ñîáñòâåííûõ çíà÷åíèé ðîñòêà. Â äàííîì ïóíêòå ñ÷èòàåì, ÷òî n > 2.
Ïåðåéä¼ì ê îáîçíà÷åíèÿì, ïðèíÿòûì â ï. 1.7, ñëåäÿ çà êðàòíîñòÿìè ñîáñòâåííûõ
çíà÷åíèé ñïåêòðàëüíîãî ðîñòêà S(θ). Ýòè æå çíà÷åíèÿ ÿâëÿþòñÿ ñîáñòâåííûìè ÷èñëàìè
îáîáù¼ííîé çàäà÷è (11.8). Âîîáùå ãîâîðÿ, êîëè÷åñòâî p(θ) ðàçëè÷íûõ ñîáñòâåííûõ çíà÷åíèé
γ◦1(θ), . . . , γ◦p(θ)(θ) ñïåêòðàëüíîãî ðîñòêà S(θ) è èõ êðàòíîñòè k1(θ), . . . , kp(θ)(θ) çàâèñÿò îò

ïàðàìåòðà θ ∈ Sd−1. Ïðè êàæäîì ôèêñèðîâàííîì θ ÷åðåç Nj(θ) îáîçíà÷èì ñîáñòâåííîå
ïîäïðîñòðàíñòâî ðîñòêà S(θ), îòâå÷àþùåå ñîáñòâåííîìó çíà÷åíèþ γ◦j (θ). Òîãäà fNj(θ) =

Ker
(
Ŝ(θ) − γ◦j (θ)Q

)
=: N̂j,Q(θ) � ñîáñòâåííîå ïîäïðîñòðàíñòâî çàäà÷è (11.8), îòâå÷àþùåå òîìó

æå çíà÷åíèþ γ◦j (θ). Ââåä¼ì îáîçíà÷åíèå Pj(θ) äëÿ �êîñîãî� ïðîåêòîðà ïðîñòðàíñòâà L2(Ω;Cn) íà

ïîäïðîñòðàíñòâî N̂j,Q(θ); Pj(θ) îðòîãîíàëåí îòíîñèòåëüíî ñêàëÿðíîãî ïðîèçâåäåíèÿ ñ âåñîì Q.

Ñîãëàñíî (5.12) ñïðàâåäëèâû èíâàðèàíòíûå ïðåäñòàâëåíèÿ äëÿ îïåðàòîðîâ N̂0,Q(θ) è N̂∗,Q(θ):

N̂0,Q(θ) =

p(θ)∑
j=1

Pj(θ)∗N̂Q(θ)Pj(θ), (11.17)

N̂∗,Q(θ) =
∑

16j,l6p(θ):
j 6=l

Pj(θ)∗N̂Q(θ)Pl(θ).

11.6. Êîýôôèöèåíòû νl(θ). Êîýôôèöèåíòû νl(θ), l = 1, . . . , n, â ðàçëîæåíèÿõ (11.6) ÿâëÿþòñÿ
ñîáñòâåííûìè çíà÷åíèÿìè íåêîòîðîé çàäà÷è. Íàì ïîíàäîáèòñÿ îïèñàòü ýòó çàäà÷ó â ñëó÷àå, êîãäà

µl(θ) = 0, l = 1, . . . , n, òî åñòü, N̂0,Q(θ) = 0. Ïðèìåíÿÿ ïðåäëîæåíèå 5.3, ïðèõîäèì ê ñëåäóþùåìó
óòâåðæäåíèþ.

Ïðåäëîæåíèå 11.4. Ïóñòü N̂0,Q(θ) = 0. Ïóñòü γ◦1(θ), . . . , γ◦p(θ)(θ) � ðàçëè÷íûå ñîáñòâåííûå

çíà÷åíèÿ çàäà÷è (11.8), à k1(θ), . . . , kp(θ)(θ) � èõ êðàòíîñòè. Ïóñòü P̂q,Q(θ) � îðòîïðîåêòîð

ïðîñòðàíñòâà L2(Ω;Cn) íà ïîäïðîñòðàíñòâî N̂q,Q(θ) = Ker(Ŝ(θ) − γ◦q (θ)Q), q =

1, . . . , p(θ). Ïóñòü îïåðàòîðû ẐQ(θ), N̂Q(θ) è N̂0
1,Q(θ) îïðåäåëåíû â (11.11), (11.12) è (11.16),

ñîîòâåòñòâåííî. Ââåäåì îïåðàòîðû N̂ (q)
Q (θ), q = 1, . . . , p(θ): îïåðàòîð N̂ (q)

Q (θ) äåéñòâóåò â

N̂q,Q(θ) è çàäàåòñÿ âûðàæåíèåì

N̂ (q)
Q (θ) := P̂q,Q(θ)

(
N̂0

1,Q(θ)− 1

2
ẐQ(θ)∗QẐQ(θ)Q−1Ŝ(θ)P̂ − 1

2
Ŝ(θ)P̂Q−1ẐQ(θ)∗QẐQ(θ)

)∣∣∣∣
N̂q,Q(θ)

+
∑

j=1,...,p(θ):j 6=q

(γ◦q (θ)− γ◦j (θ))−1P̂q,Q(θ)N̂Q(θ)P̂j,Q(θ)Q−1P̂j,Q(θ)N̂Q(θ)
∣∣∣
N̂q,Q(θ)

.

(11.18)
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Ïóñòü νl(θ), l = 1, . . . , n, � êîýôôèöèåíòû ïðè t4 èç ðàçëîæåíèé (11.6). Òîãäà ÷èñëà νl(θ) è

âåêòîðû ζl(θ) ïðè l = i(q,θ), i(q,θ)+1, . . . , i(q,θ)+kq(θ)−1, ãäå i(q,θ) = k1(θ)+ · · ·+kq−1(θ)+1,
ÿâëÿþòñÿ ñîáñòâåííûìè çíà÷åíèÿìè è ñîáñòâåííûìè ýëåìåíòàìè çàäà÷è

N̂ (q)
Q (θ)ζl(θ) = νl(θ)Q

N̂q,Q(θ)
ζl(θ), l = i(q,θ), i(q,θ) + 1, . . . , i(q,θ) + kq(θ)− 1.

Çäåñü Q
N̂q,Q(θ)

= P̂q,Q(θ)Q|
N̂q,Q(θ)

� áëîê îïåðàòîðà Q â ïîäïðîñòðàíñòâå N̂q,Q(θ).

� 12. Àïïðîêñèìàöèÿ îêàéìë¼ííûõ îïåðàòîðîâ cos(ε−1τA(k)) è A(k)−1/2 sin(ε−1τA(k))

12.1. Àïïðîêñèìàöèÿ ïî îïåðàòîðíîé íîðìå â L2(Ω;Cn). Îáùèé ñëó÷àé. Ïîëîæèì

J1(k, τ) :=f cos
(
τA(k)1/2

)
f−1 − f0 cos

(
τA0(k)1/2

)
f−1

0 , (12.1)

J2(k, τ) :=fA(k)−1/2 sin
(
τA(k)1/2

)
f−1 − f0A0(k)−1/2 sin

(
τA0(k)1/2

)
f−1

0 , (12.2)

J3(k, τ) :=fA(k)−1/2 sin
(
τA(k)1/2

)
f∗ − f0A0(k)−1/2 sin

(
τA0(k)1/2

)
f0. (12.3)

Ìû ïðèìåíèì ê îïåðàòîðó A(t,θ) = A(k) òåîðåìû èç �5. Â ñèëó çàìå÷àíèÿ 3.8 ìû ìîæåì
îòñëåäèòü çàâèñèìîñòü ïîñòîÿííûõ â îöåíêàõ îò äàííûõ çàäà÷è. Îòìåòèì, ÷òî c∗, δ è t0 íå
çàâèñÿò îò θ (ñì. (7.14), (7.23), (7.25)). Ñîãëàñíî (7.24) íîðìó ‖X1(θ)‖ ìîæíî çàìåíèòü íà

α
1/2
1 ‖g‖

1/2
L∞
‖f‖L∞ . Ïîýòîìó ïîñòîÿííûå èç òåîðåìû 5.5 (ïðèìåí¼ííîé ê îïåðàòîðó A(k)) íå áóäóò

çàâèñåòü îò θ. Îíè áóäóò çàâèñåòü òîëüêî îò α0, α1, ‖g‖L∞ , ‖g−1‖L∞ , ‖f‖L∞ , ‖f−1‖L∞ è r0.

Òåîðåìà 12.1 ([BSu5], [M2], [DSu2]). Ïóñòü îïåðàòîðû J1(k, τ), J2(k, τ) è J3(k, τ) îïðåäåëåíû â

(12.1), (12.2) è (12.3), ñîîòâåòñòâåííî. Ïðè τ ∈ R, ε > 0 è k ∈ Ω̃ âûïîëíåíû îöåíêè

‖J1(k, ε−1τ)R(k, ε)‖L2(Ω)→L2(Ω) 6 C1(1 + |τ |)ε, (12.4)

‖J2(k, ε−1τ)R(k, ε)1/2‖L2(Ω)→L2(Ω) 6 C2(1 + |τ |), (12.5)

‖J3(k, ε−1τ)R(k, ε)1/2‖L2(Ω)→L2(Ω) 6 C̃2(1 + |τ |). (12.6)

Ïîñòîÿííûå C1, C2 è C̃2 çàâèñÿò ëèøü îò α0, α1, ‖g‖L∞ , ‖g−1‖L∞ , ‖f‖L∞ , ‖f−1‖L∞ è r0.

Òåîðåìà 12.1 âûâîäèòñÿ èç òåîðåìû 5.5 è ñîîòíîøåíèé (9.2)�(9.4). Ñëåäóåò ó÷åñòü òàêæå
î÷åâèäíûå îöåíêè

‖J1(k, ε−1τ)‖L2(Ω)→L2(Ω) 6 2‖f‖L∞‖f−1‖L∞ , (12.7)

‖J2(k, ε−1τ)‖L2(Ω)→L2(Ω) 6 2‖f‖L∞‖f−1‖L∞ε−1|τ |,
‖J3(k, ε−1τ)‖L2(Ω)→L2(Ω) 6 2‖f‖2L∞ε

−1|τ |. (12.8)

Ðàíåå îöåíêà (12.4) áûëà ïîëó÷åíà â [BSu5, òåîðåìà 9.2], íåðàâåíñòâî (12.5) áûëî óñòàíîâëåíî â
[M2, (7.32)], à (12.6) � â [DSu2, òåîðåìà 9.1].
Íèæå (äëÿ öåëåé èíòåðïîëÿöèè â ãëàâå 3) íàì ïîíàäîáèòñÿ òàêæå ñëåäóþùåå óòâåðæäåíèå.

Ïðåäëîæåíèå 12.2. Äëÿ îïåðàòîðà (12.3) ïðè τ ∈ R, ε > 0 è k ∈ Ω̃ ñïðàâåäëèâà îöåíêà

‖J3(k, ε−1τ)‖L2(Ω)→L2(Ω) 6 C′2(1 + ε−1/2|τ |1/2). (12.9)

Ïîñòîÿííàÿ C′2 çàâèñèò ëèøü îò α0, α1, ‖g‖L∞ , ‖g−1‖L∞ , ‖f‖L∞ , ‖f−1‖L∞ è r0.

Äîêàçàòåëüñòâî. Èç (2.6) (ñ çàìåíîé τ íà ε−1τ), (5.22) è (5.27) âûòåêàåò îöåíêà

‖J3(k, ε−1τ)P̂‖L2(Ω)→L2(Ω) 6 C
(1)
2 (1 + ε−1|τ ||k|), τ ∈ R, ε > 0, |k| 6 t0. (12.10)

Ïîñòîÿííàÿ C(1)
2 çàâèñèò ëèøü îò α0, α1, ‖g‖L∞ , ‖g−1‖L∞ , ‖f‖L∞ , ‖f−1‖L∞ è r0.

Îöåíèì òåïåðü îïåðàòîð J3(k, ε−1τ)(I − P̂ ) ïðè |k| 6 t0. Î÷åâèäíî,

‖J3(k, ε−1τ)(I − P̂ )‖L2(Ω)→L2(Ω) 6 ‖f‖L∞‖A(k)−1/2f∗(I − P̂ )‖L2(Ω)→L2(Ω)

+ ‖f‖2L∞‖A
0(k)−1/2(I − P̂ )‖L2(Ω)→L2(Ω).
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Âòîðîå ñëàãàåìîå ðàâíîìåðíî îãðàíè÷åíî, ÷òî ëåãêî ïðîâåðèòü ñ ïîìîùüþ äèñêðåòíîãî

ïðåîáðàçîâàíèÿ Ôóðüå. ×òîáû îöåíèòü ïåðâîå ñëàãàåìîå, çàìåòèì, ÷òî Pf∗(I − P̂ ) = 0 â ñèëó

òîæäåñòâà Pf∗ = f−1(Q)−1P̂ (ñì. (5.2)). Ñëåäîâàòåëüíî,

f∗(I − P̂ ) = (I − P )f∗(I − P̂ ),

à ïîòîìó

‖A(k)−1/2f∗(I − P̂ )‖L2(Ω)→L2(Ω) 6 ‖f‖L∞‖A(k)−1/2(I − P )‖L2(Ω)→L2(Ω).

Ýòà âåëè÷èíà ðàâíîìåðíî îãðàíè÷åíà çà ñ÷åò (1.10) è (7.14). Â èòîãå ïîëó÷àåì îöåíêó

‖J3(k, ε−1τ)(I − P̂ )‖L2(Ω)→L2(Ω) 6 C
(2)
2 , τ ∈ R, ε > 0, |k| 6 t0. (12.11)

Åñëè ε|τ |−1 > t20, òî èñêîìàÿ îöåíêà (12.9) ïðÿìî âûòåêàåò èç (12.8). Áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî ε|τ |−1 6
t20. Òîãäà èç (12.10) ñëåäóåò, ÷òî

‖J3(k, ε−1τ)P̂‖L2(Ω)→L2(Ω) 6 C
(1)
2 (1 + ε−1/2|τ |1/2), |k| 6 ε1/2|τ |−1/2.

Âìåñòå ñ (12.11) ýòî âëå÷åò îöåíêó (12.9) ïðè |k| 6 ε1/2|τ |−1/2.

Íàêîíåö, íóæíàÿ îöåíêà ïðè |k| > ε1/2|τ |−1/2 âûòåêàåò èç (7.14) (äëÿ îïåðàòîðîâA(k) èA0(k)):

‖J3(k, ε−1τ)‖L2(Ω)→L2(Ω) 6 2‖f‖2L∞c
−1/2
∗ |k|−1 6 2‖f‖2L∞c

−1/2
∗ ε−1/2|τ |1/2, |k| > ε1/2|τ |−1/2.

�

12.2. Àïïðîêñèìàöèÿ ïî îïåðàòîðíîé íîðìå â L2(Ω;Cn). Ñëó÷àé, êîãäà N̂Q(θ) = 0.
Òåïåðü ìû óñèëèâàåì ðåçóëüòàò òåîðåìû 12.1 (îöåíêè (12.4) è (12.6)) ïðè äîïîëíèòåëüíûõ
ïðåäïîëîæåíèÿõ. Íàëîæèì ñëåäóþùåå óñëîâèå.

Óñëîâèå 12.3. Ïóñòü îïåðàòîð N̂Q(θ) îïðåäåë¼í â (11.12). Ïðåäïîëîæèì, ÷òî N̂Q(θ) = 0 ïðè

âñåõ θ ∈ Sd−1.

Òåîðåìà 12.4. Ïóñòü îïåðàòîðû J1(k, τ), J3(k, τ) îïðåäåëåíû â (12.1), (12.3). Ïóñòü âûïîëíåíî

óñëîâèå 12.3. Òîãäà ïðè τ ∈ R, ε > 0 è k ∈ Ω̃ âûïîëíåíû îöåíêè

‖J1(k, ε−1τ)R(k, ε)3/4‖L2(Ω)→L2(Ω) 6 C3(1 + |τ |)1/2ε, (12.12)

‖J3(k, ε−1τ)R(k, ε)1/4‖L2(Ω)→L2(Ω) 6 C4(1 + |τ |)1/2. (12.13)

Ïîñòîÿííûå C3 è C4 çàâèñÿò ëèøü îò α0, α1, ‖g‖L∞ , ‖g−1‖L∞ , ‖f‖L∞ , ‖f−1‖L∞ è r0.

Äîêàçàòåëüñòâî. Íà÷íåì ñ ïðîâåðêè íåðàâåíñòâà (12.12). Ïðèìåíÿÿ (5.31) è ó÷èòûâàÿ (9.2) è
(11.5), èìååì

‖J1(k, ε−1τ)R(k, ε)3/4P̂‖L2(Ω)→L2(Ω) 6 C◦3(1 + |τ |)1/2ε, τ ∈ R, ε > 0, |k| 6 t0, (12.14)

ïðè÷åì ïîñòîÿííàÿ C◦3 çàâèñèò ëèøü îò α0, α1, ‖g‖L∞ , ‖g−1‖L∞ , ‖f‖L∞ , ‖f−1‖L∞ è r0. Èç

àíàëîãà (9.3) (ñ çàìåíîé t̂0 íà t0) ïðè s = 1 è (12.7) âèäíî, ÷òî ëåâàÿ ÷àñòü â (12.14) íå
ïðåâîñõîäèò 2‖f‖L∞‖f−1‖L∞t−1

0 ε ïðè |k| > t0. Íàêîíåö, â ñèëó (9.4) ïðè s = 1 è (12.7), âåëè÷èíà

‖J1(k, ε−1τ)R(k, ε)3/4(I − P̂ )‖ íå ïðåâîñõîäèò 2‖f‖L∞‖f−1‖L∞r−1
0 ε ïðè âñåõ k ∈ Ω̃. Â èòîãå

ïðèõîäèì ê èñêîìîìó íåðàâåíñòâó (12.12).
Ïåðåéäåì ê äîêàçàòåëüñòâó îöåíêè (12.13). Èç (5.33) ñ ó÷åòîì (9.2) è (11.5) âûòåêàåò îöåíêà

‖J3(k, ε−1τ)R(k, ε)1/4P̂‖L2(Ω)→L2(Ω) 6 C◦4(1 + |τ |)1/2, τ ∈ R, ε > 0, |k| 6 t0,

ïðè÷åì ïîñòîÿííàÿ C◦4 çàâèñèò ëèøü îò α0, α1, ‖g‖L∞ , ‖g−1‖L∞ , ‖f‖L∞ , ‖f−1‖L∞ è r0.

Äàëåå, â ñèëó (12.11) íîðìà îïåðàòîðà J3(k, ε−1τ)R(k, ε)1/4(I − P̂ ) íå ïðåâîñõîäèò êîíñòàíòû

C(2)
2 ïðè |k| 6 t0.
Ïðè |k| > t0 íåðàâåíñòâî (12.13) âûòåêàåò èç (7.14) è àíàëîãè÷íîãî íåðàâåíñòâà äëÿ A0(k). �

Íàì ïîíàäîáèòñÿ òàêæå ñëåäóþùåå óòâåðæäåíèå.
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Ïðåäëîæåíèå 12.5. Â óñëîâèÿõ òåîðåìû 12.4 ïðè τ ∈ R, ε > 0 è k ∈ Ω̃ äëÿ îïåðàòîðà (12.3)
ñïðàâåäëèâà îöåíêà

‖J3(k, ε−1τ)‖L2(Ω)→L2(Ω) 6 C′4(1 + ε−1/3|τ |1/3). (12.15)

Ïîñòîÿííàÿ C′4 çàâèñèò ëèøü îò α0, α1, ‖g‖L∞ , ‖g−1‖L∞ , ‖f‖L∞ , ‖f−1‖L∞ è r0.

Äîêàçàòåëüñòâî. Èç (2.8) (ñ çàìåíîé τ íà ε−1τ), (5.22) è (5.27) âûòåêàåò îöåíêà

‖J3(k, ε−1τ)P̂‖L2(Ω)→L2(Ω) 6 C
(1)
4 (1 + ε−1|τ ||k|2), τ ∈ R, ε > 0, |k| 6 t0. (12.16)

Ïîñòîÿííàÿ C(1)
4 çàâèñèò ëèøü îò α0, α1, ‖g‖L∞ , ‖g−1‖L∞ , ‖f‖L∞ , ‖f−1‖L∞ è r0.

Åñëè ε|τ |−1 > t30, òî èñêîìàÿ îöåíêà (12.15) ïðÿìî âûòåêàåò èç (12.8). Áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî
ε|τ |−1 6 t30. Òîãäà èç (12.16) ñëåäóåò, ÷òî

‖J3(k, ε−1τ)P̂‖L2(Ω)→L2(Ω) 6 C
(1)
4 (1 + ε−1/3|τ |1/3), |k| 6 ε1/3|τ |−1/3.

Âìåñòå ñ (12.11) ýòî ïðèâîäèò ê îöåíêå (12.15) ïðè |k| 6 ε1/3|τ |−1/3.

Íàêîíåö, ïðè |k| > ε1/3|τ |−1/3 íóæíàÿ îöåíêà ñëåäóåò èç (7.14):

‖J3(k, ε−1τ)‖L2(Ω)→L2(Ω) 6 2‖f‖2L∞c
−1/2
∗ |k|−1 6 2‖f‖2L∞c

−1/2
∗ ε−1/3|τ |1/3, |k| > ε1/3|τ |−1/3.

�

Çàìå÷àíèå 12.6. 1◦. Â óñëîâèÿõ òåîðåìû 12.4 íå óäàåòñÿ âûâåñòè èç àáñòðàêòíîãî

íåðàâåíñòâà (5.32) àíàëîã îöåíêè (12.13) ñ çàìåíîé J3(k, ε−1τ) íà J2(k, ε−1τ). Ïðè÷èíà â òîì,

÷òî îïåðàòîð J2(k, ε−1τ)R(k, ε)1/4(I − P̂ ) íå äîïóñêàåò íóæíîé îöåíêè. Ïî òîé æå ïðè÷èíå â

óñëîâèÿõ òåîðåìû 12.10 (ñì. íèæå) íåò àíàëîãà îöåíêè (12.19) äëÿ J2(k, ε−1τ). 2◦. Àíàëîãîâ
ïðåäëîæåíèé 12.2, 12.5 è 12.11 (ñì. íèæå) äëÿ îïåðàòîðà J2(k, ε−1τ) òàêæå íåò, ïîñêîëüêó íå

óäàåòñÿ íóæíûì îáðàçîì îöåíèòü îïåðàòîð J2(k, ε−1τ)(I − P̂ ).

12.3. Àïïðîêñèìàöèÿ ïî îïåðàòîðíîé íîðìå â L2(Ω;Cn). Ñëó÷àé, êîãäà N̂0,Q(θ) = 0.
Òåïåðü ìû îòêàçûâàåìñÿ îò óñëîâèÿ 12.3, íî âçàìåí ïðåäïîëîæèì, ÷òî N̂0,Q(θ) = 0 ïðè âñåõ

θ. Ïðè ýòîì ñ÷èòàåì, ÷òî N̂Q(θ) = N̂∗,Q(θ) 6= 0 ïðè íåêîòîðîì θ, à òîãäà è â �áîëüøèíñòâå� òî÷åê
θ. (Èíà÷å ïðèìåíèìà òåîðåìà 12.4.) Êàê è â ï. 9.3, äëÿ òîãî, ÷òîáû ïðèìåíèòü �àáñòðàêòíóþ�
òåîðåìó 5.7, ïðèõîäèòñÿ íàêëàäûâàòü äîïîëíèòåëüíûå óñëîâèÿ. Èñïîëüçóåì èñõîäíóþ íóìåðàöèþ
ñîáñòâåííûõ çíà÷åíèé γ1(θ), . . . , γn(θ) ðîñòêà S(θ) (êàæäîå ñîáñòâåííîå çíà÷åíèå ïîâòîðÿåòñÿ
ñòîëüêî ðàç, êàêîâà åãî êðàòíîñòü), óñëîâèâøèñü íóìåðîâàòü èõ â ïîðÿäêå íåóáûâàíèÿ:

γ1(θ) 6 γ2(θ) 6 . . . 6 γn(θ). (12.17)

Êàê óæå îòìå÷àëîñü, ÷èñëà (12.17) îäíîâðåìåííî ÿâëÿþòñÿ ñîáñòâåííûìè çíà÷åíèÿìè

îáîáù¼ííîé ñïåêòðàëüíîé çàäà÷è (11.8). Ïðè êàæäîì θ ÷åðåç P(k)(θ) îáîçíà÷èì �êîñîé�
(îðòîãîíàëüíûé ñ âåñîì Q) ïðîåêòîð ïðîñòðàíñòâà L2(Ω;Cn) íà ñîáñòâåííîå ïîäïðîñòðàíñòâî
çàäà÷è (11.8), îòâå÷àþùåå ñîáñòâåííîìó çíà÷åíèþ γk(θ). ßñíî, ÷òî ïðè êàæäîì θ îïåðàòîð

P(k)(θ) ñîâïàäàåò ñ îäíèì èç ïðîåêòîðîâ Pj(θ), ââåä¼ííûõ â ï. 11.5 (íî íîìåð j ìîæåò çàâèñåòü
îò θ è ìåíÿåòñÿ â òî÷êàõ ïåðåìåíû êðàòíîñòè ñïåêòðà ðîñòêà).

Óñëîâèå 12.7. 1◦. Îïåðàòîð N̂0,Q(θ), îïðåäåë¼ííûé â (11.17), ðàâåí íóëþ: N̂0,Q(θ) = 0 ïðè âñåõ

θ ∈ Sd−1. 2◦. Äëÿ êàæäîé ïàðû èíäåêñîâ (k, r), 1 6 k, r 6 n, k 6= r, òàêîé ÷òî γk(θ0) = γr(θ0)

ïðè íåêîòîðîì θ0 ∈ Sd−1, âûïîëíåíî (P(k)(θ))∗N̂Q(θ)P(r)(θ) = 0 ïðè âñåõ θ ∈ Sd−1.

Óñëîâèå 2◦ ìîæåò áûòü ïåðåôîðìóëèðîâàíî: ìû òðåáóåì, ÷òîáû äëÿ íåíóëåâûõ (òîæäåñòâåííî)

�áëîêîâ� (P(k)(θ))∗N̂Q(θ)P(r)(θ) îïåðàòîðà N̂Q(θ) ñîîòâåòñòâóþùèå âåòâè ñîáñòâåííûõ çíà÷åíèé
γk(θ) è γr(θ) íå ïåðåñåêàëèñü. Ðàçóìååòñÿ, âûïîëíåíèå óñëîâèÿ 12.7 ãàðàíòèðóåòñÿ ñëåäóþùèì
áîëåå ñèëüíûì óñëîâèåì.
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Óñëîâèå 12.8. 1◦. Îïåðàòîð N̂0,Q(θ), îïðåäåë¼ííûé â (11.17), ðàâåí íóëþ: N̂0,Q(θ) = 0 ïðè âñåõ

θ ∈ Sd−1. 2◦. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî êîëè÷åñòâî p ðàçëè÷íûõ ñîáñòâåííûõ çíà÷åíèé îáîáù¼ííîé

ñïåêòðàëüíîé çàäà÷è (11.8) íå çàâèñèò îò θ ∈ Sd−1.

Çàìå÷àíèå 12.9. Ïðåäïîëîæåíèå ïóíêòà 2◦ óñëîâèÿ 12.8 çàâåäîìî âûïîëíåíî, åñëè ñïåêòð

çàäà÷è (11.8) ïðîñòîé ïðè âñåõ θ ∈ Sd−1.

Èòàê, ïðåäïîëàãàåì âûïîëíåííûì óñëîâèå 12.7. Íàñ èíòåðåñóþò òîëüêî ïàðû èíäåêñîâ èç
ìíîæåñòâà

K := {(k, r) : 1 6 k, r 6 n, k 6= r, (P(k)(θ))∗N̂Q(θ)P(r)(θ) 6≡ 0}.
Ââåä¼ì îáîçíà÷åíèå

c◦kr(θ) := min{c∗, n−1|γk(θ)− γr(θ)|}, (k, r) ∈ K.

Ïîñêîëüêó îïåðàòîð S(θ) íåïðåðûâíî çàâèñèò îò θ ∈ Sd−1 (ýòî ìíîãî÷ëåí âòîðîé ñòåïåíè), òî èç
òåîðèè âîçìóùåíèé äèñêðåòíîãî ñïåêòðà ñëåäóåò, ÷òî γj(θ) � íåïðåðûâíûå ôóíêöèè íà ñôåðå

Sd−1. Â ñèëó óñëîâèÿ 12.7(2◦) ïðè (k, r) ∈ K âûïîëíåíî |γk(θ) − γr(θ)| > 0 ïðè âñåõ θ ∈ Sd−1, à
òîãäà

c◦kr := min
θ∈Sd−1

c◦kr(θ) > 0, (k, r) ∈ K.

Ïîëîæèì

c◦ := min
(k,r)∈K

c◦kr. (12.18)

ßñíî, ÷òî ÷èñëî (12.18) � ýòî ðåàëèçàöèÿ âåëè÷èíû (2.3), âûáðàííàÿ íå çàâèñÿùåé îò θ. ×èñëî
t00, ïîä÷èí¼ííîå (2.4), ïðè óñëîâèè 12.7 òàêæå ìîæíî âûáðàòü íå çàâèñÿùèì îò θ ∈ Sd−1. Ñ
ó÷¼òîì (7.23) è (7.24) ïîëîæèì

t00 = (8β2)−1r0α
−3/2
1 α

1/2
0 ‖g‖

−3/2
L∞
‖g−1‖−1/2

L∞
‖f‖−3

L∞
‖f−1‖−1

L∞
c◦,

ãäå c◦ îïðåäåëåíî â (12.18). (Óñëîâèå t00 6 t0 âûïîëíåíî àâòîìàòè÷åñêè, ïîñêîëüêó c◦ 6 ‖S(θ)‖ 6
α1‖g‖L∞‖f‖2L∞ .)
Ïðåäïîëàãàÿ âûïîëíåííûì óñëîâèå 12.7, ïðèìåíèì òåîðåìó 5.7, â ñèëó êîòîðîé

‖J1(k, ε−1τ)R(k, ε)3/4P̂‖L2(Ω)→L2(Ω) 6 C◦5(1 + |τ |)1/2ε, ε > 0, τ ∈ R, |k| 6 t00,

‖J3(k, ε−1τ)R(k, ε)1/4P̂‖L2(Ω)→L2(Ω) 6 C◦6(1 + |τ |)1/2, ε > 0, τ ∈ R, |k| 6 t00.

Ïîñòîÿííûå t00, C◦5 , C◦6 çàâèñÿò îò α0, α1, ‖g‖L∞ , ‖g−1‖L∞ , ‖f‖L∞ , ‖f−1‖L∞ , r0, à òàêæå îò n è c◦.
Îòñþäà ïî àíàëîãèè ñ äîêàçàòåëüñòâîì òåîðåìû 12.4 âûâîäèòñÿ ñëåäóþùèé ðåçóëüòàò.

Òåîðåìà 12.10. Ïóñòü âûïîëíåíû óñëîâèÿ òåîðåìû 12.1. Ïóñòü âûïîëíåíî óñëîâèå 12.7 (èëè

áîëåå ñèëüíîå óñëîâèå 12.8). Òîãäà ïðè τ ∈ R, ε > 0 è k ∈ Ω̃ ñïðàâåäëèâû îöåíêè

‖J1(k, ε−1τ)R(k, ε)3/4‖L2(Ω)→L2(Ω) 6 C5(1 + |τ |)1/2ε,

‖J3(k, ε−1τ)R(k, ε)1/4‖L2(Ω)→L2(Ω) 6 C6(1 + |τ |)1/2. (12.19)

Ïîñòîÿííûå C5, C6 çàâèñÿò îò α0, α1, ‖g‖L∞ , ‖g−1‖L∞ , ‖f‖L∞ , ‖f−1‖L∞ , r0, à òàêæå îò n è c◦.

Ñëåäóþùåå óòâåðæäåíèå ïðîâåðÿåòñÿ ïî àíàëîãèè ñ äîêàçàòåëüñòâîì ïðåäëîæåíèÿ 12.5.

Ïðåäëîæåíèå 12.11. Â óñëîâèÿõ òåîðåìû 12.10 ïðè τ ∈ R, ε > 0 è k ∈ Ω̃ äëÿ îïåðàòîðà (12.3)
ñïðàâåäëèâà îöåíêà

‖J3(k, ε−1τ)‖L2(Ω)→L2(Ω) 6 C′6(1 + ε−1/3|τ |1/3).

Ïîñòîÿííàÿ C′6 çàâèñèò ëèøü îò α0, α1, ‖g‖L∞ , ‖g−1‖L∞ , ‖f‖L∞ , ‖f−1‖L∞ , r0, à òàêæå îò n
è c◦.
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12.4. Àïïðîêñèìàöèÿ îêàéìë¼ííîãî îïåðàòîðà A(k)−1/2 sin(ε−1τA(k)) ïî
�ýíåðãåòè÷åñêîé� íîðìå. Îáîçíà÷èì

J̌(k, τ) := fA(k)−1/2 sin(ε−1τA(k)1/2)f−1 − (I + ΛQb(D + k)P̂ )f0A0(k)−1/2 sin(ε−1τA0(k)1/2)f−1
0 ,

J(k, τ) := fA(k)−1/2 sin(ε−1τA(k)1/2)f−1 − (I + Λb(D + k)P̂ )f0A0(k)−1/2 sin(ε−1τA0(k)1/2)f−1
0 .

(12.20)

Ïðèìåíÿÿ òåîðåìó 5.9 c ó÷¼òîì (9.2), (11.5) è (11.14), ïîëó÷àåì

‖Â(k)1/2J̌(k, τ)R(k, ε)P̂‖L2(Ω)→L2(Ω) 6 C′7(1 + |τ |)ε, ε > 0, τ ∈ R, |k| 6 t0. (12.21)

Êîíñòàíòà C′7 çàâèñèò òîëüêî îò α0, α1, ‖g‖L∞ , ‖g−1‖L∞ , ‖f‖L∞ , ‖f−1‖L∞ è r0.
Ïîêàæåì, ÷òî â ïðåäåëàõ ïîãðåøíîñòè ìîæíî çàìåíèòü ΛQ íà Λ â (12.21). Íàïîìíèì, ÷òî

ΛQ = Λ + Λ0
Q. Èç (8.14) è (11.10) ñ ó÷åòîì (11.2) ñëåäóåò îöåíêà

|Λ0
Q| 6 (2r0)−1α

−1/2
0 ‖g‖1/2L∞

‖g−1‖1/2L∞
‖f‖2L∞‖f

−1‖2L∞ . (12.22)

Â ñèëó (7.7)

‖Â(k)1/2P̂‖L2(Ω)→L2(Ω) = ‖g1/2b(k)P̂‖L2(Ω)→L2(Ω) 6 α
1/2
1 ‖g‖

1/2
L∞
|k|, k ∈ Ω̃. (12.23)

Èç (9.2), (11.2), (11.4), (12.22) è (12.23) âûòåêàåò îöåíêà

‖Â(k)1/2Λ0
Qb(D + k)f0A0(k)−1/2 sin(ε−1τA0(k)1/2)f−1

0 R(k, ε)1/2P̂‖L2(Ω)→L2(Ω)

6 α1/2
1 ‖g‖

1/2
L∞
‖g−1‖1/2L∞

‖f−1‖L∞ |Λ0
Q||k|ε(|k|2 + ε2)−1/2 6 C′′7ε, (12.24)

ãäå ïîñòîÿííàÿ C′′7 çàâèñèò îò α0, α1, ‖g‖L∞ , ‖g−1‖L∞ , ‖f‖L∞ , ‖f−1‖L∞ è r0.
Ñîîòíîøåíèÿ (12.21) è (12.24) ïðèâîäÿò ê îöåíêå

‖Â(k)1/2J(k, τ)R(k, ε)P̂‖L2(Ω)→L2(Ω) 6 C′7(1 + |τ |)ε+ C′′7ε, ε > 0, τ ∈ R, |k| 6 t0. (12.25)

Îöåíêè ïðè |k| > t0 òðèâèàëüíû. Â ñèëó (9.2) âûïîëíåíî íåðàâåíñòâî

‖R(k, ε)1/2P̂‖L2(Ω)→L2(Ω) 6 t
−1
0 ε, ε > 0, k ∈ Ω̃, |k| > t0. (12.26)

Ïîñêîëüêó A(k) = f∗Â(k)f , òî

‖Â(k)1/2fA(k)−1/2 sin(ε−1τA(k)1/2)f−1‖L2(Ω)→L2(Ω)

= ‖ sin(ε−1τA(k)1/2)f−1‖L2(Ω)→L2(Ω) 6 ‖f−1‖L∞ , ε > 0, k ∈ Ω̃.
(12.27)

Äàëåå, â ñèëó (8.2), (8.21), (11.2) è (11.4) ñïðàâåäëèâà îöåíêà

‖Â(k)1/2f0A0(k)−1/2 sin(ε−1τA0(k)1/2)f−1
0 ‖L2(Ω)→L2(Ω)

= ‖g1/2b(D + k)f0A0(k)−1/2 sin(ε−1τA0(k)1/2)f−1
0 ‖L2(Ω)→L2(Ω)

6 ‖g‖1/2L∞
‖g−1‖1/2L∞

‖ sin(ε−1τA0(k)1/2)f−1
0 ‖L2(Ω)→L2(Ω)

6 ‖g‖1/2L∞
‖g−1‖1/2L∞

‖f−1‖L∞ , ε > 0, k ∈ Ω̃. (12.28)

Äëÿ òîãî, ÷òîáû îöåíèòü îïåðàòîð Â(k)1/2Λb(D + k)P̂ f0A0(k)−1/2 sin(ε−1τA0(k)1/2)f−1
0 ,

âîñïîëüçóåìñÿ îöåíêîé (9.24). Ñ ó÷åòîì (8.21), (11.2) è (11.4) èìååì

‖Â(k)1/2Λb(D + k)P̂ f0A0(k)−1/2 sin(ε−1τA0(k)1/2)f−1
0 ‖L2(Ω)→L2(Ω)

6 CΛ‖b(D + k)f0A0(k)−1/2 sin(ε−1τA0(k)1/2)f−1
0 ‖L2(Ω)→L2(Ω)

6 CΛ‖g−1‖1/2L∞
‖f−1‖L∞ , ε > 0, k ∈ Ω̃. (12.29)

Òàêèì îáðàçîì, èç (12.26)�(12.29) ïîëó÷àåì∥∥Â(k)1/2J(k, ε−1τ)R(k, ε)1/2P̂
∥∥
L2(Ω)→L2(Ω)

6 C′′′7 ε, ε > 0, τ ∈ R, k ∈ Ω̃, |k| > t0, (12.30)
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ãäå C′′′7 = (1 + ‖g‖1/2L∞
‖g−1‖1/2L∞

+ CΛ‖g−1‖1/2L∞
)‖f−1‖L∞t−1

0 . Ïîä÷åðêí¼ì, ÷òî çäåñü õâàòàåò

ñãëàæèâàþùåãî ìíîæèòåëÿ R(k, ε)1/2.
Â ñèëó (9.4) ïðè s = 1, (12.27) è (12.28),∥∥Â(k)1/2J(k, ε−1τ)R(k, ε)1/2(I − P̂ )

∥∥
L2(Ω)→L2(Ω)

6 Č7ε, ε > 0, τ ∈ R, k ∈ Ω̃. (12.31)

ãäå Č7 = r−1
0 (1 + ‖g‖1/2L∞

‖g−1‖1/2L∞
)‖f−1‖L∞ .

Â èòîãå èç (12.25), (12.30) è (12.31) ñ ó÷¼òîì î÷åâèäíîãî íåðàâåíñòâà ‖R(k, ε)‖ 6 1, ïîëó÷àåì
ñëåäóþùèé ðåçóëüòàò (ðàíåå óñòàíîâëåííûé â [M2, (7.36)]).

Òåîðåìà 12.12 ([M2]). Ïóñòü îïåðàòîð J(k, τ) îïðåäåëåí â (12.20). Ïðè τ ∈ R, ε > 0 è k ∈ Ω̃
âûïîëíåíà îöåíêà ∥∥Â(k)1/2J(k, ε−1τ)R(k, ε)

∥∥
L2(Ω)→L2(Ω)

6 C7(1 + |τ |)ε.

Êîíñòàíòà C7 çàâèñèò òîëüêî îò α0, α1, ‖g‖L∞ , ‖g−1‖L∞ , ‖f‖L∞ , ‖f−1‖L∞ , r0 è r1.

12.5. Àïïðîêñèìàöèÿ îêàéìë¼ííîãî îïåðàòîðà A(k)−1/2 sin(ε−1τA(k)) ïî ýíåðãåòè÷åñêîé
íîðìå. Óñèëåíèå ðåçóëüòàòîâ. Ïðèìåíèì òåïåðü òåîðåìó 5.10, ñ÷èòàÿ, ÷òî âûïîëíåíî óñëîâèå
12.3. Ñ ó÷¼òîì (9.2) è (11.5) èìååì

‖Â(k)1/2J̌(k, ε−1τ)R(k, ε)3/4P̂‖L2(Ω)→L2(Ω) 6 C′8(1 + |τ |)1/2ε, ε > 0, τ ∈ R, |k| 6 t0.

Âìåñòå ñ (12.24), (12.30) è (12.31) ýòî âëå÷¼ò ñëåäóþùèé ðåçóëüòàò.

Òåîðåìà 12.13. Ïóñòü âûïîëíåíû óñëîâèÿ òåîðåìû 12.12. Ïóñòü âûïîëíåíî óñëîâèå 12.3. Òîãäà

ïðè τ ∈ R, ε > 0 è k ∈ Ω̃ ñïðàâåäëèâà îöåíêà∥∥Â(k)1/2J(k, ε−1τ)R(k, ε)3/4
∥∥
L2(Ω)→L2(Ω)

6 C8(1 + |τ |)1/2ε.

Êîíñòàíòà C8 çàâèñèò òîëüêî îò α0, α1, ‖g‖L∞ , ‖g−1‖L∞ , ‖f‖L∞ , ‖f−1‖L∞ , r0 è r1.

Òåïåðü ïðåäïîëîæèì, ÷òî âûïîëíåíî óñëîâèå 12.7 è ïðèìåíèì òåîðåìó 5.11, â ñèëó êîòîðîé

‖Â(k)1/2J̌(k, ε−1τ)R(k, ε)3/4P̂‖L2(Ω)→L2(Ω) 6 C′9(1 + |τ |)1/2ε, ε > 0, τ ∈ R, |k| 6 t00.

Ïîñòîÿííàÿ C′9 çàâèñèò îò α0, α1, ‖g‖L∞ , ‖g−1‖L∞ , ‖f‖L∞ , ‖f−1‖L∞ , r0, à òàêæå îò n è c◦.
Âìåñòå ñ (12.24), (12.30) (ñ çàìåíîé t0 íà t

00) è (12.31) ýòî âëå÷¼ò ñëåäóþùèé ðåçóëüòàò.

Òåîðåìà 12.14. Ïóñòü âûïîëíåíû óñëîâèÿ òåîðåìû 12.12. Ïóñòü âûïîëíåíî óñëîâèå 12.7 (èëè

áîëåå ñèëüíîå óñëîâèå 12.8). Òîãäà ïðè τ ∈ R, ε > 0 è k ∈ Ω̃ ñïðàâåäëèâà îöåíêà

‖Â(k)1/2J(k, ε−1τ)R(k, ε)3/4‖L2(Ω)→L2(Ω) 6 C9(1 + |τ |)1/2ε.

Ïîñòîÿííàÿ C9 çàâèñèò îò α0, α1, ‖g‖L∞ , ‖g−1‖L∞ , ‖f‖L∞ , ‖f−1‖L∞ , r0, r1, à òàêæå îò n è c◦.

� 13. Ïîäòâåðæäåíèå òî÷íîñòè ðåçóëüòàòîâ � 12

13.1. Òî÷íîñòü ðåçóëüòàòîâ îòíîñèòåëüíî ñãëàæèâàþùåãî ìíîæèòåëÿ. Â óòâåðæäåíèÿõ
íàñòîÿùåãî ïàðàãðàôà ìû íàêëàäûâàåì îäíî èç ñëåäóþùèõ äâóõ óñëîâèé.

Óñëîâèå 13.1. Ïóñòü îïåðàòîð N̂0,Q(θ) îïðåäåë¼í â (11.17). Ïðåäïîëîæèì, ÷òî N̂0,Q(θ0) 6= 0 â

íåêîòîðîé òî÷êå θ0 ∈ Sd−1.

Óñëîâèå 13.2. Ïóñòü îïåðàòîðû N̂0,Q(θ) è N̂ (q)
Q (θ) îïðåäåë¼íû â (11.17) è (11.18)

ñîîòâåòñòâåííî. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî N̂0,Q(θ) = 0 ïðè âñåõ θ ∈ Sd−1 è äëÿ íåêîòîðîãî θ0 ∈ Sd−1

è íåêîòîðîãî q ∈ {1, . . . , p(θ0)} âûïîëíåíî N̂ (q)
Q (θ0) 6= 0.

Íàì ïîíàäîáèòñÿ ñëåäóþùàÿ ëåììà (ñì. [DSu2, ëåììà 9.8]).
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Ëåììà 13.3 ([DSu2]). Ïóñòü ÷èñëî δ îïðåäåëåíî â (7.23), à t0 îïðåäåëåíî â (7.25). Ïóñòü F (k) =
F (t,θ) � ñïåêòðàëüíûé ïðîåêòîð îïåðàòîðà A(k) äëÿ ïðîìåæóòêà [0, δ]. Òîãäà ïðè |k| 6 t0,
|k0| 6 t0 ñïðàâåäëèâû îöåíêè

‖A(k)1/2F (k)−A(k0)1/2F (k0)‖L2(Ω)→L2(Ω) 6 C
′|k− k0|,

‖ cos(τA(k)1/2)F (k)− cos(τA(k0)1/2)F (k0)‖L2(Ω)→L2(Ω) 6 C
′′(τ)|k− k0|,

‖A(k)−1/2 sin(τA(k)1/2)F (k)−A(k0)−1/2 sin(τA(k0)1/2)F (k0)‖L2(Ω)→L2(Ω) 6 C
′′′(τ)|k− k0|.

Ïðèìåíåíèå òåîðåìû 6.1 ïîçâîëÿåò ïîäòâåðäèòü òî÷íîñòü ðåçóëüòàòà òåîðåìû 12.1.

Òåîðåìà 13.4. Ïóñòü âûïîëíåíî óñëîâèå 13.1.
1◦. Ïóñòü 0 6= τ ∈ R è 0 6 s < 2. Òîãäà íå ñóùåñòâóåò òàêîé ïîñòîÿííîé C(τ) > 0, ÷òîáû
îöåíêà ∥∥J1(k, ε−1τ)R(k, ε)s/2

∥∥
L2(Ω)→L2(Ω)

6 C(τ)ε (13.1)

âûïîëíÿëàñü ïðè ïî÷òè âñåõ k ∈ Ω̃ è äîñòàòî÷íî ìàëîì ε > 0.
2◦. Ïóñòü 0 6= τ ∈ R è 0 6 r < 1. Òîãäà íå ñóùåñòâóåò òàêîé ïîñòîÿííîé C(τ) > 0, ÷òîáû
îöåíêà ∥∥J2(k, ε−1τ)R(k, ε)r/2

∥∥
L2(Ω)→L2(Ω)

6 C(τ) (13.2)

âûïîëíÿëàñü ïðè ïî÷òè âñåõ k ∈ Ω̃ è äîñòàòî÷íî ìàëîì ε > 0.
3◦. Ïóñòü 0 6= τ ∈ R è 0 6 r < 1. Òîãäà íå ñóùåñòâóåò òàêîé ïîñòîÿííîé C(τ) > 0, ÷òîáû
îöåíêà ∥∥J3(k, ε−1τ)R(k, ε)r/2

∥∥
L2(Ω)→L2(Ω)

6 C(τ) (13.3)

âûïîëíÿëàñü ïðè ïî÷òè âñåõ k ∈ Ω̃ è äîñòàòî÷íî ìàëîì ε > 0.

Äîêàçàòåëüñòâî. Óòâåðæäåíèÿ 1◦ è 3◦ ïðîâåðåíû â [DSu2, òåîðåìà 9.7].
Ïðîâåðèì óòâåðæäåíèå 2◦. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî äëÿ íåêîòîðûõ τ 6= 0 è 0 6 r < 1 íàéä¼òñÿ

ïîñòîÿííàÿ C(τ) > 0 òàêàÿ, ÷òî âûïîëíåíà îöåíêà (13.2) ïðè ïî÷òè âñåõ k ∈ Ω̃ è äîñòàòî÷íî

ìàëîì ε > 0. Äîìíîæàÿ îïåðàòîð â (13.2) íà P̂ è èñïîëüçóÿ (9.2), óáåæäàåìñÿ, ÷òî∥∥J2(k, ε−1τ)P̂
∥∥
L2(Ω)→L2(Ω)

εr(|k|2 + ε2)−r/2 6 C(τ) (13.4)

ïðè ïî÷òè âñåõ k ∈ Ω̃ è äîñòàòî÷íî ìàëîì ε. Î÷åâèäíî,∥∥fA(k)−1/2 sin(ε−1τA(k)1/2)F (k)⊥f−1
∥∥
L2(Ω)→L2(Ω)

6 ‖f‖L∞‖f−1‖L∞δ−1/2. (13.5)

Îòñþäà è èç (13.4) ñëåäóåò, ÷òî äëÿ íåêîòîðîé êîíñòàíòû C̃(τ) > 0 âûïîëíåíî∥∥(fA(k)−1/2 sin(ε−1τA(k)1/2)F (k)f−1 − f0A0(k)−1/2 sin(ε−1τA0(k)1/2)f−1
0

)
P̂
∥∥
L2(Ω)→L2(Ω)

× εr(|k|2 + ε2)−r/2 6 C̃(τ)
(13.6)

ïðè ïî÷òè âñåõ k ∈ Ω̃ è äîñòàòî÷íî ìàëîì ε.
Ïóñòü |k| 6 t0. Èç ëåììû 13.3 ñëåäóåò, ÷òî îïåðàòîð ïîä çíàêîì íîðìû â (13.6) íåïðåðûâåí ïî

k â øàðå |k| 6 t0. Ñëåäîâàòåëüíî, îöåíêà (13.6) ñïðàâåäëèâà ïðè âñåõ çíà÷åíèÿõ k èç ýòîãî øàðà.
Â ÷àñòíîñòè, îíà âûïîëíåíà â òî÷êå k = tθ0, åñëè t 6 t0. Ïðèìåíÿÿ ñíîâà íåðàâåíñòâî (13.5),
ïîëó÷àåì îöåíêó

‖
(
fA(tθ0)−1/2 sin(ε−1τA(tθ0)1/2)f−1 − f0A0(tθ0)−1/2 sin(ε−1τA0(tθ0)1/2)f−1

0

)
P̂‖L2(Ω)→L2(Ω)

× εr(|k|2 + ε2)−r/2 6 Ĉ(τ)
(13.7)

ñ íåêîòîðîé ïîñòîÿííîé Ĉ(τ) > 0 ïðè t 6 t0 è äîñòàòî÷íî ìàëîì ε. Îöåíêà (13.7) â

àáñòðàêòíûõ òåðìèíàõ ñîîòâåòñòâóåò íåðàâåíñòâó (6.2). Ïîñêîëüêó ïî óñëîâèþ N̂0,Q(θ0) 6= 0,
óñëîâèå òåîðåìû 6.1 âûïîëíåíî. Óòâåðæäåíèå 2◦ ýòîé òåîðåìû ïðèâîäèò íàñ ê ïðîòèâîðå÷èþ. �
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Ïîäòâåðäèì òåïåðü òî÷íîñòü òåîðåì 12.4, 12.10, îïèðàÿñü íà àáñòðàêòíóþ òåîðåìó 6.2.

Òåîðåìà 13.5. Ïóñòü âûïîëíåíî óñëîâèå 13.2.
1◦. Ïóñòü 0 6= τ ∈ R è 0 6 s < 3/2. Òîãäà íå ñóùåñòâóåò òàêîé ïîñòîÿííîé C(τ) > 0, ÷òîáû

îöåíêà (13.1) âûïîëíÿëàñü ïðè ïî÷òè âñåõ k ∈ Ω̃ è äîñòàòî÷íî ìàëîì ε > 0.
2◦. Ïóñòü 0 6= τ ∈ R è 0 6 r < 1/2. Òîãäà íå ñóùåñòâóåò òàêîé ïîñòîÿííîé C(τ) > 0, ÷òîáû

îöåíêà (13.3) âûïîëíÿëàñü ïðè ïî÷òè âñåõ k ∈ Ω̃ è äîñòàòî÷íî ìàëîì ε > 0.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïðîâåðèì óòâåðæäåíèå 1◦. Äîñòàòî÷íî ñ÷èòàòü, ÷òî 1 6 s < 3/2.
Ïðåäïîëîæèì, ÷òî äëÿ íåêîòîðûõ τ 6= 0 è 1 6 s < 3/2 íàéä¼òñÿ ïîñòîÿííàÿ C(τ) > 0 òàêàÿ,

÷òî âûïîëíåíà îöåíêà (13.1) ïðè ïî÷òè âñåõ k ∈ Ω̃ è äîñòàòî÷íî ìàëîì ε. Äîìíîæàÿ îïåðàòîð â

(13.1) íà P̂ è èñïîëüçóÿ (9.2), ïîëó÷àåì∥∥J1(k, ε−1τ)P̂
∥∥
L2(Ω)→L2(Ω)

εs(|k|2 + ε2)−s/2 6 C(τ)ε (13.8)

ïðè ïî÷òè âñåõ k ∈ Ω̃ è äîñòàòî÷íî ìàëîì ε.
Ïóñòü |k| 6 t0. Â ñèëó (1.10)

‖F (k)− P‖L2(Ω)→L2(Ω) 6 C1|k|, |k| 6 t0. (13.9)

Èñïîëüçóÿ òîæäåñòâî f−1P̂ = Pf∗Q (ñì. (5.2)) è íåðàâåíñòâî (13.9), èç (13.8) âûâîäèì îöåíêó

‖f cos(ε−1τA(k)1/2)F (k)f∗Q− f0 cos(ε−1τA0(k)1/2)f−1
0 P̂‖L2(Ω)→L2(Ω)

× εs(|k|2 + ε2)−s/2 6 C̃(τ)ε
(13.10)

ïðè íåêîòîðîì C̃(τ) > 0 äëÿ ïî÷òè âñåõ k ∈ Ω̃ è äîñòàòî÷íî ìàëîì ε. Èç ëåììû 13.3 ñëåäóåò, ÷òî
îïåðàòîð ïîä çíàêîì íîðìû â (13.10) íåïðåðûâåí ïî k â øàðå |k| 6 t0. Ñëåäîâàòåëüíî, îöåíêà
(13.10) ñïðàâåäëèâà ïðè âñåõ çíà÷åíèÿõ k èç ýòîãî øàðà. Â ÷àñòíîñòè, îíà âûïîëíåíà â òî÷êå

k = tθ0, åñëè t 6 t0. Ïðèìåíÿÿ ñíîâà íåðàâåíñòâî (13.9) è òîæäåñòâî Pf∗Q = f−1P̂ , ïîëó÷àåì
îöåíêó

‖
(
f cos(ε−1τA(tθ0)1/2)f−1 − f0 cos(ε−1τA0(tθ0)1/2)f−1

0

)
P̂‖L2(Ω)→L2(Ω)

× εs(|k|2 + ε2)−s/2 6 Ĉ(τ)ε

ñ íåêîòîðîé ïîñòîÿííîé Ĉ(τ) > 0 ïðè t 6 t0 è äîñòàòî÷íî ìàëîì ε. Ýòî ïðîòèâîðå÷èò
óòâåðæäåíèþ 1◦ òåîðåìû 6.2.
Ïåðåéäåì ê äîêàçàòåëüñòâó óòâåðæäåíèÿ 2◦. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî äëÿ íåêîòîðûõ τ 6= 0 è

0 6 r < 1/2 íàéä¼òñÿ ïîñòîÿííàÿ C(τ) > 0 òàêàÿ, ÷òî âûïîëíåíà îöåíêà (13.3) ïðè ïî÷òè âñåõ

k ∈ Ω̃ è äîñòàòî÷íî ìàëîì ε > 0. Äîìíîæàÿ îïåðàòîð â (13.3) íà P̂ è èñïîëüçóÿ (9.2), ïîëó÷àåì∥∥J3(k, ε−1τ)P̂
∥∥
L2(Ω)→L2(Ω)

εr(|k|2 + ε2)−r/2 6 C(τ) (13.11)

ïðè ïî÷òè âñåõ k ∈ Ω̃ è äîñòàòî÷íî ìàëîì ε.
Î÷åâèäíî, ∥∥fA(k)−1/2 sin(ε−1τA(k)1/2)F (k)⊥f∗

∥∥
L2(Ω)→L2(Ω)

6 ‖f‖2L∞δ
−1/2. (13.12)

Îòñþäà è èç (13.11) ñëåäóåò, ÷òî äëÿ íåêîòîðîé êîíñòàíòû C̃(τ) > 0 âûïîëíåíî∥∥(fA(k)−1/2 sin(ε−1τA(k)1/2)F (k)f∗ − f0A0(k)−1/2 sin(ε−1τA0(k)1/2)f0

)
P̂
∥∥
L2(Ω)→L2(Ω)

× εr(|k|2 + ε2)−r/2 6 C̃(τ)
(13.13)

ïðè ïî÷òè âñåõ k ∈ Ω̃ è äîñòàòî÷íî ìàëîì ε. Èç ëåììû 13.3 ñëåäóåò, ÷òî îïåðàòîð ïîä çíàêîì
íîðìû â (13.13) íåïðåðûâåí ïî k â øàðå |k| 6 t0. Ñëåäîâàòåëüíî, îöåíêà (13.13) ñïðàâåäëèâà
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ïðè âñåõ çíà÷åíèÿõ k èç ýòîãî øàðà. Â ÷àñòíîñòè, îíà âûïîëíåíà â òî÷êå k = tθ0, åñëè t 6 t0.
Ïðèìåíÿÿ ñíîâà íåðàâåíñòâî (13.12), ïîëó÷àåì îöåíêó

‖
(
fA(tθ0)−1/2 sin(ε−1τA(tθ0)1/2)f∗ − f0A0(tθ0)−1/2 sin(ε−1τA0(tθ0)1/2)f0

)
P̂‖L2(Ω)→L2(Ω)

× εr(|k|2 + ε2)−r/2 6 Ĉ(τ)

ñ íåêîòîðîé ïîñòîÿííîé Ĉ(τ) > 0 ïðè t 6 t0 è äîñòàòî÷íî ìàëîì ε. Ýòî ïðîòèâîðå÷èò
óòâåðæäåíèþ 2◦ òåîðåìû 6.2. �

Ïðèìåíåíèå òåîðåìû 6.3 ïîçâîëÿåò ïîäòâåðäèòü òî÷íîñòü ðåçóëüòàòà òåîðåìû 12.12.

Òåîðåìà 13.6. Ïóñòü âûïîëíåíî óñëîâèå 13.1. Ïóñòü 0 6= τ ∈ R è 0 6 s < 2. Òîãäà íå

ñóùåñòâóåò òàêîé ïîñòîÿííîé C(τ) > 0, ÷òîáû îöåíêà∥∥Â(k)1/2J(k, ε−1τ)R(k, ε)s/2
∥∥
L2(Ω)→L2(Ω)

6 C(τ)ε (13.14)

âûïîëíÿëàñü ïðè ïî÷òè âñåõ k ∈ Ω̃ è äîñòàòî÷íî ìàëîì ε > 0.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ðàññóæäàåì îò ïðîòèâíîãî. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî äëÿ íåêîòîðûõ τ 6= 0 è 1 6 s < 2

íàéä¼òñÿ ïîñòîÿííàÿ C(τ) > 0 òàêàÿ, ÷òî âûïîëíåíà îöåíêà (13.14) ïðè ïî÷òè âñåõ k ∈ Ω̃ è

äîñòàòî÷íî ìàëîì ε > 0. Äîìíîæàÿ îïåðàòîð ïîä çíàêîì íîðìû â (13.14) íà P̂ è ó÷èòûâàÿ (9.2),

è (12.24), ïîëó÷àåì, ÷òî ñ íåêîòîðîé ïîñòîÿííîé C̃(τ) > 0 âûïîëíåíà îöåíêà∥∥Â(k)1/2
(
fA(k)−1/2 sin(ε−1τA(k)1/2)f−1−

− (I + ΛQb(D + k))f0A0(k)−1/2 sin(ε−1τA0(k)1/2)f−1
0

)
P̂
∥∥
L2(Ω)→L2(Ω)

εs(|k|2 + ε2)−s/2 6 C̃(τ)ε

(13.15)

ïðè ïî÷òè âñåõ k ∈ Ω̃ è äîñòàòî÷íî ìàëîì ε.
Äàëåå, ïðèìåíèì íåðàâåíñòâî (5.36) è ôîðìóëó (I + |k|Z(θ))P = (F (k) − F2(k))P (ñì. (1.13),

(1.15)). Òîãäà èç (13.15) ñëåäóåò, ÷òî∥∥A(k)1/2
(
A(k)−1/2 sin(ε−1τA(k)1/2)−

− (F (k)− F2(k))S(k)−1/2 sin(ε−1τS(k)1/2)P
)
P
∥∥
L2(Ω)→L2(Ω)

εs(|k|2 + ε2)−s/2 6 Č(τ)ε (13.16)

ïðè ïî÷òè âñåõ k ∈ Ω̃ è äîñòàòî÷íî ìàëîì ε c íåêîòîðîé êîíñòàíòîé Č(τ) > 0.
Â ñèëó (2.10)

‖A(k)1/2F2(k)‖L2(Ω)→L2(Ω) 6 C16|k|2, |k| 6 t0. (13.17)

Èç îöåíîê (7.26), (13.9), (13.16) è (13.17) âûòåêàåò ñïðàâåäëèâîñòü íåðàâåíñòâà∥∥A(k)1/2F (k)
(
A(k)−1/2 sin(ε−1τA(k)1/2)F (k)−

− S(k)−1/2 sin(ε−1τS(k)1/2)P
)
P
∥∥
L2(Ω)→L2(Ω)

εs(|k|2 + ε2)−s/2 6 Č′(τ)ε (13.18)

ïðè ïî÷òè âñåõ k â øàðå |k| 6 t0 è äîñòàòî÷íî ìàëîì ε c íåêîòîðîé êîíñòàíòîé Č′(τ) > 0.
Èç ëåììû 13.3 ñëåäóåò, ÷òî îïåðàòîð ïîä çíàêîì íîðìû â (13.18) íåïðåðûâåí ïî k â øàðå

|k| 6 t0. Ñëåäîâàòåëüíî, îöåíêà (13.18) ñïðàâåäëèâà ïðè âñåõ çíà÷åíèÿõ k èç äàííîãî øàðà. Â
÷àñòíîñòè, îíà âåðíà â òî÷êå k = tθ0, åñëè t 6 t0. Ïðèìåíÿÿ ñíîâà ôîðìóëó (F (k) − F2(k))P =
P + |k|Z(θ)P è íåðàâåíñòâà (7.26), (13.9), (13.17), à çàòåì îöåíêó (5.35), ïîëó÷àåì, ÷òî∥∥Â(tθ0)1/2

(
fA(k)−1/2 sin(ε−1τA(tθ0)1/2)f−1−

− (I + ΛQb(tθ0))f0A0(tθ0)−1/2 sin(ε−1τA0(tθ0)1/2)f−1
0

)
P̂
∥∥
L2(Ω)→L2(Ω)

εs(t2 + ε2)−s/2 6 Č′′(τ)ε

(13.19)

ïðè âñåõ t 6 t0 è äîñòàòî÷íî ìàëîì ε.
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Îöåíêà (13.19) â àáñòðàêòíûõ òåðìèíàõ ñîîòâåòñòâóåò îöåíêå (6.4). Ïîñêîëüêó ïî óñëîâèþ

âûïîëíåíî N̂0,Q(θ0) 6= 0, òî ïðèìåíåíèå òåîðåìû 6.3 ïðèâîäèò íàñ ê ïðîòèâîðå÷èþ. �

Íàêîíåö, ìû ïîäòâåðæäàåì òî÷íîñòü òåîðåì 12.13, 12.14. Ñëåäóþùèé ðåçóëüòàò âûâîäèòñÿ èç
òåîðåìû 6.4 âïîëíå àíàëîãè÷íî äîêàçàòåëüñòâó òåîðåìû 13.6.

Òåîðåìà 13.7. Ïóñòü âûïîëíåíî óñëîâèå 13.2. Ïóñòü 0 6= τ ∈ R è 0 6 s < 3/2. Òîãäà íå

ñóùåñòâóåò òàêîé ïîñòîÿííîé C(τ) > 0, ÷òîáû îöåíêà (13.14) âûïîëíÿëàñü ïðè ïî÷òè âñåõ

k ∈ Ω̃ è äîñòàòî÷íî ìàëîì ε > 0.

13.2. Òî÷íîñòü ðåçóëüòàòîâ îòíîñèòåëüíî âðåìåíè. Â ýòîì ïóíêòå ìû ïîäòâåðæäàåì
òî÷íîñòü ðåçóëüòàòîâ �12 îòíîñèòåëüíî çàâèñèìîñòè îò τ . Ñëåäóþùåå óòâåðæäåíèå
äåìîíñòðèðóåò òî÷íîñòü òåîðåìû 12.1. Îíî ëåãêî âûâîäèòñÿ èç òåîðåìû 6.5 ñ ïîìîùüþ
òåõ æå ñîîáðàæåíèé, ÷òî áûëè èñïîëüçîâàíû ïðè äîêàçàòåëüñòå òåîðåì 13.4 è 13.5.

Òåîðåìà 13.8. Ïóñòü âûïîëíåíî óñëîâèå 13.1.
1◦. Ïóñòü s > 2. Íå ñóùåñòâóåò ïîëîæèòåëüíîé ôóíêöèè C(τ) òàêîé, ÷òî limτ→∞ C(τ)/|τ | = 0

è âûïîëíåíà îöåíêà (13.1) ïðè âñåõ τ ∈ R, ïî÷òè âñåõ k ∈ Ω̃ è äîñòàòî÷íî ìàëîì ε > 0.
2◦. Ïóñòü r > 1. Íå ñóùåñòâóåò ïîëîæèòåëüíîé ôóíêöèè C(τ) òàêîé, ÷òî limτ→∞ C(τ)/|τ | = 0

è âûïîëíåíà îöåíêà (13.2) ïðè âñåõ τ ∈ R, ïî÷òè âñåõ k ∈ Ω̃ è äîñòàòî÷íî ìàëîì ε > 0.
3◦. Ïóñòü r > 1. Íå ñóùåñòâóåò ïîëîæèòåëüíîé ôóíêöèè C(τ) òàêîé, ÷òî limτ→∞ C(τ)/|τ | = 0

è âûïîëíåíà îöåíêà (13.3) ïðè âñåõ τ ∈ R, ïî÷òè âñåõ k ∈ Ω̃ è äîñòàòî÷íî ìàëîì ε > 0.

Àíàëîãè÷íûì îáðàçîì èç òåîðåìû 6.7 âûâîäèòñÿ ñëåäóþùåå óòâåðæäåíèå, ïîäòâåðæäàþùåå
òî÷íîñòü òåîðåì 12.4 è 12.10.

Òåîðåìà 13.9. Ïóñòü âûïîëíåíî óñëîâèå 13.2.
1◦. Ïóñòü s > 3/2. Íå ñóùåñòâóåò ïîëîæèòåëüíîé ôóíêöèè C(τ) òàêîé, ÷òî

limτ→∞ C(τ)/|τ |1/2 = 0 è âûïîëíåíà îöåíêà (13.1) ïðè âñåõ τ ∈ R, ïî÷òè âñåõ k ∈ Ω̃ è äîñòàòî÷íî

ìàëîì ε > 0.
2◦. Ïóñòü r > 1/2. Íå ñóùåñòâóåò ïîëîæèòåëüíîé ôóíêöèè C(τ) òàêîé, ÷òî

limτ→∞ C(τ)/|τ |1/2 = 0 è âûïîëíåíà îöåíêà (13.3) ïðè âñåõ τ ∈ R, ïî÷òè âñåõ k ∈ Ω̃ è äîñòàòî÷íî

ìàëîì ε > 0.

Ñëåäóþùèé ðåçóëüòàò, ïîäòâåðæäàþùèé òî÷íîñòü òåîðåìû 12.12, âûâîäèòñÿ èç òåîðåìû 6.6 ñ
ïîìîùüþ òåõ æå ñîîáðàæåíèé, ÷òî áûëè èñïîëüçîâàíû ïðè äîêàçàòåëüñòâå òåîðåìû 13.6.

Òåîðåìà 13.10. Ïóñòü âûïîëíåíî óñëîâèå 13.1. Ïóñòü s > 2. Íå ñóùåñòâóåò ïîëîæèòåëüíîé

ôóíêöèè C(τ) òàêîé, ÷òî limτ→∞ C(τ)/|τ | = 0 è âûïîëíåíà îöåíêà (13.14) ïðè âñåõ τ ∈ R, ïî÷òè
âñåõ k ∈ Ω̃ è äîñòàòî÷íî ìàëîì ε > 0.

Àíàëîãè÷íûì îáðàçîì èç òåîðåìû 6.8 âûâîäèòñÿ ñëåäóþùèé ðåçóëüòàò, äåìîíñòðèðóþùèé
òî÷íîñòü òåîðåì 12.13, 12.14.

Òåîðåìà 13.11. Ïóñòü âûïîëíåíî óñëîâèå 13.2. Ïóñòü s > 3/2. Íå ñóùåñòâóåò ïîëîæèòåëüíîé

ôóíêöèè C(τ) òàêîé, ÷òî limτ→∞ C(τ)/|τ |1/2 = 0 è âûïîëíåíà îöåíêà (13.14) ïðè âñåõ τ ∈ R,
ïî÷òè âñåõ k ∈ Ω̃ è äîñòàòî÷íî ìàëîì ε > 0.

� 14. Àïïðîêñèìàöèÿ îïåðàòîðîâ cos(ε−1τA1/2) è A−1/2 sin(ε−1τA1/2)

14.1. Àïïðîêñèìàöèÿ îïåðàòîðîâ cos(ε−1τÂ1/2) è Â−1/2 sin(ε−1τÂ1/2) â ñòàðøåì ïîðÿäêå.
Â L2(Rd;Cn) ðàññìîòðèì îïåðàòîð Â = b(D)∗g(x)b(D) (ñì. (8.1)). Ïóñòü Â0 � ýôôåêòèâíûé
îïåðàòîð (ñì. (8.18)). Îáîçíà÷èì

Ĵ1(τ) := cos(τÂ1/2)− cos(τ(Â0)1/2), (14.1)

Ĵ2(τ) := Â−1/2 sin(τÂ1/2)− (Â0)−1/2 sin(τ(Â0)1/2). (14.2)
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Íàïîìíèì îáîçíà÷åíèå H0 = −∆ è ïîëîæèì

R(ε) := ε2(H0 + ε2I)−1. (14.3)

Îïåðàòîð R(ε) ðàñêëàäûâàåòñÿ â ïðÿìîé èíòåãðàë ïî îïåðàòîðàì (9.1):

R(ε) = U−1

(∫
Ω̃
⊕R(k, ε) dk

)
U .

Íàïîìíèì îáîçíà÷åíèÿ (9.5), (9.6). Èç ðàçëîæåíèé âèäà (7.20) äëÿ Â è Â0 ñëåäóåò ðàâåíñòâî

‖Ĵl(ε−1τ)R(ε)s/2‖L2(Rd)→L2(Rd) = ess sup
k∈Ω̃

‖Ĵl(k, ε−1τ)R(k, ε)s/2‖L2(Ω)→L2(Ω), l = 1, 2. (14.4)

Ïîýòîìó èç òåîðåì 9.1, 9.4, 9.10 è ïðåäëîæåíèé 9.2, 9.5, 9.11 ïðÿìî âûòåêàþò ñëåäóþùèå
óòâåðæäåíèÿ. Äëÿ êðàòêîñòè íèæå ìû îáúåäèíÿåì ôîðìóëèðîâêè (ïî óñèëåíèþ ðåçóëüòàòîâ),
à ïîòîìó íàì óäîáíî íà÷àòü íîâóþ íóìåðàöèþ êîíñòàíò.

Òåîðåìà 14.1 ([BSu5], [M2]). Ïóñòü îïåðàòîðû Ĵ1(τ), Ĵ2(τ) îïðåäåëåíû â (14.1), (14.2). Ïðè
τ ∈ R è ε > 0 ñïðàâåäëèâû îöåíêè∥∥Ĵ1(ε−1τ)R(ε)

∥∥
L2(Rd)→L2(Rd)

6 Ĉ1(1 + |τ |)ε, (14.5)∥∥Ĵ2(ε−1τ)R(ε)1/2
∥∥
L2(Rd)→L2(Rd)

6 Ĉ2(1 + |τ |). (14.6)

Ïîñòîÿííûå Ĉ1, Ĉ2 çàâèñÿò òîëüêî îò α0, α1, ‖g‖L∞ , ‖g−1‖L∞ è r0.

Ðàíåå îöåíêà (14.5) áûëà ïîëó÷åíà â [BSu5, òåîðåìà 9.2], à íåðàâåíñòâî (14.6) áûëî óñòàíîâëåíî
â [M2, òåîðåìà 8.1].

Ïðåäëîæåíèå 14.2. Â óñëîâèÿõ òåîðåìû 14.1 ïðè τ ∈ R è ε > 0 äëÿ îïåðàòîðà (14.2)
ñïðàâåäëèâà îöåíêà ∥∥Ĵ2(ε−1τ)

∥∥
L2(Rd)→L2(Rd)

6 Ĉ′2(1 + ε−1/2|τ |1/2). (14.7)

Ïîñòîÿííàÿ Ĉ′2 çàâèñèò òîëüêî îò α0, α1, ‖g‖L∞ , ‖g−1‖L∞ è r0.

Òåîðåìà 14.3. Ïóñòü âûïîëíåíû óñëîâèÿ òåîðåìû 14.1. Ïóñòü âûïîëíåíî óñëîâèå 9.3 ëèáî

óñëîâèå 9.6 (èëè áîëåå ñèëüíîå óñëîâèå 9.7). Òîãäà äëÿ τ ∈ R è ε > 0 ñïðàâåäëèâû îöåíêè∥∥Ĵ1(ε−1τ)R(ε)3/4
∥∥
L2(Rd)→L2(Rd)

6 Ĉ3(1 + |τ |)1/2ε,∥∥Ĵ2(ε−1τ)R(ε)1/4
∥∥
L2(Rd)→L2(Rd)

6 Ĉ4(1 + |τ |)1/2,

Ïðè óñëîâèè 9.3 ïîñòîÿííûå Ĉ3, Ĉ4 çàâèñÿò òîëüêî îò α0, α1, ‖g‖L∞ , ‖g−1‖L∞ è r0. Ïðè

óñëîâèè 9.6 ýòè êîíñòàíòû çàâèñÿò îò òåõ æå ïàðàìåòðîâ è îò n, ĉ◦.

Ïðåäëîæåíèå 14.4. Â óñëîâèÿõ òåîðåìû 14.3 ïðè τ ∈ R è ε > 0 äëÿ îïåðàòîðà (14.2)
ñïðàâåäëèâà îöåíêà ∥∥Ĵ2(ε−1τ)

∥∥
L2(Rd)→L2(Rd)

6 Ĉ′4(1 + ε−1/3|τ |1/3). (14.8)

Ïðè óñëîâèè 9.3 ïîñòîÿííàÿ Ĉ′4 çàâèñèò òîëüêî îò α0, α1, ‖g‖L∞ , ‖g−1‖L∞ è r0. Ïðè óñëîâèè 9.6
ýòà êîíñòàíòà çàâèñèò îò òåõ æå ïàðàìåòðîâ è îò n, ĉ◦.
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14.2. Àïïðîêñèìàöèÿ îïåðàòîðà Â−1/2 sin(ε−1τÂ1/2) ïî ýíåðãåòè÷åñêîé íîðìå. Íàì
ïîòðåáóåòñÿ îïåðàòîð Π = U−1[P̂ ]U , äåéñòâóþùèé â L2(Rd;Cn). Çäåñü [P̂ ] � ýòî îïåðàòîð
îðòîãîíàëüíîãî ïðîåêòèðîâàíèÿ â H =

∫
Ω̃
⊕L2(Ω;Cn) dk, äåéñòâóþùèé â ñëîÿõ ïðÿìîãî

èíòåãðàëà êàê îïåðàòîð P̂ óñðåäíåíèÿ ïî ÿ÷åéêå. Â [BSu3, (6.8)] ïîêàçàíî, ÷òî Π çàäàåòñÿ
ôîðìóëîé

(Πu)(x) = (2π)−d/2
∫

Ω̃
ei〈x,ξ〉û(ξ) dξ,

ãäå û(ξ) �Ôóðüå-îáðàç ôóíêöèè u(x). Òî åñòü, Π ÿâëÿåòñÿ ïñåâäîäèôôåðåíöèàëüíûì îïåðàòîðîì

â L2(Rd;Cn), ñèìâîë êîòîðîãî åñòü õàðàêòåðèñòè÷åñêàÿ ôóíêöèÿ χ
Ω̃

(ξ) ìíîæåñòâà Ω̃.
Îáîçíà÷èì

Ĵ(τ) := Â−1/2 sin(τÂ1/2)− (I + Λb(D)Π)(Â0)−1/2 sin(τ(Â0)1/2). (14.9)

Íàïîìíèì îáîçíà÷åíèå (9.20). Èç ðàçëîæåíèé âèäà (7.20) äëÿ Â è Â0 ñëåäóåò ðàâåíñòâî

‖Â1/2Ĵ(ε−1τ)R(ε)s/2‖L2(Rd)→L2(Rd) = ess sup
k∈Ω̃

‖Â(k)1/2Ĵ(k, ε−1τ)R(k, ε)s/2‖L2(Ω)→L2(Ω). (14.10)

Ïîýòîìó èç òåîðåì 9.12, 9.13, 9.14 ïðÿìî âûòåêàþò ñëåäóþùèå óòâåðæäåíèÿ.

Òåîðåìà 14.5 ([M2]). Ïóñòü îïåðàòîð Ĵ(τ) îïðåäåëåí â (14.9). Äëÿ τ ∈ R è ε > 0 ñïðàâåäëèâà

îöåíêà ∥∥Â1/2Ĵ(ε−1τ)R(ε)
∥∥
L2(Rd)→L2(Rd)

6 Ĉ5(1 + |τ |)ε. (14.11)

Êîíñòàíòà Ĉ5 çàâèñèò òîëüêî îò α0, α1, ‖g‖L∞ , ‖g−1‖L∞ , r0 è r1.

Òåîðåìà 14.6. Ïóñòü âûïîëíåíû óñëîâèÿ òåîðåìû 14.5. Ïóñòü âûïîëíåíî óñëîâèå 9.3 ëèáî

óñëîâèå 9.6 (èëè áîëåå ñèëüíîå óñëîâèå 9.7). Òîãäà äëÿ τ ∈ R è ε > 0 ñïðàâåäëèâà îöåíêà∥∥Â1/2Ĵ(ε−1τ)R(ε)3/4
∥∥
L2(Rd)→L2(Rd)

6 Ĉ6(1 + |τ |)1/2ε.

Ïðè óñëîâèè 9.3 ïîñòîÿííàÿ Ĉ6 çàâèñèò òîëüêî îò α0, α1, ‖g‖L∞ , ‖g−1‖L∞ , r0 è r1. Ïðè

óñëîâèè 9.6 ýòà êîíñòàíòà çàâèñèò îò òåõ æå ïàðàìåòðîâ è îò n, ĉ◦.

Òåîðåìà 14.5 áûëà èçâåñòíà ðàíåå (ñì. [M2, òåîðåìà 8.1]).

14.3. Ïîäòâåðæäåíèå òî÷íîñòè òåîðåì èç ïóíêòîâ 14.1, 14.2. Ïðèìåíÿÿ òåîðåìû èç � 10,
ìû ïîäòâåðæäàåì òî÷íîñòü ðåçóëüòàòîâ ïóíêòîâ 14.1, 14.2. Íà÷íåì ñ òî÷íîñòè îòíîñèòåëüíî
ñãëàæèâàþùåãî ìíîæèòåëÿ. Ïîêàæåì, ÷òî òåîðåìà 14.1 òî÷íà.

Òåîðåìà 14.7. Ïóñòü âûïîëíåíî óñëîâèå 10.1.
1◦. Ïóñòü 0 6= τ ∈ R è 0 6 s < 2. Òîãäà íå ñóùåñòâóåò òàêîé ïîñòîÿííîé C(τ) > 0, ÷òîáû
îöåíêà ∥∥Ĵ1(ε−1τ)R(ε)s/2

∥∥
L2(Rd)→L2(Rd)

6 C(τ)ε (14.12)

âûïîëíÿëàñü ïðè âñåõ äîñòàòî÷íî ìàëûõ ε > 0.
2◦. Ïóñòü 0 6= τ ∈ R è 0 6 r < 1. Òîãäà íå ñóùåñòâóåò òàêîé ïîñòîÿííîé C(τ) > 0, ÷òîáû
îöåíêà ∥∥Ĵ2(ε−1τ)R(ε)r/2

∥∥
L2(Rd)→L2(Rd)

6 C(τ) (14.13)

âûïîëíÿëàñü ïðè âñåõ äîñòàòî÷íî ìàëûõ ε > 0.

Äîêàçàòåëüñòâî. Äîêàæåì äëÿ ïðèìåðà óòâåðæäåíèå 1◦. Äîêàçàòåëüñòâî ïðîâåä¼ì îò
ïðîòèâíîãî. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ïðè íåêîòîðûõ τ 6= 0 è 0 6 s < 2 íàéä¼òñÿ òàêàÿ ïîñòîÿííàÿ
C(τ) > 0, ÷òî âûïîëíåíî (14.12) ïðè âñåõ äîñòàòî÷íî ìàëûõ ε > 0. Â ñèëó (14.4) ýòî îçíà÷àåò,

÷òî ïðè ïî÷òè âñåõ k ∈ Ω̃ è äîñòàòî÷íî ìàëîì ε âûïîëíåíà îöåíêà (10.1). Íî ýòî ïðîòèâîðå÷èò
óòâåðæäåíèþ 1◦ òåîðåìû 10.4.
Óòâåðæäåíèå 2◦ àíàëîãè÷íûì îáðàçîì âûòåêàåò èç óòâåðæäåíèÿ 2◦ òåîðåìû 10.4. �
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Òî÷íî òàê æå ïðèìåíåíèå òåîðåìû 10.5 ïðèâîäèò ê ñëåäóþùåìó ðåçóëüòàòó, ïîêàçûâàþùåìó,
÷òî òåîðåìà 14.3 òî÷íà.

Òåîðåìà 14.8. Ïóñòü âûïîëíåíî óñëîâèå 10.2.
1◦. Ïóñòü 0 6= τ ∈ R è 0 6 s < 3/2. Òîãäà íå ñóùåñòâóåò òàêîé ïîñòîÿííîé C(τ) > 0, ÷òîáû
îöåíêà (14.12) âûïîëíÿëàñü ïðè äîñòàòî÷íî ìàëîì ε > 0.
2◦. Ïóñòü 0 6= τ ∈ R è 0 6 r < 1/2. Òîãäà íå ñóùåñòâóåò òàêîé ïîñòîÿííîé C(τ) > 0, ÷òîáû
îöåíêà (14.13) âûïîëíÿëàñü ïðè äîñòàòî÷íî ìàëîì ε > 0.

Äàëåå, ñ ïîìîùüþ òåîðåìû 10.6 óáåæäàåìñÿ â òî÷íîñòè òåîðåìû 14.5.

Òåîðåìà 14.9. Ïóñòü âûïîëíåíî óñëîâèå 10.1. Ïóñòü 0 6= τ ∈ R è 0 6 s < 2. Òîãäà íå

ñóùåñòâóåò òàêîé ïîñòîÿííîé C(τ) > 0, ÷òîáû îöåíêà∥∥Â1/2Ĵ(ε−1τ)R(ε)s/2
∥∥
L2(Rd)→L2(Rd)

6 C(τ)ε (14.14)

âûïîëíÿëàñü ïðè âñåõ äîñòàòî÷íî ìàëûõ ε > 0.

Íàêîíåö, òåîðåìà 10.7 äåìîíñòðèðóåò òî÷íîñòü òåîðåìû 14.6.

Òåîðåìà 14.10. Ïóñòü âûïîëíåíî óñëîâèå 10.2. Ïóñòü 0 6= τ ∈ R è 0 6 s < 3/2. Òîãäà íå

ñóùåñòâóåò òàêîé ïîñòîÿííîé C(τ) > 0, ÷òîáû îöåíêà (14.14) âûïîëíÿëàñü ïðè äîñòàòî÷íî

ìàëîì ε > 0.

Ïåðåéäåì ê ïîäòâåðæäåíèþ òî÷íîñòè îòíîñèòåëüíî çàâèñèìîñòè îöåíîê îò ïàðàìåòðà τ . Èç
òåîðåìû 10.8 âûòåêàåò ñëåäóþùåå óòâåðæäåíèå, ïîäòâåðæäàþùåå òî÷íîñòü òåîðåìû 14.1.

Òåîðåìà 14.11. Ïóñòü âûïîëíåíî óñëîâèå 10.1.
1◦. Ïóñòü s > 2. Íå ñóùåñòâóåò ïîëîæèòåëüíîé ôóíêöèè C(τ) òàêîé, ÷òî limτ→∞ C(τ)/|τ | = 0
è âûïîëíåíà îöåíêà (14.12) ïðè τ ∈ R è äîñòàòî÷íî ìàëîì ε > 0.
2◦. Ïóñòü r > 1. Íå ñóùåñòâóåò ïîëîæèòåëüíîé ôóíêöèè C(τ) òàêîé, ÷òî limτ→∞ C(τ)/|τ | = 0
è âûïîëíåíà îöåíêà (14.13) ïðè τ ∈ R è äîñòàòî÷íî ìàëîì ε > 0.

Òåîðåìà 10.9 ïðèâîäèò ê ñëåäóþùåìó óòâåðæäåíèþ, ïîäòâåðæäàþùåìó òî÷íîñòü òåîðåìû 14.3.

Òåîðåìà 14.12. Ïóñòü âûïîëíåíî óñëîâèå 10.2.
1◦. Ïóñòü s > 3/2. Íå ñóùåñòâóåò ïîëîæèòåëüíîé ôóíêöèè C(τ) òàêîé, ÷òî

limτ→∞ C(τ)/|τ |1/2 = 0 è âûïîëíåíà îöåíêà (14.12) ïðè τ ∈ R è äîñòàòî÷íî ìàëîì ε > 0.
2◦. Ïóñòü r > 1/2. Íå ñóùåñòâóåò ïîëîæèòåëüíîé ôóíêöèè C(τ) òàêîé, ÷òî

limτ→∞ C(τ)/|τ |1/2 = 0 è âûïîëíåíà îöåíêà (14.13) ïðè τ ∈ R è äîñòàòî÷íî ìàëîì ε > 0.

Äàëåå, èç òåîðåìû 10.10 âûòåêàåò ñëåäóþùèé ðåçóëüòàò, êîòîðûé äåìîíñòðèðóåò òî÷íîñòü
òåîðåìû 14.5.

Òåîðåìà 14.13. Ïóñòü âûïîëíåíî óñëîâèå 10.1. Ïóñòü s > 2. Íå ñóùåñòâóåò ïîëîæèòåëüíîé

ôóíêöèè C(τ) òàêîé, ÷òî limτ→∞ C(τ)/|τ | = 0 è âûïîëíåíà îöåíêà (14.14) ïðè τ ∈ R è

äîñòàòî÷íî ìàëîì ε > 0.

Íàêîíåö, òåîðåìà 10.11 ïðèâîäèò ê ñëåäóþùåìó óòâåðæäåíèþ, ïîäòâåðæäàþùåìó òî÷íîñòü
òåîðåìû 14.6.

Òåîðåìà 14.14. Ïóñòü âûïîëíåíî óñëîâèå 10.2. Ïóñòü s > 3/2. Íå ñóùåñòâóåò ïîëîæèòåëüíîé

ôóíêöèè C(τ) òàêîé, ÷òî limτ→∞ C(τ)/|τ |1/2 = 0 è âûïîëíåíà îöåíêà (14.14) ïðè τ ∈ R è

äîñòàòî÷íî ìàëîì ε > 0.
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14.4. Àïïðîêñèìàöèÿ îêàéìëåííûõ îïåðàòîðîâ cos(ε−1τA1/2) è A−1/2 sin(ε−1τA1/2) â
ñòàðøåì ïîðÿäêå. Â L2(Rd;Cn) ðàññìîòðèì îïåðàòîð (7.10). Ïóñòü f0 � ìàòðèöà (11.1) è A0 �
îïåðàòîð (11.3). Îáîçíà÷èì

J1(τ) := f cos(τA1/2)f−1 − f0 cos(τ(A0)1/2)f−1
0 , (14.15)

J2(τ) := fA−1/2 sin(τA1/2)f−1 − f0(A0)−1/2 sin(τ(A0)1/2)f−1
0 , (14.16)

J3(τ) := fA−1/2 sin(τA1/2)f∗ − f0(A0)−1/2 sin(τ(A0)1/2)f0. (14.17)

Íàïîìíèì îáîçíà÷åíèÿ (12.1)�(12.3). Èç ðàçëîæåíèé âèäà (7.20) äëÿ A è A0 ñëåäóåò ðàâåíñòâî

‖Jl(ε−1τ)R(ε)s/2‖L2(Rd)→L2(Rd) = ess sup
k∈Ω̃

‖Jl(k, ε−1τ)R(k, ε)s/2‖L2(Ω)→L2(Ω), l = 1, 2, 3.

Ïîýòîìó èç òåîðåì 12.1, 12.4, 12.10 è ïðåäëîæåíèé 12.2, 12.5, 12.11 ïðÿìî âûòåêàþò ñëåäóþùèå
óòâåðæäåíèÿ.

Òåîðåìà 14.15 ([BSu5], [M2], [DSu2]). Ïóñòü îïåðàòîðû J1(τ), J2(τ), J3(τ) îïðåäåëåíû â (14.15)�
(14.17). Ïðè τ ∈ R è ε > 0 ñïðàâåäëèâû îöåíêè∥∥J1(ε−1τ)R(ε)

∥∥
L2(Rd)→L2(Rd)

6 C1(1 + |τ |)ε, (14.18)∥∥J2(ε−1τ)R(ε)1/2
∥∥
L2(Rd)→L2(Rd)

6 C2(1 + |τ |), (14.19)∥∥J3(ε−1τ)R(ε)1/2
∥∥
L2(Rd)→L2(Rd)

6 C̃2(1 + |τ |). (14.20)

Ïîñòîÿííûå C1, C2, C̃2 çàâèñÿò òîëüêî îò α0, α1, ‖g‖L∞ , ‖g−1‖L∞ , ‖f‖L∞ , ‖f−1‖L∞ è r0.

Ðàíåå îöåíêà (14.18) áûëà ïîëó÷åíà â [BSu5, òåîðåìà 10.2], íåðàâåíñòâî (14.19) áûëî
óñòàíîâëåíî â [M2, òåîðåìà 8.1], à (14.20) � â [DSu2, òåîðåìà 10.5].

Ïðåäëîæåíèå 14.16. Â óñëîâèÿõ òåîðåìû 14.15 ïðè τ ∈ R è ε > 0 ñïðàâåäëèâà îöåíêà∥∥J3(ε−1τ)
∥∥
L2(Rd)→L2(Rd)

6 C′2(1 + ε−1/2|τ |1/2). (14.21)

Ïîñòîÿííàÿ C′2 çàâèñèò òîëüêî îò α0, α1, ‖g‖L∞ , ‖g−1‖L∞ , ‖f‖L∞ , ‖f−1‖L∞ è r0.

Òåîðåìà 14.17. Ïóñòü âûïîëíåíû óñëîâèÿ òåîðåìû 14.15. Ïóñòü âûïîëíåíî óñëîâèå 12.3 ëèáî
óñëîâèå 12.7 (èëè áîëåå ñèëüíîå óñëîâèå 12.8). Òîãäà äëÿ τ ∈ R è ε > 0 ñïðàâåäëèâû îöåíêè∥∥J1(ε−1τ)R(ε)3/4

∥∥
L2(Rd)→L2(Rd)

6 C3(1 + |τ |)1/2ε,∥∥J3(ε−1τ)R(ε)1/4
∥∥
L2(Rd)→L2(Rd)

6 C4(1 + |τ |)1/2.

Ïðè óñëîâèè 12.3 ïîñòîÿííûå C3, C4 çàâèñÿò òîëüêî îò α0, α1, ‖g‖L∞ , ‖g−1‖L∞ , ‖f‖L∞ ,
‖f−1‖L∞ è r0. Ïðè óñëîâèè 12.7 ýòè êîíñòàíòû çàâèñÿò îò òåõ æå ïàðàìåòðîâ è îò n, c◦.

Ïðåäëîæåíèå 14.18. Â óñëîâèÿõ òåîðåìû 14.17 ïðè τ ∈ R è ε > 0 ñïðàâåäëèâà îöåíêà∥∥J3(ε−1τ)
∥∥
L2(Rd)→L2(Rd)

6 C′4(1 + ε−1/3|τ |1/3). (14.22)

Ïðè óñëîâèè 12.3 ïîñòîÿííàÿ C′4 çàâèñèò òîëüêî îò α0, α1, ‖g‖L∞ , ‖g−1‖L∞ , ‖f‖L∞ , ‖f−1‖L∞
è r0. Ïðè óñëîâèè 12.7 ýòà êîíñòàíòà çàâèñèò îò òåõ æå ïàðàìåòðîâ è îò n, c◦.

14.5. Àïïðîêñèìàöèÿ îêàéìë¼ííîãî îïåðàòîðà A−1/2 sin(ε−1τA1/2) ïî ýíåðãåòè÷åñêîé
íîðìå. Ââåä¼ì îáîçíà÷åíèå

J(τ) := fA−1/2 sin(τA1/2)f−1 − (I + Λb(D)Π)f0(A0)−1/2 sin(τ(A0)1/2)f−1
0 . (14.23)

Àíàëîãè÷íî (14.10) èç ðàçëîæåíèÿ â ïðÿìîé èíòåãðàë ïîëó÷àåì

‖Â1/2J(ε−1τ)R(ε)s/2‖L2(Rd)→L2(Rd) = ess sup
k∈Ω̃

‖Â(k)1/2J(k, ε−1τ)R(k, ε)s/2‖L2(Ω)→L2(Ω).

Ïîýòîìó èç òåîðåì 12.12, 12.13, 12.14 ïðÿìî âûòåêàþò ñëåäóþùèå óòâåðæäåíèÿ.
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Òåîðåìà 14.19 ([M2]). Ïóñòü îïåðàòîð J(τ) îïðåäåëåí â (14.23). Äëÿ τ ∈ R è ε > 0 ñïðàâåäëèâà
îöåíêà

‖Â1/2J(ε−1τ)R(ε)‖L2(Rd)→L2(Rd) 6 C5(1 + |τ |)ε.

Êîíñòàíòà C5 çàâèñèò òîëüêî îò α0, α1, ‖g‖L∞ , ‖g−1‖L∞ , ‖f‖L∞ , ‖f−1‖L∞ , r0 è r1.

Òåîðåìà 14.20. Ïóñòü âûïîëíåíû óñëîâèÿ òåîðåìû 14.19. Ïóñòü âûïîëíåíî óñëîâèå 12.3 ëèáî
óñëîâèå 12.7 (èëè áîëåå ñèëüíîå óñëîâèå 12.8). Òîãäà äëÿ τ ∈ R è ε > 0 ñïðàâåäëèâà îöåíêà

‖Â1/2J(ε−1τ)R(ε)3/4‖L2(Rd)→L2(Rd) 6 C6(1 + |τ |)1/2ε.

Ïðè óñëîâèè 12.3 ïîñòîÿííàÿ C6 çàâèñèò òîëüêî îò α0, α1, ‖g‖L∞ , ‖g−1‖L∞ , ‖f‖L∞ , ‖f−1‖L∞ ,
r0 è r1. Ïðè óñëîâèè 12.7 ýòà êîíñòàíòà çàâèñèò îò òåõ æå ïàðàìåòðîâ è îò n, c◦.

Òåîðåìà 14.19 áûëà èçâåñòíà ðàíåå (ñì. [M2, òåîðåìà 8.1]).

14.6. Ïîäòâåðæäåíèå òî÷íîñòè ðåçóëüòàòîâ ïóíêòîâ 14.4, 14.5. Èç òåîðåì �13 âûòåêàåò
òî÷íîñòü ðåçóëüòàòîâ ïóíêòîâ 14.4, 14.5. Íà÷íåì ñ òî÷íîñòè îòíîñèòåëüíî ñãëàæèâàþùåãî
ìíîæèòåëÿ. Ïðèìåíÿÿ òåîðåìó 13.4, ìû ïîäòâåðæäàåì òî÷íîñòü òåîðåìû 14.15.

Òåîðåìà 14.21. Ïóñòü âûïîëíåíî óñëîâèå 13.1.
1◦. Ïóñòü 0 6= τ ∈ R è 0 6 s < 2. Òîãäà íå ñóùåñòâóåò òàêîé ïîñòîÿííîé C(τ) > 0, ÷òîáû
îöåíêà ∥∥J1(ε−1τ)R(ε)s/2

∥∥
L2(Rd)→L2(Rd)

6 C(τ)ε (14.24)

âûïîëíÿëàñü ïðè âñåõ äîñòàòî÷íî ìàëûõ ε > 0.
2◦. Ïóñòü 0 6= τ ∈ R è 0 6 r < 1. Òîãäà íå ñóùåñòâóåò òàêîé ïîñòîÿííîé C(τ) > 0, ÷òîáû
îöåíêà ∥∥J2(ε−1τ)R(ε)r/2

∥∥
L2(Rd)→L2(Rd)

6 C(τ) (14.25)

âûïîëíÿëàñü ïðè âñåõ äîñòàòî÷íî ìàëûõ ε > 0.
3◦. Ïóñòü 0 6= τ ∈ R è 0 6 r < 1. Òîãäà íå ñóùåñòâóåò òàêîé ïîñòîÿííîé C(τ) > 0, ÷òîáû
îöåíêà ∥∥J3(ε−1τ)R(ε)r/2

∥∥
L2(Rd)→L2(Rd)

6 C(τ) (14.26)

âûïîëíÿëàñü ïðè âñåõ äîñòàòî÷íî ìàëûõ ε > 0.

Èç òåîðåìû 13.5 âûòåêàåò ñëåäóþùåå óòâåðæäåíèå, äåìîíñòðèðóþùåå òî÷íîñòü òåîðåìû 14.17.

Òåîðåìà 14.22. Ïóñòü âûïîëíåíî óñëîâèå 13.2.
1◦. Ïóñòü 0 6= τ ∈ R è 0 6 s < 3/2. Òîãäà íå ñóùåñòâóåò òàêîé ïîñòîÿííîé C(τ) > 0, ÷òîáû
îöåíêà (14.24) âûïîëíÿëàñü ïðè âñåõ äîñòàòî÷íî ìàëûõ ε > 0.
2◦. Ïóñòü 0 6= τ ∈ R è 0 6 r < 1/2. Òîãäà íå ñóùåñòâóåò òàêîé ïîñòîÿííîé C(τ) > 0, ÷òîáû
îöåíêà (14.26) âûïîëíÿëàñü ïðè âñåõ äîñòàòî÷íî ìàëûõ ε > 0.

Ïðèìåíÿÿ òåîðåìó 13.6, ìû ïîäòâåðæäàåì òî÷íîñòü òåîðåìû 14.19.

Òåîðåìà 14.23. Ïóñòü âûïîëíåíî óñëîâèå 13.1. Ïóñòü 0 6= τ ∈ R è 0 6 s < 2. Òîãäà íå

ñóùåñòâóåò òàêîé ïîñòîÿííîé C(τ) > 0, ÷òîáû îöåíêà∥∥Â1/2J(ε−1τ)R(ε)s/2
∥∥
L2(Ω)→L2(Ω)

6 C(τ)ε (14.27)

âûïîëíÿëàñü ïðè âñåõ äîñòàòî÷íî ìàëûõ ε > 0.

Íàêîíåö, èç òåîðåìû 13.7 âûòåêàåò ñëåäóþùåå óòâåðæäåíèå, êîòîðîå ïîêàçûâàåò, ÷òî òåîðåìà
14.20 òî÷íà.

Òåîðåìà 14.24. Ïóñòü âûïîëíåíî óñëîâèå 13.2. Ïóñòü 0 6= τ ∈ R è 0 6 s < 3/2. Òîãäà
íå ñóùåñòâóåò òàêîé ïîñòîÿííîé C(τ) > 0, ÷òîáû îöåíêà (14.27) âûïîëíÿëàñü ïðè âñåõ

äîñòàòî÷íî ìàëûõ ε > 0.
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Ïåðåéäåì ê òî÷íîñòè îòíîñèòåëüíî çàâèñèìîñòè îöåíîê îò ïàðàìåòðà τ . Ïðèìåíåíèå òåîðåìû
13.8 ïðèâîäèò ê ñëåäóþùåìó óòâåðæäåíèþ, ïîäòâåðæäàþùåìó òî÷íîñòü òåîðåìû 14.15.

Òåîðåìà 14.25. Ïóñòü âûïîëíåíî óñëîâèå 13.1.
1◦. Ïóñòü s > 2. Íå ñóùåñòâóåò ïîëîæèòåëüíîé ôóíêöèè C(τ) òàêîé, ÷òî limτ→∞ C(τ)/|τ | = 0
è âûïîëíåíà îöåíêà (14.24) ïðè âñåõ τ ∈ R è äîñòàòî÷íî ìàëîì ε > 0.
2◦. Ïóñòü r > 1. Íå ñóùåñòâóåò ïîëîæèòåëüíîé ôóíêöèè C(τ) òàêîé, ÷òî limτ→∞ C(τ)/|τ | = 0
è âûïîëíåíà îöåíêà (14.25) ïðè âñåõ τ ∈ R è äîñòàòî÷íî ìàëîì ε > 0.
3◦. Ïóñòü r > 1. Íå ñóùåñòâóåò ïîëîæèòåëüíîé ôóíêöèè C(τ) òàêîé, ÷òî limτ→∞ C(τ)/|τ | = 0
è âûïîëíåíà îöåíêà (14.26) ïðè âñåõ τ ∈ R è äîñòàòî÷íî ìàëîì ε > 0.

Èç òåîðåìû 13.9 âûâîäèòñÿ ñëåäóþùèé ðåçóëüòàò, äåìîíñòðèðóþùèé, ÷òî òåîðåìà 14.17 òî÷íà.

Òåîðåìà 14.26. Ïóñòü âûïîëíåíî óñëîâèå 13.2.
1◦. Ïóñòü s > 3/2. Íå ñóùåñòâóåò ïîëîæèòåëüíîé ôóíêöèè C(τ) òàêîé, ÷òî

limτ→∞ C(τ)/|τ |1/2 = 0 è âûïîëíåíà îöåíêà (14.24) ïðè âñåõ τ ∈ R è äîñòàòî÷íî ìàëîì ε > 0.
2◦. Ïóñòü r > 1/2. Íå ñóùåñòâóåò ïîëîæèòåëüíîé ôóíêöèè C(τ) òàêîé, ÷òî

limτ→∞ C(τ)/|τ |1/2 = 0 è âûïîëíåíà îöåíêà (14.26) ïðè âñåõ τ ∈ R è äîñòàòî÷íî ìàëîì ε > 0.

Ïðèìåíÿÿ òåîðåìó 13.10, óáåæäàåìñÿ â òî÷íîñòè òåîðåìû 14.19.

Òåîðåìà 14.27. Ïóñòü âûïîëíåíî óñëîâèå 13.1. Ïóñòü s > 2. Íå ñóùåñòâóåò ïîëîæèòåëüíîé

ôóíêöèè C(τ) òàêîé, ÷òî limτ→∞ C(τ)/|τ | = 0 è âûïîëíåíà îöåíêà (14.27) ïðè âñåõ τ ∈ R è

äîñòàòî÷íî ìàëîì ε > 0.

Íàêîíåö, òåîðåìà 13.11 ïðèâîäèò ê ñëåäóþùåìó ðåçóëüòàòó, äåìîíñòðèðóþùåìó òî÷íîñòü
òåîðåìû 14.20.

Òåîðåìà 14.28. Ïóñòü âûïîëíåíî óñëîâèå 13.2. Ïóñòü s > 3/2. Íå ñóùåñòâóåò ïîëîæèòåëüíîé

ôóíêöèè C(τ) òàêîé, ÷òî limτ→∞ C(τ)/|τ |1/2 = 0 è âûïîëíåíà îöåíêà (14.27) ïðè âñåõ τ ∈ R è

äîñòàòî÷íî ìàëîì ε > 0.

14.7. Î âîçìîæíîñòè óñòðàíåíèÿ ñãëàæèâàþùåãî îïåðàòîðà Π â êîððåêòîðå.
Ðàññìîòðèì òåïåðü âîïðîñ î âîçìîæíîñòè óñòðàíåíèÿ îïåðàòîðà Π â êîððåêòîðå (òî åñòü, çàìåíû
Π òîæäåñòâåííûì îïåðàòîðîì ñ ñîõðàíåíèåì ïîðÿäêà ïîãðåøíîñòåé) â òåîðåìàõ 14.5, 14.6, 14.19,

14.20. Áóäåì ðàññìàòðèâàòü ñðàçó áîëåå îáùèé ñëó÷àé îïåðàòîðà A (òîãäà ðåçóëüòàòû äëÿ Â
ïîëó÷àòñÿ ïðè f = 1).

Ëåììà 14.29. Ïðè τ ∈ R è ε > 0 ñïðàâåäëèâû îöåíêè

‖b(D)(I −Π)f0(A0)−1/2 sin(ε−1τ(A0)1/2)f−1
0 R(ε)‖L2(Rd)→H2(Rd) 6 C(1)ε2, (14.28)

‖b(D)(I −Π)f0(A0)−1/2 sin(ε−1τ(A0)1/2)f−1
0 R(ε)3/4‖L2(Rd)→H3/2(Rd) 6 C(2)ε3/2. (14.29)

Ïîñòîÿííûå C(1) è C(2) çàâèñÿò îò ‖g−1‖L∞ , ‖f−1‖L∞ è r0.

Äîêàçàòåëüñòâî. Çàïèñûâàÿ íîðìó â ëåâîé ÷àñòè (14.28) â Ôóðüå-ïðåäñòàâëåíèè è âñïîìèíàÿ,
÷òî ñèìâîë îïåðàòîðà Π åñòü χ

Ω̃
(ξ), à ñèìâîë îïåðàòîðà A0 åñòü f0b(ξ)∗g0b(ξ)f0, ïîëó÷àåì:

‖b(D)(I −Π)f0(A0)−1/2 sin(ε−1τ(A0)−1/2)f−1
0 R(ε)‖L2(Rd)→H2(Rd)

6 sup
ξ∈Rd

(1 + |ξ|2)(1− χ
Ω̃

(ξ))
∣∣b(ξ)f0(f0b(ξ)∗g0b(ξ)f0)−1/2

∣∣|f−1
0 |ε

2(|ξ|2 + ε2)−1

6 ‖g−1‖1/2L∞
‖f−1‖L∞ε2 sup

|ξ|>r0
(1 + |ξ|2)(|ξ|2 + ε2)−1 6 C(1)ε2,

ãäå C(1) = ‖g−1‖1/2L∞
‖f−1‖L∞(1 + r−2

0 ). Ìû ó÷ëè (8.21) è (11.2).

Àíàëîãè÷íûì îáðàçîì ïðîâåðÿåòñÿ îöåíêà (14.29) ñ C(2) = ‖g−1‖1/2L∞
‖f−1‖L∞(1 + r−2

0 )3/4. �
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Ïóñòü [Λ] � îïåðàòîð óìíîæåíèÿ íà Γ-ïåðèîäè÷åñêîå ðåøåíèå çàäà÷è (8.9). Ñôîðìóëèðóåì
ñëåäóþùèå äîïîëíèòåëüíûå óñëîâèÿ.

Óñëîâèå 14.30. Îïåðàòîð [Λ] íåïðåðûâåí èç H2(Rd) â H1(Rd).

Óñëîâèå 14.31. Îïåðàòîð [Λ] íåïðåðûâåí èç H3/2(Rd) â H1(Rd).

Ïîëîæèì

Ĵ◦(τ) :=Â−1/2 sin(τÂ1/2)− (I + Λb(D))(Â0)−1/2 sin(τ(Â0)1/2), (14.30)

J◦(τ) :=fA−1/2 sin(τA1/2)f−1 − (I + Λb(D))f0(A0)−1/2 sin(τ(A0)1/2)f−1
0 . (14.31)

Óñòðàíèòü îïåðàòîð Π â îöåíêàõ èç òåîðåì 14.5 è 14.19 âîçìîæíî ïðè óñëîâèè 14.30.

Òåîðåìà 14.32. Ïóñòü âûïîëíåíî óñëîâèå 14.30. Ïóñòü îïåðàòîðû Ĵ◦(τ) è J◦(τ) îïðåäåëåíû â

(14.30), (14.31).
1◦. Â óñëîâèÿõ òåîðåìû 14.5 ïðè τ ∈ R è 0 < ε 6 1 ñïðàâåäëèâà îöåíêà∥∥Â1/2Ĵ◦(ε−1τ)R(ε)

∥∥
L2(Rd)→L2(Rd)

6 Ĉ◦5(1 + |τ |)ε. (14.32)

Êîíñòàíòà Ĉ◦5 çàâèñèò òîëüêî îò α0, α1, ‖g‖L∞ , ‖g−1‖L∞ , r0, r1, à òàêæå îò íîðìû

‖D[Λ]‖H2→L2
.

2◦. Â óñëîâèÿõ òåîðåìû 14.19 ïðè τ ∈ R è 0 < ε 6 1 ñïðàâåäëèâà îöåíêà∥∥Â1/2J◦(ε−1τ)R(ε)
∥∥
L2(Rd)→L2(Rd)

6 C◦5(1 + |τ |)ε. (14.33)

Êîíñòàíòà C◦5 çàâèñèò òîëüêî îò α0, α1, ‖g‖L∞ , ‖g−1‖L∞ , ‖f‖L∞ , ‖f−1‖L∞ , r0, r1, à òàêæå

îò íîðìû ‖D[Λ]‖H2→L2
.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïðîâåðèì óòâåðæäåíèå 2◦. Óòâåðæäåíèå 1◦ ïðîâåðÿåòñÿ àíàëîãè÷íî. Ñ ó÷åòîì
(7.7) ñïðàâåäëèâà îöåíêà

‖Â1/2[Λ]‖H2(Rd)→L2(Rd) = ‖g1/2b(D)[Λ]‖H2(Rd)→L2(Rd) 6 α
1/2
1 ‖g‖

1/2
L∞
‖D[Λ]‖H2(Rd)→L2(Rd).

Îòñþäà è èç (14.28) ñëåäóåò, ÷òî ïðè τ ∈ R è 0 < ε 6 1 âûïîëíåíà îöåíêà

‖Â1/2[Λ]b(D)(I −Π)f0(A0)−1/2 sin(ε−1τ(A0)1/2)f−1
0 R(ε)‖L2(Rd)→L2(Rd) 6 C(3)ε.

Çäåñü C(3) = C(1)α
1/2
1 ‖g‖

1/2
L∞
‖D[Λ]‖H2→L2

. Êîìáèíèðóÿ ýòî íåðàâåíñòâî è òåîðåìó 14.19, ïðèõîäèì
ê (14.33). �

Óñòðàíèòü îïåðàòîð Π â îöåíêàõ èç òåîðåì 14.6 è 14.20 âîçìîæíî ïðè óñëîâèè 14.31.

Òåîðåìà 14.33. Ïóñòü âûïîëíåíî óñëîâèå 14.31. Ïóñòü îïåðàòîðû Ĵ◦(τ) è J◦(τ) îïðåäåëåíû â

(14.30), (14.31).
1◦. Â óñëîâèÿõ òåîðåìû 14.6 ïðè τ ∈ R è 0 < ε 6 1 ñïðàâåäëèâà îöåíêà∥∥Â1/2Ĵ◦(ε−1τ)R(ε)3/4

∥∥
L2(Rd)→L2(Rd)

6 Ĉ◦6(1 + |τ |)1/2ε. (14.34)

Ïðè óñëîâèè 9.3 ïîñòîÿííàÿ Ĉ◦6 çàâèñèò òîëüêî îò α0, α1, ‖g‖L∞ , ‖g−1‖L∞ , r0, r1, à òàêæå îò

íîðìû ‖D[Λ]‖H3/2→L2
. Ïðè óñëîâèè 9.6 ýòà êîíñòàíòà çàâèñèò îò òåõ æå ïàðàìåòðîâ è îò

n, ĉ◦.
2◦. Â óñëîâèÿõ òåîðåìû 14.20 ïðè τ ∈ R è 0 < ε 6 1 ñïðàâåäëèâà îöåíêà∥∥Â1/2J◦(ε−1τ)R(ε)3/4

∥∥
L2(Rd)→L2(Rd)

6 C◦6(1 + |τ |)1/2ε.

Ïðè óñëîâèè 12.3 ïîñòîÿííàÿ C◦6 çàâèñèò îò α0, α1, ‖g‖L∞ , ‖g−1‖L∞ , ‖f‖L∞ , ‖f−1‖L∞ , r0,

r1, à òàêæå îò íîðìû ‖D[Λ]‖H3/2→L2
. Ïðè óñëîâèè 12.7 ýòà êîíñòàíòà çàâèñèò îò òåõ æå

ïàðàìåòðîâ è îò n, c◦.
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Â íåêîòîðûõ ñëó÷àÿõ óñëîâèå 14.30 èëè óñëîâèå 14.31 âûïîëíåíî àâòîìàòè÷åñêè. Íàì
ïîíàäîáÿòñÿ ñëåäóþùèå ðåçóëüòàòû, ïåðâûé óñòàíîâëåí â [Su3, ïðåäëîæåíèå 9.3], à âòîðîé
ïðîâåðåí â [BSu4, ëåììà 8.3].

Ïðåäëîæåíèå 14.34 ([Su3]). Ïóñòü Λ � Γ-ïåðèîäè÷åñêîå ðåøåíèå çàäà÷è (8.9). Ïóñòü l = 1
ïðè d = 1, l > 1 ïðè d = 2 è l = d/2 ïðè d > 3. Òîãäà îïåðàòîð [Λ] íåïðåðûâåí èç H l(Rd;Cm)
â H1(Rd;Cn), ïðè÷åì íîðìà ‖[Λ]‖Hl→H1 êîíòðîëèðóåòñÿ ÷åðåç d, α0, α1, ‖g‖L∞ , ‖g−1‖L∞ è

ïàðàìåòðû ðåøåòêè Γ, à ïðè d = 2 çàâèñèò òàêæå îò l.

Ïðåäëîæåíèå 14.35 ([BSu4]). Ïóñòü Λ � Γ-ïåðèîäè÷åñêîå ðåøåíèå çàäà÷è (8.9).
Ïðåäïîëîæèì, ÷òî Λ ∈ L∞. Òîãäà îïåðàòîð [Λ] íåïðåðûâåí èç H1(Rd;Cm) â H1(Rd;Cn),
ïðè÷åì íîðìà ‖[Λ]‖H1→H1 êîíòðîëèðóåòñÿ ÷åðåç d, α0, α1, ‖g‖L∞ , ‖g−1‖L∞ , ïàðàìåòðû

ðåøåòêè Γ è íîðìó ‖Λ‖L∞ .

Óêàæåì íåêîòîðûå ñëó÷àè, êîãäà âûïîëíåíî óñëîâèå 14.30.

Ïðåäëîæåíèå 14.36. Ïóñòü âûïîëíåíî õîòÿ áû îäíî èç ñëåäóþùèõ ïðåäïîëîæåíèé:
1◦) d 6 4;

2◦) ðàçìåðíîñòü d ïðîèçâîëüíà è Â = D∗g(x)D, ïðè÷åì ìàòðèöà g(x) èìååò âåùåñòâåííûå

ýëåìåíòû;
3◦) ðàçìåðíîñòü d ïðîèçâîëüíà è g0 = g (ò. å., âûïîëíåíû ñîîòíîøåíèÿ (8.23)).
Òîãäà óñëîâèå 14.30 çàâåäîìî âûïîëíåíî, ïðè÷åì íîðìà ‖[Λ]‖H2→H1 êîíòðîëèðóåòñÿ ÷åðåç d, α0,

α1, ‖g‖L∞ , ‖g−1‖L∞ è ïàðàìåòðû ðåøåòêè Γ.

Äîêàçàòåëüñòâî. Âûïîëíåíèå óñëîâèÿ 14.30 ïðè d 6 4 ãàðàíòèðóåòñÿ ïðåäëîæåíèåì 14.34.
Â ñëó÷àå 2◦ âêëþ÷åíèå Λ ∈ L∞ (âìåñòå ñ îöåíêîé íîðìû ‖Λ‖L∞ â òåðìèíàõ d, ‖g‖L∞ , ‖g−1‖L∞

è Ω) ñëåäóåò èç òåîðåìû 13.1 ãëàâû III êíèãè [LaU]. Îñòàåòñÿ ïðèìåíèòü ïðåäëîæåíèå 14.35.
Â ñëó÷àå g0 = g âêëþ÷åíèå Λ ∈ L∞ (âìåñòå ñ ïîäõîäÿùåé îöåíêîé íîðìû ‖Λ‖L∞) óñòàíîâëåíî

â [BSu3, ïðåäëîæåíèå 6.9]. Ñíîâà ïðèìåíÿåì ïðåäëîæåíèå 14.35. �

Àíàëîãè÷íûì îáðàçîì ïðîâåðÿåòñÿ ñëåäóþùåå óòâåðæäåíèå, âûäåëÿþùåå íåêîòîðûå ñëó÷àè
âûïîëíåíèÿ óñëîâèÿ 14.31.

Ïðåäëîæåíèå 14.37. Ïóñòü âûïîëíåíî õîòÿ áû îäíî èç ñëåäóþùèõ ïðåäïîëîæåíèé:
1◦) d 6 3;

2◦) ðàçìåðíîñòü d ïðîèçâîëüíà è Â = D∗g(x)D, ïðè÷åì ìàòðèöà g(x) èìååò âåùåñòâåííûå

ýëåìåíòû;
3◦) ðàçìåðíîñòü d ïðîèçâîëüíà è g0 = g (ò. å., âûïîëíåíû ñîîòíîøåíèÿ (8.23)).
Òîãäà óñëîâèå 14.31 çàâåäîìî âûïîëíåíî, ïðè÷åì íîðìà ‖[Λ]‖H3/2→H1 êîíòðîëèðóåòñÿ ÷åðåç d,
α0, α1, ‖g‖L∞ , ‖g−1‖L∞ è ïàðàìåòðû ðåøåòêè Γ.

Çàìå÷àíèå 14.38. 1◦. Ïðè d 6 4 óñëîâèå 14.30 âûïîëíåíî àâòîìàòè÷åñêè. Êàê ïîêàçàíî â [M2,
ëåììà 8.7], ïðè d > 5 äëÿ âûïîëíåíèÿ óñëîâèÿ 14.30 äîñòàòî÷íî, ÷òîáû Λ ∈ Ld(Ω).
2◦. Ïðè d 6 3 óñëîâèå 14.31 âûïîëíåíî àâòîìàòè÷åñêè. Ïî àíàëîãèè ñ [M2, ëåììà 8.7] íåòðóäíî
ïðîâåðèòü, ÷òî ïðè d > 4 äëÿ âûïîëíåíèÿ óñëîâèÿ 14.31 äîñòàòî÷íî, ÷òîáû Λ ∈ L2d(Ω).

Ãëàâà 3. Çàäà÷è óñðåäíåíèÿ äëÿ ãèïåðáîëè÷åñêèõ óðàâíåíèé

� 15. Àïïðîêñèìàöèÿ îïåðàòîðîâ cos(τA1/2
ε ) è A−1/2

ε sin(τA1/2
ε )

15.1. Îïåðàòîðû Âε, Aε. Ïîñòàíîâêà çàäà÷è. Åñëè ψ(x) � èçìåðèìàÿ Γ-ïåðèîäè÷åñêàÿ
ôóíêöèÿ â Rd, óñëîâèìñÿ èñïîëüçîâàòü îáîçíà÷åíèå ψε(x) := ψ(ε−1x), ε > 0. Íàøè îñíîâíûå

îáúåêòû � îïåðàòîðû Âε, Aε, äåéñòâóþùèå â L2(Rd;Cn), ôîðìàëüíî çàäàííûå âûðàæåíèÿìè

Âε := b(D)∗gε(x)b(D), (15.1)

Aε := (f ε(x))∗b(D)∗gε(x)b(D)f ε(x). (15.2)
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Ñòðîãèå îïðåäåëåíèÿ äàþòñÿ ÷åðåç ñîîòâåòñòâóþùèå êâàäðàòè÷íûå ôîðìû (ñð. ï. 7.3).
Êîýôôèöèåíòû îïåðàòîðîâ (15.1) è (15.2) áûñòðî îñöèëëèðóþò ïðè ε→ 0.

Íàøà öåëü � ïîëó÷èòü àïïðîêñèìàöèþ îïåðàòîðîâ cos(τA1/2
ε ) è A−1/2

ε sin(τA1/2
ε ) ïðè ìàëîì ε

è ïðèìåíèòü ïîëó÷åííûå ðåçóëüòàòû ê óñðåäíåíèþ ðåøåíèé çàäà÷è Êîøè äëÿ ãèïåðáîëè÷åñêèõ
óðàâíåíèé.

15.2. Ìàñøòàáíîå ïðåîáðàçîâàíèå. Ïóñòü Tε � óíèòàðíûé â L2(Rd;Cn) îïåðàòîð

ìàñøòàáíîãî ïðåîáðàçîâàíèÿ:

(Tεu)(x) = εd/2u(εx), ε > 0.

Òîãäà ñïðàâåäëèâî òîæäåñòâî Aε = ε−2T ∗εATε. Ñëåäîâàòåëüíî,

cos(τA1/2
ε ) = T ∗ε cos(ε−1τA1/2)Tε, A−1/2

ε sin(τA1/2
ε ) = εT ∗εA−1/2 sin(ε−1τA1/2)Tε. (15.3)

Àíàëîãè÷íûå ñîîòíîøåíèÿ âûïîëíåíû è äëÿ Âε.
Ïðèìåíÿÿ ìàñøòàáíîå ïðåîáðàçîâàíèå ê ðåçîëüâåíòå îïåðàòîðà H0 = −∆, ïîëó÷àåì

(H0 + I)−1 = ε2T ∗ε (H0 + ε2I)−1Tε = T ∗εR(ε)Tε. (15.4)

Çäåñü èñïîëüçîâàíî îáîçíà÷åíèå (14.3).
Íàêîíåö, åñëè ψ(x) � Γ-ïåðèîäè÷åñêàÿ ôóíêöèÿ, òî îïåðàòîð [ψε] óìíîæåíèÿ íà ôóíêöèþ

ψε(x) = ψ(ε−1x) ïîä äåéñòâèåì ìàñøòàáíîãî ïðåîáðàçîâàíèÿ ïåðåéä¼ò â îïåðàòîð [ψ] óìíîæåíèÿ
íà ψ(x):

[ψε] = T ∗ε [ψ]Tε. (15.5)

15.3. Àïïðîêñèìàöèÿ îïåðàòîðîâ cos(τÂ1/2
ε ) è Â−1/2

ε sin(τÂ1/2
ε ) â ñòàðøåì ïîðÿäêå.

Ïîëîæèì

Ĵ1,ε(τ) := cos(τÂ1/2
ε )− cos(τ(Â0)1/2), (15.6)

Ĵ2,ε(τ) := Â−1/2
ε sin(τÂ1/2

ε )− (Â0)−1/2 sin(τ(Â0)1/2). (15.7)

Ïðèìåíÿÿ ñîîòíîøåíèÿ âèäà (15.3) äëÿ îïåðàòîðîâ Âε è Â0, à òàêæå (15.4), ïðè τ ∈ R è ε > 0
ïîëó÷àåì

Ĵ1,ε(τ)(H0 + I)−s/2 = T ∗ε Ĵ1(ε−1τ)R(ε)s/2Tε, (15.8)

Ĵ2,ε(τ)(H0 + I)−s/2 = εT ∗ε Ĵ2(ε−1τ)R(ε)s/2Tε. (15.9)

Çàìåòèì, ÷òî îïåðàòîð (H0 + I)s/2 îñóùåñòâëÿåò èçîìåòðè÷åñêèé èçîìîðôèçì ïðîñòðàíñòâà
Ñîáîëåâà Hs(Rd;Cn) íà L2(Rd;Cn). Ñ ó÷åòîì ýòîãî, ïðèìåíÿÿ òåîðåìû 14.1, 14.3, è ñîîòíîøåíèÿ
(15.8), (15.9), íåïîñðåäñòâåííî ïîëó÷àåì ñëåäóþùèå äâå òåîðåìû.

Òåîðåìà 15.1 ([BSu5], [M2]). Ïóñòü Âε � îïåðàòîð (15.1) è ïóñòü Â0 � ýôôåêòèâíûé

îïåðàòîð (8.18). Ïóñòü îïåðàòîðû Ĵ1,ε(τ), Ĵ2,ε(τ) îïðåäåëåíû â (15.6), (15.7). Òîãäà äëÿ τ ∈ R è

ε > 0 ñïðàâåäëèâû îöåíêè ∥∥Ĵ1,ε(τ)
∥∥
H2(Rd)→L2(Rd)

6 Ĉ1(1 + |τ |)ε, (15.10)∥∥Ĵ2,ε(τ)
∥∥
H1(Rd)→L2(Rd)

6 Ĉ2(1 + |τ |)ε. (15.11)

Ïîñòîÿííûå Ĉ1 è Ĉ2 çàâèñÿò òîëüêî îò α0, α1, ‖g‖L∞ , ‖g−1‖L∞ è r0.

Òåîðåìà 15.2. Ïóñòü âûïîëíåíû óñëîâèÿ òåîðåìû 15.1. Ïóñòü âûïîëíåíî óñëîâèå 9.3 ëèáî

óñëîâèå 9.6 (èëè áîëåå ñèëüíîå óñëîâèå 9.7). Òîãäà äëÿ τ ∈ R è ε > 0 ñïðàâåäëèâû îöåíêè∥∥Ĵ1,ε(τ)
∥∥
H3/2(Rd)→L2(Rd)

6 Ĉ3(1 + |τ |)1/2ε, (15.12)∥∥Ĵ2,ε(τ)
∥∥
H1/2(Rd)→L2(Rd)

6 Ĉ4(1 + |τ |)1/2ε. (15.13)
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Ïðè óñëîâèè 9.3 ïîñòîÿííûå Ĉ3 è Ĉ4 çàâèñÿò òîëüêî îò α0, α1, ‖g‖L∞ , ‖g−1‖L∞ è r0. Ïðè

óñëîâèè 9.6 ýòè êîíñòàíòû çàâèñÿò îò òåõ æå ïàðàìåòðîâ è îò n, ĉ◦.

Òåîðåìà 15.1 áûëà èçâåñòíà ðàíåå: îöåíêà (15.10) ïîëó÷åíà â [BSu5, òåîðåìà 13.1], à (15.11) �
â [M2, òåîðåìà 9.1].
Ñ ïîìîùüþ èíòåðïîëÿöèè èç òåîðåì 15.1, 15.2 è ïðåäëîæåíèé 14.2, 14.4 âûâîäèì ñëåäñòâèÿ.

Ñëåäñòâèå 15.3. Â óñëîâèÿõ òåîðåìû 15.1 ñïðàâåäëèâû îöåíêè∥∥Ĵ1,ε(τ)
∥∥
Hs(Rd)→L2(Rd)

6 Ĉ1(s)(1 + |τ |)s/2εs/2, 0 6 s 6 2, τ ∈ R, ε > 0; (15.14)∥∥Ĵ2,ε(τ)
∥∥
Hr(Rd)→L2(Rd)

6 Ĉ2(r)(1 + |τ |)(r+1)/2ε(r+1)/2, 0 6 r 6 1, τ ∈ R, 0 < ε 6 1. (15.15)

Äîêàçàòåëüñòâî. Î÷åâèäíî,∥∥Ĵ1,ε(τ)
∥∥
L2(Rd)→L2(Rd)

6 2, τ ∈ R, ε > 0. (15.16)

Èíòåðïîëèðóÿ ìåæäó (15.16) è (15.10), ïðèõîäèì ê îöåíêå (15.14) ñ ïîñòîÿííîé Ĉ1(s) = 21−s/2Ĉ
s/2
1 .

Â ñèëó (14.7) è (15.9) (ïðè s = 0)∥∥Ĵ2,ε(τ)
∥∥
L2(Rd)→L2(Rd)

6 Ĉ′2ε(1 + ε−1/2|τ |1/2) 6 2Ĉ′2ε
1/2(1 + |τ |)1/2, τ ∈ R, 0 < ε 6 1. (15.17)

Èíòåðïîëèðóÿ ìåæäó (15.17) è (15.11), ïîëó÷àåì îöåíêó (15.15) ñ ïîñòîÿííîé Ĉ2(r) = (2Ĉ′2)1−rĈr
2.
�

Ñëåäñòâèå 15.4. Â óñëîâèÿõ òåîðåìû 15.2 ñïðàâåäëèâû îöåíêè∥∥Ĵ1,ε(τ)
∥∥
Hs(Rd)→L2(Rd)

6 Ĉ3(s)(1 + |τ |)s/3ε2s/3, 0 6 s 6 3/2, τ ∈ R, ε > 0; (15.18)∥∥Ĵ2,ε(τ)
∥∥
Hr(Rd)→L2(Rd)

6 Ĉ4(r)(1 + |τ |)(r+1)/3ε2(r+1)/3, 0 6 r 6 1/2, τ ∈ R, 0 < ε 6 1. (15.19)

Äîêàçàòåëüñòâî. Èíòåðïîëèðóÿ ìåæäó (15.16) è (15.12), ïðèõîäèì ê îöåíêå (15.18) ñ ïîñòîÿííîé

Ĉ3(s) = 21−2s/3Ĉ
2s/3
3 .

Â ñèëó (14.8) è (15.9) (ïðè s = 0)∥∥Ĵ2,ε(τ)
∥∥
L2(Rd)→L2(Rd)

6 Ĉ′4ε(1 + ε−1/3|τ |1/3) 6 2Ĉ′4ε
2/3(1 + |τ |)1/3, τ ∈ R, 0 < ε 6 1. (15.20)

Èíòåðïîëèðóÿ ìåæäó (15.20) è (15.13), ïîëó÷àåì îöåíêó (15.19) ñ ïîñòîÿííîé Ĉ4(r) =

(2Ĉ′4)1−2rĈ2r
4 . �

Çàìå÷àíèå 15.5. 1) Â óñëîâèÿõ òåîðåìû 15.1 ìîæíî ðàññìàòðèâàòü áîëüøèå çíà÷åíèÿ

âðåìåíè τ = O(ε−α), 0 < α < 1, è ïîëó÷àòü êâàëèôèöèðîâàííûå îöåíêè:∥∥Ĵ1,ε(τ)
∥∥
Hs(Rd)→L2(Rd)

= O(εs(1−α)/2), 0 6 s 6 2;∥∥Ĵ2,ε(τ)
∥∥
Hr(Rd)→L2(Rd)

= O(ε(r+1)(1−α)/2), 0 6 r 6 1.

2) Â óñëîâèÿõ òåîðåìû 15.2 ìîæíî ðàññìàòðèâàòü çíà÷åíèÿ τ = O(ε−α), 0 < α < 2, è ïîëó÷àòü
êâàëèôèöèðîâàííûå îöåíêè:∥∥Ĵ1,ε(τ)

∥∥
Hs(Rd)→L2(Rd)

= O(εs(2−α)/3), 0 6 s 6 3/2;∥∥Ĵ2,ε(τ)
∥∥
Hr(Rd)→L2(Rd)

= O(ε(r+1)(2−α)/3), 0 6 r 6 1/2.

15.4. Àïïðîêñèìàöèÿ îïåðàòîðà Â−1/2
ε sin(τÂ1/2

ε ) â ýíåðãåòè÷åñêîé íîðìå. Ïîëîæèì Πε :=
T ∗ε ΠTε. Òîãäà Πε � ýòî ïñåâäîäèôôåðåíöèàëüíûé îïåðàòîð â L2(Rd;Cn) ñ ñèìâîëîì χ

Ω̃/ε
(ξ):

(Πεu)(x) = (2π)−d/2
∫

Ω̃/ε
ei〈x,ξ〉û(ξ) dξ. (15.21)

Ñëåäóþùèå óòâåðæäåíèÿ áûëè ïðîâåðåíû â [BSu4, ï. 10.2] è [PSu, ïðåäëîæåíèå 1.4]
ñîîòâåòñòâåííî.
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Ïðåäëîæåíèå 15.6 ([BSu4]). Ïóñòü Φ(x) � Γ-ïåðèîäè÷åñêàÿ ôóíêöèÿ â Rd, ïðè÷åì Φ ∈ L2(Ω).
Òîãäà îïåðàòîð [Φε]Πε îãðàíè÷åí â L2(Rd;Cn) è

‖[Φε]Πε‖L2(Rd)→L2(Rd) 6 |Ω|−1/2‖Φ‖L2(Ω), ε > 0.

Ïðåäëîæåíèå 15.7 ([PSu]). Äëÿ ëþáîé ôóíêöèè u ∈ H1(Rd;Cn) è ëþáîãî ε > 0 âûïîëíåíà

îöåíêà

‖Πεu− u‖L2(Rd)→L2(Rd) 6 εr
−1
0 ‖Du‖L2(Rd).

Ïîëîæèì:

Ĵε(τ) := Â−1/2
ε sin(τÂ1/2

ε )− (I + εΛεb(D)Πε)(Â0)−1/2 sin(τ(Â0)1/2). (15.22)

Ïðèìåíÿÿ ñîîòíîøåíèÿ âèäà (15.3) äëÿ îïåðàòîðîâ Âε è Â0, à òàêæå (15.4) è (15.5), ïîëó÷àåì
òîæäåñòâî

Â1/2
ε Ĵε(τ)(H0 + I)−s/2 = T ∗ε Â1/2Ĵ(ε−1τ)R(ε)s/2Tε, ε > 0. (15.23)

Ñëåäóþùèé ðåçóëüòàò óñòàíîâëåí â [M2, òåîðåìû 9.5 è 10.8] (ñì. òàêæå [M3, òåîðåìà 2]); äëÿ
ïîëíîòû èçëîæåíèÿ ïðèâåäåì äîêàçàòåëüñòâî.

Òåîðåìà 15.8 ([M2]). Ïóñòü Âε � îïåðàòîð (15.1) è ïóñòü Â0 � ýôôåêòèâíûé îïåðàòîð (8.18).
Ïóñòü Λ(x) � Γ-ïåðèîäè÷åñêîå ðåøåíèå çàäà÷è (8.9), à Πε � îïåðàòîð (15.21). Ïóñòü îïåðàòîð

Ĵε(τ) îïðåäåëåí â (15.22). Ïîëîæèì

Îε(τ) := gεb(D)Â−1/2
ε sin(τÂ1/2

ε )− g̃εb(D)Πε(Â0)−1/2 sin(τ(Â0)1/2), (15.24)

ãäå g̃ îïðåäåëåíî â (8.11). Òîãäà äëÿ τ ∈ R è ε > 0 ñïðàâåäëèâû îöåíêè∥∥Ĵε(τ)
∥∥
H2(Rd)→H1(Rd)

6 Ĉ7(1 + |τ |)ε, (15.25)∥∥Îε(τ)
∥∥
H2(Rd)→L2(Rd)

6 Ĉ8(1 + |τ |)ε. (15.26)

Ïîñòîÿííûå Ĉ7 è Ĉ8 çàâèñÿò òîëüêî îò α0, α1, ‖g‖L∞ , ‖g−1‖L∞ , r0 è r1.

Äîêàçàòåëüñòâî. Èñïîëüçóÿ (15.23) è óíèòàðíîñòü îïåðàòîðà Tε, èç (14.11) ïîëó÷àåì îöåíêó∥∥Â1/2
ε Ĵε(τ)(H0 + I)−1

∥∥
L2(Rd)→L2(Rd)

6 Ĉ5(1 + |τ |)ε. (15.27)

Àíàëîãè÷íî (7.11) èìååì:

ĉ∗‖Du‖2L2(Rd) 6 ‖Â
1/2
ε u‖2L2(Rd), u ∈ H1(Rd,Cn). (15.28)

Ñëåäîâàòåëüíî, ∥∥DĴε(τ)(H0 + I)−1
∥∥
L2(Rd)→L2(Rd)

6 ĉ−1/2
∗ Ĉ5(1 + |τ |)ε. (15.29)

Çàòåì, äëÿ ðàçíîñòè Â−1/2
ε sin(τÂ1/2

ε )− (Â0)−1/2 sin(τ(Â0)1/2) ñïðàâåäëèâà îöåíêà (15.11):∥∥∥(Â−1/2
ε sin(τÂ1/2

ε )− (Â0)−1/2 sin(τ(Â0)1/2)
)

(H0 + I)−1/2
∥∥∥
L2(Rd)→L2(Rd)

6 Ĉ2(1 + |τ |)ε. (15.30)

Òåïåðü îöåíèì íîðìó êîððåêòîðà. Ïóñòü Π
(m)
ε � ïñåâäîäèôôåðåíöèàëüíûé îïåðàòîð â

L2(Rd;Cm) ñ ñèìâîëîì χ
Ω̃/ε

(ξ). Ñîãëàñíî ïðåäëîæåíèþ 15.6 è (8.14)

‖ΛεΠ(m)
ε ‖L2(Rd)→L2(Rd) 6M1. (15.31)

Èñïîëüçóÿ (8.21) è (15.31), ïîëó÷àåì

‖εΛεb(D)Πε(Â0)−1/2 sin(τ(Â0)1/2)‖L2(Rd)→L2(Rd)

6 ε‖ΛεΠ(m)
ε ‖L2(Rd)→L2(Rd)‖b(D)(Â0)−1/2‖L2(Rd)→L2(Rd) 6 εM1‖g−1‖1/2L∞

. (15.32)

Âìåñòå ñ (15.30) ýòî ïðèâîäèò ê îöåíêå∥∥Ĵε(τ)(H0 + I)−1
∥∥
L2(Rd)→L2(Rd)

6
(
Ĉ2 +M1‖g−1‖1/2L∞

)
(1 + |τ |)ε. (15.33)
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Îöåíêè (15.29) è (15.33) âëåêóò íåðàâåíñòâî (15.25) ñ ïîñòîÿííîé Ĉ7 = ĉ
−1/2
∗ Ĉ5 +Ĉ2 +M1‖g−1‖1/2L∞

.
Òåïåðü ïðîâåðèì îöåíêó (15.26). Èç (15.27) âûòåêàåò, ÷òî

‖gεb(D)Ĵε(τ)‖H2(Rd)→L2(Rd) 6 ‖g‖
1/2
L∞

Ĉ5(1 + |τ |)ε. (15.34)

Ñ ó÷åòîì (8.11) èìååì:

gεb(D)(I + εΛεb(D)Πε)(Â0)−1/2 sin(τ(Â0)1/2) = g̃εb(D)Πε(Â0)−1/2 sin(τ(Â0)1/2)

+ gεb(D)(I −Πε)(Â0)−1/2 sin(τ(Â0)1/2) + εgε
d∑
l=1

blΛ
εDlb(D)Πε(Â0)−1/2 sin(τ(Â0)1/2).

(15.35)

Â ñèëó ïðåäëîæåíèÿ 15.7 ñïðàâåäëèâà îöåíêà

‖gεb(D)(I −Πε)(Â0)−1/2 sin(τ(Â0)1/2)‖H2(Rd)→L2(Rd)

6 ‖g‖L∞‖g−1‖1/2L∞
‖I −Πε‖H2(Rd)→L2(Rd) 6 εr

−1
0 ‖g‖L∞‖g

−1‖1/2L∞
.

(15.36)

Äàëåå, èç (7.8) è (15.31) ñëåäóåò, ÷òî∥∥∥∥εgε d∑
l=1

blΛ
εDlb(D)Πε(Â0)−1/2 sin(τ(Â0)1/2)

∥∥∥∥
H2(Rd)→L2(Rd)

6 ε‖g‖L∞‖g−1‖1/2L∞
α

1/2
1 M1d

1/2. (15.37)

Â èòîãå, èç (15.34)�(15.37) ñ ó÷åòîì (15.22) è (15.24) âûòåêàåò èñêîìàÿ îöåíêà (15.26). �

Ñ ïîìîùüþ èíòåðïîëÿöèè èç òåîðåìû 15.8 âûâîäèòñÿ ñëåäóþùèé ðåçóëüòàò.

Ñëåäñòâèå 15.9. Ïóñòü âûïîëíåíû óñëîâèÿ òåîðåìû 15.8. Òîãäà ñïðàâåäëèâû îöåíêè

‖DĴε(τ)‖Hs(Rd)→L2(Rd) 6 Ĉ5(s)(1 + |τ |)s/2εs/2, 0 6 s 6 2, τ ∈ R, ε > 0, (15.38)

‖Îε(τ)‖Hs(Rd)→L2(Rd) 6 Ĉ6(s)(1 + |τ |)s/2εs/2, 0 6 s 6 2, τ ∈ R, ε > 0. (15.39)

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïåðåïèøåì îöåíêó (15.29) â âèäå∥∥DĴε(τ)
∥∥
H2(Rd)→L2(Rd)

6 ĉ−1/2
∗ Ĉ5(1 + |τ |)ε. (15.40)

Òåïåðü îöåíèì âåëè÷èíó
∥∥DĴε(τ)

∥∥
L2(Rd)→L2(Rd)

. Èç (15.28) è àíàëîãè÷íîé îöåíêè äëÿ îïåðàòîðà

Â0 âûòåêàåò íåðàâåíñòâî∥∥D(Â−1/2
ε sin(τÂ1/2

ε )− (Â0)−1/2 sin(τ(Â0)1/2)
)∥∥
L2(Rd)→L2(Rd)

6 2ĉ
−1/2
∗ . (15.41)

Äàëåå,

Dl

(
εΛεb(D)Πε(Â0)−1/2 sin(τ(Â0)1/2)

)
= (DlΛ)εΠ(m)

ε b(D)(Â0)−1/2 sin(τ(Â0)1/2)

+ εΛεΠ(m)
ε b(D)(Â0)−1/2 sin(τ(Â0)1/2)DlΠε, l = 1, . . . , d.

(15.42)

Ñîãëàñíî ïðåäëîæåíèþ 15.6 è (8.15)

‖(DΛ)εΠ(m)
ε ‖L2(Rd)→L2(Rd) 6M2. (15.43)

Cëåäîâàòåëüíî,∥∥(DΛ)εΠ(m)
ε b(D)(Â0)−1/2 sin(τ(Â0)1/2)

∥∥
L2(Rd)→L2(Rd)

6M2‖g−1‖1/2L∞
. (15.44)

Äàëåå, èìååì ∥∥εΛεΠ(m)
ε b(D)(Â0)−1/2 sin(τ(Â0)1/2)DΠε

∥∥
L2(Rd)→L2(Rd)

6 ε
∥∥ΛεΠ(m)

ε

∥∥
L2→L2

∥∥b(D)(Â0)−1/2
∥∥
L2→L2

∥∥DΠε

∥∥
L2→L2

.
(15.45)

Ñ ó÷åòîì (15.21) ñïðàâåäëèâà îöåíêà∥∥DΠε

∥∥
L2(Rd)→L2(Rd)

= sup
ξ∈Ω̃/ε

|ξ| 6 ε−1r1. (15.46)
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Òåïåðü èç (15.31), (15.45), (15.46) âûòåêàåò íåðàâåíñòâî∥∥εΛεΠ(m)
ε b(D)(Â0)−1/2 sin(τ(Â0)1/2)DΠε

∥∥
L2(Rd)→L2(Rd)

6M1‖g−1‖1/2L∞
r1. (15.47)

Â èòîãå, èç (15.42), (15.44), (15.47) ñëåäóåò îöåíêà∥∥DεΛεb(D)Πε(Â0)−1/2 sin(τ(Â0)1/2)
∥∥
L2(Rd)→L2(Rd)

6 (M1r1 +M2)‖g−1‖1/2L∞
. (15.48)

Îáúåäèíÿÿ (15.41) è (15.48), ïîëó÷àåì∥∥DĴε(τ)
∥∥
L2(Rd)→L2(Rd)

6 Ĉ′7, (15.49)

ãäå Ĉ′7 = 2ĉ
−1/2
∗ + (M1r1 +M2)‖g−1‖1/2L∞

.

Èíòåðïîëèðóÿ ìåæäó (15.49) è (15.40), ïðèõîäèì ê îöåíêå (15.38) ñ ïîñòîÿííîé Ĉ5(s) =

(Ĉ′7)1−s/2(ĉ
−1/2
∗ Ĉ5)s/2.

Ïåðåéäåì ê äîêàçàòåëüñòâó îöåíêè (15.39). Îöåíèì íîðìó
∥∥Îε(τ)

∥∥
L2(Rd)→L2(Rd)

. Î÷åâèäíî,∥∥gεb(D)Â−1/2
ε sin(τÂ1/2

ε )
∥∥
L2(Rd)→L2(Rd)

6 ‖g‖1/2L∞
. (15.50)

Äàëåå, èç (8.11), (8.13) è ïðåäëîæåíèÿ 15.6 cëåäóåò îöåíêà∥∥g̃εΠ(m)
ε

∥∥
L2(Rd)→L2(Rd)

6 2‖g‖L∞ . (15.51)

Ïîýòîìó ∥∥g̃εb(D)Πε(Â0)−1/2 sin(τ(Â0)1/2)
∥∥
L2(Rd)→L2(Rd)

6 2‖g‖L∞‖g−1‖1/2L∞
. (15.52)

Îáúåäèíÿÿ (15.50) è (15.52), ïîëó÷àåì∥∥Îε(τ)
∥∥
L2(Rd)→L2(Rd)

6 Ĉ′8, (15.53)

ãäå Ĉ′8 = ‖g‖1/2L∞
+ 2‖g‖L∞‖g−1‖1/2L∞

.

Èíòåðïîëèðóÿ ìåæäó (15.53) è (15.26), ïðèõîäèì ê îöåíêå (15.39) ñ ïîñòîÿííîé Ĉ6(s) =

(Ĉ′8)1−s/2Ĉ
s/2
8 . �

Çàìå÷àíèå 15.10. Èç (15.17), (15.32) è (15.49) âûòåêàåò îöåíêà

‖Ĵε(τ)‖L2(Rd)→H1(Rd) 6 Ĉ′′7
(
1 + (1 + |τ |)1/2ε1/2

)
, τ ∈ R, 0 < ε 6 1. (15.54)

Èíòåðïîëèðóÿ ìåæäó (15.54) è (15.25), ïðè τ ∈ R, 0 < ε 6 1 ïîëó÷àåì îöåíêó

‖Ĵε(τ)‖Hs(Rd)→H1(Rd) 6 Ĉ′5(s)(1 + |τ |)s/2εs/2
(
1 + (1 + |τ |)1/2ε1/2

)1−s/2
, 0 6 s 6 2. (15.55)

ßñíî, ÷òî ýòà îöåíêà ïðåäñòàâëÿåò èíòåðåñ ïðè îãðàíè÷åííûõ çíà÷åíèÿõ âåëè÷èíû (1 + |τ |)ε,
à òîãäà ïðàâàÿ ÷àñòü â (15.55) îöåíèâàåòñÿ ÷åðåç C(1 + |τ |)s/2εs/2, òî åñòü, èìååò òîò æå

ïîðÿäîê, ÷òî è îöåíêà (15.38).

Ïî àíàëîãèè ñ äîêàçàòåëüñòâîì òåîðåìû 15.8 èç òåîðåìû 14.6 âûâîäèì ñëåäóþùåå óòâåðæäåíèå.

Òåîðåìà 15.11. Ïóñòü âûïîëíåíû óñëîâèÿ òåîðåìû 15.8. Ïóñòü âûïîëíåíî óñëîâèå 9.3 ëèáî

óñëîâèå 9.6 (èëè áîëåå ñèëüíîå óñëîâèå 9.7). Òîãäà äëÿ τ ∈ R è ε > 0 ñïðàâåäëèâû îöåíêè∥∥Ĵε(τ)
∥∥
H3/2(Rd)→H1(Rd)

6 Ĉ9(1 + |τ |)1/2ε, (15.56)∥∥Îε(τ)
∥∥
H3/2(Rd)→L2(Rd)

6 Ĉ10(1 + |τ |)1/2ε.

Ïðè óñëîâèè 9.3 ïîñòîÿííûå Ĉ9, Ĉ10 çàâèñÿò òîëüêî îò α0, α1, ‖g‖L∞ , ‖g−1‖L∞ , r0 è r1. Ïðè

óñëîâèè 9.6 ýòè êîíñòàíòû çàâèñÿò îò òåõ æå ïàðàìåòðîâ è îò n, ĉ◦.

Ñ ïîìîùüþ èíòåðïîëÿöèè èç òåîðåìû 15.11 è ñîîòíîøåíèé (15.49), (15.53) ïîëó÷àåì ñëåäñòâèå.



75

Ñëåäñòâèå 15.12. Â óñëîâèÿõ òåîðåìû 15.11 ñïðàâåäëèâû îöåíêè∥∥DĴε(τ)
∥∥
Hs(Rd)→L2(Rd)

6 Ĉ7(s)(1 + |τ |)s/3ε2s/3, 0 6 s 6 3/2, τ ∈ R, ε > 0, (15.57)∥∥Îε(τ)
∥∥
Hs(Rd)→L2(Rd)

6 Ĉ8(s)(1 + |τ |)s/3ε2s/3, 0 6 s 6 3/2, τ ∈ R, ε > 0.

Çàìå÷àíèå 15.13. Â óñëîâèÿõ òåîðåìû 15.11 èç (15.20), (15.32) è (15.49) âûòåêàåò îöåíêà

‖Ĵε(τ)‖L2(Rd)→H1(Rd) 6 Ĉ′9
(
1 + (1 + |τ |)1/3ε2/3

)
, τ ∈ R, 0 < ε 6 1. (15.58)

Èíòåðïîëèðóÿ ìåæäó (15.58) è (15.56), ïðè τ ∈ R, 0 < ε 6 1 ïîëó÷àåì îöåíêó

‖Ĵε(τ)‖Hs(Rd)→H1(Rd) 6 Ĉ′7(s)(1 + |τ |)s/3ε2s/3
(
1 + (1 + |τ |)1/3ε2/3

)1−2s/3
, 0 6 s 6 3/2. (15.59)

Ýòà îöåíêà ïðåäñòàâëÿåò èíòåðåñ ïðè îãðàíè÷åííûõ çíà÷åíèÿõ âåëè÷èíû (1 + |τ |)1/2ε, à òîãäà

ïðàâàÿ ÷àñòü â (15.59) îöåíèâàåòñÿ ÷åðåç C(1 + |τ |)s/3ε2s/3, òî åñòü, èìååò òîò æå ïîðÿäîê,

÷òî è îöåíêà (15.57).

Çàìå÷àíèå 15.14. 1) Â óñëîâèÿõ òåîðåìû 15.8 ìîæíî ðàññìàòðèâàòü áîëüøèå çíà÷åíèÿ

âðåìåíè τ = O(ε−α), 0 < α < 1, è ïîëó÷àòü êâàëèôèöèðîâàííûå îöåíêè:∥∥Ĵε(τ)
∥∥
Hs(Rd)→H1(Rd)

= O(εs(1−α)/2), 0 6 s 6 2;∥∥Îε(τ)
∥∥
Hs(Rd)→L2(Rd)

= O(εs(1−α)/2), 0 6 s 6 2.

2) Â óñëîâèÿõ òåîðåìû 15.11 ìîæíî ðàññìàòðèâàòü çíà÷åíèÿ τ = O(ε−α), 0 < α < 2, è
ïîëó÷àòü êâàëèôèöèðîâàííûå îöåíêè:∥∥Ĵε(τ)

∥∥
Hs(Rd)→H1(Rd)

= O(εs(2−α)/3), 0 6 s 6 3/2;∥∥Îε(τ)
∥∥
Hs(Rd)→L2(Rd)

= O(εs(2−α)/3), 0 6 s 6 3/2.

15.5. Ïîäòâåðæäåíèå òî÷íîñòè ðåçóëüòàòîâ ïóíêòîâ 15.3, 15.4. Ïðèìåíÿÿ òåîðåìû èç
ïóíêòà 14.3, ïîäòâåðäèì òî÷íîñòü ðåçóëüòàòîâ ïóíêòîâ 15.3, 15.4. Ñíà÷àëà îáñóäèì òî÷íîñòü
ðåçóëüòàòîâ îòíîñèòåëüíî òèïà îïåðàòîðíîé íîðìû. Ñëåäóþùåå óòâåðæäåíèå, ïîäòâåðæäàþùåå
òî÷íîñòü òåîðåìû 15.1, âûâîäèòñÿ èç òåîðåìû 14.7.

Òåîðåìà 15.15. Ïóñòü âûïîëíåíî óñëîâèå 10.1.
1◦. Ïóñòü 0 6= τ ∈ R è 0 6 s < 2. Òîãäà íå ñóùåñòâóåò òàêîé ïîñòîÿííîé C(τ) > 0, ÷òîáû
îöåíêà ∥∥∥Ĵ1,ε(τ)

∥∥∥
Hs(Rd)→L2(Rd)

6 C(τ)ε (15.60)

âûïîëíÿëàñü ïðè âñåõ äîñòàòî÷íî ìàëûõ ε > 0.
2◦. Ïóñòü 0 6= τ ∈ R è 0 6 r < 1. Òîãäà íå ñóùåñòâóåò òàêîé ïîñòîÿííîé C(τ) > 0, ÷òîáû
îöåíêà ∥∥∥Ĵ2,ε(τ)

∥∥∥
Hr(Rd)→L2(Rd)

6 C(τ)ε (15.61)

âûïîëíÿëàñü ïðè âñåõ äîñòàòî÷íî ìàëûõ ε > 0.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïðîâåðèì óòâåðæäåíèå 1◦. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ïðè íåêîòîðûõ τ 6= 0 è 0 6 s < 2
âûïîëíåíî (15.60) ïðè äîñòàòî÷íî ìàëîì ε. Ïðèìåíÿÿ ìàñøòàáíîå ïðåîáðàçîâàíèå (ñì. (15.8)),
ïîëó÷àåì, ÷òî âûïîëíåíà îöåíêà (14.12). Íî ýòî ïðîòèâîðå÷èò óòâåðæäåíèþ 1◦ òåîðåìû 14.7.
Óòâåðæäåíèå 2◦ âûâîäèòñÿ ñ ïîìîùüþ (15.9) èç óòâåðæäåíèÿ 2◦ òåîðåìû 14.7. �

Äàëåå, òåîðåìà 14.8 ïîçâîëÿåò ïîäòâåðäèòü òî÷íîñòü òåîðåìû 15.2.

Òåîðåìà 15.16. Ïóñòü âûïîëíåíî óñëîâèå 10.2.
1◦. Ïóñòü 0 6= τ ∈ R è 0 6 s < 3/2. Òîãäà íå ñóùåñòâóåò òàêîé ïîñòîÿííîé C(τ) > 0, ÷òîáû
îöåíêà (15.60) âûïîëíÿëàñü ïðè âñåõ äîñòàòî÷íî ìàëûõ ε > 0.
2◦. Ïóñòü 0 6= τ ∈ R è 0 6 r < 1/2. Òîãäà íå ñóùåñòâóåò òàêîé ïîñòîÿííîé C(τ) > 0, ÷òîáû
îöåíêà (15.61) âûïîëíÿëàñü ïðè âñåõ äîñòàòî÷íî ìàëûõ ε > 0.
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Èç òåîðåìû 14.9 âûòåêàåò òî÷íîñòü òåîðåìû 15.8.

Òåîðåìà 15.17. Ïóñòü âûïîëíåíî óñëîâèå 10.1. Ïóñòü 0 6= τ ∈ R è 0 6 s < 2. Òîãäà íå

ñóùåñòâóåò òàêîé ïîñòîÿííîé C(τ) > 0, ÷òîáû îöåíêà∥∥∥Ĵε(τ)
∥∥∥
Hs(Rd)→H1(Rd)

6 C(τ)ε (15.62)

âûïîëíÿëàñü ïðè âñåõ äîñòàòî÷íî ìàëûõ ε > 0.

Äîêàçàòåëüñòâî. Äîêàçàòåëüñòâî ïðîâåä¼ì îò ïðîòèâíîãî. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ïðè íåêîòîðûõ
τ 6= 0 è 0 6 s < 2 âûïîëíåíî (15.62). Ñëåäîâàòåëüíî,∥∥∥DĴε(τ)(H0 + I)−s/2

∥∥∥
L2(Rd)→L2(Rd)

6 C(τ)ε

ïðè äîñòàòî÷íî ìàëîì ε. Òîãäà ïðè íåêîòîðîé ïîñòîÿííîé Ĉ(τ) âûïîëíåíà òàêæå îöåíêà∥∥∥Â1/2
ε Ĵε(τ)(H0 + I)−s/2

∥∥∥
L2(Rd)→L2(Rd)

6 Ĉ(τ)ε

ïðè äîñòàòî÷íî ìàëîì ε. Ïðèìåíÿÿ ìàñøòàáíîå ïðåîáðàçîâàíèå, ïîëó÷àåì, ÷òî ïðè äîñòàòî÷íî
ìàëîì ε âûïîëíåíà îöåíêà (14.14). Íî ýòî ïðîòèâîðå÷èò óòâåðæäåíèþ òåîðåìû 14.9. �

Àíàëîãè÷íûì îáðàçîì, òåîðåìà 14.10 äåìîíñòðèðóåò òî÷íîñòü òåîðåìû 15.11.

Òåîðåìà 15.18. Ïóñòü âûïîëíåíî óñëîâèå 10.2. Ïóñòü 0 6= τ ∈ R è 0 6 s < 3/2. Òîãäà
íå ñóùåñòâóåò òàêîé ïîñòîÿííîé C(τ) > 0, ÷òîáû îöåíêà (15.62) âûïîëíÿëàñü ïðè âñåõ

äîñòàòî÷íî ìàëûõ ε > 0.

Îáñóäèì òåïåðü òî÷íîñòü ðåçóëüòàòîâ îòíîñèòåëüíî çàâèñèìîñòè îöåíîê îò ïàðàìåòðà τ . Èç
òåîðåìû 14.11 âûòåêàåò ñëåäóþùåå óòâåðæäåíèå, ïîäòâåðæäàþùåå òî÷íîñòü òåîðåìû 15.1.

Òåîðåìà 15.19. Ïóñòü âûïîëíåíî óñëîâèå 10.1.
1◦. Ïóñòü s > 2. Íå ñóùåñòâóåò ïîëîæèòåëüíîé ôóíêöèè C(τ) òàêîé, ÷òî limτ→∞ C(τ)/|τ | = 0
è âûïîëíåíà îöåíêà (15.60) ïðè τ ∈ R è äîñòàòî÷íî ìàëîì ε > 0.
2◦. Ïóñòü r > 1. Íå ñóùåñòâóåò ïîëîæèòåëüíîé ôóíêöèè C(τ) òàêîé, ÷òî limτ→∞ C(τ)/|τ | = 0
è âûïîëíåíà îöåíêà (15.61) ïðè τ ∈ R è äîñòàòî÷íî ìàëîì ε > 0.

Òåîðåìà 14.12 ïîêàçûâàåò, ÷òî òåîðåìà 15.2 òî÷íà.

Òåîðåìà 15.20. Ïóñòü âûïîëíåíî óñëîâèå 10.2.
1◦. Ïóñòü s > 3/2. Íå ñóùåñòâóåò ïîëîæèòåëüíîé ôóíêöèè C(τ) òàêîé, ÷òî

limτ→∞ C(τ)/|τ |1/2 = 0 è âûïîëíåíà îöåíêà (15.60) ïðè τ ∈ R è äîñòàòî÷íî ìàëîì ε > 0.
2◦. Ïóñòü r > 1/2. Íå ñóùåñòâóåò ïîëîæèòåëüíîé ôóíêöèè C(τ) òàêîé, ÷òî

limτ→∞ C(τ)/|τ |1/2 = 0 è âûïîëíåíà îöåíêà (15.61) ïðè τ ∈ R è äîñòàòî÷íî ìàëîì ε > 0.

Äàëåå, ïðèìåíÿÿ òåîðåìó 14.13, ìû ïîäòâåðæäàåì òî÷íîñòü òåîðåìû 15.8.

Òåîðåìà 15.21. Ïóñòü âûïîëíåíî óñëîâèå 10.1. Ïóñòü s > 2. Íå ñóùåñòâóåò ïîëîæèòåëüíîé

ôóíêöèè C(τ) òàêîé, ÷òî limτ→∞ C(τ)/|τ | = 0 è âûïîëíåíà îöåíêà (15.62) ïðè τ ∈ R è

äîñòàòî÷íî ìàëîì ε > 0.

Íàêîíåö, èç òåîðåìû 14.14 ñëåäóåò òî÷íîñòü òåîðåìû 15.11.

Òåîðåìà 15.22. Ïóñòü âûïîëíåíî óñëîâèå 10.2. Ïóñòü s > 3/2. Íå ñóùåñòâóåò ïîëîæèòåëüíîé

ôóíêöèè C(τ) òàêîé, ÷òî limτ→∞ C(τ)/|τ |1/2 = 0 è âûïîëíåíà îöåíêà (15.62) ïðè τ ∈ R è

äîñòàòî÷íî ìàëîì ε > 0.
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15.6. Àïïðîêñèìàöèÿ îêàéìë¼ííûõ îïåðàòîðîâ cos(τA1/2
ε ) è A−1/2

ε sin(τA1/2
ε ) â ñòàðøåì

ïîðÿäêå. Ïåðåéä¼ì òåïåðü ê ðàññìîòðåíèþ îïåðàòîðà Aε (ñì. (15.2)). Ïóñòü A0 �
îïåðàòîð (11.3). Ïîëîæèì:

J1,ε(τ) := f ε cos(τA1/2
ε )(f ε)−1 − f0(A0)−1/2 cos(τ(A0)1/2)f−1

0 , (15.63)

J2,ε(τ) := f εA−1/2
ε sin(τA1/2

ε )(f ε)−1 − f0(A0)−1/2 sin(τ(A0)1/2)f−1
0 , (15.64)

J3,ε(τ) := f εA−1/2
ε sin(τA1/2

ε )(f ε)∗ − f0(A0)−1/2 sin(τ(A0)1/2)f0. (15.65)

Èç ñîîòíîøåíèé (15.3), (15.4) âûòåêàþò òîæäåñòâà

J1,ε(τ)(H0 + I)−s/2 =T ∗ε J1(ε−1τ)R(ε)s/2Tε, (15.66)

Jl,ε(τ)(H0 + I)−s/2 = εT ∗ε Jl(ε
−1τ)R(ε)s/2Tε, l = 2, 3. (15.67)

Ïðèìåíÿÿ òåîðåìû 14.15 è 14.17, ñ ó÷åòîì (15.66), (15.67) ïîëó÷àåì ñëåäóþùèå äâå òåîðåìû.

Òåîðåìà 15.23 ([BSu5], [M2], [DSu2]). Ïóñòü Aε � îïåðàòîð (15.2) è ïóñòü A0 �

îïåðàòîð (11.3). Ïóñòü îïåðàòîðû J1,ε(τ), J2,ε(τ), J3,ε(τ) îïðåäåëåíû â (15.63)�(15.65). Òîãäà
ïðè τ ∈ R è ε > 0 ñïðàâåäëèâû îöåíêè∥∥J1,ε(τ)

∥∥
H2(Rd)→L2(Rd)

6 C1(1 + |τ |)ε, (15.68)∥∥J2,ε(τ)
∥∥
H1(Rd)→L2(Rd)

6 C2(1 + |τ |)ε, (15.69)∥∥J3,ε(τ)
∥∥
H1(Rd)→L2(Rd)

6 C̃2(1 + |τ |)ε. (15.70)

Ïîñòîÿííûå C1, C2, C̃2 çàâèñÿò îò α0, α1, ‖g‖L∞ , ‖g−1‖L∞ , ‖f‖L∞ , ‖f−1‖L∞ è r0.

Òåîðåìà 15.24. Ïóñòü âûïîëíåíû óñëîâèÿ òåîðåìû 15.23. Ïóñòü âûïîëíåíî óñëîâèå 12.3 ëèáî
óñëîâèå 12.7 (èëè áîëåå ñèëüíîå óñëîâèå 12.8). Òîãäà ïðè τ ∈ R è ε > 0 ñïðàâåäëèâû îöåíêè∥∥J1,ε(τ)

∥∥
H3/2(Rd)→L2(Rd)

6 C3(1 + |τ |)1/2ε, (15.71)∥∥J3,ε(τ)
∥∥
H1/2(Rd)→L2(Rd)

6 C4(1 + |τ |)1/2ε. (15.72)

Ïðè óñëîâèè 12.3 ïîñòîÿííûå C3, C4 çàâèñÿò îò α0, α1, ‖g‖L∞ , ‖g−1‖L∞ , ‖f‖L∞ , ‖f−1‖L∞ è r0.

Ïðè óñëîâèè 12.7 ýòè êîíñòàíòû çàâèñÿò îò òåõ æå ïàðàìåòðîâ è îò n, c◦.

Òåîðåìà 15.23 áûëà èçâåñòíà: îöåíêà (15.68) ïîëó÷åíà â [BSu5, òåîðåìà 13.3], íåðàâåíñòâî
(15.69) óñòàíîâëåíî â [M2, òåîðåìà 9.1], à (15.70) äîêàçàíî â [DSu2, òåîðåìà 11.6].
Ñ ïîìîùüþ èíòåðïîëÿöèè èç òåîðåì 15.23, 15.24 è ïðåäëîæåíèé 14.16, 14.18 âûâîäèì ñëåäñòâèÿ.

Ñëåäñòâèå 15.25. Â óñëîâèÿõ òåîðåìû 15.23 ñïðàâåäëèâû îöåíêè∥∥J1,ε(τ)
∥∥
Hs(Rd)→L2(Rd)

6 C1(s)(1 + |τ |)s/2εs/2, 0 6 s 6 2, τ ∈ R, ε > 0; (15.73)∥∥J3,ε(τ)
∥∥
Hr(Rd)→L2(Rd)

6 C2(r)(1 + |τ |)(r+1)/2ε(r+1)/2, 0 6 r 6 1, τ ∈ R, 0 < ε 6 1. (15.74)

Äîêàçàòåëüñòâî. Ñ ó÷åòîì (11.2) èìååì∥∥J1,ε(τ)
∥∥
L2(Rd)→L2(Rd)

6 2‖f‖L∞‖f−1‖L∞ , τ ∈ R, ε > 0. (15.75)

Èíòåðïîëèðóÿ ìåæäó (15.75) è (15.68), ïðèõîäèì ê îöåíêå (15.73) ñ ïîñòîÿííîé C1(s) =

(2‖f‖L∞‖f−1‖L∞)1−s/2C
s/2
1 .

Â ñèëó (14.21) è (15.67) (ïðè s = 0) ñïðàâåäëèâà îöåíêà∥∥J3,ε(τ)
∥∥
L2(Rd)→L2(Rd)

6 C′2ε(1 + ε−1/2|τ |1/2) 6 2C′2ε
1/2(1 + |τ |)1/2, τ ∈ R, 0 < ε 6 1. (15.76)

Èíòåðïîëèðóÿ ìåæäó (15.76) è (15.70), ïîëó÷àåì îöåíêó (15.74) ñ ïîñòîÿííîé C2(r) = (2C′2)1−rC̃r
2.
�
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Çàìå÷àíèå 15.26. Â óñëîâèÿõ òåîðåìû 15.23 ìîæíî ïîëó÷èòü ðåçóëüòàò è äëÿ îïåðàòîðà

J2,ε(τ), èíòåðïîëèðóÿ ìåæäó î÷åâèäíîé îöåíêîé ‖J2,ε(τ)‖L2→L2 6 2|τ |‖f‖L∞‖f−1‖L∞ è (15.69).
Ýòî äàåò íåðàâåíñòâî

‖J2,ε(τ)‖Hr(Rd)→L2(Rd) 6 C̃2(r)(1 + |τ |)εr, 0 6 r 6 1, τ ∈ R, ε > 0.

Ïîëó÷èòü àíàëîã îöåíêè (15.74) äëÿ J2,ε(τ) íå óäàåòñÿ. Ñì. çàìå÷àíèå 12.6.

Ñëåäñòâèå 15.27. Â óñëîâèÿõ òåîðåìû 15.24 ñïðàâåäëèâû îöåíêè∥∥J1,ε(τ)
∥∥
Hs(Rd)→L2(Rd)

6 C3(s)(1 + |τ |)s/3ε2s/3, 0 6 s 6 3/2, τ ∈ R, ε > 0; (15.77)∥∥J3,ε(τ)
∥∥
Hr(Rd)→L2(Rd)

6 C4(r)(1 + |τ |)(r+1)/3ε2(r+1)/3, 0 6 r 6 1/2, τ ∈ R, 0 < ε 6 1. (15.78)

Äîêàçàòåëüñòâî. Èíòåðïîëèðóÿ ìåæäó (15.75) è (15.71), ïðèõîäèì ê îöåíêå (15.77) ñ ïîñòîÿííîé

C3(s) = (2‖f‖L∞‖f−1‖L∞)1−2s/3C
2s/3
3 .

Â ñèëó (14.22) è (15.67) (ïðè s = 0)∥∥J3,ε(τ)
∥∥
L2(Rd)→L2(Rd)

6 C′4ε(1 + ε−1/3|τ |1/3) 6 2C′4ε
2/3(1 + |τ |)1/3, τ ∈ R, 0 < ε 6 1. (15.79)

Èíòåðïîëèðóÿ ìåæäó (15.79) è (15.72), ïîëó÷àåì îöåíêó (15.78) ñ ïîñòîÿííîé C4(r) =
(2C′4)1−2rC2r

4 . �

Çàìå÷àíèå 15.28. 1) Â óñëîâèÿõ òåîðåìû 15.23 ìîæíî ðàññìàòðèâàòü áîëüøèå çíà÷åíèÿ

âðåìåíè τ = O(ε−α), 0 < α < 1, è ïîëó÷àòü êâàëèôèöèðîâàííûå îöåíêè:∥∥J1,ε(τ)
∥∥
Hs(Rd)→L2(Rd)

= O(εs(1−α)/2), 0 6 s 6 2;∥∥J3,ε(τ)
∥∥
Hr(Rd)→L2(Rd)

= O(ε(r+1)(1−α)/2), 0 6 r 6 1.

2) Â óñëîâèÿõ òåîðåìû 15.24 ìîæíî ðàññìàòðèâàòü çíà÷åíèÿ τ = O(ε−α), 0 < α < 2, è
ïîëó÷àòü êâàëèôèöèðîâàííûå îöåíêè:∥∥J1,ε(τ)

∥∥
Hs(Rd)→L2(Rd)

= O(εs(2−α)/3), 0 6 s 6 3/2;∥∥J2,ε(τ)
∥∥
Hr(Rd)→L2(Rd)

= O(ε(r+1)(2−α)/3), 0 6 r 6 1/2.

15.7. Àïïðîêñèìàöèÿ îêàéìë¼ííîãî îïåðàòîðà A−1/2
ε sin(τA1/2

ε ) â ýíåðãåòè÷åñêîé íîðìå.
Ïîëîæèì

Jε(τ) := f εA−1/2
ε sin(τA1/2

ε )(f ε)−1 − (I + εΛεb(D)Πε)f0(A0)−1/2 sin(τ(A0)1/2)f−1
0 . (15.80)

Ïðèìåíÿÿ ñîîòíîøåíèÿ âèäà (15.3) äëÿ îïåðàòîðîâ Aε è A0, à òàêæå (15.4) è (15.5), ïîëó÷àåì
òîæäåñòâî

Â1/2
ε Jε(τ)(H0 + I)−s/2 = T ∗ε Â1/2J(ε−1τ)R(ε)s/2Tε, ε > 0.

Ïî àíàëîãèè ñ äîêàçàòåëüñòâîì òåîðåìû 15.8, èñïîëüçóÿ ýòî òîæäåñòâî, èç òåîðåìû 14.19 âûâîäèì
ñëåäóþùèé ðåçóëüòàò (ñì. [M2, òåîðåìû 9.5 è 10.8]).

Òåîðåìà 15.29 ([M2]). Ïóñòü Aε � îïåðàòîð (15.2) è ïóñòü A0 � îïåðàòîð (11.3). Ïóñòü
îïåðàòîð Jε(τ) îïðåäåëåí â (15.80). Ïîëîæèì

Iε(τ) := gεb(D)f εA−1/2
ε sin(τA1/2

ε )(f ε)−1 − g̃εb(D)Πεf0(A0)−1/2 sin(τ(A0)1/2)f−1
0 .

Òîãäà ïðè τ ∈ R è ε > 0 ñïðàâåäëèâû îöåíêè∥∥Jε(τ)
∥∥
H2(Rd)→H1(Rd)

6 C7(1 + |τ |)ε, (15.81)∥∥Iε(τ)
∥∥
H2(Rd)→L2(Rd)

6 C8(1 + |τ |)ε. (15.82)

Ïîñòîÿííûå C7, C8 çàâèñÿò îò α0, α1, ‖g‖L∞ , ‖g−1‖L∞ , ‖f‖L∞ , ‖f−1‖L∞ , r0 è r1.

Ñ ïîìîùüþ èíòåðïîëÿöèè èç òåîðåìû 15.29 âûâîäèòñÿ ñëåäóþùèé ðåçóëüòàò.
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Ñëåäñòâèå 15.30. Â óñëîâèÿõ òåîðåìû 15.29 ñïðàâåäëèâû îöåíêè

‖DJε(τ)‖Hs(Rd)→L2(Rd) 6 C5(s)(1 + |τ |)s/2εs/2, 0 6 s 6 2, τ ∈ R, ε > 0, (15.83)

‖Iε(τ)‖Hs(Rd)→L2(Rd) 6 C6(s)(1 + |τ |)s/2εs/2, 0 6 s 6 2, τ ∈ R, ε > 0. (15.84)

Äîêàçàòåëüñòâî. Â ñèëó (15.81)∥∥DJε(τ)
∥∥
H2(Rd)→L2(Rd)

6 C7(1 + |τ |)ε, τ ∈ R, ε > 0. (15.85)

Îöåíèì òåïåðü íîðìó
∥∥DJε(τ)

∥∥
L2→L2

. Àíàëîãè÷íî (7.11) èìååì

‖D(f εu)‖2L2(Rd) 6 α
−1
0 ‖g

−1‖L∞‖A1/2
ε u‖2L2(Rd), f εu ∈ H1(Rd;Cn).

Ñëåäîâàòåëüíî,∥∥Df εA−1/2
ε sin(τA1/2

ε )(f ε)−1
∥∥
L2(Rd)→L2(Rd)

6 α−1/2
0 ‖g−1‖1/2L∞

‖f−1‖L∞ = c
−1/2
∗ . (15.86)

Àíàëîãè÷íî, ∥∥Df0(A0)−1/2 sin(τ(A0)1/2)f−1
0

∥∥
L2(Rd)→L2(Rd)

6 c−1/2
∗ . (15.87)

Ïî àíàëîãèè ñ (15.42)�(15.48) íåòðóäíî ïðîâåðèòü îöåíêó∥∥DεΛεb(D)Πεf0(A0)−1/2 sin(τ(A0)1/2)f−1
0

∥∥
L2(Rd)→L2(Rd)

6 (M1r1 +M2)‖g−1‖1/2L∞
‖f−1‖L∞ .

Â èòîãå ïîëó÷àåì ∥∥DJε(τ)
∥∥
L2(Rd)→L2(Rd)

6 C′7, τ ∈ R, ε > 0, (15.88)

ãäå C′7 = 2c
−1/2
∗ + (M1r1 +M2)‖g−1‖1/2L∞

‖f−1‖L∞ .
Èíòåðïîëèðóÿ ìåæäó (15.88) è (15.85), ïðèõîäèì ê îöåíêå (15.83) ñ ïîñòîÿííîé C5(s) =

(C′7)1−s/2C
s/2
7 .

Ïðîâåðèì íåðàâåíñòâî (15.84). Àíàëîãè÷íî (15.50)�(15.53) ëåãêî óáåäèòüñÿ, ÷òî∥∥Iε(τ)
∥∥
L2(Rd)→L2(Rd)

6 C′8, τ ∈ R, ε > 0, (15.89)

ãäå C′8 =
(
‖g‖1/2L∞

+ 2‖g‖L∞‖g−1‖1/2L∞

)
‖f−1‖L∞ . Èíòåðïîëèðóÿ ìåæäó (15.89) è (15.82), ïðèõîäèì ê

îöåíêå (15.84) ñ ïîñòîÿííîé C6(s) = (C′8)1−s/2C
s/2
8 . �

Çàìå÷àíèå 15.31. Ñ ó÷åòîì (15.31) ïîëó÷àåì

‖Jε(τ)‖L2(Rd)→L2(Rd) 6 2|τ |‖f‖L∞‖f−1‖L∞ + εM1‖g−1‖1/2L∞
‖f−1‖L∞ .

Âìåñòå ñ (15.88) ýòî äàåò îöåíêó

‖Jε(τ)‖L2(Rd)→H1(Rd) 6 C′′7(1 + |τ |), τ ∈ R, 0 < ε 6 1. (15.90)

Èíòåðïîëèðóÿ ìåæäó (15.90) è (15.81), ïðè τ ∈ R, 0 < ε 6 1 ïîëó÷àåì îöåíêó

‖Jε(τ)‖Hs(Rd)→H1(Rd) 6 C′5(s)(1 + |τ |)εs/2, 0 6 s 6 2.

Ïîëó÷èòü îöåíêó äëÿ ‖Jε(τ)‖Hs→H1 òîãî æå ïîðÿäêà, ÷òî â (15.83), íå óäàåòñÿ èç-çà

îòñóòñòâèÿ àíàëîãà íåðàâåíñòâà (15.17) äëÿ îïåðàòîðà J2,ε(τ); ñð. çàìå÷àíèå 15.10.

Ïî àíàëîãèè ñ äîêàçàòåëüñòâîì òåîðåìû 15.8 èç òåîðåìû 14.20 âûâîäèì ñëåäóþùåå
óòâåðæäåíèå.

Òåîðåìà 15.32. Ïóñòü âûïîëíåíû óñëîâèÿ òåîðåìû 15.29. Ïóñòü âûïîëíåíî óñëîâèå 12.3 ëèáî
óñëîâèå 12.7 (èëè áîëåå ñèëüíîå óñëîâèå 12.8). Òîãäà ïðè τ ∈ R è ε > 0 ñïðàâåäëèâû îöåíêè∥∥Jε(τ)

∥∥
H3/2(Rd)→H1(Rd)

6 C9(1 + |τ |)1/2ε,∥∥Iε(τ)
∥∥
H3/2(Rd)→L2(Rd)

6 C10(1 + |τ |)1/2ε.
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Ïðè óñëîâèè 12.3 ïîñòîÿííûå C9, C10 çàâèñÿò òîëüêî îò α0, α1, ‖g‖L∞ , ‖g−1‖L∞ , ‖f‖L∞ ,
‖f−1‖L∞ , r0 è r1. Ïðè óñëîâèè 12.7 ýòè êîíñòàíòû çàâèñÿò îò òåõ æå ïàðàìåòðîâ è îò

n, c◦.

Ñ ïîìîùüþ èíòåðïîëÿöèè èç òåîðåìû 15.32 è îöåíîê (15.88), (15.89) ïîëó÷àåì ñëåäñòâèå.

Ñëåäñòâèå 15.33. Â óñëîâèÿõ òåîðåìû 15.32 ñïðàâåäëèâû îöåíêè

‖DJε(τ)‖Hs(Rd)→L2(Rd) 6 C7(s)(1 + |τ |)s/3ε2s/3, 0 6 s 6 3/2, τ ∈ R, ε > 0,

‖Iε(τ)‖Hs(Rd)→L2(Rd) 6 C8(s)(1 + |τ |)s/3ε2s/3, 0 6 s 6 3/2, τ ∈ R, ε > 0.

Çàìå÷àíèå 15.34. 1) Â óñëîâèÿõ òåîðåìû 15.29 ìîæíî ðàññìàòðèâàòü çíà÷åíèÿ τ = O(ε−α),
0 < α < 1, è ïîëó÷àòü êâàëèôèöèðîâàííûå îöåíêè:∥∥DJε(τ)

∥∥
Hs(Rd)→L2(Rd)

= O(εs(1−α)/2), 0 6 s 6 2;∥∥Iε(τ)
∥∥
Hs(Rd)→L2(Rd)

= O(εs(1−α)/2), 0 6 s 6 2.

2) Â óñëîâèÿõ òåîðåìû 15.32 ìîæíî ðàññìàòðèâàòü çíà÷åíèÿ τ = O(ε−α), 0 < α < 2, è
ïîëó÷àòü êâàëèôèöèðîâàííûå îöåíêè:∥∥DJε(τ)

∥∥
Hs(Rd)→L2(Rd)

= O(εs(2−α)/3), 0 6 s 6 3/2;∥∥Iε(τ)
∥∥
Hs(Rd)→L2(Rd)

= O(εs(2−α)/3), 0 6 s 6 3/2.

15.8. Ïîäòâåðæäåíèå òî÷íîñòè ðåçóëüòàòîâ ïóíêòîâ 15.6, 15.7. Ïðèìåíÿÿ òåîðåìû èç
ïóíêòà 14.6, ïîäòâåðäèì òî÷íîñòü ðåçóëüòàòîâ ïóíêòîâ 15.6, 15.7. Ñíà÷àëà îáñóäèì òî÷íîñòü
ðåçóëüòàòîâ îòíîñèòåëüíî òèïà îïåðàòîðíîé íîðìû. Ñëåäóþùåå óòâåðæäåíèå, ïîäòâåðæäàþùåå
òî÷íîñòü òåîðåìû 15.23, âûâîäèòñÿ èç òåîðåìû 14.21 ñ ïîìîùüþ ìàñøòàáíîãî ïðåîáðàçîâàíèÿ.

Òåîðåìà 15.35. Ïóñòü âûïîëíåíî óñëîâèå 13.1.
1◦. Ïóñòü 0 6= τ ∈ R è 0 6 s < 2. Òîãäà íå ñóùåñòâóåò òàêîé ïîñòîÿííîé C(τ) > 0, ÷òîáû
îöåíêà

‖J1,ε(τ)‖Hs(Rd)→L2(Rd) 6 C(τ)ε (15.91)

âûïîëíÿëàñü ïðè âñåõ äîñòàòî÷íî ìàëûõ ε > 0.
2◦. Ïóñòü 0 6= τ ∈ R è 0 6 r < 1. Òîãäà íå ñóùåñòâóåò òàêîé ïîñòîÿííîé C(τ) > 0, ÷òîáû
îöåíêà

‖J2,ε(τ)‖Hr(Rd)→L2(Rd) 6 C(τ)ε (15.92)

âûïîëíÿëàñü ïðè âñåõ äîñòàòî÷íî ìàëûõ ε > 0.
3◦. Ïóñòü 0 6= τ ∈ R è 0 6 r < 1. Òîãäà íå ñóùåñòâóåò òàêîé ïîñòîÿííîé C(τ) > 0, ÷òîáû
îöåíêà

‖J3,ε(τ)‖Hr(Rd)→L2(Rd) 6 C(τ)ε (15.93)

âûïîëíÿëàñü ïðè âñåõ äîñòàòî÷íî ìàëûõ ε > 0.

Äàëåå, òåîðåìà 14.22 ïîäòâåðæäàåò òî÷íîñòü òåîðåìû 15.24.

Òåîðåìà 15.36. Ïóñòü âûïîëíåíî óñëîâèå 13.2.
1◦. Ïóñòü 0 6= τ ∈ R è 0 6 s < 3/2. Òîãäà íå ñóùåñòâóåò òàêîé ïîñòîÿííîé C(τ) > 0, ÷òîáû
îöåíêà (15.91) âûïîëíÿëàñü ïðè âñåõ äîñòàòî÷íî ìàëûõ ε > 0.
2◦. Ïóñòü 0 6= τ ∈ R è 0 6 r < 1/2. Òîãäà íå ñóùåñòâóåò òàêîé ïîñòîÿííîé C(τ) > 0, ÷òîáû
îöåíêà (15.93) âûïîëíÿëàñü ïðè âñåõ äîñòàòî÷íî ìàëûõ ε > 0.

Ïðèìåíÿÿ òåîðåìó 14.23, ìû ïîäòâåðæäàåì òî÷íîñòü òåîðåìû 15.29.

Òåîðåìà 15.37. Ïóñòü âûïîëíåíî óñëîâèå 13.1. Ïóñòü 0 6= τ ∈ R è 0 6 s < 2. Òîãäà íå

ñóùåñòâóåò òàêîé ïîñòîÿííîé C(τ) > 0, ÷òîáû îöåíêà

‖Jε(τ)‖Hs(Rd)→H1(Rd) 6 C(τ)ε (15.94)

âûïîëíÿëàñü ïðè âñåõ äîñòàòî÷íî ìàëûõ ε > 0.
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Èç òåîðåìû 14.24 âûòåêàåò òî÷íîñòü òåîðåìû 15.32.

Òåîðåìà 15.38. Ïóñòü âûïîëíåíî óñëîâèå 13.2. Ïóñòü 0 6= τ ∈ R è 0 6 s < 3/2. Òîãäà
íå ñóùåñòâóåò òàêîé ïîñòîÿííîé C(τ) > 0, ÷òîáû îöåíêà (15.94) âûïîëíÿëàñü ïðè âñåõ

äîñòàòî÷íî ìàëûõ ε > 0.

Îáñóäèì òåïåðü òî÷íîñòü ðåçóëüòàòîâ îòíîñèòåëüíî çàâèñèìîñòè îöåíîê îò ïàðàìåòðà τ . Èç
òåîðåìû 14.25 âûòåêàåò ñëåäóþùåå óòâåðæäåíèå, äåìîíñòðèðóþùåå òî÷íîñòü òåîðåìû 15.23.

Òåîðåìà 15.39. Ïóñòü âûïîëíåíî óñëîâèå 13.1.
1◦. Ïóñòü s > 2. Íå ñóùåñòâóåò ïîëîæèòåëüíîé ôóíêöèè C(τ) òàêîé, ÷òî limτ→∞ C(τ)/|τ | = 0
è âûïîëíåíà îöåíêà (15.91) ïðè âñåõ τ ∈ R è äîñòàòî÷íî ìàëîì ε > 0.
2◦. Ïóñòü r > 1. Íå ñóùåñòâóåò ïîëîæèòåëüíîé ôóíêöèè C(τ) òàêîé, ÷òî limτ→∞ C(τ)/|τ | = 0
è âûïîëíåíà îöåíêà (15.92) ïðè âñåõ τ ∈ R è äîñòàòî÷íî ìàëîì ε > 0.
3◦. Ïóñòü r > 1. Íå ñóùåñòâóåò ïîëîæèòåëüíîé ôóíêöèè C(τ) òàêîé, ÷òî limτ→∞ C(τ)/|τ | = 0
è âûïîëíåíà îöåíêà (15.93) ïðè âñåõ τ ∈ R è äîñòàòî÷íî ìàëîì ε > 0.

Òåîðåìà 14.26 äåìîíñòðèðóåò òî÷íîñòü òåîðåìû 15.24.

Òåîðåìà 15.40. Ïóñòü âûïîëíåíî óñëîâèå 13.2.
1◦. Ïóñòü s > 3/2. Íå ñóùåñòâóåò ïîëîæèòåëüíîé ôóíêöèè C(τ) òàêîé, ÷òî

limτ→∞ C(τ)/|τ |1/2 = 0 è âûïîëíåíà îöåíêà (15.91) ïðè âñåõ τ ∈ R è äîñòàòî÷íî ìàëîì ε > 0.
2◦. Ïóñòü r > 1/2. Íå ñóùåñòâóåò ïîëîæèòåëüíîé ôóíêöèè C(τ) òàêîé, ÷òî

limτ→∞ C(τ)/|τ |1/2 = 0 è âûïîëíåíà îöåíêà (15.93) ïðè âñåõ τ ∈ R è äîñòàòî÷íî ìàëîì ε > 0.

Ïðèìåíÿÿ òåîðåìó 14.27, óáåæäàåìñÿ â òî÷íîñòè òåîðåìû 15.29.

Òåîðåìà 15.41. Ïóñòü âûïîëíåíî óñëîâèå 13.1. Ïóñòü s > 2. Íå ñóùåñòâóåò ïîëîæèòåëüíîé

ôóíêöèè C(τ) òàêîé, ÷òî limτ→∞ C(τ)/|τ | = 0 è âûïîëíåíà îöåíêà (15.94) ïðè âñåõ τ ∈ R è

äîñòàòî÷íî ìàëîì ε > 0.

Íàêîíåö, ïðèìåíåíèå òåîðåìû 14.28 ïîäòâåðæäàåò òî÷íîñòü òåîðåìû 15.32.

Òåîðåìà 15.42. Ïóñòü âûïîëíåíî óñëîâèå 13.2. Ïóñòü s > 3/2. Íå ñóùåñòâóåò ïîëîæèòåëüíîé

ôóíêöèè C(τ) òàêîé, ÷òî limτ→∞ C(τ)/|τ |1/2 = 0 è âûïîëíåíà îöåíêà (15.94) ïðè âñåõ τ ∈ R è

äîñòàòî÷íî ìàëîì ε > 0.

15.9. Î âîçìîæíîñòè óñòðàíåíèÿ ñãëàæèâàþùåãî îïåðàòîðà Πε â êîððåêòîðå.
Ðàññìîòðèì òåïåðü âîïðîñ î âîçìîæíîñòè óñòðàíåíèÿ îïåðàòîðà Πε â êîððåêòîðå â òåîðåìàõ
15.8, 15.11, 15.29, 15.32.
Ïîëîæèì

Ĵ◦ε (τ) :=Â−1/2
ε sin(τÂ1/2

ε )− (I + εΛεb(D))(Â0)−1/2 sin(τ(Â0)1/2), (15.95)

Î◦ε (τ) :=gεb(D)Â−1/2
ε sin(τÂ1/2

ε )− g̃εb(D)(Â0)−1/2 sin(τ(Â0)1/2), (15.96)

J◦ε (τ) :=f εA−1/2
ε sin(τA1/2

ε )(f ε)−1 − (I + εΛεb(D))f0(A0)−1/2 sin(τ(A0)1/2)f−1
0 , (15.97)

I◦ε (τ) :=gεb(D)f εA−1/2
ε sin(τA1/2

ε )(f ε)−1 − g̃εb(D)f0(A0)−1/2 sin(τ(A0)1/2)f−1
0 . (15.98)

Èç òåîðåìû 14.32 âûâîäèòñÿ ñëåäóþùèé ðåçóëüòàò.

Òåîðåìà 15.43. Ïóñòü âûïîëíåíî óñëîâèå 14.30.
1◦. Â óñëîâèÿõ òåîðåìû 15.8 äëÿ îïåðàòîðîâ (15.95), (15.96) ïðè τ ∈ R è 0 < ε 6 1 ñïðàâåäëèâû

îöåíêè ∥∥Ĵ◦ε (τ)
∥∥
H2(Rd)→H1(Rd)

6 Ĉ◦7(1 + |τ |)ε, (15.99)∥∥Î◦ε (τ)
∥∥
H2(Rd)→L2(Rd)

6 Ĉ◦8(1 + |τ |)ε. (15.100)

Ïîñòîÿííûå Ĉ◦7, Ĉ◦8 çàâèñÿò îò α0, α1, ‖g‖L∞ , ‖g−1‖L∞ , r0, r1, à òàêæå îò íîðìû ‖[Λ]‖H2→H1.
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2◦. Â óñëîâèÿõ òåîðåìû 15.29 äëÿ îïåðàòîðîâ (15.97), (15.98) ïðè τ ∈ R è 0 < ε 6 1 ñïðàâåäëèâû

îöåíêè ∥∥J◦ε (τ)
∥∥
H2(Rd)→H1(Rd)

6 C◦7(1 + |τ |)ε, (15.101)∥∥I◦ε (τ)
∥∥
H2(Rd)→L2(Rd)

6 C◦8(1 + |τ |)ε.

Ïîñòîÿííûå C◦7, C◦8 çàâèñÿò îò α0, α1, ‖g‖L∞ , ‖g−1‖L∞ , ‖f‖L∞ , ‖f−1‖L∞ , r0, r1, à òàêæå îò

íîðìû ‖[Λ]‖H2→H1 .

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïðîâåðèì óòâåðæäåíèå 1◦. Óòâåðæäåíèå 2◦ ïðîâåðÿåòñÿ àíàëîãè÷íî.
Èç (14.32) è (15.28) âûòåêàåò îöåíêà∥∥DĴ◦ε (τ)

∥∥
H2(Rd)→L2(Rd)

6 ĉ−1/2
∗ Ĉ◦5(1 + |τ |)ε, τ ∈ R, 0 < ε 6 1. (15.102)

Îöåíèì òåïåðü íîðìó
∥∥Ĵ◦ε (τ)

∥∥
H2→L2

. Â ñèëó (15.11)∥∥Â−1/2
ε sin(τÂ1/2

ε )− (Â0)−1/2 sin(τ(Â0)1/2)
∥∥
H1(Rd)→L2(Rd)

6 Ĉ2(1 + |τ |)ε. (15.103)

×òîáû îöåíèòü êîððåêòîð, ïðèìåíèì ìàñøòàáíîå ïðåîáðàçîâàíèå:∥∥εΛεb(D)(Â0)−1/2 sin(τ(Â0)1/2)
∥∥
H2(Rd)→L2(Rd)

= ε
∥∥Λεb(D)(Â0)−1/2 sin(τ(Â0)1/2)(H0 + I)−1

∥∥
L2(Rd)→L2(Rd)

= ε
∥∥Λb(D)(Â0)−1/2 sin(ε−1τ(Â0)1/2)R(ε)

∥∥
L2(Rd)→L2(Rd)

6 ε‖ΛR(ε)‖L2(Rd)→L2(Rd)

∥∥b(D)(Â0)−1/2
∥∥
L2(Rd)→L2(Rd)

6 ε‖[Λ]‖H2(Rd)→L2(Rd)‖R(ε)‖L2(Rd)→H2(Rd)‖g−1‖1/2L∞
.

(15.104)

Ìû ó÷ëè, ÷òî îïåðàòîð R(ε) êîììóòèðóåò ñ äèôôåðåíöèðîâàíèåì, à ïîòîìó è ñ ôóíêöèÿìè îò

Â0. Äàëåå,

‖R(ε)‖L2(Rd)→H2(Rd) = sup
ξ∈Rd

(1 + |ξ|2)ε2(|ξ|2 + ε2)−1 6 1 + ε2 6 2, 0 < ε 6 1. (15.105)

Â èòîãå èç (15.103)�(15.105) ñëåäóåò, ÷òî∥∥Ĵ◦ε (τ)
∥∥
H2(Rd)→L2(Rd)

6
(
Ĉ2 + 2‖g−1‖1/2L∞

‖[Λ]‖H2→L2

)
(1 + |τ |)ε, τ ∈ R, 0 < ε 6 1.

Âìåñòå ñ (15.102) ýòî âëå÷åò èñêîìóþ îöåíêó (15.99).
Ïðîâåðèì òåïåðü (15.100). Èç (14.32) âûâîäèì îöåíêó∥∥gεb(D)Ĵ◦ε (τ)

∥∥
H2(Rd)→L2(Rd)

6 ‖g‖1/2L∞
Ĉ◦5(1 + |τ |)ε, τ ∈ R, 0 < ε 6 1. (15.106)

Ñ ó÷åòîì (8.11) èìååì

gεb(D)(I + εΛεb(D))(Â0)−1/2 sin(τ(Â0)1/2) = g̃εb(D)(Â0)−1/2 sin(τ(Â0)1/2)

+ εgε
d∑
l=1

blΛ
εDlb(D)(Â0)−1/2 sin(τ(Â0)1/2).

(15.107)

Îöåíèì (H2 → L2)-íîðìó âòîðîãî ñëàãàåìîãî. Àíàëîãè÷íî (15.104) èìååì

ε
∥∥ΛεDlb(D)(Â0)−1/2 sin(τ(Â0)1/2)

∥∥
H2(Rd)→L2(Rd)

=
∥∥ΛDlb(D)(Â0)−1/2 sin(ε−1τ(Â0)1/2)R(ε)

∥∥
L2(Rd)→L2(Rd)

6 ‖ΛDlR(ε)‖L2(Rd)→L2(Rd)

∥∥b(D)(Â0)−1/2
∥∥
L2(Rd)→L2(Rd)

6 ‖[Λ]‖H1(Rd)→L2(Rd)‖DlR(ε)‖L2(Rd)→H1(Rd)‖g−1‖1/2L∞
.

(15.108)
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Îòìåòèì, ÷òî óñëîâèå 14.30 ãàðàíòèðóåò îãðàíè÷åííîñòü îïåðàòîðà [Λ] èç H1(Rd;Cm) â
L2(Rd;Cn). Ïðè ýòîì íîðìà ‖[Λ]‖H1→L2

êîíòðîëèðóåòñÿ ÷åðåç ‖[Λ]‖H2→H1 . Ñì. [MSh, ï. 1.3.2].
Î÷åâèäíî,

‖DlR(ε)‖L2(Rd)→H1(Rd) = sup
ξ∈Rd

(1 + |ξ|2)1/2|ξl|ε2(|ξ|2 + ε2)−1 6 ε+ ε2 6 2ε, 0 < ε 6 1. (15.109)

Èç (15.108) è (15.109) âèäíî, ÷òî (H2 → L2)-íîðìà âòîðîãî ñëàãàåìîãî â (15.107) äîïóñêàåò îöåíêó
÷åðåç Cε. Âìåñòå ñ (15.106) ýòî âëå÷åò îöåíêó (15.100). �

Àíàëîãè÷íî èç òåîðåìû 14.33 âûâîäèòñÿ ñëåäóþùåå óòâåðæäåíèå.

Òåîðåìà 15.44. Ïóñòü âûïîëíåíî óñëîâèå 14.31.
1◦. Â óñëîâèÿõ òåîðåìû 15.11 ïðè τ ∈ R è 0 < ε 6 1 ñïðàâåäëèâû îöåíêè∥∥Ĵ◦ε (τ)

∥∥
H3/2(Rd)→H1(Rd)

6 Ĉ◦9(1 + |τ |)1/2ε, (15.110)∥∥Î◦ε (τ)
∥∥
H3/2(Rd)→L2(Rd)

6 Ĉ◦10(1 + |τ |)1/2ε. (15.111)

Ïðè óñëîâèè 9.3 ïîñòîÿííûå Ĉ◦9 è Ĉ◦10 çàâèñÿò îò α0, α1, ‖g‖L∞ , ‖g−1‖L∞ , r0, r1, à òàêæå îò

íîðìû ‖[Λ]‖H3/2→H1. Ïðè óñëîâèè 9.6 ýòè êîíñòàíòû çàâèñÿò îò òåõ æå ïàðàìåòðîâ è îò n,
ĉ◦.
2◦. Â óñëîâèÿõ òåîðåìû 15.32 ïðè τ ∈ R è 0 < ε 6 1 ñïðàâåäëèâû îöåíêè∥∥J◦ε (τ)

∥∥
H3/2(Rd)→H1(Rd)

6 C◦9(1 + |τ |)1/2ε, (15.112)∥∥I◦ε (τ)
∥∥
H3/2(Rd)→L2(Rd)

6 C◦10(1 + |τ |)1/2ε.

Ïðè óñëîâèè 12.3 ïîñòîÿííûå C◦9 è C◦10 çàâèñÿò îò α0, α1, ‖g‖L∞ , ‖g−1‖L∞ , ‖f‖L∞ , ‖f−1‖L∞ ,
r0, r1, à òàêæå îò íîðìû ‖[Λ]‖H3/2→H1. Ïðè óñëîâèè 12.7 ýòè êîíñòàíòû çàâèñÿò îò òåõ æå

ïàðàìåòðîâ è îò n, c◦.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïðîâåðèì óòâåðæäåíèå 1◦. Óòâåðæäåíèå 2◦ ïðîâåðÿåòñÿ àíàëîãè÷íî.
Èç (14.34) è (15.28) âûòåêàåò îöåíêà∥∥DĴ◦ε (τ)

∥∥
H3/2(Rd)→L2(Rd)

6 ĉ−1/2
∗ Ĉ◦6(1 + |τ |)1/2ε, τ ∈ R, 0 < ε 6 1. (15.113)

Îöåíèì òåïåðü íîðìó
∥∥Ĵ◦ε (τ)

∥∥
H3/2→L2

. Â ñèëó (15.13)∥∥Â−1/2
ε sin(τÂ1/2

ε )− (Â0)−1/2 sin(τ(Â0)1/2)
∥∥
H1/2(Rd)→L2(Rd)

6 Ĉ4(1 + |τ |)1/2ε. (15.114)

Àíàëîãè÷íî (15.104) èìååì:∥∥εΛεb(D)(Â0)−1/2 sin(τ(Â0)1/2)
∥∥
H3/2(Rd)→L2(Rd)

= ε
∥∥Λb(D)(Â0)−1/2 sin(ε−1τ(Â0)1/2)R(ε)3/4

∥∥
L2(Rd)→L2(Rd)

6 ε‖g−1‖1/2L∞
‖[Λ]‖H3/2(Rd)→L2(Rd)‖R(ε)3/4‖L2(Rd)→H3/2(Rd).

(15.115)

Î÷åâèäíî,

‖R(ε)3/4‖L2(Rd)→H3/2(Rd) = sup
ξ∈Rd

(1 + |ξ|2)3/4ε3/2(|ξ|2 + ε2)−3/4 6 (1 + ε2)3/4 6 23/4, 0 < ε 6 1.

(15.116)
Â èòîãå èç (15.114)�(15.116) ñëåäóåò, ÷òî∥∥Ĵ◦ε (τ)

∥∥
H3/2(Rd)→L2(Rd)

6
(
Ĉ4 + 23/4‖g−1‖1/2L∞

‖[Λ]‖H3/2→L2

)
(1 + |τ |)1/2ε, τ ∈ R, 0 < ε 6 1.

Âìåñòå ñ (15.113) ýòî âëå÷åò èñêîìóþ îöåíêó (15.110).
Ïðîâåðèì òåïåðü (15.111). Èç (14.34) âûâîäèì îöåíêó∥∥gεb(D)Ĵ◦ε (τ)

∥∥
H3/2(Rd)→L2(Rd)

6 ‖g‖1/2L∞
Ĉ◦6(1 + |τ |)1/2ε, τ ∈ R, 0 < ε 6 1. (15.117)
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Èñïîëüçóåì ñîîòíîøåíèå (15.107) è îöåíèì (H3/2 → L2)-íîðìó âòîðîãî ñëàãàåìîãî. Àíàëîãè÷íî
(15.108) èìååì

ε
∥∥ΛεDlb(D)(Â0)−1/2 sin(τ(Â0)1/2)

∥∥
H3/2(Rd)→L2(Rd)

=
∥∥ΛDlb(D)(Â0)−1/2 sin(ε−1τ(Â0)1/2)R(ε)3/4

∥∥
L2(Rd)→L2(Rd)

6 ‖g−1‖1/2L∞
‖[Λ]‖H1/2(Rd)→L2(Rd)‖DlR(ε)3/4‖L2(Rd)→H1/2(Rd)

(15.118)

Îòìåòèì, ÷òî óñëîâèå 14.31 îáåñïå÷èâàåò îãðàíè÷åííîñòü îïåðàòîðà [Λ] èç H1/2(Rd;Cn) â
L2(Rd;Cn), ïðè÷åì íîðìà ‖[Λ]‖H1/2→L2

êîíòðîëèðóåòñÿ ÷åðåç ‖[Λ]‖H3/2→H1 ; ñì. [MSh, ï. 2.2.2].
Î÷åâèäíî,

‖DlR(ε)3/4‖L2(Rd)→H1/2(Rd) = sup
ξ∈Rd

(1 + |ξ|2)1/4|ξl|ε3/2(|ξ|2 + ε2)−3/4 6 21/4ε, 0 < ε 6 1. (15.119)

Èç (15.118) è (15.119) âèäíî, ÷òî (H3/2 → L2)-íîðìà âòîðîãî ñëàãàåìîãî â (15.107) äîïóñêàåò
îöåíêó ÷åðåç Cε. Âìåñòå ñ (15.117) ýòî âëå÷åò îöåíêó (15.111). �

15.10. Èíòåðïîëÿöèîííûå ðåçóëüòàòû áåç ñãëàæèâàòåëÿ. Èíòåðïîëÿöèîííûå ðåçóëüòàòû
áåç ñãëàæèâàþùåãî îïåðàòîðà îòëè÷àþòñÿ îò ðåçóëüòàòîâ ñëåäñòâèé 15.9, 15.12, 15.25, 15.27.

Ïðè÷èíà â òîì, ÷òî îïåðàòîðû εΛεb(D)(Â0)−1/2 sin(τÂ0)1/2) è εΛεb(D)f0(A0)−1/2 sin(τA0)1/2)f0

íå îãðàíè÷åíû èç L2(Rd;Cn) â H1(Rd;Cn).
Íàëîæèì äîïîëíèòåëüíîå óñëîâèå.

Óñëîâèå 15.45. Ïóñòü Γ-ïåðèîäè÷åñêîå ðåøåíèå Λ çàäà÷è (8.9) îãðàíè÷åíî, ò. å. Λ ∈ L∞.

Íàì ïîíàäîáèòñÿ ñëåäóþùåå óòâåðæäåíèå, óñòàíîâëåííîå â [PSu, ñëåäñòâèå 2.4].

Ïðåäëîæåíèå 15.46 ([PSu]). Ïóñòü âûïîëíåíî óñëîâèå 15.45. Òîãäà äëÿ ëþáîé ôóíêöèè u ∈
H1(Rd) ïðè ε > 0 ñïðàâåäëèâî íåðàâåíñòâî∫

Rd
|(DΛ)ε(x)|2|u(x)|2 dx 6 β1‖u‖2L2(Rd) + β2ε

2‖Λ‖2L∞‖Du‖
2
L2(Rd).

Ïîñòîÿííûå β1 è β2 çàâèñÿò îò m, d, α0, α1, ‖g‖L∞ è ‖g−1‖L∞ .

Ìû îïèðàåìñÿ íà ñëåäóþùåå óòâåðæäåíèå.

Ïðåäëîæåíèå 15.47. Ïóñòü âûïîëíåíî óñëîâèå 15.45. Òîãäà ïðè 0 < ε 6 1 è τ ∈ R ñïðàâåäëèâû

îöåíêè ∥∥DĴ◦ε (τ)
∥∥
H1(Rd)→L2(Rd)

6 Ĉ11, (15.120)∥∥Î◦ε (τ)
∥∥
H1(Rd)→L2(Rd)

6 Ĉ12. (15.121)

Ïîñòîÿííûå Ĉ11 è Ĉ12 çàâèñÿò îò m, d, α0, α1, ‖g‖L∞ è ‖g−1‖L∞ , à òàêæå îò ‖Λ‖L∞ .

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïðîâåðèì (15.120). Äëÿ îïåðàòîðà D
(
Â−1/2
ε sin(τÂ1/2

ε )−(Â0)−1/2 sin(τ(Â0)1/2)
)

ïðèìåíèì ïðåæíþþ îöåíêó (15.41).
Òåïåðü îöåíèì íîðìó êîððåêòîðà. Ñ ó÷åòîì ïðåäëîæåíèÿ 15.46 èìååì:

‖DεΛεb(D)(Â0)−1/2 sin(τÂ0)1/2)‖H1(Rd)→L2(Rd)

6 ‖(DΛ)εb(D)(Â0)−1/2 sin(τ(Â0)1/2)‖H1→L2
+ ε‖Λ‖L∞‖Db(D)(Â0)−1/2 sin(τ(Â0)1/2)‖H1→L2

6
√
β1‖b(D)(Â0)−1/2 sin(τ(Â0)1/2)‖H1→L2

+
(
1 +

√
β2

)
ε‖Λ‖L∞‖Db(D)(Â0)−1/2 sin(τ(Â0)1/2)‖H1→L2

6
√
β1‖g−1‖1/2L∞

+
(
1 +

√
β2

)
ε‖Λ‖L∞‖g−1‖1/2L∞

.

Îòñþäà è èç (15.41) âûòåêàåò îöåíêà (15.120) ïðè Ĉ11 = 2ĉ
−1/2
∗ +‖g−1‖1/2L∞

(√
β1 +(1+

√
β2)‖Λ‖L∞

)
.
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Ïðîâåðèì òåïåðü îöåíêó (15.121). Ñ ó÷åòîì (8.11) è (15.96)

Î◦ε (τ) = gεb(D)
(
Â−1/2
ε sin(τÂ1/2

ε )− (Â0)−1/2 sin(τ(Â0)1/2)
)
− gε(b(D)Λ)εb(D)(Â0)−1/2 sin(τ(Â0)1/2).

Îáîçíà÷èì ñëàãàåìûå ñïðàâà ÷åðåç Î◦1,ε(τ) è Î◦2,ε(τ). Î÷åâèäíî,

‖Î◦1,ε(τ)‖L2(Rd)→L2(Rd) 6 ‖g‖
1/2
L∞

+ ‖g‖L∞‖g−1‖1/2L∞
.

Ïðèìåíÿÿ ôîðìóëó b(D)Λ =
∑d

l=1 blDlΛ è ïðåäëîæåíèå 15.46, ñ ó÷åòîì (7.8) ïîëó÷àåì

‖Î◦2,ε(τ)‖H1(Rd)→L2(Rd) 6 ‖g‖L∞(dα1)1/2

×
(√

β1‖b(D)(Â0)−1/2 sin(τ(Â0)1/2)‖H1→L2
+
√
β2ε‖Λ‖L∞‖Db(D)(Â0)−1/2 sin(τ(Â0)1/2)‖H1→L2

)
6 ‖g‖L∞(dα1)1/2

(√
β1‖g−1‖1/2L∞

+
√
β2ε‖Λ‖L∞‖g−1‖1/2L∞

)
.

Â èòîãå ïðèõîäèì ê îöåíêå (15.121) ïðè

Ĉ12 = ‖g‖1/2L∞
+ ‖g‖L∞‖g−1‖1/2L∞

+ (dα1)1/2‖g‖L∞‖g−1‖1/2L∞

(√
β1 +

√
β2‖Λ‖L∞

)
.

�

Ñîãëàñíî çàìå÷àíèþ 14.38 óñëîâèå 15.45 ÿâëÿåòñÿ áîëåå ñèëüíûì, íåæåëè óñëîâèÿ 14.30 è
14.31, è ãàðàíòèðóåò èõ âûïîëíåíèå. Ñ ïîìîùüþ èíòåðïîëÿöèè èç òåîðåì 15.43(1◦), 15.44(1◦)
è ïðåäëîæåíèÿ 15.47 íåïîñðåäñòâåííî âûòåêàåò ñëåäñòâèå.

Ñëåäñòâèå 15.48. Ïóñòü âûïîëíåíî óñëîâèå 15.45.
1◦. Â óñëîâèÿõ òåîðåìû 15.8 ïðè τ ∈ R è 0 < ε 6 1 ñïðàâåäëèâû îöåíêè∥∥DĴ◦ε (τ)

∥∥
H1+r(Rd)→L2(Rd)

6 Ĉ◦5(r)(1 + |τ |)rεr, 0 6 r 6 1, (15.122)∥∥Î◦ε (τ)
∥∥
H1+r(Rd)→L2(Rd)

6 Ĉ◦6(r)(1 + |τ |)rεr, 0 6 r 6 1.

2◦. Â óñëîâèÿõ òåîðåìû 15.11 ïðè τ ∈ R è 0 < ε 6 1 ñïðàâåäëèâû îöåíêè∥∥DĴ◦ε (τ)
∥∥
H1+r(Rd)→L2(Rd)

6 Ĉ◦7(r)(1 + |τ |)rε2r, 0 6 r 6 1/2, (15.123)∥∥Î◦ε (τ)
∥∥
H1+r(Rd)→L2(Rd)

6 Ĉ◦8(r)(1 + |τ |)rε2r, 0 6 r 6 1/2.

Çàìå÷àíèå 15.49. Ïóñòü âûïîëíåíî óñëîâèå 15.45.
1◦. Â óñëîâèÿõ òåîðåìû 15.8 èç (15.11), (15.120) è î÷åâèäíîé îöåíêè

‖εΛεb(D)(Â0)−1/2 sin(τ(Â0)1/2)‖L2(Rd)→L2(Rd) 6 ε‖Λ‖L∞‖g−1‖1/2L∞
(15.124)

ñëåäóåò, ÷òî ∥∥Ĵ◦ε (τ)
∥∥
H1(Rd)→H1(Rd)

6 Ĉ13

(
1 + (1 + |τ |)ε

)
, τ ∈ R, 0 < ε 6 1. (15.125)

Èíòåðïîëèðóÿ ìåæäó (15.125) è (15.99), ïðè τ ∈ R è 0 < ε 6 1 ïîëó÷àåì îöåíêó∥∥Ĵ◦ε (τ)
∥∥
H1+r(Rd)→H1(Rd)

6 Ĉ9(r)(1 + |τ |)rεr
(
1 + (1 + |τ |)ε

)1−r
, 0 6 r 6 1.

Ïðè îãðàíè÷åííûõ çíà÷åíèÿõ âåëè÷èíû (1 + |τ |)ε ïðàâàÿ ÷àñòü îöåíèâàåòñÿ ÷åðåç C(1 + |τ |)rεr,
òî åñòü, èìååò òîò æå ïîðÿäîê, ÷òî è îöåíêà (15.122).
2◦. Â óñëîâèÿõ òåîðåìû 15.11 èç (15.13), (15.120) è (15.124) ñëåäóåò, ÷òî∥∥Ĵ◦ε (τ)

∥∥
H1(Rd)→H1(Rd)

6 Ĉ14

(
1 + (1 + |τ |)1/2ε

)
, τ ∈ R, 0 < ε 6 1. (15.126)

Èíòåðïîëèðóÿ ìåæäó (15.126) è (15.110), ïðè τ ∈ R è 0 < ε 6 1 ïîëó÷àåì îöåíêó∥∥Ĵ◦ε (τ)
∥∥
H1+r(Rd)→H1(Rd)

6 Ĉ10(r)(1 + |τ |)rε2r
(
1 + (1 + |τ |)1/2ε

)1−2r
, 0 6 r 6 1/2. (15.127)

Ïðè îãðàíè÷åííûõ çíà÷åíèÿõ âåëè÷èíû (1+|τ |)1/2ε ïðàâàÿ ÷àñòü îöåíèâàåòñÿ ÷åðåç C(1+|τ |)rε2r,

òî åñòü, èìååò òîò æå ïîðÿäîê, ÷òî è îöåíêà (15.123).
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Íåòðóäíî ïðîâåðèòü àíàëîã ïðåäëîæåíèÿ 15.47 äëÿ îïåðàòîðîâ J◦ε (τ) è I◦ε (τ):

Ïðåäëîæåíèå 15.50. Ïóñòü âûïîëíåíî óñëîâèå 15.45. Òîãäà ïðè 0 < ε 6 1 è τ ∈ R ñïðàâåäëèâû

îöåíêè ∥∥DJ◦ε (τ)
∥∥
H1(Rd)→L2(Rd)

6 C11, (15.128)∥∥I◦ε (τ)
∥∥
H1(Rd)→L2(Rd)

6 C12.

Ïîñòîÿííûå C11 è C12 çàâèñÿò îò m, d, α0, α1, ‖g‖L∞ , ‖g−1‖L∞ , ‖f‖L∞ , ‖f−1‖L∞ , à òàêæå îò

‖Λ‖L∞ .

C ïîìîùüþ èíòåðïîëÿöèè èç òåîðåì 15.43(2◦), 15.44(2◦) è ïðåäëîæåíèÿ 15.50 âûâîäèòñÿ
ñëåäñòâèå.

Ñëåäñòâèå 15.51. Ïóñòü âûïîëíåíî óñëîâèå 15.45.
1◦. Â óñëîâèÿõ òåîðåìû 15.29 ïðè τ ∈ R è 0 < ε 6 1 ñïðàâåäëèâû îöåíêè∥∥DJ◦ε (τ)

∥∥
H1+r(Rd)→L2(Rd)

6 C◦5(r)(1 + |τ |)rεr, 0 6 r 6 1, (15.129)∥∥I◦ε (τ)
∥∥
H1+r(Rd)→L2(Rd)

6 C◦6(r)(1 + |τ |)rεr, 0 6 r 6 1.

2◦. Â óñëîâèÿõ òåîðåìû 15.32 ïðè τ ∈ R è 0 < ε 6 1 ñïðàâåäëèâû îöåíêè∥∥DJ◦ε (τ)
∥∥
H1+r(Rd)→L2(Rd)

6 C◦7(r)(1 + |τ |)rε2r, 0 6 r 6 1/2,∥∥I◦ε (τ)
∥∥
H1+r(Rd)→L2(Rd)

6 C◦8(r)(1 + |τ |)rε2r, 0 6 r 6 1/2.

Çàìå÷àíèå 15.52. Ïóñòü âûïîëíåíî óñëîâèå 15.45.
1◦. Â óñëîâèÿõ òåîðåìû 15.29 èç (15.69), (15.128) è î÷åâèäíîé îöåíêè

‖εΛεb(D)f0(A0)−1/2 sin(τ(A0)1/2)f−1
0 ‖L2(Rd)→L2(Rd) 6 ε‖Λ‖L∞‖g−1‖1/2L∞

‖f−1‖L∞
ñëåäóåò íåðàâåíñòâî∥∥J◦ε (τ)

∥∥
H1(Rd)→H1(Rd)

6 C13

(
1 + (1 + |τ |)ε

)
, τ ∈ R, 0 < ε 6 1. (15.130)

Èíòåðïîëèðóÿ ìåæäó (15.130) è (15.101), ïðè τ ∈ R è 0 < ε 6 1 ïîëó÷àåì îöåíêó∥∥J◦ε (τ)
∥∥
H1+r(Rd)→H1(Rd)

6 C9(r)(1 + |τ |)rεr
(
1 + (1 + |τ |)ε

)1−r
, 0 6 r 6 1.

Ïðè îãðàíè÷åííûõ çíà÷åíèÿõ âåëè÷èíû (1 + |τ |)ε ïðàâàÿ ÷àñòü îöåíèâàåòñÿ ÷åðåç C(1 + |τ |)rεr,
òî åñòü, èìååò òîò æå ïîðÿäîê, ÷òî è îöåíêà (15.129).
2◦. Â óñëîâèÿõ òåîðåìû 15.32, èíòåðïîëèðóÿ ìåæäó (15.130) è (15.112), ïðè τ ∈ R è 0 < ε 6 1
ïîëó÷àåì îöåíêó∥∥J◦ε (τ)

∥∥
H1+r(Rd)→H1(Rd)

6 C10(r)(1 + |τ |)rε2r
(
1 + (1 + |τ |)ε

)1−2r
, 0 6 r 6 1/2.

Ïîðÿäîê ýòîé îöåíêè õóæå, ÷åì â (15.127). Ïðè÷èíà â òîì, ÷òî íåò àíàëîãà îöåíêè (15.72) äëÿ
îïåðàòîðà J2,ε(τ).

Íåêîòîðûå ñëó÷àè, êîãäà óñëîâèå 15.45 çàâåäîìî âûïîëíåíî, áûëè óêàçàíû â [BSu4, ëåììà 8.7].
.

Ïðåäëîæåíèå 15.53. Ïóñòü âûïîëíåíî õîòÿ áû îäíî èç ñëåäóþùèõ ïðåäïîëîæåíèé:
1◦) d 6 2;

2◦) ðàçìåðíîñòü d ïðîèçâîëüíà è Â = D∗g(x)D, ïðè÷åì ìàòðèöà g(x) èìååò âåùåñòâåííûå

ýëåìåíòû;
3◦) ðàçìåðíîñòü d ïðîèçâîëüíà è g0 = g (ò. å., âûïîëíåíû ñîîòíîøåíèÿ (8.23)).
Òîãäà óñëîâèå 15.45 çàâåäîìî âûïîëíåíî, ïðè÷åì íîðìà ‖Λ‖L∞ êîíòðîëèðóåòñÿ ÷åðåç d, α0, α1,

‖g‖L∞ , ‖g−1‖L∞ è ïàðàìåòðû ðåøåòêè Γ.
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15.11. Ñïåöèàëüíûå ñëó÷àè. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî g0 = g, ò. å. âûïîëíåíû ñîîòíîøåíèÿ (8.22).
Òîãäà Γ-ïåðèîäè÷åñêîå ðåøåíèå çàäà÷è (8.9) ðàâíî íóëþ: Λ = 0. Â ýòîì ñëó÷àå êîððåêòîð
îáðàùàåòñÿ â íîëü è îïåðàòîð (15.95) ïðèíèìàåò âèä

Ĵ◦ε (τ) = Ĵ2,ε(τ) = Â−1/2
ε sin(τÂ1/2

ε )− (Â0)−1/2 sin(τ(Â0)1/2).

Ñîãëàñíî (8.26), (8.27) âûïîëíåíî òàêæå óñëîâèå N̂(θ) = 0 ïðè âñåõ θ ∈ Sd−1. Òåì ñàìûì,
âûïîëíåíû óñëîâèÿ òåîðåìû 15.44(1◦), â ñèëó êîòîðîé

‖Ĵ2,ε(τ)‖H3/2(Rd)→H1(Rd) 6 Ĉ◦9(1 + |τ |)1/2ε. (15.131)

Äëÿ îïåðàòîðà DĴ2,ε(τ) èñïîëüçóåì îöåíêó (15.41). Òîãäà ñ ïîìîùüþ èíòåðïîëÿöèè ñ (15.131)
ïîëó÷àåì ñëåäóþùåå óòâåðæäåíèå.

Ïðåäëîæåíèå 15.54. Ïóñòü g0 = g, ò. å. âûïîëíåíû ñîîòíîøåíèÿ (8.22). Òîãäà ïðè τ ∈ R è

0 < ε 6 1 ñïðàâåäëèâà îöåíêà

‖D
(
Â−1/2
ε sin(τÂ1/2

ε )−(Â0)−1/2 sin(τ(Â0)1/2)
)
‖Hs(Rd)→L2(Rd) 6 Ĉ11(s)(1+ |τ |)s/3ε2s/3, 0 6 s 6 3/2.

Àíàëîãè÷íûì îáðàçîì ïðè óñëîâèè g0 = g îïåðàòîð (15.97) ïðèíèìàåò âèä

J◦ε (τ) = J2,ε(τ) = f εA−1/2
ε sin(τA1/2

ε )(f ε)−1 − f0(A0)−1/2 sin(τ(A0)1/2)f−1
0 .

Ñîãëàñíî (11.10) âûïîëíåíî ΛQ(x) = 0, à òîãäà è N̂Q(θ) = 0 ïðè âñåõ θ ∈ Sd−1; ñì. (11.12), (11.13).
Òåì ñàìûì, âûïîëíåíû óñëîâèÿ òåîðåìû 15.44(2◦), â ñèëó êîòîðîé

‖J2,ε(τ)‖H3/2(Rd)→H1(Rd) 6 C◦9(1 + |τ |)1/2ε. (15.132)

Èç (15.86) è (15.87) ñëåäóåò íåðàâåíñòâî

‖DJ2,ε(τ)‖L2(Rd)→L2(Rd) 6 2c
−1/2
∗ . (15.133)

Èíòåðïîëèðóÿ ìåæäó (15.133) è (15.132), ïðèõîäèì ê ñëåäóþùåìó óòâåðæäåíèþ.

Ïðåäëîæåíèå 15.55. Ïóñòü g0 = g, ò. å. âûïîëíåíû ñîîòíîøåíèÿ (8.22). Òîãäà ïðè

0 6 s 6 3/2, τ ∈ R è 0 < ε 6 1 ñïðàâåäëèâà îöåíêà

‖D
(
f εA−1/2

ε sin(τA1/2
ε )(f ε)−1− f0(A0)−1/2 sin(τ(A0)1/2)f−1

0

)
‖Hs(Rd)→L2(Rd) 6 C11(s)(1 + |τ |)s/3ε2s/3.

Ðàññìîòðèì òåïåðü ñëó÷àé, êîãäà g0 = g, ò. å. âûïîëíåíû ñîîòíîøåíèÿ (8.23). Ñîãëàñíî

[BSu3, çàìå÷àíèå 3.5] â ýòîì ñëó÷àå ìàòðèöà (8.11) ñîâïàäàåò ñ g0, ò. å. g̃(x) = g0 = g. Èç

ïðåäëîæåíèÿ 8.4(3◦) ñëåäóåò, ÷òî N̂(θ) = 0 ïðè âñåõ θ ∈ Sd−1. Êðîìå òîãî, â ñèëó ïðåäëîæåíèÿ
15.53(3◦) âûïîëíåíî óñëîâèå 15.45.

Îïåðàòîð Î◦ε (τ) ñåé÷àñ ïðèíèìàåò âèä

Î◦ε (τ) = gεb(D)Â−1/2
ε sin(τÂ1/2

ε )− g0b(D)(Â0)−1/2 sin(τ(Â0)1/2).

Î÷åâèäíî,

‖Î◦ε (τ)‖L2(Rd)→L2(Rd) 6 2‖g‖1/2L∞
. (15.134)

Â ñèëó òåîðåìû 15.44(1◦) ñïðàâåäëèâà îöåíêà (15.111). Èíòåðïîëèðóÿ ìåæäó (15.134) è (15.111),
ïðèõîäèì ê ñëåäóþùåìó óòâåðæäåíèþ.

Ïðåäëîæåíèå 15.56. Ïóñòü g0 = g, ò. å. âûïîëíåíû ñîîòíîøåíèÿ (8.23). Òîãäà ïðè

0 6 s 6 3/2, τ ∈ R è 0 < ε 6 1 ñïðàâåäëèâà îöåíêà

‖gεb(D)Â−1/2
ε sin(τÂ1/2

ε )− g0b(D)(Â0)−1/2 sin(τ(Â0)1/2)‖Hs(Rd)→L2(Rd) 6 Ĉ12(s)(1 + |τ |)s/3ε2s/3.

Îòìåòèì, ÷òî ïðè g0 = g îïåðàòîð N̂Q(θ) ìîæåò áûòü îòëè÷åí îò íóëÿ ïðè íåêîòîðîì θ (íåò
àíàëîãà ïðåäëîæåíèÿ 8.4(3◦)). Ïîýòîìó ìû ïðèìåíÿåì òåîðåìó 15.43(1◦). Èíòåðïîëèðóÿ ìåæäó
(15.134) è (15.100), ïðèõîäèì ê ñëåäóþùåìó óòâåðæäåíèþ.
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Ïðåäëîæåíèå 15.57. Ïóñòü g0 = g, ò. å. âûïîëíåíû ñîîòíîøåíèÿ (8.23). Òîãäà ïðè 0 6 s 6 2,
τ ∈ R è 0 < ε 6 1 ñïðàâåäëèâà îöåíêà

‖gεb(D)f εA−1/2
ε sin(τA1/2

ε )(f ε)−1 − g0b(D)f0(A0)−1/2 sin(τ(A0)1/2)f−1
0 ‖Hs(Rd)→L2(Rd)

6 C12(s)(1 + |τ |)s/2εs/2.

� 16. Óñðåäíåíèå çàäà÷è Êîøè äëÿ ãèïåðáîëè÷åñêîãî óðàâíåíèÿ

16.1. Çàäà÷à Êîøè ñ îïåðàòîðîì Âε. Ïóñòü uε(x, τ) � ðåøåíèå ñëåäóþùåé çàäà÷è Êîøè:
∂2uε(x, τ)

∂τ2
= −b(D)∗gε(x)b(D)uε(x, τ) + F(x, τ),

uε(x, 0) = φ(x),
∂uε
∂τ

(x, 0) = ψ(x),

(16.1)

ãäå φ,ψ ∈ L2(Rd,Cn), F ∈ L1,loc(R;L2(Rd,Cn)) � çàäàííûå ôóíêöèè. Äëÿ ðåøåíèÿ ýòîé çàäà÷è
ñïðàâåäëèâî ïðåäñòàâëåíèå

uε(·, τ) = cos(τÂ1/2
ε )φ+ Â−1/2

ε sin(τÂ1/2
ε )ψ +

τ∫
0

Â−1/2
ε sin((τ − τ̃)Â1/2

ε )F(·, τ̃) dτ̃ . (16.2)

Ïóñòü u0(x, τ) � ðåøåíèå �óñðåäí¼ííîé� çàäà÷è:
∂2u0(x, τ)

∂τ2
= −b(D)∗g0b(D)u0(x, τ) + F(x, τ),

u0(x, 0) = φ(x),
∂u0

∂τ
(x, 0) = ψ(x).

(16.3)

Òîãäà

u0(·, τ) = cos(τ(Â0)1/2)φ+(Â0)−1/2 sin(τ(Â0)1/2)ψ+

τ∫
0

(Â0)−1/2 sin((τ−τ̃)(Â0)1/2)F(·, τ̃) dτ̃ . (16.4)

Òåîðåìà 16.1. Ïóñòü uε � ðåøåíèå çàäà÷è (16.1) è u0 � ðåøåíèå óñðåäíåííîé çàäà÷è (16.3).
1◦. Åñëè φ ∈ Hs(Rd;Cn), ψ ∈ Hr(Rd;Cn) è F ∈ L1,loc(R;Hr(Rd;Cn)), ãäå 0 6 s 6 2, 0 6 r 6 1, òî
ïðè τ ∈ R è 0 < ε 6 1 ñïðàâåäëèâà îöåíêà

‖uε(·, τ)− u0(·, τ)‖L2(Rd) 6 Ĉ1(s)(1 + |τ |)s/2εs/2‖φ‖Hs(Rd)

+ Ĉ2(r)(1 + |τ |)(r+1)/2ε(r+1)/2
(
‖ψ‖Hr(Rd) + ‖F‖L1((0,τ);Hr(Rd))

)
.

(16.5)

2◦. Åñëè φ,ψ ∈ L2(Rd,Cn) è F ∈ L1,loc(R;L2(Rd,Cn)), òî

lim
ε→0
‖uε(·, τ)− u0(·, τ)‖L2(Rd) = 0, τ ∈ R.

Äîêàçàòåëüñòâî. Îöåíêà (16.5) ïðÿìî âûòåêàåò èç ñëåäñòâèÿ 15.3 è ïðåäñòàâëåíèé (16.2), (16.4).
Óòâåðæäåíèå 2◦ ñëåäóåò èç 1◦ ïî òåîðåìå Áàíàõà-Øòåéíãàóçà. �

Óòâåðæäåíèå 1◦ òåîðåìû 16.1 ìîæíî óñèëèòü ïðè äîïîëíèòåëüíûõ ïðåäïîëîæåíèÿõ. Èç
ñëåäñòâèÿ 15.4 âûòåêàåò ñëåäóþùèé ðåçóëüòàò.

Òåîðåìà 16.2. Ïóñòü uε � ðåøåíèå çàäà÷è (16.1) è u0 � ðåøåíèå óñðåäíåííîé çàäà÷è (16.3).
Ïóñòü âûïîëíåíî óñëîâèå 9.3 ëèáî óñëîâèå 9.6 (èëè áîëåå ñèëüíîå óñëîâèå 9.7). Åñëè φ ∈
Hs(Rd;Cn), ψ ∈ Hr(Rd;Cn) è F ∈ L1,loc(R;Hr(Rd;Cn)), ãäå 0 6 s 6 3/2, 0 6 r 6 1/2, òî
ïðè τ ∈ R è 0 < ε 6 1 ñïðàâåäëèâà îöåíêà

‖uε(·, τ)− u0(·, τ)‖L2(Rd) 6 Ĉ3(s)(1 + |τ |)s/3ε2s/3‖φ‖Hs(Rd)

+ Ĉ4(r)(1 + |τ |)(r+1)/3ε2(r+1)/3
(
‖ψ‖Hr(Rd) + ‖F‖L1((0,τ);Hr(Rd))

)
.
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Ïðåäïîëîæèì òåïåðü, ÷òî φ = 0 è îáîçíà÷èì ÷åðåç vε ïåðâîå ïðèáëèæåíèå ê ðåøåíèþ çàäà÷è
(16.1):

vε(x, τ) := u0(x, τ) + εΛε(x)b(D)(Πεu0)(x, τ). (16.6)

Ââåäåì òàêæå îáîçíà÷åíèå äëÿ �ïîòîêà�:

pε(x, τ) := gε(x)b(D)uε(x, τ). (16.7)

Òåîðåìà 16.3. Ïóñòü uε � ðåøåíèå çàäà÷è (16.1) ïðè φ = 0. Ïóñòü vε è pε îïðåäåëåíû â (16.6)
è (16.7) ñîîòâåòñòâåííî.
1◦. Åñëè ψ ∈ H2(Rd;Cn) è F ∈ L1,loc(R;H2(Rd;Cn)), òî ïðè τ ∈ R è 0 < ε 6 1 ñïðàâåäëèâû

îöåíêè

‖uε(·, τ)− vε(·, τ)‖H1(Rd) 6 Ĉ7(1 + |τ |)ε
(
‖ψ‖H2(Rd) + ‖F‖L1((0,τ);H2(Rd))

)
,

‖pε(·, τ)− g̃εb(D)Πεu0(·, τ)‖L2(Rd) 6 Ĉ8(1 + |τ |)ε
(
‖ψ‖H2(Rd) + ‖F‖L1((0,τ);H2(Rd))

)
.

2◦. Åñëè ψ ∈ Hs(Rd;Cn) è F ∈ L1,loc(R;Hs(Rd;Cn)), 0 6 s 6 2, òî ïðè τ ∈ R è 0 < ε 6 1
ñïðàâåäëèâû îöåíêè

‖Duε(·, τ)−Dvε(·, τ)‖L2(Rd) 6 Ĉ5(s)(1 + |τ |)s/2εs/2
(
‖ψ‖Hs(Rd) + ‖F‖L1((0,τ);Hs(Rd))

)
,

‖pε(·, τ)− g̃εb(D)Πεu0(·, τ)‖L2(Rd) 6 Ĉ6(s)(1 + |τ |)s/2εs/2
(
‖ψ‖Hs(Rd) + ‖F‖L1((0,τ);Hs(Rd))

)
.

3◦. Åñëè ψ ∈ L2(Rd,Cn) è F ∈ L1,loc(R;L2(Rd,Cn)), òî

lim
ε→0
‖uε(·, τ)− vε(·, τ)‖H1(Rd) = 0, τ ∈ R,

lim
ε→0
‖pε(·, τ)− g̃εb(D)Πεu0(·, τ)‖L2(Rd) = 0, τ ∈ R.

Äîêàçàòåëüñòâî. Óòâåðæäåíèå 1◦ ñëåäóåò èç òåîðåìû 15.8 è ïðåäñòàâëåíèé (16.2), (16.4).
Àíàëîãè÷íî, óòâåðæäåíèå 2◦ âûòåêàåò èç ñëåäñòâèÿ 15.9.
Ñ ó÷åòîì çàìå÷àíèÿ 15.10 óòâåðæäåíèå 3◦ ñëåäóåò èç 1◦ ïî òåîðåìå Áàíàõà-Øòåéíãàóçà. �

Çàìå÷àíèå 16.4. Â ñèëó çàìå÷àíèÿ 15.10 ïðè 0 6 s 6 2, τ ∈ R è 0 < ε 6 1 ñïðàâåäëèâà îöåíêà

‖uε(·, τ)− vε(·, τ)‖H1(Rd) 6 Ĉ′5(s)(1 + |τ |)s/2εs/2
(
1 + (1 + |τ |)1/2ε1/2

)1−s/2
×
(
‖ψ‖Hs(Rd) + ‖F‖L1((0,τ);Hs(Rd))

)
.

Ïðè îãðàíè÷åííîé âåëè÷èíå (1 + |τ |)ε ïðàâàÿ ÷àñòü èìååò ïîðÿäîê (1 + |τ |)s/2εs/2.

Óòâåðæäåíèÿ 1◦ è 2◦ òåîðåìû 16.3 äîïóñêàþò óñèëåíèå ïðè äîïîëíèòåëüíûõ ïðåäïîëîæåíèÿõ.
Èç òåîðåìû 15.11 è ñëåäñòâèÿ 15.12 âûòåêàåò ñëåäóþùèé ðåçóëüòàò.

Òåîðåìà 16.5. Ïóñòü âûïîëíåíû óñëîâèÿ òåîðåìû 16.3. Ïóñòü âûïîëíåíî óñëîâèå 9.3 ëèáî

óñëîâèå 9.6 (èëè áîëåå ñèëüíîå óñëîâèå 9.7).

1◦. Åñëè ψ ∈ H3/2(Rd;Cn) è F ∈ L1,loc(R;H3/2(Rd;Cn)), òî ïðè τ ∈ R è 0 < ε 6 1 ñïðàâåäëèâû

îöåíêè

‖uε(·, τ)− vε(·, τ)‖H1(Rd) 6 Ĉ9(1 + |τ |)1/2ε
(
‖ψ‖H3/2(Rd) + ‖F‖L1((0,τ);H3/2(Rd))

)
,

‖pε(·, τ)− g̃εb(D)Πεu0(·, τ)‖L2(Rd) 6 Ĉ10(1 + |τ |)1/2ε
(
‖ψ‖H3/2(Rd) + ‖F‖L1((0,τ);H3/2(Rd))

)
.

2◦. Åñëè ψ ∈ Hs(Rd;Cn) è F ∈ L1,loc(R;Hs(Rd;Cn)), 0 6 s 6 3/2, òî ïðè τ ∈ R è 0 < ε 6 1
ñïðàâåäëèâû îöåíêè

‖Duε(·, τ)−Dvε(·, τ)‖L2(Rd) 6 Ĉ7(s)(1 + |τ |)s/3ε2s/3
(
‖ψ‖Hs(Rd) + ‖F‖L1((0,τ);Hs(Rd))

)
,

‖pε(·, τ)− g̃εb(D)Πεu0(·, τ)‖L2(Rd) 6 Ĉ8(s)(1 + |τ |)s/3ε2s/3
(
‖ψ‖Hs(Rd) + ‖F‖L1((0,τ);Hs(Rd))

)
.
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Çàìå÷àíèå 16.6. Â ñèëó çàìå÷àíèÿ 15.13 â óñëîâèÿõ òåîðåìû 16.5 ïðè 0 6 s 6 3/2, τ ∈ R è

0 < ε 6 1 ñïðàâåäëèâà îöåíêà

‖uε(·, τ)− vε(·, τ)‖H1(Rd) 6 Ĉ′7(s)(1 + |τ |)s/3ε2s/3
(
1 + (1 + |τ |)1/3ε2/3

)1−2s/3

×
(
‖ψ‖Hs(Rd) + ‖F‖L1((0,τ);Hs(Rd))

)
.

Ïðè îãðàíè÷åííîé âåëè÷èíå (1 + |τ |)1/2ε ïðàâàÿ ÷àñòü èìååò ïîðÿäîê (1 + |τ |)s/3ε2s/3.

Îáñóäèì òåïåðü âîçìîæíîñòü çàìåíû ïåðâîãî ïðèáëèæåíèÿ (16.6) íà ôóíêöèþ

v0
ε(x, τ) := u0(x, τ) + εΛε(x)b(D)u0(x, τ). (16.8)

Èç òåîðåìû 15.43(1◦), ñëåäñòâèÿ 15.48(1◦) è çàìå÷àíèÿ 15.49(1◦) âûòåêàåò ñëåäóþùèé ðåçóëüòàò.

Òåîðåìà 16.7. Ïóñòü uε � ðåøåíèå çàäà÷è (16.1) ïðè φ = 0. Ïóñòü v0
ε è pε îïðåäåëåíû â (16.8)

è (16.7) ñîîòâåòñòâåííî.
1◦. Ïóñòü âûïîëíåíî óñëîâèå 14.30. Åñëè ψ ∈ H2(Rd;Cn) è F ∈ L1,loc(R;H2(Rd;Cn)), òî ïðè

τ ∈ R è 0 < ε 6 1 ñïðàâåäëèâû îöåíêè

‖uε(·, τ)− v0
ε(·, τ)‖H1(Rd) 6 Ĉ◦7(1 + |τ |)ε

(
‖ψ‖H2(Rd) + ‖F‖L1((0,τ);H2(Rd))

)
,

‖pε(·, τ)− g̃εb(D)u0(·, τ)‖L2(Rd) 6 Ĉ◦8(1 + |τ |)ε
(
‖ψ‖H2(Rd) + ‖F‖L1((0,τ);H2(Rd))

)
.

2◦. Ïóñòü âûïîëíåíî óñëîâèå 15.45. Åñëè ψ ∈ H1+r(Rd;Cn) è F ∈ L1,loc(R;H1+r(Rd;Cn)),
0 6 r 6 1, òî ïðè τ ∈ R è 0 < ε 6 1 ñïðàâåäëèâû îöåíêè

‖Duε(·, τ)−Dv0
ε(·, τ)‖L2(Rd) 6 Ĉ◦5(r)(1 + |τ |)rεr

(
‖ψ‖H1+r(Rd) + ‖F‖L1((0,τ);H1+r(Rd))

)
,

‖pε(·, τ)− g̃εb(D)u0(·, τ)‖L2(Rd) 6 Ĉ◦6(r)(1 + |τ |)rεr
(
‖ψ‖H1+r(Rd) + ‖F‖L1((0,τ);H1+r(Rd))

)
.

3◦. Ïóñòü âûïîëíåíî óñëîâèå 15.45. Åñëè ψ ∈ H1(Rd,Cn) è F ∈ L1,loc(R;H1(Rd,Cn)), òî

lim
ε→0
‖uε(·, τ)− v0

ε(·, τ)‖H1(Rd) = 0, τ ∈ R,

lim
ε→0
‖pε(·, τ)− g̃εb(D)u0(·, τ)‖L2(Rd) = 0, τ ∈ R.

Çàìå÷àíèå 16.8. Â ñèëó çàìå÷àíèÿ 15.49(1◦) â óñëîâèÿõ òåîðåìû 16.7(2◦) ïðè 0 6 r 6 1, τ ∈ R
è 0 < ε 6 1 ñïðàâåäëèâà îöåíêà

‖uε(·, τ)−v0
ε(·, τ)‖H1(Rd) 6 Ĉ9(r)(1 + |τ |)rεr

(
1 + (1 + |τ |)ε

)1−r (‖ψ‖H1+r(Rd) + ‖F‖L1((0,τ);H1+r(Rd))

)
.

Ïðè îãðàíè÷åííûõ çíà÷åíèÿõ âåëè÷èíû (1 + |τ |)ε ïðàâàÿ ÷àñòü èìååò ïîðÿäîê (1 + |τ |)rεr.

Óòâåðæäåíèÿ 1◦ è 2◦ òåîðåìû 16.7 ìîæíî óñèëèòü ïðè äîïîëíèòåëüíûõ ïðåäïîëîæåíèÿõ. Èç
òåîðåìû 15.44(1◦) è ñëåäñòâèÿ 15.48(2◦) ïîëó÷àåì ñëåäóþùèé ðåçóëüòàò.

Òåîðåìà 16.9. Ïóñòü uε � ðåøåíèå çàäà÷è (16.1) ïðè φ = 0. Ïóñòü v0
ε è pε îïðåäåëåíû â (16.8)

è (16.7) ñîîòâåòñòâåííî. Ïóñòü âûïîëíåíî óñëîâèå 9.3 ëèáî óñëîâèå 9.6 (èëè áîëåå ñèëüíîå

óñëîâèå 9.7).

1◦. Ïóñòü âûïîëíåíî óñëîâèå 14.31. Åñëè ψ ∈ H3/2(Rd;Cn) è F ∈ L1,loc(R;H3/2(Rd;Cn)), òî ïðè
τ ∈ R è 0 < ε 6 1 ñïðàâåäëèâû îöåíêè

‖uε(·, τ)− v0
ε(·, τ)‖H1(Rd) 6 Ĉ◦9(1 + |τ |)1/2ε

(
‖ψ‖H3/2(Rd) + ‖F‖L1((0,τ);H3/2(Rd))

)
,

‖pε(·, τ)− g̃εb(D)u0(·, τ)‖L2(Rd) 6 Ĉ◦10(1 + |τ |)1/2ε
(
‖ψ‖H3/2(Rd) + ‖F‖L1((0,τ);H3/2(Rd))

)
.
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2◦. Ïóñòü âûïîëíåíî óñëîâèå 15.45. Åñëè ψ ∈ H1+r(Rd;Cn) è F ∈ L1,loc(R;H1+r(Rd;Cn)),
0 6 r 6 1/2, òî ïðè τ ∈ R è 0 < ε 6 1 ñïðàâåäëèâû îöåíêè

‖Duε(·, τ)−Dv0
ε(·, τ)‖L2(Rd) 6 Ĉ◦7(r)(1 + |τ |)rε2r

(
‖ψ‖H1+r(Rd) + ‖F‖L1((0,τ);H1+r(Rd))

)
,

‖pε(·, τ)− g̃εb(D)u0(·, τ)‖L2(Rd) 6 Ĉ◦8(r)(1 + |τ |)rε2r
(
‖ψ‖H1+r(Rd) + ‖F‖L1((0,τ);H1+r(Rd))

)
.

Çàìå÷àíèå 16.10. Â ñèëó çàìå÷àíèÿ 15.49(2◦) â óñëîâèÿõ òåîðåìû 16.9(2◦) ïðè 0 6 r 6 1/2,
τ ∈ R è 0 < ε 6 1 ñïðàâåäëèâà îöåíêà

‖uε(·, τ)− v0
ε(·, τ)‖H1(Rd) 6 Ĉ10(r)(1 + |τ |)rε2r

(
1 + (1 + |τ |)1/2ε

)1−2r

×
(
‖ψ‖H1+r(Rd) + ‖F‖L1((0,τ);H1+r(Rd))

)
.

Ïðè îãðàíè÷åííûõ çíà÷åíèÿõ âåëè÷èíû (1 + |τ |)1/2ε ïðàâàÿ ÷àñòü èìååò ïîðÿäîê (1 + |τ |)rε2r.

16.2. Çàäà÷à Êîøè ñ îïåðàòîðîì Aε. Âîçìîæíû ðàçëè÷íûå ïîñòàíîâêè çàäà÷è Êîøè,
ê êîòîðûì ïðèìåíèìû ïîëó÷åííûå âûøå ðåçóëüòàòû. Ïîëüçóÿñü ëèíåéíîñòüþ çàäà÷è, ìû
ðàññìîòðèì åäèíóþ ïîñòàíîâêó çàäà÷è â âèäå

Qε(x)
∂2uε(x, τ)

∂τ2
= −b(D)∗gε(x)b(D)uε(x, τ) +Qε(x)F1(x, τ) + F2(x, τ),

uε(x, 0) = φ(x),
∂uε
∂τ

(x, 0) = ψ1(x) + (Qε(x))−1ψ2(x).

(16.9)

Çäåñü φ,ψ1,ψ2 ∈ L2(Rd,Cn), F1,F2 ∈ L1,loc(R;L2(Rd,Cn)) � çàäàííûå ôóíêöèè, à Q(x) � Γ�
ïåðèîäè÷åñêàÿ ýðìèòîâà (n× n)-ìàòðè÷íîçíà÷íàÿ ôóíêöèÿ òàêàÿ, ÷òî

Q(x) > 0; Q,Q−1 ∈ L∞.

Ôàêòîðèçóåì ìàòðèöó Q(x)−1:

Q(x)−1 = f(x)f∗(x).

Áåç îãðàíè÷åíèÿ îáùíîñòè ñ÷èòàåì (n × n)-ìàòðèöó-ôóíêöèþ f(x) ïåðèîäè÷åñêîé.
Àâòîìàòè÷åñêè âûïîëíåíî f, f−1 ∈ L∞. Ïóñòü Aε � îïåðàòîð (15.2).
Äåëàÿ çàìåíó zε(·, τ) := (f ε)−1uε(·, τ), ìîæíî ïåðåïèñàòü çàäà÷ó (16.9) ñëåäóþùèì îáðàçîì:
∂2zε(x, τ)

∂τ2
= −(f ε(x))∗b(D)∗gε(x)b(D)f ε(x)zε(x, τ) + (f ε(x))−1F1(x, τ) + (f ε(x))∗F2(x, τ),

zε(x, 0) = (f ε)−1φ(x),
∂zε
∂τ

(x, 0) = (f ε(x))−1ψ1(x) + (f ε(x))∗ψ2(x).

Äëÿ ðåøåíèÿ ýòîé çàäà÷è ñïðàâåäëèâî ïðåäñòàâëåíèå

zε(·, τ) = cos(τA1/2
ε )(f ε)−1φ+A−1/2

ε sin(τA1/2
ε )(f ε)−1ψ1 +A−1/2

ε sin(τA1/2
ε )(f ε)∗ψ2

+

τ∫
0

A−1/2
ε sin((τ − τ̃)A1/2

ε )(f ε)−1F1(·, τ̃) dτ̃ +

τ∫
0

A−1/2
ε sin((τ − τ̃)A1/2

ε )(f ε)∗F2(·, τ̃) dτ̃ ,

à ïîòîìó

uε(·, τ) = f ε cos(τA1/2
ε )(f ε)−1φ+ f εA−1/2

ε sin(τA1/2
ε )(f ε)−1ψ1 + f εA−1/2

ε sin(τA1/2
ε )(f ε)∗ψ2

+

τ∫
0

f εA−1/2
ε sin((τ − τ̃)A1/2

ε )(f ε)−1F1(·, τ̃) dτ̃ +

τ∫
0

f εA−1/2
ε sin((τ − τ̃)A1/2

ε )(f ε)∗F2(·, τ̃) dτ̃ .

(16.10)
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Ïóñòü u0(x, τ) � ðåøåíèå �óñðåäí¼ííîé� çàäà÷è
Q
∂2u0(x, τ)

∂τ2
= −b(D)∗g0b(D)u0(x, τ) +QF1(x, τ) + F2(x, τ),

u0(x, 0) = φ(x),
∂u0

∂τ
(x, 0) = ψ1(x) + (Q)−1ψ2(x),

(16.11)

ãäå Q � ñðåäíåå çíà÷åíèå ìàòðèöû Q(x) ïî Ω. Ïîëàãàÿ f0 = (Q)−1/2 è äåëàÿ çàìåíó z0(·, τ) :=
f−1

0 u0(·, τ), ïðèõîäèì ê ïðåäñòàâëåíèþ

u0(·, τ) = f0 cos(τ(A0)1/2)f−1
0 φ+ f0(A0)−1/2 sin(τ(A0)1/2)f−1

0 ψ1 + f0(A0)−1/2 sin(τ(A0)1/2)f0ψ2

+

τ∫
0

f0(A0)−1/2 sin((τ − τ̃)(A0)1/2)f−1
0 F1(·, τ̃) dτ̃ +

τ∫
0

f0(A0)−1/2 sin((τ − τ̃)(A0)1/2)f0F2(·, τ̃) dτ̃ .

(16.12)
Ïðèìåíÿÿ òåîðåìó 15.23, ñëåäñòâèå 15.25 è çàìå÷àíèå 15.26 è èñïîëüçóÿ ïðåäñòàâëåíèÿ (16.10),

(16.12), ïîëó÷àåì ñëåäóþùèé ðåçóëüòàò.

Òåîðåìà 16.11. Ïóñòü uε � ðåøåíèå çàäà÷è (16.9) è u0 � ðåøåíèå óñðåäíåííîé çàäà÷è (16.11).
1◦. Åñëè φ ∈ H2(Rd;Cn), ψ1,ψ2 ∈ H1(Rd;Cn) è F1,F2 ∈ L1,loc(R;H1(Rd;Cn)), òî ïðè τ ∈ R è

ε > 0 ñïðàâåäëèâà îöåíêà

‖uε(·, τ)− u0(·, τ)‖L2(Rd) 6 C1(1 + |τ |)ε‖φ‖H2(Rd)

+ C2(1 + |τ |)ε
(
‖ψ1‖H1(Rd) + ‖F1‖L1((0,τ);H1(Rd))

)
+ C̃2(1 + |τ |)ε

(
‖ψ2‖H1(Rd) + ‖F2‖L1((0,τ);H1(Rd))

)
.

2◦. Åñëè φ ∈ Hs(Rd;Cn), ψ1,ψ2 ∈ Hr(Rd;Cn) è F1,F2 ∈ L1,loc(R;Hr(Rd;Cn)), ãäå 0 6 s 6 2,
0 6 r 6 1, òî ïðè τ ∈ R è 0 < ε 6 1 ñïðàâåäëèâà îöåíêà

‖uε(·, τ)− u0(·, τ)‖L2(Rd) 6 C1(s)(1 + |τ |)s/2εs/2‖φ‖Hs(Rd)

+ C2(r)(1 + |τ |)(r+1)/2ε(r+1)/2
(
‖ψ2‖Hr(Rd) + ‖F2‖L1((0,τ);Hr(Rd))

)
+ C̃2(r)(1 + |τ |)εr

(
‖ψ1‖Hr(Rd) + ‖F1‖L1((0,τ);Hr(Rd))

)
.

3◦. Åñëè φ ∈ L2(Rd;Cn), ψ1,ψ2 ∈ L2(Rd;Cn) è F1,F2 ∈ L1,loc(R;L2(Rd;Cn)), òî

lim
ε→0
‖uε(·, τ)− u0(·, τ)‖L2(Rd) = 0, τ ∈ R.

Â ñëó÷àå, êîãäà ψ1 = 0 è F1 = 0, ìîæíî óñèëèòü óòâåðæäåíèÿ ïóíêòîâ 1◦ è 2◦ òåîðåìû 16.11
ïðè äîïîëíèòåëüíûõ ïðåäïîëîæåíèÿõ. Ñëåäñòâèå 15.27 ïðèâîäèò ê ñëåäóþùåìó ðåçóëüòàòó.

Òåîðåìà 16.12. Ïóñòü uε � ðåøåíèå çàäà÷è (16.9) è u0 � ðåøåíèå óñðåäíåííîé çàäà÷è (16.11),
ïðè÷åì ψ1 = 0 è F1 = 0. Ïóñòü âûïîëíåíî óñëîâèå 12.3 ëèáî óñëîâèå 12.7 (èëè áîëåå ñèëüíîå

óñëîâèå 12.8). Åñëè φ ∈ Hs(Rd;Cn), ψ2 ∈ Hr(Rd;Cn) è F2 ∈ L1,loc(R;Hr(Rd;Cn)), ãäå 0 6 s 6 3/2,
0 6 r 6 1/2, òî ïðè τ ∈ R è 0 < ε 6 1 ñïðàâåäëèâà îöåíêà

‖uε(·, τ)− u0(·, τ)‖L2(Rd) 6 C3(s)(1 + |τ |)s/3ε2s/3‖φ‖Hs(Rd)

+ C4(r)(1 + |τ |)(r+1)/3ε2(r+1)/3
(
‖ψ2‖Hr(Rd) + ‖F2‖L1((0,τ);Hr(Rd))

)
.

Ïðåäïîëîæèì òåïåðü, ÷òî φ = 0, ψ2 = 0 è F2 = 0. Â ýòîì ñëó÷àå ìîæíî ïðèáëèçèòü ðåøåíèå
çàäà÷è (16.9) â ýíåðãåòè÷åñêîé íîðìå. Ïðèìåíÿÿ òåîðåìó 15.29, ñëåäñòâèå 15.30 è çàìå÷àíèå 15.31,
ïðèõîäèì ê ñëåäóþùåìó ðåçóëüòàòó.
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Òåîðåìà 16.13. Ïóñòü uε � ðåøåíèå çàäà÷è (16.9) ïðè φ = 0, ψ2 = 0 è F2 = 0. Ïóñòü u0 �

ðåøåíèå óñðåäíåííîé çàäà÷è (16.11). Ïîëîæèì vε := u0 + εΛεb(D)Πεu0, pε := gεb(D)uε.
1◦. Åñëè ψ1 ∈ H2(Rd;Cn) è F1 ∈ L1,loc(R;H2(Rd;Cn)), òî ïðè τ ∈ R è ε > 0 ñïðàâåäëèâû îöåíêè

‖uε(·, τ)− vε(·, τ)‖H1(Rd) 6 C7(1 + |τ |)ε
(
‖ψ1‖H2(Rd) + ‖F1‖L1((0,τ);H2(Rd))

)
,

‖pε(·, τ)− g̃εb(D)Πεu0(·, τ)‖L2(Rd) 6 C8(1 + |τ |)ε
(
‖ψ1‖H2(Rd) + ‖F1‖L1((0,τ);H2(Rd))

)
.

2◦. Åñëè ψ1 ∈ Hs(Rd;Cn) è F1 ∈ L1,loc(R;Hs(Rd;Cn)), ãäå 0 6 s 6 2, òî ïðè τ ∈ R è ε > 0
ñïðàâåäëèâû îöåíêè

‖Duε(·, τ)−Dvε(·, τ)‖L2(Rd) 6 C5(s)(1 + |τ |)s/2εs/2
(
‖ψ1‖Hs(Rd) + ‖F1‖L1((0,τ);Hs(Rd))

)
,

‖pε(·, τ)− g̃εb(D)Πεu0(·, τ)‖L2(Rd) 6 C6(s)(1 + |τ |)s/2εs/2
(
‖ψ1‖Hs(Rd) + ‖F1‖L1((0,τ);Hs(Rd))

)
.

3◦. Åñëè ψ1 ∈ L2(Rd;Cn) è F1 ∈ L1,loc(R;L2(Rd;Cn)), òî

lim
ε→0
‖uε(·, τ)− vε(·, τ)‖H1(Rd) = 0, τ ∈ R;

lim
ε→0

pε(·, τ)− g̃εb(D)Πεu0(·, τ)‖L2(Rd) = 0, τ ∈ R.

Çàìå÷àíèå 16.14. Â ñèëó çàìå÷àíèÿ 15.31 ïðè 0 6 s 6 2, τ ∈ R, 0 < ε 6 1 ñïðàâåäëèâà îöåíêà

‖uε(·, τ)− vε(·, τ)‖H1(Rd) 6 C′5(s)(1 + |τ |)εs/2
(
‖ψ1‖Hs(Rd) + ‖F1‖L1((0,τ);Hs(Rd))

)
.

Óòâåðæäåíèÿ 1◦ è 2◦ òåîðåìû 16.13 ìîæíî óñèëèòü ïðè äîïîëíèòåëüíûõ ïðåäïîëîæåíèÿõ. Èç
òåîðåìû 15.32 è ñëåäñòâèÿ 15.33 âûòåêàåò ñëåäóþùèé ðåçóëüòàò.

Òåîðåìà 16.15. Ïóñòü âûïîëíåíû óñëîâèÿ òåîðåìû 16.13. Ïóñòü âûïîëíåíî óñëîâèå 12.3 ëèáî
óñëîâèå 12.7 (èëè áîëåå ñèëüíîå óñëîâèå 12.8).

1◦. Åñëè ψ1 ∈ H3/2(Rd;Cn) è F1 ∈ L1,loc(R;H3/2(Rd;Cn)), òî ïðè τ ∈ R è ε > 0 ñïðàâåäëèâû

îöåíêè

‖uε(·, τ)− vε(·, τ)‖H1(Rd) 6 C9(1 + |τ |)1/2ε
(
‖ψ1‖H3/2(Rd) + ‖F1‖L1((0,τ);H3/2(Rd))

)
,

‖pε(·, τ)− g̃εb(D)Πεu0(·, τ)‖L2(Rd) 6 C10(1 + |τ |)1/2ε
(
‖ψ1‖H3/2(Rd) + ‖F1‖L1((0,τ);H3/2(Rd))

)
.

2◦. Åñëè ψ1 ∈ Hs(Rd;Cn) è F1 ∈ L1,loc(R;Hs(Rd;Cn)), ãäå 0 6 s 6 3/2, òî ïðè τ ∈ R è 0 < ε 6 1
ñïðàâåäëèâû îöåíêè

‖Duε(·, τ)−Dvε(·, τ)‖L2(Rd) 6 C7(s)(1 + |τ |)s/3ε2s/3
(
‖ψ1‖Hs(Rd) + ‖F1‖L1((0,τ);Hs(Rd))

)
,

‖pε(·, τ)− g̃εb(D)Πεu0(·, τ)‖L2(Rd) 6 C8(s)(1 + |τ |)s/3ε2s/3
(
‖ψ1‖Hs(Rd) + ‖F1‖L1((0,τ);Hs(Rd))

)
.

Îáñóäèì âîçìîæíîñòü óñòðàíåíèÿ ñãëàæèâàþùåãî îïåðàòîðà â êîððåêòîðå. Èç òåîðåìû
15.43(2◦), ñëåäñòâèÿ 15.51(1◦) è çàìå÷àíèÿ 15.52(1◦) ïîëó÷àåì ñëåäóþùèé ðåçóëüòàò.

Òåîðåìà 16.16. Ïóñòü uε � ðåøåíèå çàäà÷è (16.9) ïðè φ = 0, ψ2 = 0 è F2 = 0. Ïóñòü u0 �

ðåøåíèå óñðåäíåííîé çàäà÷è (16.11). Ïîëîæèì v0
ε := u0 + εΛεb(D)u0, pε := gεb(D)uε.

1◦. Ïóñòü âûïîëíåíî óñëîâèå 14.30. Åñëè ψ1 ∈ H2(Rd;Cn) è F1 ∈ L1,loc(R;H2(Rd;Cn)), òî ïðè
τ ∈ R è 0 < ε 6 1 ñïðàâåäëèâû îöåíêè

‖uε(·, τ)− v0
ε(·, τ)‖H1(Rd) 6 C◦7(1 + |τ |)ε

(
‖ψ1‖H2(Rd) + ‖F1‖L1((0,τ);H2(Rd))

)
,

‖pε(·, τ)− g̃εb(D)u0(·, τ)‖L2(Rd) 6 C◦8(1 + |τ |)ε
(
‖ψ1‖H2(Rd) + ‖F1‖L1((0,τ);H2(Rd))

)
.
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2◦. Ïóñòü âûïîëíåíî óñëîâèå 15.45. Åñëè ψ1 ∈ H1+r(Rd;Cn) è F1 ∈ L1,loc(R;H1+r(Rd;Cn)),
0 6 r 6 1, òî ïðè τ ∈ R è 0 < ε 6 1 ñïðàâåäëèâû îöåíêè

‖Duε(·, τ)−Dv0
ε(·, τ)‖L2(Rd) 6 C◦5(r)(1 + |τ |)rεr

(
‖ψ1‖H1+r(Rd) + ‖F1‖L1((0,τ);H1+r(Rd))

)
,

‖pε(·, τ)− g̃εb(D)u0(·, τ)‖L2(Rd) 6 C◦6(r)(1 + |τ |)rεr
(
‖ψ1‖H1+r(Rd) + ‖F1‖L1((0,τ);H1+r(Rd))

)
.

3◦. Ïóñòü âûïîëíåíî óñëîâèå 15.45. Åñëè ψ1 ∈ H1(Rd,Cn) è F1 ∈ L1,loc(R;H1(Rd,Cn)), òî

lim
ε→0
‖uε(·, τ)− v0

ε(·, τ)‖H1(Rd) = 0, τ ∈ R,

lim
ε→0
‖pε(·, τ)− g̃εb(D)u0(·, τ)‖L2(Rd) = 0, τ ∈ R.

Çàìå÷àíèå 16.17. Â ñèëó çàìå÷àíèÿ 15.52(1◦) â óñëîâèÿõ òåîðåìû 16.16(2◦) ïðè 0 6 r 6 1,
τ ∈ R è 0 < ε 6 1 ñïðàâåäëèâà îöåíêà

‖uε(·, τ)−v0
ε(·, τ)‖H1(Rd) 6 C9(r)(1+|τ |)rεr

(
1+(1+|τ |)ε

)1−r (‖ψ1‖H1+r(Rd) + ‖F1‖L1((0,τ);H1+r(Rd))

)
.

Ïðè îãðàíè÷åííûõ çíà÷åíèÿõ âåëè÷èíû (1 + |τ |)ε ïðàâàÿ ÷àñòü èìååò ïîðÿäîê (1 + |τ |)rεr.

Óòâåðæäåíèÿ 1◦ è 2◦ òåîðåìû 16.16 ìîæíî óñèëèòü ïðè äîïîëíèòåëüíûõ ïðåäïîëîæåíèÿõ. Èç
òåîðåìû 15.44(2◦) è ñëåäñòâèÿ 15.51(2◦) âûòåêàåò ñëåäóþùèé ðåçóëüòàò.

Òåîðåìà 16.18. Ïóñòü âûïîëíåíû óñëîâèÿ òåîðåìû 16.16. Ïóñòü âûïîëíåíî óñëîâèå 12.3 ëèáî
óñëîâèå 12.7 (èëè áîëåå ñèëüíîå óñëîâèå 12.8).

1◦. Ïóñòü âûïîëíåíî óñëîâèå 14.31. Åñëè ψ1 ∈ H3/2(Rd;Cn) è F1 ∈ L1,loc(R;H3/2(Rd;Cn)), òî
ïðè τ ∈ R è 0 < ε 6 1 ñïðàâåäëèâû îöåíêè

‖uε(·, τ)− v0
ε(·, τ)‖H1(Rd) 6 C◦9(1 + |τ |)1/2ε

(
‖ψ1‖H3/2(Rd) + ‖F1‖L1((0,τ);H3/2(Rd))

)
,

‖pε(·, τ)− g̃εb(D)u0(·, τ)‖L2(Rd) 6 C◦10(1 + |τ |)1/2ε
(
‖ψ1‖H3/2(Rd) + ‖F1‖L1((0,τ);H3/2(Rd))

)
.

2◦. Ïóñòü âûïîëíåíî óñëîâèå 15.45. Åñëè ψ1 ∈ H1+r(Rd;Cn) è F1 ∈ L1,loc(R;H1+r(Rd;Cn)),
0 6 r 6 1/2, òî ïðè τ ∈ R è 0 < ε 6 1 ñïðàâåäëèâû îöåíêè

‖Duε(·, τ)−Dv0
ε(·, τ)‖L2(Rd) 6 C◦7(r)(1 + |τ |)rε2r

(
‖ψ1‖H1+r(Rd) + ‖F1‖L1((0,τ);H1+r(Rd))

)
,

(16.13)

‖pε(·, τ)− g̃εb(D)u0(·, τ)‖L2(Rd) 6 C◦8(r)(1 + |τ |)rε2r
(
‖ψ1‖H1+r(Rd) + ‖F1‖L1((0,τ);H1+r(Rd))

)
.

Çàìå÷àíèå 16.19. Â ñèëó çàìå÷àíèÿ 15.52(2◦) â óñëîâèÿõ òåîðåìû 16.18(2◦) ïðè 0 6 r 6 1/2,
τ ∈ R è 0 < ε 6 1 ñïðàâåäëèâà îöåíêà

‖uε(·, τ)− v0
ε(·, τ)‖H1(Rd) 6 C10(r)(1 + |τ |)rε2r

(
1 + (1 + |τ |)ε

)1−2r

×
(
‖ψ1‖H1+r(Rd) + ‖F1‖L1((0,τ);H1+r(Rd))

)
.

Ïîðÿäîê ýòîé îöåíêè õóæå, ÷åì â (16.13).

� 17. Ïðèìåíåíèå îáùèõ ðåçóëüòàòîâ: óðàâíåíèå àêóñòèêè

17.1. Ìîäåëüíûé îïåðàòîð. Â L2(Rd) ðàññìîòðèì îïåðàòîð

Â = D∗g(x)D = −div g(x)∇. (17.1)

Çäåñü g(x) � Γ-ïåðèîäè÷åñêàÿ ýðìèòîâà (d × d)-ìàòðèöà-ôóíêöèÿ òàêàÿ, ÷òî g(x) > 0 è
g, g−1 ∈ L∞. Îïåðàòîð (17.1) ÿâëÿåòñÿ ÷àñòíûì ñëó÷àåì îïåðàòîðà (8.1). Â ýòîì ñëó÷àå n = 1,
m = d è b(D) = D. Î÷åâèäíî, óñëîâèå (7.7) âûïîëíåíî ïðè α0 = α1 = 1. Ñîãëàñíî (8.18)

ýôôåêòèâíûé îïåðàòîð äëÿ îïåðàòîðà (17.1) èìååò âèä Â0 = D∗g0D = −div g0∇. Â ñîòâåòñòâèè
ñ (8.11), (8.12), ýôôåêòèâíàÿ ìàòðèöà g0 îïðåäåëÿåòñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì. Ïóñòü e1, . . . , ed
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� ñòàíäàðòíûé îðòîíîðìèðîâàííûé áàçèñ â Rd. Ïóñòü Φj ∈ H̃1(Ω) � ñëàáîå Γ-ïåðèîäè÷åñêîå
ðåøåíèå çàäà÷è

div g(x) (∇Φj(x) + ej) = 0,

∫
Ω

Φj(x) dx = 0.

Òîãäà Λ(x) � ýòî ìàòðèöà-ñòðîêà Λ(x) = i(Φ1(x), . . . ,Φd(x)), à g̃(x) � ýòî (d × d)-ìàòðèöà
ñî ñòîëáöàìè g̃j(x) = g(x) (∇Φj(x) + ej), j = 1, . . . , d. Ýôôåêòèâíàÿ ìàòðèöà îïðåäåëÿåòñÿ
ñîîòíîøåíèåì g0 = |Ω|−1

∫
Ω g̃(x) dx. Â ñëó÷àå d = 1 âûïîëíåíî m = n = 1, à ïîòîìó g0 = g.

Åñëè g(x) � ñèììåòðè÷íàÿ ìàòðèöà ñ âåùåñòâåííûìè ýëåìåíòàìè, òî â ñèëó ïðåäëîæåíèÿ

8.4(1◦) âûïîëíåíî N̂(θ) = 0 ïðè âñåõ θ ∈ Sd−1. Åñëè æå g(x) � ýðìèòîâà ìàòðèöà ñ êîìïëåêñíûìè

ýëåìåíòàìè, òî â îáùåé ñèòóàöèè îïåðàòîð N̂(θ) îòëè÷åí îò íóëÿ. Ïîñêîëüêó n = 1, òî îïåðàòîð

N̂(θ) = N̂0(θ) åñòü îïåðàòîð óìíîæåíèÿ íà µ̂(θ), ãäå µ̂(θ) � êîýôôèöèåíò ïðè t3 â ðàçëîæåíèè
ïåðâîãî ñîáñòâåííîãî çíà÷åíèÿ

λ̂(t,θ) = γ̂(θ)t2 + µ̂(θ)t3 + ν̂(θ)t4 + . . .

îïåðàòîðà Â(k) = Â(t,θ). Âû÷èñëåíèå (ñì. [BSu3, ï. 10.3]) ïîêàçûâàåò, ÷òî

N̂(θ) = µ̂(θ) = −i
d∑

j,l,k=1

(
ajlk − a∗jlk

)
θjθlθk, θ ∈ Sd−1,

ajlk = |Ω|−1

∫
Ω

Φj(x)∗〈g(x)(∇Φl(x) + el), ek〉 dx, j, l, k = 1, . . . , d.

Ñëåäóþùèé ïðèìåð çàèìñòâîâàí èç [BSu3, ï. 10.4].

Ïðèìåð 17.1. Ïóñòü d = 2, Γ = (2πZ)2 è ìàòðèöà g(x) èìååò âèä

g(x) =

(
1 iβ′(x1)

−iβ′(x1) 1

)
,

ãäå β(x1) � ãëàäêàÿ âåùåñòâåííàÿ ôóíêöèÿ òàêàÿ, ÷òî 1 − (β′(x1))2 > 0 è
∫ 2π

0 β(x1) dx1 = 0.

Òîãäà N̂(θ) = −απ−1θ3
2, ãäå α =

∫ 2π
0 β(x1)(β′(x1))2 dx1. Ëåãêî ïðèâåñòè êîíêðåòíûé ïðèìåð,

êîãäà α 6= 0: åñëè β(x1) = c(sinx1 + cos 2x1) ïðè 0 < c < 1/3, òî α = −(3π/2)c3 6= 0. Â äàííîì

ïðèìåðå N̂(θ) = µ̂(θ) 6= 0 ïðè âñåõ θ ∈ S1 çà èñêëþ÷åíèåì òî÷åê (±1, 0).

Îïèøåì òåïåðü îïåðàòîð N̂ (1)(θ) � îïåðàòîð óìíîæåíèÿ íà ν̂(θ). Ïóñòü Ψjl(x) �
Γ-ïåðèîäè÷åñêîå ðåøåíèå çàäà÷è

−div g(x) (∇Ψjl(x)− Φj(x)el) = g0
lj − g̃lj(x),

∫
Ω

Ψjl(x) dx = 0.

Êàê ïðîâåðåíî â [VSu2, ï. 14.5],

N̂ (1)(θ) = ν̂(θ) =
d∑

p,q,l,k=1

(
αpqlk − (Φ∗pΦq)g

0
lk

)
θpθqθlθk,

αpqlk = |Ω|−1

∫
Ω

(g̃lp(x)Ψqk(x) + g̃kq(x)Ψpl(x)) dx

+ |Ω|−1

∫
Ω
〈g(x)(∇Ψqk(x)− Φq(x)ek,∇Ψpl(x)− Φp(x)el〉 dx, p, q, l, k = 1, . . . , d.

Çàìå÷àíèå 17.2. Â [D1, ëåììà 5.8] ïîêàçàíî, ÷òî ïðè d = 1 è g(x) 6= const âñåãäà âûïîëíåíî
ν̂(1) = ν̂(−1) 6= 0. Ïîýòîìó àâòîðû ïîëàãàþò, ÷òî è â ìíîãîìåðíîì ñëó÷àå, êàê ïðàâèëî,

ν̂(θ) 6= 0.
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Ðàññìîòðèì çàäà÷ó Êîøè
∂2uε(x, τ)

∂τ2
= −D∗gε(x)Duε(x, τ) + F (x, τ),

uε(x, 0) = φ(x),
∂uε
∂τ

(x, 0) = ψ(x),

(17.2)

ãäå φ, ψ ∈ L2(Rd), F ∈ L1,loc(R;L2(Rd)).
Ïóñòü u0 � ðåøåíèå óñðåäíåííîé çàäà÷è

∂2u0(x, τ)

∂τ2
= −D∗g0(x)Duε(x, τ) + F (x, τ),

u0(x, 0) = φ(x),
∂u0

∂τ
(x, 0) = ψ(x).

(17.3)

Ïðèìåíÿÿ òåîðåìó 16.1 â îáùåì ñëó÷àå è òåîðåìó 16.2 â �âåùåñòâåííîì� ñëó÷àå, ïîëó÷àåì
ñëåäóþùèé ðåçóëüòàò.

Ïðåäëîæåíèå 17.3. Ïóñòü uε � ðåøåíèå çàäà÷è (17.2) è u0 � ðåøåíèå óñðåäíåííîé

çàäà÷è (17.3).
1◦. Åñëè φ ∈ Hs(Rd), ψ ∈ Hr(Rd) è F ∈ L1,loc(R;Hr(Rd)), ãäå 0 6 s 6 2, 0 6 r 6 1, òî ïðè τ ∈ R
è 0 < ε 6 1 ñïðàâåäëèâà îöåíêà

‖uε(·, τ)− u0(·, τ)‖L2(Rd) 6 Ĉ1(s)(1 + |τ |)s/2εs/2‖φ‖Hs(Rd)

+ Ĉ2(r)(1 + |τ |)(r+1)/2ε(r+1)/2
(
‖ψ‖Hr(Rd) + ‖F‖L1((0,τ);Hr(Rd))

)
.

Åñëè φ, ψ ∈ L2(Rd) è F ∈ L1,loc(R;L2(Rd)), òî

lim
ε→0
‖uε(·, τ)− u0(·, τ)‖L2(Rd) = 0, τ ∈ R.

2◦. Ïóñòü g(x) � ñèììåòðè÷íàÿ ìàòðèöà ñ âåùåñòâåííûìè ýëåìåíòàìè. Åñëè φ ∈ Hs(Rd),
ψ ∈ Hr(Rd) è F ∈ L1,loc(R;Hr(Rd)), ãäå 0 6 s 6 3/2, 0 6 r 6 1/2, òî ïðè τ ∈ R è 0 < ε 6 1
ñïðàâåäëèâà îöåíêà

‖uε(·, τ)− u0(·, τ)‖L2(Rd) 6 Ĉ3(s)(1 + |τ |)s/3ε2s/3‖φ‖Hs(Rd)

+ Ĉ4(r)(1 + |τ |)(r+1)/3ε2(r+1)/3
(
‖ψ‖Hr(Rd) + ‖F‖L1((0,τ);Hr(Rd))

)
.

Ðàññìîòðèì òåïåðü ñëó÷àé, êîãäà φ = 0, è ïðèáëèçèì ðåøåíèå â ýíåðãåòè÷åñêîé íîðìå.
Ñîãëàñíî (16.6) ïåðâîå ïðèáëèæåíèå ê ðåøåíèþ èìååò âèä

vε(x, τ) = u0(x, τ) + ε

d∑
j=1

Φε
j(x)(Πε∂ju0)(x, τ). (17.4)

Ñîãëàñíî ïðåäëîæåíèþ 15.53(2◦) â �âåùåñòâåííîì� ñëó÷àå âûïîëíåíî Λ ∈ L∞, à òîãäà ìîæíî
èñïîëüçîâàòü ïåðâîå ïðèáëèæåíèå áåç ñãëàæèâàòåëÿ:

v0
ε(x, τ) = u0(x, τ) + ε

d∑
j=1

Φε
j(x)∂ju0(x, τ). (17.5)

Â îáùåì ñëó÷àå ïðèìåíèìû òåîðåìà 16.3 è çàìå÷àíèå 16.4, à â �âåùåñòâåííîì� ñëó÷àå � òåîðåìà
16.9 è çàìå÷àíèå 16.10.

Ïðåäëîæåíèå 17.4. Ïóñòü uε � ðåøåíèå çàäà÷è (17.2) è u0 � ðåøåíèå óñðåäíåííîé

çàäà÷è (17.3) ïðè φ = 0. Ïóñòü vε îïðåäåëåíî â (17.4), à v0
ε � â (17.5).

1◦. Åñëè ψ ∈ H2(Rd) è F ∈ L1,loc(R;H2(Rd)), òî ïðè τ ∈ R è 0 < ε 6 1 ñïðàâåäëèâà îöåíêà

‖uε(·, τ)− vε(·, τ)‖H1(Rd) 6 Ĉ7(1 + |τ |)ε
(
‖ψ‖H2(Rd) + ‖F‖L1((0,τ);H2(Rd))

)
.
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Åñëè ψ ∈ Hs(Rd) è F ∈ L1,loc(R;Hs(Rd)), ãäå 0 6 s 6 2, òî ïðè τ ∈ R è 0 < ε 6 1 ñïðàâåäëèâû

îöåíêè

‖∇uε(·, τ)−∇vε(·, τ)‖L2(Rd) 6 Ĉ5(s)(1 + |τ |)s/2εs/2
(
‖ψ‖Hs(Rd) + ‖F‖L1((0,τ);Hs(Rd))

)
,

‖gε∇uε(·, τ)− g̃εΠε∇u0(·, τ)‖L2(Rd) 6 Ĉ6(s)(1 + |τ |)s/2εs/2
(
‖ψ‖Hs(Rd) + ‖F‖L1((0,τ);Hs(Rd))

)
.

Åñëè ψ ∈ L2(Rd) è F ∈ L1,loc(R;L2(Rd)), òî

lim
ε→0
‖uε(·, τ)− vε(·, τ)‖H1(Rd) = 0, lim

ε→0
‖gε∇uε(·, τ)− g̃εΠε∇u0(·, τ)‖L2(Rd) = 0, τ ∈ R.

2◦. Ïóñòü g(x) � ñèììåòðè÷íàÿ ìàòðèöà ñ âåùåñòâåííûìè ýëåìåíòàìè. Åñëè ψ ∈ H3/2(Rd)
è F ∈ L1,loc(R;H3/2(Rd)), òî ïðè τ ∈ R è 0 < ε 6 1 ñïðàâåäëèâà îöåíêà

‖uε(·, τ)− v0
ε(·, τ)‖H1(Rd) 6 Ĉ0

9(1 + |τ |)1/2ε
(
‖ψ‖H3/2(Rd) + ‖F‖L1((0,τ);H3/2(Rd))

)
.

Åñëè ψ ∈ H1+r(Rd) è F ∈ L1,loc(R;H1+r(Rd)), ãäå 0 6 r 6 1/2, òî ïðè τ ∈ R è 0 < ε 6 1
ñïðàâåäëèâû îöåíêè

‖∇uε(·, τ)−∇v0
ε(·, τ)‖L2(Rd) 6 Ĉ◦7(s)(1 + |τ |)rε2r

(
‖ψ‖H1+r(Rd) + ‖F‖L1((0,τ);H1+r(Rd))

)
,

‖gε∇uε(·, τ)− g̃ε∇u0(·, τ)‖L2(Rd) 6 Ĉ◦8(r)(1 + |τ |)rε2r
(
‖ψ‖H1+r(Rd) + ‖F‖L1((0,τ);H1+r(Rd))

)
.

Åñëè ψ ∈ H1(Rd) è F ∈ L1,loc(R;H1(Rd)), òî

lim
ε→0
‖uε(·, τ)− v0

ε(·, τ)‖H1(Rd) = 0, lim
ε→0
‖gε∇uε(·, τ)− g̃ε∇u0(·, τ)‖L2(Rd), τ ∈ R.

17.2. Óðàâíåíèå àêóñòèêè. Â óñëîâèÿõ ïóíêòà 17.1 ïðåäïîëîæèì äîïîëíèòåëüíî, ÷òî g(x) �
ñèììåòðè÷íàÿ ìàòðèöà ñ âåùåñòâåííûìè ýëåìåíòàìè. Ìàòðèöà g(x) õàðàêòåðèçóåò ïàðàìåòðû
àêóñòè÷åñêîé (âîîáùå ãîâîðÿ, àíèçîòðîïíîé) ñðåäû. Ïóñòü Q(x) � Γ-ïåðèîäè÷åñêàÿ ôóíêöèÿ
â Rd, ïðè÷åì Q(x) > 0; Q,Q−1 ∈ L∞. Ýòà ôóíêöèÿ èãðàåò ðîëü ïëîòíîñòè ñðåäû. Ïîëîæèì

f(x) = Q(x)−1/2.
Ðàññìîòðèì çàäà÷ó Êîøè äëÿ óðàâíåíèÿ àêóñòèêè â ñðåäå ñ áûñòðî îñöèëëèðóþùèìè

õàðàêòåðèñòèêàìè: 
Qε(x)

∂2uε(x, τ)

∂τ2
= −D∗gε(x)Duε(x, τ),

uε(x, 0) = φ(x),
∂uε
∂τ

(x, 0) = ψ1(x) + (Qε)−1ψ2(x),

(17.6)

ãäå φ, ψ1, ψ2 ∈ L2(Rd). (Äëÿ ïðîñòîòû ðàññìàòðèâàåì îäíîðîäíîå óðàâíåíèå.)
Ïóñòü u0 � ðåøåíèå óñðåäíåííîé çàäà÷è

Q
∂2u0(x, τ)

∂τ2
= −D∗g0(x)Du0(x, τ),

u0(x, 0) = φ(x),
∂u0

∂τ
(x, 0) = ψ1(x) + (Q)−1ψ2(x).

(17.7)

Â ñèëó ïðåäëîæåíèÿ 11.1(1◦) âûïîëíåíî N̂Q(θ) = 0 ïðè âñåõ θ ∈ Sd−1. Â îáùåì ñëó÷àå
ïðèìåíèìà òåîðåìà 16.11, à â ñëó÷àå ψ1 = 0 � òåîðåìà 16.12.
Ïðèáëèçèòü ðåøåíèå â ýíåðãåòè÷åñêîé íîðìå óäàåòñÿ, åñëè φ = 0 è ψ2 = 0. Êàê óæå îòìå÷àëîñü,

âûïîëíåíî óñëîâèå Λ ∈ L∞, à ïîòîìó ïðèìåíèìà òåîðåìà 16.18. Côîðìóëèðóåì ðåçóëüòàòû.

Ïðåäëîæåíèå 17.5. Ïóñòü uε � ðåøåíèå çàäà÷è (17.6) è u0 � ðåøåíèå óñðåäíåííîé

çàäà÷è (17.7).
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1◦. Åñëè φ ∈ Hs(Rd), ψ1 ∈ Hr(Rd), ψ2 ∈ Hρ(Rd), ãäå 0 6 s 6 3/2, 0 6 r 6 1, 0 6 ρ 6 1/2, òî ïðè
τ ∈ R è 0 < ε 6 1 ñïðàâåäëèâà îöåíêà

‖uε(·, τ)− u0(·, τ)‖L2(Rd) 6 C3(s)(1 + |τ |)s/3ε2s/3‖φ‖Hs(Rd)

+ C̃2(r)(1 + |τ |)εr‖ψ1‖Hr(Rd) + C4(ρ)(1 + |τ |)(1+ρ)/3ε2(1+ρ)/3‖ψ2‖Hρ(Rd).

Åñëè φ, ψ1, ψ2 ∈ L2(Rd), òî

lim
ε→0
‖uε(·, τ)− u0(·, τ)‖L2(Rd) = 0, τ ∈ R.

2◦. Ïóñòü φ = 0 è ψ2 = 0. Ïîëîæèì

v0
ε = u0 + ε

d∑
j=1

Φε
j∂ju0.

Åñëè ψ1 ∈ H3/2(Rd), òî ïðè τ ∈ R è 0 < ε 6 1 ñïðàâåäëèâà îöåíêà

‖uε(·, τ)− v0
ε(·, τ)‖H1(Rd) 6 C◦9(1 + |τ |)1/2ε‖ψ1‖H3/2(Rd).

Åñëè ψ1 ∈ H1+r(Rd), ãäå 0 6 r 6 1/2, òî ïðè τ ∈ R è 0 < ε 6 1 ñïðàâåäëèâû îöåíêè

‖∇uε(·, τ)−∇v0
ε(·, τ)‖L2(Rd) 6 C◦7(r)(1 + |τ |)rε2r‖ψ1‖H1+r(Rd),

‖gε∇uε(·, τ)− g̃ε∇u0(·, τ)‖L2(Rd) 6 C◦8(r)(1 + |τ |)rε2r‖ψ1‖H1+r(Rd).

Åñëè ψ1 ∈ H1(Rd), òî

lim
ε→0
‖uε(·, τ)− v0

ε(·, τ)‖H1(Rd) = 0, lim
ε→0
‖gε∇uε(·, τ)− g̃ε∇u0(·, τ)‖L2(Rd), τ ∈ R.

� 18. Ïðèìåíåíèå îáùèõ ðåçóëüòàòîâ: ñèñòåìà òåîðèè óïðóãîñòè

18.1. Îïåðàòîð òåîðèè óïðóãîñòè. Ïóñòü d > 2. Ìû çàïèñûâàåì îïåðàòîð òåîðèè óïðóãîñòè,
ñëåäóÿ [BSu1, ãëàâà 5, �2]. Ïóñòü ζ � îðòîãîíàëüíûé òåíçîð âòîðîãî ðàíãà â Rd. Â ñòàíäàðòíîì
îðòîíîðìèðîâàííîì áàçèñå â Rd îí ïðåäñòàâëÿåòñÿ â âèäå ìàòðèöû ζ = {ζjl}dj,l=1. Ðàññìàòðèâàåì

ñèììåòðè÷íûå òåíçîðû ζ è îòîæäåñòâëÿåì èõ ñ âåêòîðàìè ζ∗ ∈ Cm, 2m = d(d + 1), ïî
ñëåäóþùåìó ïðàâèëó. Âåêòîð ζ∗ ñîñòîèò èç âñåõ êîìïîíåíò ζjl, j 6 l, óïîðÿäî÷åííûõ êàêèì-ëèáî
ôèêñèðîâàííûì ñïîñîáîì.
Äëÿ âåêòîðà ñìåùåíèé u ∈ H1(Rd;Cd) ââåäåì òåíçîð äåôîðìàöèé e(u) = 1

2{∂luj +∂jul}. Ïóñòü
e∗(u) � âåêòîð, îòâå÷àþùèé òåíçîðó e(u) â ñîîòâåòñòâèè ñ îïèñàííûì ïðàâèëîì. Ðàâåíñòâî
b(D)u = −ie∗(u) îïðåäåëÿåò îäíîçíà÷íî (m × d)-ìàòðè÷íûé ÄÎ b(D) (ïðè÷åì ñèìâîë b(ξ)
ÿâëÿåòñÿ ìàòðèöåé ñ âåùåñòâåííûìè ýëåìåíòàìè). Íàïðèìåð, ïðè ïîäõîäÿùåì óïîðÿäî÷åíèè

b(D) =

 ξ1 0
1
2ξ2

1
2ξ1

0 ξ2

 , d = 2.

Ñåé÷àñ n = d, m = d(d+ 1)/2. Ëåãêî âèäåòü, ÷òî óñëîâèå (7.7) âûïîëíåíî, ïðè÷åì α0, α1 çàâèñÿò
òîëüêî îò d.
Ïóñòü σ(u) � òåíçîð íàïðÿæåíèé, à σ∗(u) � ñîîòâåòñòâóþùèé âåêòîð. Òîãäà çàêîí Ãóêà

î ïðîïîðöèîíàëüíîñòè íàïðÿæåíèé äåôîðìàöèÿì ìîæíî âûðàçèòü ñîîòíîøåíèåì σ∗(u) =
g(x)e∗(u), ãäå g(x) � ñèììåòðè÷íàÿ (m × m)-ìàòðèöà ñ âåùåñòâåííûìè ýëåìåíòàìè. Ìàòðèöà
g õàðàêòåðèçóåò ïàðàìåòðû óïðóãîé (âîîáùå ãîâîðÿ, àíèçîòðîïíîé) ñðåäû. Ìû ïðåäïîëàãàåì,
÷òî ìàòðèöà g(x) ïåðèîäè÷íà, g(x) > 0 è g, g−1 ∈ L∞.
Ýíåðãèÿ óïðóãèõ äåôîðìàöèé çàäàåòñÿ êâàäðàòè÷íîé ôîðìîé

w[u,u] =
1

2

∫
Rd
〈σ∗(u), e∗(u)〉 dx =

1

2

∫
Rd
〈g(x)b(D)u, b(D)u〉 dx, u ∈ H1(Rd;Cd). (18.1)
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Îïåðàòîð W, ïîðîæäåííûé ýòîé ôîðìîé â ïðîñòðàíñòâå L2(Rd;Cd), íàçûâàþò îïåðàòîðîì

óïðóãîñòè. Òàêèì îáðàçîì, 2W = Â = b(D)∗g(x)b(D).
Â ñëó÷àå èçîòðîïíîé ñðåäû ìàòðèöà g(x) âûðàæàåòñÿ ÷åðåç äâà ôóíêöèîíàëüíûõ ïàðàìåòðà

λ(x) è µ(x) (ïàðàìåòðû Ëàìå). Ïàðàìåòð µ � ìîäóëü ñäâèãà. ×àñòî âìåñòî λ ââîäÿò äðóãîé
ïàðàìåòðK(x) � ìîäóëü îáúåìíîãî ñæàòèÿ. Íàì ïîíàäîáèòñÿ åùå îäèí ìîäóëü � β(x). Âûïèøåì
ñîîòíîøåíèÿ:

K(x) = λ(x) +
2µ(x)

d
, β(x) = µ(x) +

λ(x)

2
.

Óñëîâèÿ ïîëîæèòåëüíîé îïðåäåëåííîñòè ìàòðèöû g(x) â èçîòðîïíîì ñëó÷àå èìåþò âèä: µ(x) >
µ0 > 0, K(x) > K0 > 0. Äëÿ ïðèìåðà âûïèøåì ìàòðèöó g(x) â èçîòðîïíîì ñëó÷àå ïðè d = 2:

g(x) =

K(x) + µ(x) 0 K(x)− µ(x)
0 4µ(x) 0

K(x)− µ(x) 0 K(x) + µ(x)

 .

18.2. Óñðåäíåíèå ñèñòåìû òåîðèè óïðóãîñòè. Ðàññìîòðèì òåïåðü îïåðàòîð óïðóãîñòèWε =
1
2Âε = 1

2b(D)∗gε(x)b(D) ñ áûñòðî îñöèëëèðóþùèìè êîýôôèöèåíòàìè. Ýôôåêòèâíàÿ ìàòðèöà g0 è

ýôôåêòèâíûé îïåðàòîð W0 = 1
2Â

0 = 1
2b(D)∗g0b(D) ñòðîÿòñÿ ïî îáùèì ïðàâèëàì (ñì. ï. 8.2, 8.3).

Îòìåòèì, ÷òî â èçîòðîïíîì ñëó÷àå ýôôåêòèâíàÿ ñðåäà, âîîáùå ãîâîðÿ, ÿâëÿåòñÿ àíèçîòðîïíîé.

Îïåðàòîð N̂(θ), âîîáùå ãîâîðÿ, îòëè÷åí îò íóëÿ. Áîëåå òîãî, èçâåñòíû ïðèìåðû, â êîòîðûõ

N̂0(θ) 6= 0 â íåêîòîðûõ òî÷êàõ θ ∈ Sd−1 (äàæå â èçîòðîïíîì ñëó÷àå). Ñì. [Su6, ïðèìåð 8.7],
[DSu2, ï. 14.3].
Ïóñòü Q(x) � Γ-ïåðèîäè÷åñêàÿ ñèììåòðè÷íàÿ (d × d)-ìàòðèöà-ôóíêöèÿ ñ âåùåñòâåííûìè

ýëåìåíòàìè, ïðè÷åì Q(x) > 0; Q,Q−1 ∈ L∞. (Îáû÷íî Q � ñêàëÿðíàÿ ôóíêöèÿ, èìåþùàÿ ñìûñë

ïëîòíîñòè ñðåäû). Ïîëîæèì f(x) = Q(x)−1/2. Ðàññìîòðèì çàäà÷ó Êîøè äëÿ ñèñòåìû òåîðèè
óïðóãîñòè ñ áûñòðî îñöèëëèðóþùèìè êîýôôèöèåíòàìè:

Qε(x)
∂2uε(x, τ)

∂τ2
= −Wεuε(x, τ),

uε(x, 0) = φ(x),
∂uε
∂τ

(x, 0) = ψ1(x) + (Qε)−1ψ2(x),

(18.2)

ãäå φ,ψ1,ψ2 ∈ L2(Rd;Cd). (Äëÿ ïðîñòîòû ðàññìàòðèâàåì îäíîðîäíîå óðàâíåíèå.)
Ïóñòü u0 � ðåøåíèå óñðåäíåííîé çàäà÷è

Q
∂2u0(x, τ)

∂τ2
= −W0u0(x, τ),

u0(x, 0) = φ(x),
∂u0

∂τ
(x, 0) = ψ1(x) + (Q)−1ψ2(x).

(18.3)

Ïðèìåíèìà òåîðåìà 16.11. Ïðèáëèçèòü ðåøåíèå â ýíåðãåòè÷åñêîé íîðìå óäàåòñÿ, åñëè φ = 0 è
ψ2 = 0. Ïðèìåíèìà òåîðåìà 16.13. Côîðìóëèðóåì ðåçóëüòàòû.

Ïðåäëîæåíèå 18.1. Ïóñòü uε � ðåøåíèå çàäà÷è (18.2) è u0 � ðåøåíèå óñðåäíåííîé

çàäà÷è (18.3).
1◦. Åñëè φ ∈ Hs(Rd;Cd), ψ1,ψ2 ∈ Hr(Rd;Cd), ãäå 0 6 s 6 2, 0 6 r 6 1, òî ïðè τ ∈ R è 0 < ε 6 1
ñïðàâåäëèâà îöåíêà

‖uε(·, τ)− u0(·, τ)‖L2(Rd) 6 C1(s)(1 + |τ |)s/2εs/2‖φ‖Hs(Rd)

+ C̃2(s)(1 + |τ |)εr‖ψ1‖Hr(Rd) + C2(r)(1 + |τ |)(1+r)/2ε(1+r)/2‖ψ2‖Hr(Rd).

Åñëè φ,ψ1,ψ2 ∈ L2(Rd;Cd), òî
lim
ε→0
‖uε(·, τ)− u0(·, τ)‖L2(Rd) = 0, τ ∈ R.

2◦. Ïóñòü φ = 0 è ψ2 = 0. Ïîëîæèì

vε = u0 + εΛεb(D)Πεu0.
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Åñëè ψ1 ∈ H2(Rd;Cd), òî ïðè τ ∈ R è 0 < ε 6 1 ñïðàâåäëèâà îöåíêà

‖uε(·, τ)− vε(·, τ)‖H1(Rd) 6 C7(1 + |τ |)ε‖ψ1‖H2(Rd).

Åñëè ψ1 ∈ Hs(Rd;Cd), ãäå 0 6 s 6 2, òî ïðè τ ∈ R è 0 < ε 6 1 ñïðàâåäëèâû îöåíêè

‖Duε(·, τ)−Dvε(·, τ)‖L2(Rd) 6 C5(s)(1 + |τ |)s/2εs/2‖ψ1‖Hs(Rd),

‖gεb(D)uε(·, τ)− g̃εb(D)Πεu0(·, τ)‖L2(Rd) 6 C6(s)(1 + |τ |)s/2εs/2‖ψ1‖Hs(Rd).

Åñëè ψ1 ∈ L2(Rd), òî

lim
ε→0
‖uε(·, τ)− vε(·, τ)‖H1(Rd) = 0, lim

ε→0
‖gεb(D)uε(·, τ)− g̃εb(D)Πεu0(·, τ)‖L2(Rd), τ ∈ R.

18.3. Òåëî Õèëëà. Òàê â ìåõàíèêå íàçûâàþò èçîòðîïíóþ ñðåäó, êîãäà µ(x) = µ0 = const (ñì.,
íàïðèìåð, [ZhKO]). Äëÿ ýòîãî ñëó÷àÿ âîçìîæíà áîëåå ïðîñòàÿ ôàêòîðèçàöèÿ îïåðàòîðà W; ñì.
[BSu1, ãëàâà 5, ï. 2.3]. Ôîðìó (18.1) ìîæíî ïðåäñòàâèòü â âèäå

w[u,u] =

∫
Rd
〈g∧(x)b∧(D)u, b∧(D)u〉 dx, u ∈ H1(Rd;Cd).

Ïðè ýòîì m∧ = 1 + d(d − 1)/2. Ñèìâîë îïåðàòîðà b∧(D) � ìàòðèöà b∧(ξ) ðàçìåðà
m∧ × d îïðåäåëÿåòñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì. Ïåðâàÿ ñòðîêà åñòü (ξ1, ξ2, . . . , ξd). Îñòàëüíûå ñòðîêè
ñîîòâåòâóþò ïàðàì èíäåêñîâ (j, l), 1 6 j < l 6 d. Ýëåìåíò, ñòîÿùèé â (j, l)-é ñòðîêå è j-ì ñòîëáöå,
åñòü ξl; ýëåìåíò, ñòîÿùèé â (j, l)-é ñòðîêå è l-ì ñòîëáöå, åñòü −ξj ; îñòàëüíûå ýëåìåíòû (j, l)-é
ñòðîêè ðàâíû íóëþ. Ìàòðèöà g∧(x) äèàãîíàëüíà è èìååò âèä

g∧(x) = diag{β(x), µ0/2, . . . , µ0/2}.

Ýôôåêòèâíûé îïåðàòîð èìååò âèä

W0 = b∧(D)∗g0b∧(D),

ïðè÷åì ýôôåêòèâíàÿ ìàòðèöà g0 ñîâïàäàåò ñ g è ðàâíà

g0 = g = diag{β, µ0/2, . . . , µ0/2}.

Â ñèëó ïðåäëîæåíèÿ 15.53(3◦) âûïîëíåíî óñëîâèå Λ ∈ ∞. Äëÿ çàäà÷è (18.2) ïðèìåíèìà òåîðåìà
16.11, à â ñëó÷àå, êîãäà φ = 0 è ψ2 = 0 � òåîðåìà 16.16.

Îáñóäèì ñëó÷àé, êîãäà Q(x) = 1. Â ñèëó ïðåäëîæåíèÿ 8.4(3◦) âûïîëíåíî N̂(θ) = 0 ïðè âñåõ
θ ∈ Sd−1. Ïîýòîìó ïðèìåíèìà òåîðåìà 16.2, à â ñëó÷àå, êîãäà φ = 0 è ψ2 = 0, ïðèìåíèìà òåîðåìà
16.9.
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