
Препринт ПОМИ 09/2018
(исправлен 24.06.2019∗)

Гипотеза Римана как чётность
биномиальных коэффициентов

Ю.В.Матиясевич

Санкт-Петербургское отделение
Математического института им. В. А.Стеклова

Российской Академии наук
yumat@pdmi.ras.ru

Аннотация. Гипотеза Римана имеет много эквивалентных переформу-
лировок. Часть из них является арифметическими, то есть утверждения-
ми о свойствах целых или натуральных чисел. Простейшую логическую
структуру имеют переформулировки из класса Π0

1 арифметической иерар-
хии, имеющие вид “для любых x1, . . . , xm имеет место A(x1, . . . , xm)”, где A
– алгоритмически проверяемое отношение. Примером может служить пе-
реформулировка гипотезы Римана в виде утверждения о том, что некото-
рое диофантово уравнение не имеет решений (такое конкретное уравнение
может быть явно указано).

Хотя логическая структура такой переформулировки очень проста, из-
вестные способы построения такого диофантова уравнения приводят к
уравнениям, требующим для своей записи нескольких страниц. С дру-
гой стороны, известны весьма краткие по записи переформулировки, так-
же принадлежащие классу Π0

1. Примерами могут служить три критерия
справедливости гипотезы Римана, которые предложили Ж.-Л. Николас,
Г. Робин, и Дж. Лагариас. Недостатком этих переформулировок (по срав-
нению с диофантовым уравнением) является использование более “слож-
ных” констант и функций, чем натуральные числа и сложение и умноже-
ние, достаточные для построения диофантова уравнения.

В работе приводится система из 9 условий, налагаемых на 9 переменных.
Для формулировки этих условий используются только сложение, умно-
жение, возведение в степень (унарное, с фиксированным основанием 2),
функция “остаток от деления”, неравенства, сравнения по модулю и бино-
миальный коэффициент. Вся система может быть явно выписана на одной
странице. Доказано, что построенная система условий несовместна в том
и только том случае, когда гипотеза Римана верна.

Ключевые слова: гипотеза Римана, биномиальные коэффициенты.

∗Были исправлены следующие формулы: (2.4), (2.15), (2.16), (2.37), (2.41) и
(2.42).
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1 Введение
Гипотеза Римана, подобно большинству великих проблем, имеет огромное

количество эквивалентных переформулировок. Их обзору посвящено, напри-
мер, недавно вышедшее двухтомное издание [1, 2]. Такие переформулировки
даются в очень разных терминах, но мощная техника арифметизации, ра-
витая К. Гёделем [3] позволяет легко превратить их в утверждения о целых
или о натуральных числах. В этой работе мы ограничися такими арифмети-
ческими переформулировками.

А.Тьюринг, внёсший большой вклад в верификацию гипотезы Римана
(см., например, [1, 4, 5, 6, 7]), интересовался также вопросом, сколь простой, с
логической точки зрения, может быть переформулировка гипотезы Римана.
Он ввёл в [8] понятие теоретико-числовой теоремы:

By a number-theoretic theorem we shall mean a theorem of the form
“θ(x) vanishes for infinitely many natural numbers x”, where θ(x)
is a primitive recursive function. . . . An alternative form for number-
theoretic theorems is “for each natural number x there exists a natural
number y such that f(x, y) vanishes”, where f(x, y) is primitive recursive.

Теоретико-числовые теоремы в смысле Тьюринга эквивалентны доказу-
емым формулам из класса Π0

2 арифметической иерахии. Этот класс может
быть описан как класс формул вида

∀x1 . . . xm∃y1 . . . ynA(x1, . . . , xm, y1, . . . , yn), (1.1)

где A(x1, . . . , xm, y1, . . . , yn) – алгоритмически проверяемое отношение между
натуральными числами x1, . . . , xm, y1, . . . , yn. Мотивируя свое определение,
Тьюринг построил формулу из класса Π0

2, эквивалентную гипотезе Римана.
Этот результат был усилен Г. Крайзелем [9], который дал переформули-

ровку гипотезы Римана посредством формулы из класса Π0
1, состоящего из

формул вида
∀x1 . . . xmA(x1, . . . , xm). (1.2)

Такие формулы можно охарактеризовать, как эффективно опровергаемые:
если формула (1.2) является ложной, то для установления этого достаточно
предъявить один конкретный набор чисел x1 . . . xn, не находящихся в отноше-
нии A. Пользуясь алгоритической разрешимостью этого отношения, можно
построить, например, машину Тьюринга (или написать программу на каком-
либо языке программирования), которая будет перебирать по очереди всевоз-
можные значения x1 . . . xn в поисках требуемого контрпримера. Такая маши-
на/программа будет работать неограниченно долго в том и только случае,
когда формула (1.2) истинна.
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Благодаря результату Крайзеля появилась возможность указать такую
машину/программу для гипотезы Римана, и в ряде работ это было сделано.
С.Ааронсон и А.Едидиа [10] построили машину Тьюринга с двухбуквенным
ленточным алфавитом, которая, начав работу с пустой лентой, никогда не
остановится, если и только если гипотеза Римана верна. В [10] машина имеет
5372 состояния; это было в дальнейшем улучшено до 744 состояний (см. [11]).
Х.Калуд, Е. Калуд и М.Динин [12, 13] и автор [14] построили разные версии
регистровых машин с аналогичным свойством.

В 1970 году автор сделал последний шаг в доказательстве того, что сейчас
часто называется ДПРМ-теоремой1. Этот результат позволяет по произволь-
ной формуле из класса Π0

1 построить эквивалентную ей формулу из того же
класса, имеющую следующий специальный вид:

∀x1 . . . xmP (x1, . . . , xm) ̸= 0, (1.3)

где P (x1, . . . , xm) – многочлен с целыми коэффициентами. В частности, мож-
но явно указать многочлен R(x1, . . . , xm) такой, что гипотеза Римана экви-
валентна утверждению о том, что диофантово уравнение

R(x1, . . . , xm) = 0 (1.4)

не имеет решений. Способы построения такого многочлена описаны в [17,
раздел 2] и [16, параграф 6.4]; больше деталей дано в [18, 19]; см. также [20].

Переформулировка гипотезы Римана в виде (1.3) имеет, несомненно, чрез-
вычайно простую структуру : используются только кванторы общности, а
проверяемое условие сводится к вычислению значения многочлена. С дру-
гой стороны, хотя в таком многочлене может быть всего 9 переменных ([21],
детали см. в [22]), все ранее известные способы дают многочлены, требующие
нескольких страниц для своего явного выписывания.

Известно немало других переформулировок гипотезы Римана в виде (1.2)
со сложнее проверяемыми, но зато коротко записываемыми отношениями A;
несколько таких примеров приведено ниже.

Многие классические результаты близки по форме к (1.2), но использу-
ют, например, символ O-большое, содержащий скрытый квантор существо-
вания. Такой квантор можно устранить, найдя явное значение соответству-
ющей константы.

Для построения диофантова уравнения (1.4) в [17] и машины Тьюринга в
[10] была использована переформулировка гипотезы Римана, которую пред-
ложил Х. Шапиро (см. [17, раздел 2] и [1, раздел 10.2]). Она даётся в терминах

1По первым буквам фамилий авторов теоремы – М.Дейвиса, Х. Патнема, Дж. Робинсон
и автора этой статьи; детальные доказательства теоремы приведены, например, в [15, 16].
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функции Чебышева ψ(n), которая определяется следующим образом:

ψ(n) = ln(LCM(1, . . . , n)) = ln(2) log2(LCM(1, . . . , n)), (1.5)

где LCM обозначает наименьшее общее кратное. Гипотеза Римана эквива-
лентна утверждению, что

ψ(n) = n+O
√
n ln2(n). (1.6)

Для устранения неявной константы, подразумеваемой здесь в символе O-
большое, Шапиро рассмотрел сумматорную функцию

ψ1(n) =
∑

1≤m<n

ψ(m) (1.7)

и доказал, что гипотеза Римана эквивалентна следующему неравенству с
явной константой: ∣∣∣∣ψ1(m)− m2

2

∣∣∣∣ < 6m
√
m. (1.8)

Позднее Л.Шёнфельд ([23], см. также [1, теорема 4.9]) нашёл явное значе-
ние константы в (1.6), а именно, доказал, что гипотеза Римана эквивалентна
справедливости неравенства

|ψ(n)− n| < 1

8π

√
n ln(n)2, (1.9)

при n ≥ 74. Как раз использование этого критерия вместо (1.8) позволило
упростить построение многочлена (1.3) в [16] и уменьшить количество состо-
яний у машины Тьюринга в [11].

Ж.-Л.Николас ([24], см. также [1, теорема 5.31]) установил, что гипотеза
Римана эквивалентна неравенству

eγ log(log(Nn)) <
Nn

ϕ(Nn)
, (1.10)

где e = 2.71828 . . . , γ = 0.577215 . . . – постоянная Эйлера, Nn – произведение
n первых простых чисел, ϕ(m) – функция Эйлера (количество чисел, которые
меньше m и взаимно просты с этим числом).

Г. Робин ([25], см. также [1, теорема 7.16]) установил, что гипотеза Римана
эквивалентна справедливости при n ≥ 5040 неравенства

σ(n) < eγn log(log(n)), (1.11)
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где σ(n) – сумма всех делителей n. Это необходимое и достаточное условие из-
вестно также как критерий Рамануджана–Робина, поскольку С.Рамануджан
доказал неравенство (1.11) для достаточно больших n в предположении ги-
потезы Римана.

Дж.Лагариас ([26], см. также [1, Теорема 7.18]) заменил правую часть
неравенства (1.11) и получил ещё одно условие, необходимое и достаточное
для справедливости гипотезы Римана:

σ(n) < Hn + eHn log(Hn), (1.12)

где Hn = 1 + 1/2 + · · ·+ 1/n и n может быть произвольным.
Условия типа (1.8)–(1.12) коротко записываются и алгоритмически про-

веряюся, однако они содержат константы и функции, такие как ψ(n), Nn,
ϕ(n), σ(n), которые являются “сложными” по сравнению с целыми коэффи-
циентами и операциями сложения и умножения, успользуемыми в (1.4). Цель
настоящей работы – предложить “компромисную” переформулировку гипо-
тезы Римана. Её преимущество перед диофантовым уравнением состоит в
том, что все условия можно явно выписать на одной странице. Недостатком
по сравнению с (1.4), но преимуществом по сравнению с (1.8)–(1.12), является
набор используемых функции. Наряду со сложением и умножением в нашем
необходимом и достаточном условии участвуют лишь возведение в степень
(только унарное, с основанием 2), квадратный корень (легко устраняемый),
rem(a, b) (остаток от деления a на b), неравенства и сравнения по модулю, а
также биномиальный коэффициент, играющий ключевую роль.

Биномиальные коэффициенты обладают удивительно большой вырази-
тельной силой. Х.Манн и Д.Шенкс [27] дали критерий простоты в виде де-
лимости определённых элементов треугольника Паскаля. Л.Шю и P.Шуе
[28] перереформулировали Великую теорему Ферма в виде равенства нулю
некоторой комбинаторной суммы произведений биномиальных коэффициен-
тов. Автор [29] дал в виде делимости одного биномиального коэффициента
критерии того, что

1. число p является простым;

2. числа p и p+ 2 являются простыми числами-близнецами;

3. число p является простым числом Ферма;

4. число p является простым числом Мерсенна.
В [30] автор переформулировал гипотезу (ныне теорему) о четырёх красках
в виде неделимости некоторого произведения биномиальных коэффициен-
тов. В аналогичном виде М.Маргенштерн и автор [31] переформулировали
известную 3x+ 1 проблему.
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Конструкции в [29, 30, 31] основаны на следующем свойстве биномиаль-
ных коэффициентов.

Теорема (Э.Куммер [32]). Пусть числа a и b следующим образом за-
писываются в позиционной системе счисления с простым основанием p:

a =
m∑
k=0

akp
k, b =

m∑
k=0

bkp
k, 0 ≤ ak < p, 0 ≤ bk < p, k = 0, . . . ,m; (1.13)

тогда степень, с которой p входит в разложение биномиального коэффици-
ента

(
a+b
a

)
, равна количеству переносов из разряда в разряд при сложении

чисел a и b.

Этот результат Куммера долго оставался малоизвестным и был переот-
крыт разными авторами; доказательство теоремы можно найти также, на-
пример, в [16, 33].

Мы будем использовать такое следствие теоремы Куммера для случая p =
2 в (1.13). Будем говорить, что a маскирует b (и писать a ⪰ b), если ak ≥ bk
для k = 0, . . . ,m. Из теоремы Куммера следует такая эквивалентность:(

a

b

)
≡ 1 (mod 2) ⇐⇒ a ⪰ b. (1.14)

Это можно также вывести из частного случая теоремы Люка [34, раздел
XXI]: (

a

b

)
≡

(
a0
b0

)
. . .

(
am
bm

)
(mod p). (1.15)

2 Новая переформулировка гипотезы Римана
Исходным пунктом для нас будет неравенство (1.9), модифицированное

по-разному в необходимом и достаточном условиях:

• из гипотезы Римана следует, что для всех n > 1

ψ(n) > n−
√
n log22(n); (2.1)

• если гипотеза Римана не верна, то существует бесконечно много зна-
чений n, для которых

ψ(n) < n− 20
√
n log22(n). (2.2)

7



Мы будем использовать тот факт, что правая часть в необходимом условии
(2.1) больше правой части в достаточном условии (2.2). Неравенство (2.1)
при n ≥ 74 следует из неравества (1.9), а недостающие случаи n = 2, . . . , 73
проверяются непосредственным вычислением. Достаточность условия (2.2)
следует из Ω±-результата для функции ψ(n), который получил Е.Шмидт
([35], см. также [36, теорема 32], [1, теорема 4.8]).

Теорема 1. Рассмотрим систему условий

2l ≤ n < 2l+1, (2.3)

2m ≤ 2q < 2m+1, (2.4)

s =
Bn+1

(
B(n+1)n − n− 1

)
+ n

(Bn+1 − 1)2
, (2.5)

t =
(2m − 1)

(
Bn2 − 1

)
Bn − 1

, (2.6)

(
t

r

)
≡ 1 (mod 2), (2.7)

u = rem
(
rs, Bn2−n

)
, (2.8)

rs− u ≡ Bn2−n (Bn − 1)

B − 1
q (mod Bn2

), (2.9)

p = rem(r, Bn + 1), (2.10)

mp < nq − 15l2q
√
n, (2.11)

в которой B обозначает 2l+m+1.
(А) Если гипотеза Римана верна, то система (2.3)–(2.11) не имеет ре-

шений в положительных целых числах l,m, n, p, q, r, s, t, u.
(Б) Если гипотеза Римана не верна, то система (2.3)–(2.11) имеет бес-

конечно много таких решений.
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Доказательство части (А) мы проведём “от противного”. Предполо-
жим, что нашлись числа l,m, n, p, q, r, s, t и u, удовлетворяющие условиям
(2.3)–(2.11).

Согласно (2.3),
n > 1 (2.12)

и
l = ⌊log2(n)⌋. (2.13)

Очевидно, что
1 ≤ l, 0 ≤ log2(n)− l < 1. (2.14)

Аналогично согласно (2.4)

m = ⌊log2(q)⌋+ 1 (2.15)

и
0 < m− log2(q) ≤ 1. (2.16)

Рассмотрим записи чисел s, t, r и rs в позиционной системе счисления с
основанием B.

Легко проверить, что из (2.5) следует, что

s =
n∑

j=1

jB(n−j)(n+1). (2.17)

Это означает, что единственными ненулевыми цифрами числа s являются
числа 1, . . . , n, и они разделены блоками из n нулей.

Аналогично из (2.6) следует, что

t =
n∑

k=1

(2m − 1)B(k−1)n, (2.18)

иными словами, все ненулевые цифры числа t равны 2m−1, и они разделены
блоками из n− 1 нуля.

Двоичная запись некоторого числа a получается из его записи в системе
счисления с основанием B посредством замены каждой B-ичной цифры на её
двоичную запись, при необходимости дополненную спереди нулями до длины
l+m+1. По этой причине a маскирует b тогда и только тогда, когда каждая
B-ичная цифра a маскирует соответствующую цифру числа b.

Согласно (1.14) из (2.7) следует, что t ⪰ r, и потому число r имеет вид

r =
n∑

k=1

rkB
(k−1)n, (2.19)
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где
rk ≤ 2m − 1, k = 1, . . . , n. (2.20)

Пусть

rs =
2n2∑
i=0

diB
i, 0 ≤ di < B, i = 0, . . . 2n2. (2.21)

Согласно (2.17) и (2.19)

rs =
n∑

j=1

n∑
k=1

jrkB
(n−j)(n+1)+(k−1)n. (2.22)

Легко проверить, что при 1 ≤ j ≤ n, 1 ≤ k ≤ n среди чисел вида (n− j)(n+
1) + (k − 1)n нет двух одинаковых. Кроме того, из (2.3) и (2.19) следует, что

jrk ≤ n(2m − 1) < 2l+1(2m − 1) < 2l+m+1 = B. (2.23)

Таким образом, всевозможные произведения вида jrk являются единствен-
ными ненулевыми цифрами числа rs, точнее,

di =

{
jrk, если i = (n− j)(n+ 1) + (k − 1)n

0, в противном случае.
(2.24)

В частности, при j = k получаем, что

dn2−k = krk, k = 1, . . . , n. (2.25)

Согласно (2.8) и (2.21)

u =
n2−n−1∑

i=0

diB
i. (2.26)

Иными словами, число u – это “хвост” записи произведения rs, состоящий из
её последних n2 − n цифр. Соответственно,

rs− u =
2n2∑

i=n2−n

diB
i ≡

n2−1∑
i=n2−n

diB
m (mod Bn2

). (2.27)

Имеет место тождество

n2−1∑
i=n2−n

qBi =
(Bn − 1)Bn2−n

B − 1
q, (2.28)
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благодаря которому из (2.9), (2.25) и (2.27) следует, что

krk = dn2−k = q, k = 1, . . . , n. (2.29)

Отсюда мы получаем следующие значения цифр числа r:

rk =
q

k
, k = 1, . . . , n. (2.30)

Согласно (2.29) q делится на 1, . . . , n, следовательно,

LCM(1, . . . , n) ≤ q. (2.31)

Из очевидного сравнения

Bn ≡ −1 (mod Bn + 1) (2.32)

и равенства (2.19) следует, что

p ≡
n∑

k=1

(−1)k−1rk (mod Bn + 1). (2.33)

Слагаемые в знакопеременной сумме в (2.33) по абсолютной величине мо-
нотонно убывают, первое слагаемое равно q, следовательно, сумма положи-
тельна и не превосходит q. Таким образом, в сравнении (2.33) левая и правая
части положительны и не превосходят его модуля, следовательно, они равны.
Соответственно,

p

q
=

n∑
k=1

(−1)k−1rk
q

=
n∑

k=1

(−1)k−1

k
≈

∞∑
k=1

(−1)k−1

k
= ln(2) (2.34)

и справедливы элементарные неравенства

1

2
≤ p

q
,

∣∣∣∣pq − ln(2)

∣∣∣∣ < 1

2n
. (2.35)

Из (2.11) и (2.35) следует, что

m <
n− 15l2p

√
n

p/q
≤ 2n. (2.36)

Далее, согласно (2.35), (2.36), (2.16), (2.31), (1.5) и (2.12), имеем:

p

q
m >

(
ln(2)− 1

2n

)
m = ln(2)m− m

2n
> ln(2) log2(q)− 1 =

ln(q)− 1 ≥ ln(LCM(1, 2, . . . , n))− 1 =

ψ(n)− 1 > ψ(n)− 2
√
n log22(n). (2.37)
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С другой стороны, согласно (2.11) и (2.14)

p

q
m < n− 15l2

√
n < n− 3

√
n log22(n). (2.38)

Три неравенства, (2.1), (2.37) и (2.38), дают требуемое противоречие.
Часть (А) доказана.

Доказательство части (Б). В качестве n мы возьмём произвольное из
чисел, превосходящих 1 и удовлетворяющих неравенству (2.2). Из доказа-
тельства части (А) видно, что значения остальных переменных почти одно-
значно определяются значением n.

Выберем l согласно (2.13), так что условие (2.3) будет выполнено и будут
справедливы неравенства (2.14).

Положим
q = LCM(1, . . . , n), (2.39)

и выберем m согласно (2.15), так что условие (2.4) будет выполнено и будут
справедливы неравенства (2.16).

Выберем s согласно (2.17), так что условие (2.5) будет выполнено.
Определим числа rk и r согласно (2.30) и (2.19), при этом согласно (2.16)

будут справедливы неравенства (2.20) и (2.23). Поскольку двоичная запись
числа 2m − 1 состоит из m единиц, из (2.23) следует, что

2m − 1 ⪰ rk, k = 1, . . . , n. (2.40)

Выберем t согласно (2.18), так что условие (2.6) будет выполнено. Все
ненулевые цифры числа t равны 2m − 1, и согласно (2.40) они маскируют
соответствующие цифры числа r. Отсюда следует, что t ⪰ r и, согласно
(1.14), условие (2.7) выполнено.

Точно так же, как в доказательстве части (А) мы заключаем, что в пред-
ставлении (2.21) цифры di определяются равенством (2.24) и его частным
случаем (2.25).

Выберем u согласно (2.26), тогда будут выполнены условие (2.8) и срав-
нение (2.27), в котором согласно (2.25) во второй сумме все di равны q. По-
скольку меет место тождество (2.28), то выполнено и условие (2.9).

Точно так же, как в доказательстве части (А) мы заключаем, что спра-
ведливы неравенства (2.35).

Согласно (2.39), (1.5) и (2.2)

log2(q) = log2
(
LCM(1, . . . , n)

)
= ψ(n)/ ln(2) < 2ψ(n) < 3n. (2.41)
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Используя, кроме того, (2.35), (2.16), (2.12), (2.2) и (2.14), отсюда получаем,
что

p

q
m <

(
ln(2) +

1

2n

)
(log2(q) + 1) = ψ(n) +

log2(q)

2n
+ ln(2) +

1

2n
<

< ψ(n) + 3
√
n log22(n) < n− 17

√
n log22(n) < n− 17

√
nl2 (2.42)

и, следовательно, условие (2.11) выполнено.
Часть (Б) доказана. Теорема доказана.

Замечание. Если разрешить возведение в степень произвольных чисел
(а не только числа 2 как в (2.3)–(2.11)), то можно избежать использования
биномиального коэффициента. А именно,(

t

r

)
≡ 1 (mod 2) ⇐⇒ rem((2t + 1)t, 2rt+1) > 2rt. (2.43)

Заменив условие (2.7) на правую часть в (2.43), мы получим систему усло-
вий, каждое из которых легко может быть преобразовано в экспоненциально
диофантово уравнение за счёт введения дополнительных неизвестных. Все
эти уравнения могут быть объединены в одно экспоненциально диофантово
уравнение, неразрешимость которого эквивалентна гипотезе Римана. Стан-
дартная техника (см., например, [15, 16]) позволяет преобразовать это экспо-
ненциально диофантово уравнение в эквивалентное ему диофантово уравне-
ние с дополнительными переменными, допускающее сравнительно короткую
запись.

Заключение
Мы установили, что гипотеза Римана эквивалентна несовместности усло-

вий (2.3)–(2.11). Представляется интересным исследовать системы условий,
получающиеся из (2.3)–(2.11) удалением одного из них или заменой его на
более слабое. Например, допускают ли хорошее описание решения системы,
получающейся заменой биномиального условия (2.7) на вытекающее из него
неравенство r ≤ t?
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