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ÀÍÍÎÒÀÖÈß

Ïóñòü O ⊂ R3 � îãðàíè÷åííàÿ îáëàñòü ñ ãðàíèöåé êëàññà C1,1. Â îáëàñòè
O ðàññìàòðèâàåòñÿ ñòàöèîíàðíàÿ ñèñòåìà Ìàêñâåëëà ïðè óñëîâèÿõ èäåàëüíîé
ïðîâîäèìîñòè íà ãðàíèöå. Ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî ìàãíèòíàÿ ïðîíèöàåìîñòü çà-
äàíà ïîñòîÿííîé ïîëîæèòåëüíîé (3× 3)-ìàòðèöåé µ0, à äèýëåêòðè÷åñêàÿ ïðî-
íèöàìîñòü èìååò âèä η(x/ε), ãäå η(x) � âåùåñòâåííàÿ (3×3)-ìàòðèöà-ôóíêöèÿ,
ïåðèîäè÷åñêàÿ îòíîñèòåëüíî íåêîòîðîé ðåøåòêè, îãðàíè÷åííàÿ è ïîëîæèòåëü-
íî îïðåäåëåííàÿ. Çäåñü ε > 0 � ìàëûé ïàðàìåòð. Ñ÷èòàåòñÿ, ÷òî îäíî èç
óðàâíåíèé ñèñòåìû Ìàêñâåëëà (òî, êîòîðîå ñîäåðæèò ðîòîð ìàãíèòíîé íàïðÿ-
æåííîñòè) îäíîðîäíî, à ïðàâàÿ ÷àñòü r âòîðîãî óðàâíåíèÿ � ñîëåíîèäàëü-
íàÿ âåêòîð-ôóíêöèÿ êëàññà L2. Èçâåñòíî, ÷òî ïðè ε → 0 ðåøåíèÿ ñèñòåìû
Ìàêñâåëëà � ýëåêòðè÷åñêàÿ íàïðÿæåííîñòü uε, ýëåêòðè÷åñêàÿ èíäóêöèÿ wε,
ìàãíèòíàÿ íàïðÿæåííîñòü vε è ìàãíèòíàÿ èíäóêöèÿ zε ñëàáî ñõîäÿòñÿ â L2

ê ñîîòâåòñòâóþùèì óñðåäíåííûì ïîëÿì u0, w0, v0, z0 (ðåøåíèÿì óñðåäíåí-
íîé ñèñòåìû Ìàêñâåëëà ñ ýôôåêòèâíûìè êîýôôèöèåíòàìè). Ìû óñèëèâàåì
êëàññè÷åñêèå ðåçóëüòàòû. Ïîêàçàíî, ÷òî ïîëÿ vε è zε ñõîäÿòñÿ ê v0 è z0 ñî-
îòâåòñòâåííî ïî íîðìå â L2, ïðè÷åì ïîãðåøíîñòè îöåíèâàþòñÿ ÷åðåç Cε‖r‖L2

(ïîðÿäîê òî÷íûé). Äëÿ ïîëåé vε è zε ïîëó÷åíû òàêæå àïïðîêñèìàöèè ïî ýíåð-
ãåòè÷åñêîé íîðìå ñ ïîãðåøíîñòÿìè âèäà C

√
ε‖r‖L2 . Äëÿ uε è wε íàéäåíû àï-

ïðîêñèìàöèè ïî íîðìå â L2 ñ ïîãðåøíîñòÿìè C
√
ε‖r‖L2 .

Êëþ÷åâûå ñëîâà: ïåðèîäè÷åñêèå äèôôåðåíöèàëüíûå îïåðàòîðû, îïåðàòîð
Ìàêñâåëëà, óñðåäíåíèå, îïåðàòîðíûå îöåíêè ïîãðåøíîñòè.

Èññëåäîâàíèå âûïîëíåíî ïðè ïîääåðæêå ÐÍÔ (ïðîåêò 17-11-01069).
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Ââåäåíèå

Ðàáîòà îòíîñèòñÿ ê òåîðèè óñðåäíåíèÿ (ãîìîãåíèçàöèè) ïåðèîäè÷åñêèõ äèô-
ôåðåíöèàëüíûõ îïåðàòîðîâ. Ëèòåðàòóðà ïî òåîðèè óñðåäíåíèÿ îáøèðíà; ìû
îãðàíè÷èìñÿ óïîìèíàíèåì ìîíîãðàôèé [BeLPap, BaPa, Sa, ZhKO].

0.1 Îïåðàòîðíûå îöåíêè ïîãðåøíîñòè

Ïóñòü Γ ⊂ Rd � ðåøåòêà. Äëÿ Γ-ïåðèîäè÷åñêèõ ôóíêöèé â Rd èñïîëüçóåì
îáîçíà÷åíèå f ε(x) := f(x/ε), ε > 0.

Â ñåðèè ñòàòåé [BSu1, BSu2, BSu3] Áèðìàíà è Ñóñëèíîé áûë ïðåäëîæåí è
ðàçâèò òåîðåòèêî-îïåðàòîðíûé ïîäõîä ê òåîðèè óñðåäíåíèÿ. Èçó÷àëñÿ øèðî-
êèé êëàññ ìàòðè÷íûõ ñèëüíî ýëëèïòè÷åñêèõ îïåðàòîðîâ Aε âòîðîãî ïîðÿäêà,
äåéñòâóþùèõ â L2(Rd;Cn) è äîïóñêàþùèõ ôàêòîðèçàöèþ âèäà

Aε = b(D)∗gε(x)b(D). (0.1)

Çäåñü ìàòðèöà-ôóíêöèÿ g(x) îãðàíè÷åíà, ïîëîæèòåëüíî îïðåäåëåíà è ïåðè-
îäè÷íà îòíîñèòåëüíî ðåøåòêè Γ, à b(D) � ìàòðè÷íûé îïåðàòîð ïåðâîãî ïî-
ðÿäêà âèäà b(D) =

∑d
j=1 bjDj , ïðè÷åì åãî ñèìâîë èìååò ìàêñèìàëüíûé ðàíã.

Ïðîñòåéøèé ïðèìåð îïåðàòîðà (0.1) � ýòî ñêàëÿðíûé ýëëèïòè÷åñêèé îïåðà-
òîð Aε = −div gε(x)∇ = D∗gε(x)D (îïåðàòîð àêóñòèêè). Îïåðàòîð óïðóãîñòè
òàêæå äîïóñêàåò çàïèñü â âèäå (0.1). Â ýëåêòðîäèíàìèêå âîçíèêàåò âñïîìîãà-
òåëüíûé îïåðàòîð Aε = rot aε(x)rot − ∇νε(x)div , êîòîðûé ìîæíî çàïèñàòü â
ôîðìå (0.1).

Â [BSu1] áûëî ïîêàçàíî, ÷òî ïðè ε → 0 ðåçîëüâåíòà (Aε + I)−1 ñõîäèò-
ñÿ ïî îïåðàòîðíîé íîðìå â L2(Rd;Cn) ê ðåçîëüâåíòå ýôôåêòèâíîãî îïåðàòîðà
A0 = b(D)∗g0b(D). Çäåñü g0 � ïîñòîÿííàÿ ïîëîæèòåëüíàÿ ìàòðèöà, íàçûâàå-
ìàÿ ýôôåêòèâíîé ìàòðèöåé. Ñïðàâåäëèâà îöåíêà ïîãðåøíîñòè

‖(Aε + I)−1 − (A0 + I)−1‖L2(Rd)→L2(Rd) 6 Cε. (0.2)

Â [BSu3] áûëà íàéäåíà àïïðîêñèìàöèÿ ðåçîëüâåíòû (Aε + I)−1 ïî íîðìå îïå-
ðàòîðîâ, äåéñòâóþùèõ èç L2(Rd;Cn) â ïðîñòðàíñòâî Ñîáîëåâà H1(Rd;Cn):

‖(Aε + I)−1 − (A0 + I)−1 − εK(ε)‖L2(Rd)→H1(Rd) 6 Cε. (0.3)

Çäåñü K(ε) � òàê íàçûâàåìûé êîððåêòîð. Îí ñîäåðæèò áûñòðî îñöèëëèðóþ-
ùèé ìíîæèòåëü, à ïîòîìó çàâèñèò îò ε; ïðè ýòîì ‖K(ε)‖L2→H1 = O(ε−1).

Îöåíêè (0.2), (0.3) òî÷íû ïî ïîðÿäêó. Ðåçóëüòàòû òàêîãî òèïà ïîëó÷èëè
íàçâàíèå îïåðàòîðíûõ îöåíîê ïîãðåøíîñòè â òåîðèè óñðåäíåíèÿ. Äðóãîé ïîä-
õîä ê îïåðàòîðíûì îöåíêàì ïîãðåøíîñòè � ìîäèôèöèðîâàííûé ìåòîä ïåð-
âîãî ïðèáëèæåíèÿ èëè ìåòîä ñäâèãà � áûë ïðåäëîæåí Æèêîâûì. Â ðàáîòàõ

3



[Zh, ZhPas1] ýòèì ìåòîäîì îöåíêè (0.2), (0.3) áûëè óñòàíîâëåíû äëÿ îïåðàòî-
ðîâ àêóñòèêè è óïðóãîñòè. Äàëüíåéøèå ðåçóëüòàòû îáñóæäàþòñÿ â íåäàâíåì
îáçîðå [ZhPas2].

Îïåðàòîðíûå îöåíêè ïîãðåøíîñòè èçó÷àëèñü òàêæå è äëÿ êðàåâûõ çà-
äà÷ â îãðàíè÷åííîé îáëàñòè O ⊂ Rd ñ äîñòàòî÷íî ãëàäêîé ãðàíèöåé; ñì.
[ZhPas1, ZhPas2, Gr1, Gr2, KeLiS, PSu, Su3, Su4, Su5]. Ïóñòü AD,ε è AN,ε �
îïåðàòîðû â L2(O;Cn), çàäàííûå âûðàæåíèåì b(D)∗gε(x)b(D) ïðè óñëîâèÿõ
Äèðèõëå ëèáî Íåéìàíà íà ãðàíèöå. Ïóñòü A0

D è A0
N � ñîîòâåòñòâóþùèå ýô-

ôåêòèâíûå îïåðàòîðû. Ñïðàâåäëèâû îöåíêè

‖(A[,ε + I)−1 − (A0
[ + I)−1‖L2(O)→L2(O) 6 Cε, (0.4)

‖(A[,ε + I)−1 − (A0
[ + I)−1 − εK[(ε)‖L2(O)→H1(O) 6 Cε

1/2. (0.5)

Çäåñü [ = D,N , à K[(ε) � ñîîòâåòñòâóþùèé êîððåêòîð. Îöåíêà (0.4) èìååò
òî÷íûé ïîðÿäîê O(ε) (òàêîé æå, êàê äëÿ çàäà÷è â Rd). Ïîðÿäîê îöåíêè (0.5)
õóæå ïî ñðàâíåíèþ ñ (0.3); ýòî îáúÿñíÿåòñÿ âëèÿíèåì ãðàíèöû îáëàñòè.

Â [ZhPas1] ñ ïîìîùüþ ìåòîäà ñäâèãà äëÿ îïåðàòîðîâ àêóñòèêè è óïðóãîñòè
áûëà ïîëó÷åíà îöåíêà (0.5) è àíàëîã îöåíêè (0.4), íî ñ ïîãðåøíîñòüþ O(

√
ε).

Àíàëîãè÷íûå ðåçóëüòàòû íåçàâèñèìî áûëè óñòàíîâëåíû Ãðèçî [Gr1, Gr2] äëÿ
îïåðàòîðà àêóñòèêè ñ ïîìîùüþ ìåòîäà àíôîëäèíãà. Îöåíêà òî÷íîãî ïîðÿäêà
(0.4) âïåðâûå áûëà ïîëó÷åíà â [Gr2]. Ñëó÷àé ìàòðè÷íûõ ýëëèïòè÷åñêèõ îïå-
ðàòîðîâ èçó÷àëñÿ â [KeLiS] (ãäå ðàññìàòðèâàëèñü ðàâíîìåðíî ýëëèïòè÷åñêèå
îïåðàòîðû ïðè íåêîòîðûõ óñëîâèÿõ ðåãóëÿðíîñòè êîýôôèöèåíòîâ) è â ðàáî-
òàõ [PSu, Su3, Su4, Su5] (ãäå áûëè ïîëó÷åíû îöåíêè (0.4), (0.5) äëÿ îïèñàííîãî
âûøå êëàññà ñèëüíî ýëëèïòè÷åñêèõ îïåðàòîðîâ).

0.2 Óñðåäíåíèå ñèñòåìû Ìàêñâåëëà â R3

Îáñóäèì òåïåðü çàäà÷ó îá óñðåäíåíèè ñòàöèîíàðíîé ñèñòåìû Ìàêñâåëëà â R3.
Ïðåäïîëîæèì, ÷òî äèýëåêòðè÷åñêàÿ è ìàãíèòíàÿ ïðîíèöàåìîñòè çàäàíû

ìàòðèöàìè-ôóíêöèÿìè ηε(x) è µε(x), ãäå η(x) è µ(x) îãðàíè÷åíû, ïîëîæè-
òåëüíî îïðåäåëåíû è ïåðèîäè÷íû îòíîñèòåëüíî ðåøåòêè Γ. ×åðåç J(R3) îáî-
çíà÷èì ïîäïðîñòðàíñòâî âåêòîð-ôóíêöèé f ∈ L2(R3;C3), äëÿ êîòîðûõ div f = 0
(â ñìûñëå ðàñïðåäåëåíèé). ×åðåç uε, vε îáîçíà÷èì íàïðÿæåííîñòè ýëåêòðè÷å-
ñêîãî è ìàãíèòíîãî ïîëåé; wε = ηεuε, zε = µεvε � âåêòîðû ýëåêòðè÷åñêîé è
ìàãíèòíîé èíäóêöèé. Îïåðàòîð ÌàêñâåëëàMε ìû çàïèñûâàåì â òåðìèíàõ èí-
äóêöèé, ñ÷èòàÿ ïîëÿ wε, zε ñîëåíîèäàëüíûìè. Òîãäà îïåðàòîð Mε äåéñòâóåò
â ïðîñòðàíñòâå J(R3)⊕ J(R3) è çàäàåòñÿ âûðàæåíèåì

Mε =

(
0 irot (µε)−1

−irot (ηε)−1 0

)
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íà åñòåñòâåííîé îáëàñòè îïðåäåëåíèÿ. Îïåðàòîð Mε ñàìîñîïðÿæåí, åñëè
ðàññìàòðèâàòü J(R3) ⊕ J(R3) êàê ïîäïðîñòðàíñòâî â âåñîâîì ïðîñòðàíñòâå
L2(R3;C3; (ηε)−1)⊕L2(R3;C3; (µε)−1). Òî÷êà λ = i ÿâëÿåòñÿ ðåãóëÿðíîé òî÷êîé
äëÿ îïåðàòîðàMε.

Îáñóäèì çàäà÷ó î ïîâåäåíèè ðåçîëüâåíòû (Mε− iI)−1 ïðè ìàëîì ε. Èíà÷å
ãîâîðÿ, íàñ èíòåðåñóåò ïîâåäåíèå ðåøåíèé (wε, zε) ñèñòåìû Ìàêñâåëëà

(Mε − iI)

(
wε

zε

)
=

(
q
r

)
, q, r ∈ J(R3;C3), (0.6)

à òàêæå ïîâåäåíèå ïîëåé uε = (ηε)−1wε è vε = (µε)−1zε.
Óñðåäíåííûé îïåðàòîð ÌàêñâåëëàM0 èìååò êîýôôèöèåíòû η0, µ0; õîðîøî

èçâåñòíî, ÷òî ýôôåêòèâíûå ìàòðèöû η0 è µ0 � òàêèå æå, êàê äëÿ ñêàëÿðíûõ
ýëëèïòè÷åñêèõ îïåðàòîðîâ −div ηε∇ è −divµε∇. Ïóñòü (w0, z0) � ðåøåíèå
óñðåäíåííîé ñèñòåìû Ìàêñâåëëà

(M0 − iI)

(
w0

z0

)
=

(
q
r

)
,

è u0 = (η0)−1w0, v0 = (µ0)−1z0. Èç êëàññè÷åñêèõ ðåçóëüòàòîâ (ñì., íàïðè-
ìåð, [BeLPap, BaPa, Sa, ZhKO]) èçâåñòíî, ÷òî ïðè ε → 0 âåêòîð-ôóíêöèè
uε,wε,vε, zε ñëàáî ñõîäÿòñÿ â L2(R3;C3) ê ñîîòâåòñòâóþùèì óñðåäíåííûì ïî-
ëÿì u0,w0,v0, z0.

Îïåðàòîðíûå îöåíêè ïîãðåøíîñòè äëÿ ñèñòåìû Ìàêñâåëëà (0.6) èçó÷àëèñü
â ðàáîòàõ [BSu1, ãëàâà 7], [BSu2, �14], [BSu3, �22], [Su1], [BSu4] è [Su2]. Â
[BSu1, BSu2, BSu3] ðàññìàòðèâàëñÿ ñëó÷àé µ = 1 è áûëè ïîëó÷åíû àïïðîêñè-
ìàöèè íå äëÿ âñåõ ôèçè÷åñêèõ ïîëåé; â [Su1] ðàññìàòðèâàëñÿ îáùèé ñëó÷àé, íî
àïïðîêñèìàöèè áûëè íàéäåíû íå äëÿ âñåõ ïîëåé; â [BSu4] çàäà÷à áûëà ïîëíî-
ñòüþ ðåøåíà â ñëó÷àå ïîñòîÿííîé ìàãíèòíîé ïðîíèöàåìîñòè; íàêîíåö, â [Su2]
çàäà÷à áûëà ïîëíîñòüþ ðåøåíà â îáùåì ñëó÷àå. Ìåòîä ñîñòîÿë â ðåäóêöèè ê
çàäà÷å óñðåäíåíèÿ äëÿ âñïîìîãàòåëüíîãî óðàâíåíèÿ âòîðîãî ïîðÿäêà. Ðåøå-

íèå ñèñòåìû (0.6) ìîæíî çàïèñàòü â âèäå wε = w
(q)
ε + w

(r)
ε , zε = z

(q)
ε + z

(r)
ε ,

ãäå (w
(q)
ε , z

(q)
ε ) � ðåøåíèå ñèñòåìû ïðè r = 0, à (w

(r)
ε , z

(r)
ε ) � ðåøåíèå ñè-

ñòåìû ïðè q = 0. Ðàññìîòðèì äëÿ ïðèìåðà (w
(r)
ε , z

(r)
ε ). Ïåðâîå óðàâíåíèå

w
(r)
ε = rot (µε)−1z

(r)
ε ïîäñòàâèì âî âòîðîå è ïðèäåì ê ñëåäóþùåé çàäà÷å äëÿ

ïîëÿ z
(r)
ε :

rot (ηε)−1rot (µε)−1z(r)
ε + z(r)

ε = ir, div z(r)
ε = 0.

Ïîñëå çàìåíû ϕ
(r)
ε = (µε)−1/2z

(r)
ε è ñíÿòèÿ óñëîâèÿ ñîëåíîèäàëüíîñòè, ïîëó-

÷àåì, ÷òî ϕ
(r)
ε ÿâëÿåòñÿ ðåøåíèåì ýëëèïòè÷åñêîãî óðàâíåíèÿ âòîðîãî ïîðÿäêà

5



Lεϕ(r)
ε +ϕ(r)

ε = i(µε)−1/2r, (0.7)

ãäå
Lε = (µε)−1/2rot (ηε)−1rot (µε)−1/2 − (µε)1/2∇div (µε)1/2. (0.8)

Ïðè ýòîì ïîëå w
(r)
ε âûðàæàåòñÿ ÷åðåç ïðîèçâîäíûå ðåøåíèÿ: w

(r)
ε =

rot (µε)−1/2ϕ
(r)
ε .

Â ñëó÷àå ïîñòîÿííîãî µ îïåðàòîð (0.8) îòíîñèòñÿ ê êëàññó îïåðàòîðîâ
(0.1), ÷òî ïîçâîëÿåò ïðèìåíèòü ê óðàâíåíèþ (0.7) îáùèå ðåçóëüòàòû ðàáîò
[BSu1, BSu2, BSu3]. Â ñëó÷àå ïåðåìåííîãî µ ýòî óæå íå òàê, îäíàêî óäàåòñÿ
âîñïîëüçîâàòüñÿ ðåçóëüòàòàìè àáñòðàêòíîé ñõåìû èç [BSu1, BSu2, BSu3] äëÿ
èçó÷åíèÿ îïåðàòîðà (0.8); ýòî áûëî ïðîäåëàíî â [Su1, Su2]. Èòîãîì ýòèõ ðàñ-
ñìîòðåíèé ÿâèëàñü àïïðîêñèìàöèÿ ðåçîëüâåíòû (Mε − iI)−1. Â îòëè÷èå îò
ðåçîëüâåíòû îïåðàòîðà (0.1) ýòà ðåçîëüâåíòà íå èìååò ïðåäåëà ïî îïåðàòîðíîé
íîðìå, íî äëÿ íåå ìîæíî óêàçàòü àïïðîêñèìàöèþ ÷åðåç ñóììó ðåçîëüâåíòû
(M0 − iI)−1 è íåêîòîðîãî êîððåêòîðà íóëåâîãî ïîðÿäêà (ñëàáî ñõîäÿùåãîñÿ ê
íóëþ); îöåíêà ïîãðåøíîñòè èìååò òî÷íûé ïîðÿäîê O(ε). Â òåðìèíàõ ðåøåíèé
ýòî âëå÷åò àïïðîêñèìàöèè äëÿ âñåõ ôèçè÷åñêèõ ïîëåé ïî íîðìå â L2(R3;C3) ñ
îöåíêàìè ïîãðåøíîñòåé ïîðÿäêà O(ε). Ê ïðèìåðó, âûïèøåì ðåçóëüòàò äëÿ uε:

‖uε − u0 − u(1)
ε ‖L2(R3) 6 Cε(‖q‖L2(R3) + ‖r‖L2(R3)).

Çäåñü ïîïðàâêà u
(1)
ε èíòåðïðåòèðóåòñÿ êàê êîððåêòîð íóëåâîãî ïîðÿäêà; îíà

âûðàæàåòñÿ ÷åðåç u0, ðåøåíèå íåêîòîðîé ”
ïîïðàâî÷íîé“ ñèñòåìû Ìàêñâåëëà

è íåêîòîðûé áûñòðî îñöèëëèðóþùèé ìíîæèòåëü. Ïðè ýòîì ñëàáûé ïðåäåë

ïîïðàâêè u
(1)
ε ðàâåí íóëþ.

0.3 Ïîñòàíîâêà çàäà÷è. Îñíîâíûå ðåçóëüòàòû

Â íàñòîÿùåé ðàáîòå èçó÷àåòñÿ óñðåäíåíèå ñòàöèîíàðíîé ñèñòåìû Ìàêñâåëëà â
îãðàíè÷åííîé îáëàñòè O ⊂ R3 ñ ãðàíèöåé êëàññà C1,1. Ìû îïèðàåìñÿ íà îáùóþ
òåîðèþ îïåðàòîðà Ìàêñâåëëà â ïðîèçâîëüíûõ îáëàñòÿõ, ðàçâèòóþ â ðàáîòàõ
[BS1, BS2] Áèðìàíà è Ñîëîìÿêà.

Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ìàãíèòíàÿ ïðîíèöàåìîñòü çàäàíà ïîñòîÿííîé ïîëîæè-
òåëüíîé ìàòðèöåé µ0, à äèýëåêòðè÷åñêàÿ ïðîíèöàåìîñòü � áûñòðî îñöèëëèðó-
þùåé ìàòðèöåé ηε(x). Íà ãðàíèöå ñòàâÿòñÿ óñëîâèÿ èäåàëüíîé ïðîâîäèìîñòè.
Äëÿ ôèçè÷åñêèõ ïîëåé èñïîëüçóþòñÿ òå æå îáîçíà÷åíèÿ, ÷òî è âûøå â ï. 0.2.
Îïåðàòîð Ìàêñâåëëà Mε, çàïèñàííûé â òåðìèíàõ èíäóêöèé, äåéñòâóåò â ïðî-
ñòðàíñòâå J(O)⊕J0(O), ãäå J(O) è J0(O) � ñîëåíîèäàëüíûå ïîäïðîñòðàíñòâà
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â L2(O;C3), îïðåäåëåííûå íèæå â (5.1), (5.2). Îïåðàòîð Mε çàäàåòñÿ âûðàæå-
íèåì

Mε =

(
0 irotµ−1

0

−irot (ηε)−1 0

)
íà åñòåñòâåííîé îáëàñòè îïðåäåëåíèÿ, ó÷èòûâàþùåé êðàåâûå óñëîâèÿ (ñì.
(5.4) íèæå). ÎïåðàòîðMε ñàìîñîïðÿæåí, åñëè ðàññìàòðèâàòü J(O)⊕J0(O) êàê
ïîäïðîñòðàíñòâî â âåñîâîì ïðîñòðàíñòâå L2(O;C3; (ηε)−1)⊕ L2(O;C3;µ−1

0 ).
Ìû èçó÷àåì ðåçîëüâåíòó (Mε − iI)−1. Èíûìè ñëîâàìè, íàñ èíòåðåñóåò ïî-

âåäåíèå ðåøåíèé (wε, zε) ñèñòåìû Ìàêñâåëëà

(Mε − iI)

(
wε

zε

)
=

(
q
r

)
, q ∈ J(O), r ∈ J0(O), (0.9)

à òàêæå ïîâåäåíèå ïîëåé uε = (ηε)−1wε è vε = µ−1
0 zε.

Ïóñòü M0 � óñðåäíåííûé îïåðàòîð Ìàêñâåëëà ñ êîýôôèöèåíòàìè η0, µ0.
Óñðåäíåííàÿ ñèñòåìà Ìàêñâåëëà èìååò âèä

(M0 − iI)

(
w0

z0

)
=

(
q
r

)
.

Ïîëîæèì u0 = (η0)−1w0, v0 = µ−1
0 z0. Êàê è â ñëó÷àå çàäà÷è â R3, êëàññè÷å-

ñêèå ðåçóëüòàòû (ñì. [BeLPap, BaPa, Sa, ZhKO]) äàþò ñëàáóþ ñõîäèìîñòü â
L2(O;C3) âåêòîð-ôóíêöèé uε,wε,vε, zε ê ñîîòâåòñòâóþùèì óñðåäíåííûì ïî-
ëÿì u0,w0,v0, z0.

Ìû óñèëèâàåì êëàññè÷åñêèå ðåçóëüòàòû â ñëó÷àå q = 0. Îïèøåì íàøè
îñíîâíûå ðåçóëüòàòû. Ïðè q = 0 ïîëÿ vε è zε ñõîäÿòñÿ ïî íîðìå â L2(O;C3) ê
v0 è z0, ïðè÷åì èìåþò ìåñòî îöåíêè ïîãðåøíîñòåé òî÷íîãî ïîðÿäêà:

‖vε − v0‖L2(O) 6 Cε‖r‖L2(O),

‖zε − z0‖L2(O) 6 Cε‖r‖L2(O).

Ïîìèìî ýòîãî, ìû íàõîäèì àïïðîêñèìàöèè äëÿ vε è zε ïî íîðìå â H
1(O;C3):

‖vε − v0 − εv(1)
ε ‖H1(O) 6 Cε

1/2‖r‖L2(O),

‖zε − z0 − εz(1)
ε ‖H1(O) 6 Cε

1/2‖r‖L2(O).

Çäåñü êîððåêòîðû v
(1)
ε è z

(1)
ε ñîäåðæàò áûñòðî îñöèëëèðóþùèå ìíîæèòåëè, èõ

íîðìû â H1(O;C3) èìåþò ïîðÿäîê O(ε−1). Íàêîíåö, ìû ïîëó÷àåì àïïðîêñè-
ìàöèè äëÿ ïîëåé uε è wε ïî íîðìå â L2(O;C3):

‖uε − u0 − u(1)
ε ‖L2(O) 6 Cε

1/2‖r‖L2(O),

‖wε −w0 −w(1)
ε ‖L2(O) 6 Cε

1/2‖r‖L2(O).
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Ïîïðàâêè u
(1)
ε è w

(1)
ε ìîãóò áûòü èíòåðïðåòèðîâàíû êàê êîððåêòîðû íóëåâîãî

ïîðÿäêà, èõ ñëàáûé ïðåäåë ðàâåí íóëþ.
Ñëó÷àé ñèñòåìû (0.9) ïðè r = 0 ñëîæíåå è íå ðàññìàòðèâàåòñÿ â íàñòîÿùåé

ðàáîòå.

0.4 Ìåòîä

Êàê è â ñëó÷àå çàäà÷è â R3, ìåòîä èññëåäîâàíèÿ îñíîâàí íà ðåäóêöèè ê èçó-
÷åíèþ âñïîìîãàòåëüíîãî îïåðàòîðà Lε âòîðîãî ïîðÿäêà. Ñíà÷àëà ìû èçó÷àåì
óñðåäíåíèå ýòîãî îïåðàòîðà, à ïîòîì óæå èçâëåêàåì ðåçóëüòàòû äëÿ ñèñòåìû
Ìàêñâåëëà.

Îïåðàòîð Lε äåéñòâóåò â L2(O;C3) è ôîðìàëüíî çàäàåòñÿ âûðàæåíèåì

Lε = µ
−1/2
0 rot (ηε(x))−1rotµ

−1/2
0 − µ1/2

0 ∇ν
ε(x)divµ

1/2
0 (0.10)

ïðè ãðàíè÷íûõ óñëîâèÿõ

(µ
−1/2
0 ϕ)n|∂O = 0, ((ηε(x))−1rot (µ

−1/2
0 ϕ))τ |∂O = 0. (0.11)

Ñòðîãîå îïðåäåëåíèå îïåðàòîðà Lε äàåòñÿ ÷åðåç êâàäðàòè÷íóþ ôîðìó. Äëÿ
ïðèìåíåíèÿ ê ñèñòåìå Ìàêñâåëëà áûëî áû äîñòàòî÷íî ñ÷èòàòü ν(x) = 1, íî äëÿ
áîëüøåé îáùíîñòè ìû èçó÷àåì îïåðàòîð (0.10) ñ ïåðåìåííûì êîýôôèöèåíòîì
νε(x). Îïåðàòîð Lε äîïóñêàåò çàïèñü â ôàêòîðèçîâàííîì âèäå b(D)∗gε(x)b(D),
îäíàêî ïðÿìàÿ ññûëêà íà ðåçóëüòàòû ðàáîò [PSu, Su3, Su4] íåâîçìîæíà, ïî-
ñêîëüêó â ýòèõ ðàáîòàõ èçó÷àëèñü ñëó÷àè êðàåâûõ óñëîâèé Äèðèõëå ëèáî Íåé-
ìàíà, à â ðàññìàòðèâàåìîì ñåé÷àñ ñëó÷àå êðàåâûå óñëîâèÿ (0.11) èìåþò ñìå-
øàííûé òèï. Ïîýòîìó íàì íåîáõîäèìî óñòàíîâèòü àíàëîãè îöåíîê (0.4), (0.5)
äëÿ ðåçîëüâåíòû îïåðàòîðà Lε.

Ìåòîä ïîëó÷åíèÿ òàêèõ îöåíîê îñíîâàí íà ðàññìîòðåíèè àññîöèèðîâàííîé
çàäà÷è â R3, èñïîëüçîâàíèè ãîòîâûõ ðåçóëüòàòîâ â R3, ââåäåíèè ïîïðàâêè sε
òèïà ïîãðàíè÷íîãî ñëîÿ è íà òùàòåëüíîì àíàëèçå ýòîé ïîïðàâêè. Ñóùåñòâåí-
íóþ ðîëü èãðàþò èñïîëüçîâàíèå ñãëàæèâàíèÿ ïî Ñòåêëîâó (ïåðâîíà÷àëüíî çà-
èìñòâîâàííîãî èç [Zh, ZhPas1]), îöåíêè â ε-îêðåñòíîñòè ãðàíèöû è ñîîáðàæå-
íèÿ äâîéñòâåííîñòè.

0.5 Ïëàí ñòàòüè

Ðàáîòà ñîäåðæèò ïÿòü ïàðàãðàôîâ. Â �1 ðàññìàòðèâàåòñÿ ìîäåëüíûé îïåðàòîð
Lε âòîðîãî ïîðÿäêà â L2(R3;C3); ïîñòðîåí ýôôåêòèâíûé îïåðàòîð è ïðèâåäåíû
èçâåñòíûå ðåçóëüòàòû îá àïïðîêñèìàöèè ðåçîëüâåíòû (Lε + I)−1. Â �2 ââîäèò-
ñÿ ìîäåëüíûé îïåðàòîð Lε â L2(O;C3), îïèñûâàåòñÿ ýôôåêòèâíûé îïåðàòîð
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è ïðèâîäÿòñÿ âñïîìîãàòåëüíûå óòâåðæäåíèÿ (îá îöåíêàõ â ε-îêðåñòíîñòè ãðà-
íèöû). Â �3 ñôîðìóëèðîâàíû îñíîâíûå ðåçóëüòàòû îá àïïðîêñèìàöèè ðåçîëü-
âåíòû (Lε + I)−1 è ïðîâåäåíû ïåðâûå äâà ýòàïà äîêàçàòåëüñòâ: ðàññìîòðåíà
àññîöèèðîâàííàÿ çàäà÷à â R3, ââåäåíà ïîïðàâêà sε òèïà ïîãðàíè÷íîãî ñëîÿ,
äîêàçàòåëüñòâî îñíîâíûõ òåîðåì ñâåäåíî ê ïîëó÷åíèþ îöåíîê íîðì ïîïðàâêè
sε â ïðîñòðàíñòâàõ H1(O;C3) è L2(O;C3). Â �4 ïîëó÷åíû òðåáóåìûå îöåí-
êè íîðì ïîïðàâêè sε è çàâåðøåíî äîêàçàòåëüñòâî òåîðåì èç �3. �5 ïîñâÿùåí
óñðåäíåíèþ ñòàöèîíàðíîé ñèñòåìû Ìàêñâåëëà ïðè q = 0. Ïðîâåäåíà ðåäóêöèÿ
çàäà÷è ê âîïðîñó î ïîâåäåíèè ðåçîëüâåíòû îïåðàòîðà Lε. Ïîëó÷åí èòîãîâûé
ðåçóëüòàò îá àïïðîêñèìàöèè ðåøåíèé ñèñòåìû Ìàêñâåëëà (òåîðåìà 5.3).

0.6 Îáîçíà÷åíèÿ

Ïóñòü H, H∗ � êîìïëåêñíûå ñåïàðàáåëüíûå ãèëüáåðòîâû ïðîñòðàíñòâà. Ñèì-
âîëû (·, ·)H è ‖ · ‖H îçíà÷àþò ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå è íîðìó â H; ñèìâîë
‖ · ‖H→H∗ îçíà÷àåò íîðìó ëèíåéíîãî íåïðåðûâíîãî îïåðàòîðà èç H â H∗.

Ñèìâîëû 〈·, ·〉 è | · | îçíà÷àþò ñîîòâåòñòâåííî ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå è
íîðìó â Cn, 1 = 1n � åäèíè÷íàÿ (n × n)-ìàòðèöà. Åñëè a � (n × n)-ìàòðèöà,
òî ñèìâîë |a| îçíà÷àåò íîðìó ìàòðèöû a êàê ëèíåéíîãî îïåðàòîðà â Cn. Èñ-
ïîëüçóåì îáîçíà÷åíèÿ x = (x1, x2, x3) ∈ R3, iDj = ∂j = ∂/∂xj , j = 1, 2, 3,
D = −i∇ = (D1, D2, D3). Êëàññû Lp âåêòîð-ôóíêöèé â îáëàñòè O ⊂ R3 ñî çíà-
÷åíèÿìè â Cn îáîçíà÷àåì ÷åðåç Lp(O;Cn), 1 6 p 6 ∞. Êëàññû Ñîáîëåâà Cn-
çíà÷íûõ ôóíêöèé â îáëàñòèO îáîçíà÷àþòñÿ ÷åðåçHs(O;Cn). ×åðåçH1

0 (O;Cn)
îáîçíà÷àåòñÿ çàìûêàíèå êëàññà C∞0 (O;Cn) â ïðîñòðàíñòâå H1(O;Cn). Ïðè
n = 1 ïèøåì ïðîñòî Lp(O), Hs(O) è ò. ä., íî èíîãäà ìû ïðèìåíÿåì òàêèå óïðî-
ùåííûå îáîçíà÷åíèÿ è äëÿ ïðîñòðàíñòâ âåêòîð-ôóíêöèé èëè ìàòðè÷íîçíà÷-
íûõ ôóíêöèé. Ðàçëè÷íûå îöåíî÷íûå ïîñòîÿííûå îáîçíà÷àþòñÿ ñèìâîëàìè c,
C, C, C (âîçìîæíî, ñ èíäåêñàìè è çíà÷êàìè).

0.7

Áîëåå îáùåé çàäà÷å îá óñðåäíåíèè ñòàöèîíàðíîé ñèñòåìû Ìàêñâåëëà â îãðàíè-
÷åííîé îáëàñòè â ñëó÷àå, êîãäà îáå ïðîíèöàåìîñòè çàäàíû áûñòðî îñöèëëèðó-
þùèìè ïåðèîäè÷åñêèìè ìàòðèöàìè-ôóíêöèÿìè, àâòîð ïëàíèðóåò ïîñâÿòèòü
îòäåëüíóþ ñòàòüþ. Çàäà÷à (0.9) ïðè r = 0 (îñòàâøàÿñÿ íå ðàññìîòðåííîé â
íàñòîÿùåé ðàáîòå) îêàæåòñÿ ÷àñòíûì ñëó÷àåì ýòîé îáùåé çàäà÷è.

Àâòîð âûðàæàåò áëàãîäàðíîñòü Í. Ä. Ôèëîíîâó çà êîíñóëüòàöèþ ïî ïîâîäó
ñâîéñòâ îïåðàòîðà Ìàêñâåëëà è ïîëåçíûå çàìå÷àíèÿ.
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1 Ìîäåëüíûé îïåðàòîð âòîðîãî ïîðÿäêà â R3

1.1 Ðåøåòêà

Ïóñòü Γ ⊂ R3 � ðåøåòêà, ïîðîæäåííàÿ áàçèñîì a1,a2,a3, ò. å.,

Γ = {a ∈ R3 : a = z1a1 + z2a2 + z3a3, zj ∈ Z}.

×åðåç Ω ⊂ R3 îáîçíà÷èì ýëåìåíòàðíóþ ÿ÷åéêó ðåøåòêè Γ:

Ω = {x ∈ R3 : x = t1a1 + t2a2 + t3a3, −1/2 < tj < 1/2}.

Äëÿ Γ-ïåðèîäè÷åñêèõ ôóíêöèé f(x) â R3 áóäåì ïîëüçîâàòüñÿ îáîçíà÷åíèåì
f ε(x) := f(x/ε), ãäå ε > 0. Äëÿ êâàäðàòíûõ ïåðèîäè÷åñêèõ ìàòðèö-ôóíêöèé
f(x) îáîçíà÷àåì

f := |Ω|−1

∫
Ω
f(x) dx, f :=

(
|Ω|−1

∫
Ω
f(x)−1 dx

)−1

.

Ïðè îïðåäåëåíèè f ñ÷èòàåòñÿ, ÷òî f ∈ L1,loc(R3), à ïðè îïðåäåëåíèè f ïðåäïî-
ëàãàåòñÿ, ÷òî ìàòðèöà f(x) íåîñîáàÿ è f−1 ∈ L1,loc(R3).

×åðåç H̃1(Ω;Cn) îáîçíà÷àåòñÿ ïîäïðîñòðàíñòâî òåõ ôóíêöèé èç H1(Ω;Cn),
Γ-ïåðèîäè÷åñêîå ïðîäîëæåíèå êîòîðûõ íà R3 ïðèíàäëåæèò H1

loc(R3;Cn).

1.2 Ñãëàæèâàíèå ïî Ñòåêëîâó

Íàì ïîíàäîáèòñÿ îïåðàòîð S
(k)
ε , ε > 0, äåéñòâóþùèé â L2(R3;Ck) (ãäå k ∈ N)

ïî ïðàâèëó

(S(k)
ε u)(x) = |Ω|−1

∫
Ω

u(x− εz) dz, u ∈ L2(R3;Ck), (1.1)

íàçûâàåìûé ñãëàæèâàþùèì îïåðàòîðîì ïî Ñòåêëîâó. Ìû îïóñêàåì èíäåêñ
k è ïèøåì ïðîñòî Sε. Î÷åâèäíî, SεD

αu = DαSεu ïðè u ∈ Hσ(R3;Ck) è ëþáîì
ìóëüòèèíäåêñå α, òàêîì ÷òî |α| 6 σ. Çàìåòèì, ÷òî

‖Sε‖L2(R3)→L2(R3) 6 1. (1.2)

Íàì ïîíàäîáÿòñÿ ñëåäóþùèå ñâîéñòâà îïåðàòîðà Sε (ñì. [ZhPas1, ëåììû 1.1
è 1.2] è [PSu, ïðåäëîæåíèÿ 3.1 è 3.2]).

Ïðåäëîæåíèå 1.1. Äëÿ ëþáîé ôóíêöèè u ∈ H1(R3;Ck) âûïîëíåíî

‖Sεu− u‖L2(R3) 6 εr1‖Du‖L2(R3),

ãäå 2r1 = diam Ω.
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Ïðåäëîæåíèå 1.2. Ïóñòü f � Γ-ïåðèîäè÷åñêàÿ ôóíêöèÿ â R3, ïðè÷åì f ∈
L2(Ω). Ïóñòü [f ε] � îïåðàòîð óìíîæåíèÿ íà ôóíêöèþ f ε(x). Òîãäà îïåðàòîð
[f ε]Sε íåïðåðûâåí â L2(R3) è ñïðàâåäëèâà îöåíêà

‖[f ε]Sε‖L2(R3)→L2(R3) 6 |Ω|−1/2‖f‖L2(Ω).

1.3 Îïðåäåëåíèå îïåðàòîðà Lε
Ïóñòü µ0 � ñèììåòðè÷íàÿ ïîëîæèòåëüíàÿ (3 × 3)-ìàòðèöà ñ âåùåñòâåííûìè
ýëåìåíòàìè. Ïóñòü ñèììåòðè÷íàÿ (3× 3)-ìàòðèöà-ôóíêöèÿ η(x) ñ âåùåñòâåí-
íûìè ýëåìåíòàìè è âåùåñòâåííàÿ ôóíêöèÿ ν(x) ïåðèîäè÷íû îòíîñèòåëüíî ðå-
øåòêè Γ, ïðè÷åì

η, η−1 ∈ L∞, η(x) > 0; ν, ν−1 ∈ L∞, ν(x) > 0. (1.3)

Â ïðîñòðàíñòâå L2(R3;C3) ðàññìîòðèì îïåðàòîð Lε, ôîðìàëüíî çàäàííûé
äèôôåðåíöèàëüíûì âûðàæåíèåì

Lε = µ
−1/2
0 rot (ηε(x))−1rotµ

−1/2
0 − µ1/2

0 ∇ν
ε(x)divµ

1/2
0 . (1.4)

Îïåðàòîð Lε ïðèíàäëåæèò êëàññó îïåðàòîðîâ, ïðåäñòàâèìûõ â ôàêòîðèçîâàí-
íîì âèäå (0.1), ò. å., Lε = b(D)∗gε(x)b(D). Ýòîò êëàññ èçó÷àëñÿ â ðàáîòàõ
[BSu1, BSu2, BSu3]. Â íàøåì ñëó÷àå g(x) � (4 × 4)-ìàòðèöà-ôóíêöèÿ, à b(D)
� (4×3)-ìàòðè÷íûé äèôôåðåíöèàëüíûé îïåðàòîð ïåðâîãî ïîðÿäêà. À èìåííî,

b(D) =

(
−irotµ

−1/2
0

−idivµ
1/2
0

)
, g(x) =

(
η(x)−1 0

0 ν(x)

)
. (1.5)

Èç (1.3) ñëåäóåò, ÷òî ìàòðèöà g(x) ïîëîæèòåëüíî îïðåäåëåíà è îãðàíè÷åíà.
Î÷åâèäíî,

‖g‖L∞ = max{‖η−1‖L∞ ; ‖ν‖L∞}, ‖g−1‖L∞ = max{‖η‖L∞ ; ‖ν−1‖L∞}.

Îïåðàòîð b(D) ìîæíî çàïèñàòü â âèäå b(D) =
∑3

j=1 bjDj , ãäå bj � ïîñòîÿííûå

ìàòðèöû. Ñèìâîë b(ξ) =
∑3

j=1 bjξj îïåðàòîðà b(D) èìååò âèä

b(ξ) =

(
r(ξ)µ

−1/2
0

ξtµ
1/2
0

)
, r(ξ) =

 0 −ξ3 ξ2

ξ3 0 −ξ1

−ξ2 ξ1 0

 , ξt =
(
ξ1 ξ2 ξ3

)
.

Âûïîëíåíî óñëîâèå
rank b(ξ) = 3, 0 6= ξ ∈ R3. (1.6)
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Ýòî óñëîâèå ðàâíîñèëüíî îöåíêàì

α013 6 b(ξ)∗b(ξ) 6 α113, |ξ| = 1, (1.7)

ñ ïîëîæèòåëüíûìè ïîñòîÿííûìè α0, α1. Ëåãêî óáåäèòüñÿ â ñïðàâåäëèâîñòè
ýòèõ îöåíîê ñ ïîñòîÿííûìè

α0 = min{|µ0|−1; |µ−1
0 |
−1}, α1 = |µ0|+ |µ−1

0 |.

Ñòðîãîå îïðåäåëåíèå îïåðàòîðà Lε äàåòñÿ ÷åðåç êâàäðàòè÷íóþ ôîðìó

lε[ϕ,ϕ] :=

∫
R3

〈gε(x)b(D)ϕ, b(D)ϕ〉 dx

=

∫
R3

(
〈(ηε(x))−1rot (µ

−1/2
0 ϕ), rot (µ

−1/2
0 ϕ)〉+ νε(x)|div (µ

1/2
0 ϕ)|2

)
dx,

ϕ ∈ H1(R3;C3).

Ïðè íàøèõ ïðåäïîëîæåíèÿõ ñïðàâåäëèâû äâóñòîðîííèå îöåíêè

c1‖Dϕ‖2L2(R3) 6 lε[ϕ,ϕ] 6 c2‖Dϕ‖2L2(R3), ϕ ∈ H1(R3;C3),

c1 = α0‖g−1‖−1
L∞
, c2 = α1‖g‖L∞ .

(1.8)

Òàêèì îáðàçîì, ôîðìà lε çàìêíóòà è íåîòðèöàòåëüíà. Ïîðîæäåííûé åþ ñàìî-
ñîïðÿæåííûé îïåðàòîð â L2(R3;C3) ìû è îáîçíà÷àåì ÷åðåç Lε.

1.4 Ýôôåêòèâíûé îïåðàòîð L0

Â ñîîòâåòñòâèè ñ îáùèìè ïðàâèëàìè ñòðîèòñÿ ýôôåêòèâíûé îïåðàòîð

L0 = b(D)∗g0b(D), (1.9)

ãäå g0 � ïîñòîÿííàÿ ïîëîæèòåëüíàÿ ìàòðèöà, íàçûâàåìàÿ ýôôåêòèâíîé. Îíà
îïðåäåëÿåòñÿ ÷åðåç ðåøåíèå âñïîìîãàòåëüíîé çàäà÷è íà ÿ÷åéêå Ω. Ïóñòü Λ(x)
� (3× 4)-ìàòðèöà, ÿâëÿþùàÿñÿ Γ-ïåðèîäè÷åñêèì ðåøåíèåì çàäà÷è

b(D)∗g(x)(b(D)Λ(x) + 1) = 0,

∫
Ω

Λ(x) dx = 0. (1.10)

Òîãäà

g0 = |Ω|−1

∫
Ω

g̃(x) dx, g̃(x) := g(x)(b(D)Λ(x) + 1). (1.11)
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Îòìåòèì ñðàçó, ÷òî ëåãêî ïðîâåðÿåòñÿ îöåíêà

‖Λ‖H1(Ω) 6 CΛ|Ω|1/2, (1.12)

ãäå ïîñòîÿííàÿ CΛ çàâèñèò ëèøü îò |µ0|, |µ−1
0 |, ‖η‖L∞ , ‖η−1‖L∞ , ‖ν‖L∞ ,

‖ν−1‖L∞ è ïàðàìåòðîâ ðåøåòêè Γ.
Ýôôåêòèâíûé îïåðàòîð äëÿ Lε áûë ïîñòðîåí â [BSu1, ãëàâà 7] â ñëó÷àå

µ0 = 1 è â [BSu4] â îáùåì ñëó÷àå. Äëÿ ïîëíîòû èçëîæåíèÿ ìû ïîâòîðÿåì
ñîîòâåòñòâóþùèå ïîñòðîåíèÿ.

Íàéäåì ìàòðèöó Λ(x). Ïóñòü ej , j = 1, 2, 3, 4,� ñòàíäàðòíûå îðòû â C4 è ẽj ,
j = 1, 2, 3, � ñòàíäàðòíûå îðòû â C3. Âåêòîðó C =

∑4
j=1Cjej ∈ C4 ñîïîñòàâèì

âåêòîð C̃ =
∑3

j=1Cj ẽj ∈ C3. Âåêòîð-ôóíêöèÿ v = ΛC ∈ H̃1(Ω;C3) ÿâëÿåòñÿ
ðåøåíèåì óðàâíåíèÿ b(D)∗g(x)(b(D)v(x) + C) = 0, êîòîðîå ñåé÷àñ ïðèíèìàåò
âèä

µ
−1/2
0 rot (η(x))−1

(
rot (µ

−1/2
0 v) + iC̃

)
− µ1/2

0 ∇ν(x)
(

div (µ
1/2
0 v) + iC4

)
= 0.

Èíà÷å ãîâîðÿ, v ∈ H̃1(Ω;C3) óäîâëåòâîðÿåò òîæäåñòâó∫
Ω

〈(η(x))−1(rot (µ
−1/2
0 v) + iC̃), rot (µ

−1/2
0 z)〉 dx

+

∫
Ω

ν(x)
(

div (µ
1/2
0 v) + iC4

)
div (µ

1/2
0 z) dx = 0, z ∈ H̃1(Ω;C3).

(1.13)

Èñïîëüçóÿ ðàçëîæåíèå µ
−1/2
0 z = f + ∇h, ãäå f ∈ H̃1(Ω;C3) è div (µ0f) = 0

(ðàçëîæåíèå Âåéëÿ), çàïèøåì òîæäåñòâî (1.13) ïðè z = µ
1/2
0 f . Òîãäà âòîðîå

ñëàãàåìîå â (1.13) îáðàòèòñÿ â íîëü. Ó÷èòûâàÿ, ÷òî rot f = rot (µ
−1/2
0 z), ïðè-

õîäèì ê òîæäåñòâó∫
Ω

〈(η(x))−1(rot (µ
−1/2
0 v) + iC̃), rot (µ

−1/2
0 z)〉 dx, z ∈ H̃1(Ω;C3). (1.14)

Èç (1.14) ñëåäóåò, ÷òî

(η(x))−1(rot (µ
−1/2
0 v(x)) + iC̃) = i(∇Φ(x) + c)

ïðè íåêîòîðûõ Φ ∈ H̃1(Ω) è c ∈ C3. Ñëåäîâàòåëüíî,

rot (µ
−1/2
0 v(x)) + iC̃ = iη(x)(∇Φ(x) + c). (1.15)
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Èç (1.15) âûòåêàåò, ÷òî∫
Ω

〈η(x)(∇Φ(x) + c),∇F (x)〉 dx = 0, F ∈ H̃1(Ω).

Òàêèì îáðàçîì, Φ ∈ H̃1(Ω) åñòü ðåøåíèå óðàâíåíèÿ

div η(x)(∇Φ(x) + c) = 0. (1.16)

Âñïîìèíàÿ îïðåäåëåíèå ýôôåêòèâíîé ìàòðèöû η0 äëÿ îïåðàòîðà −div η(x)∇,
èìååì

η0c = |Ω|−1

∫
Ω

η(x)(∇Φ(x) + c) dx. (1.17)

Èíòåãðèðóÿ (1.15) è ó÷èòûâàÿ (1.17), íàõîäèì

C̃ = η0c. (1.18)

Ñ äðóãîé ñòîðîíû, èç (1.13) è (1.14) âûòåêàåò òîæäåñòâî∫
Ω

ν(x)
(

div (µ
1/2
0 v) + iC4

)
div (µ

1/2
0 z) dx = 0, z ∈ H̃1(Ω;C3).

Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî íàéäåòñÿ òàêàÿ ïîñòîÿííàÿ α ∈ C, ÷òî

ν(x)
(

div (µ
1/2
0 v) + iC4

)
= iα. (1.19)

Äîìíîæàÿ (1.19) íà ν(x)−1 è èíòåãðèðóÿ, ïîëó÷àåì C4|Ω| = α
∫

Ω ν(x)−1 dx.
Òåì ñàìûì,

α = νC4. (1.20)

Ïîäñòàâëÿÿ C = ej , íàéäåì ñòîëáöû vj(x) = Λ(x)ej ìàòðèöû Λ(x). Èç

(1.15), (1.18), (1.19) è (1.20) âèäíî, ÷òî ïðè j = 1, 2, 3 ñòîëáåö vj ∈ H̃1(Ω;C3)
� ýòî ïåðèîäè÷åñêîå ðåøåíèå çàäà÷è

rot (µ
−1/2
0 vj(x)) = iη(x)(∇Φj(x) + cj)− iẽj ,

div (µ
1/2
0 vj(x)) = 0,

∫
Ω

vj(x) dx = 0.
(1.21)

Çäåñü cj = (η0)−1ẽj , à Φj ∈ H̃1(Ω) � ðåøåíèå óðàâíåíèÿ (1.16) ïðè c = cj .
Ðåøåíèå çàäà÷è (1.21) ìîæíî ïðåäñòàâèòü â âèäå

vj(x) = iµ
−1/2
0 rotpj(x),
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ãäå pj ∈ H̃1(Ω;C3) � ðåøåíèå çàäà÷è

rot (µ−1
0 rotpj(x)) = η(x)(∇Φj(x) + cj)− ẽj ,

divpj(x) = 0,

∫
Ω

pj(x) dx = 0. (1.22)

Ïðè C = e4 èç (1.15), (1.18), (1.19) è (1.20) âèäíî, ÷òî v4 ∈ H̃1(Ω;C3) �
ýòî ïåðèîäè÷åñêîå ðåøåíèå çàäà÷è

rot (µ
−1/2
0 v4(x)) = 0, div (µ

1/2
0 v4(x)) = i

(
νν(x)−1 − 1

)
,

∫
Ω

v4(x) dx = 0.

Ñëåäîâàòåëüíî, v4(x) = iµ
1/2
0 ∇ρ(x), ãäå ρ(x) � Γ-ïåðèîäè÷åñêîå ðåøåíèå óðàâ-

íåíèÿ
−div (µ0∇ρ(x)) = 1− νν(x)−1. (1.23)

Òàêèì îáðàçîì, ìàòðèöà Λ(x) èìååò âèä

Λ(x) = i
(
µ
−1/2
0 Ψ(x) µ

1/2
0 ∇ρ(x)

)
, (1.24)

ãäå Ψ(x) � (3× 3)-ìàòðèöà ñî ñòîëáöàìè rotpj(x), j = 1, 2, 3. Ìàòðèöà g̃(x) =
g(x)(b(D)Λ(x) + 1) ïðåäñòàâëÿåòñÿ â âèäå

g̃(x) =

(
η(x)−1(rot (µ−1

0 Ψ(x)) + 13) 0
0 ν(x)(div (µ0∇ρ(x)) + 1)

)
.

Ñ ó÷åòîì (1.22) è (1.23),

g̃(x) =

(
Σ(x) + (η0)−1 0

0 ν

)
, (1.25)

ãäå Σ(x) � (3× 3)-ìàòðèöà ñî ñòîëáöàìè ∇Φj(x), j = 1, 2, 3. Îòñþäà ñîãëàñíî
(1.11) ïîëó÷àåì

g0 =

(
(η0)−1 0

0 ν

)
. (1.26)

Òàêèì îáðàçîì, ýôôåêòèâíûé îïåðàòîð (1.9) çàäàåòñÿ äèôôåðåíöèàëüíûì âû-
ðàæåíèåì

L0 = µ
−1/2
0 rot (η0)−1rotµ

−1/2
0 − µ1/2

0 ∇νdivµ
1/2
0 (1.27)

íà îáëàñòè H2(R3;C3).
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Îòìåòèì èçâåñòíûå îöåíêè äëÿ íîðì ýôôåêòèâíûõ êîýôôèöèåíòîâ:

|η0| 6 ‖η‖L∞ , |(η0)−1| 6 ‖η−1‖L∞ , |ν| 6 ‖ν‖L∞ , |(ν)−1| 6 ‖ν−1‖L∞ .
(1.28)

Cèìâîë ýôôåêòèâíîãî îïåðàòîðà çàäàåòñÿ âûðàæåíèåì

a(ξ) = µ
−1/2
0 r(ξ)t(η0)−1r(ξ)µ

−1/2
0 + µ

1/2
0 ξνξtµ

1/2
0 .

Ñ ó÷åòîì (1.28) ñèìâîë a(ξ) ïîä÷èíåí îöåíêàì

c1|ξ|21 6 a(ξ) 6 c2|ξ|21, ξ ∈ R3. (1.29)

Çäåñü ïîñòîÿííûå c1 è c2 � òå æå, ÷òî â (1.8).

1.5 Ñâîéñòâà ýôôåêòèâíîé ìàòðèöû η0. Ñâîéñòâà ôóíêöèé Φj

Äëÿ ýôôåêòèâíîé ìàòðèöû η0 âûïîëíåíû îöåíêè

η 6 η0 6 η, (1.30)

èçâåñòíûå êàê âèëêà Ôîéãòà-Ðåéññà. Ñì., íàïðèìåð, [BSu1, ãëàâà 3, òåîðåìà
1.5]. Âûäåëèì ñëó÷àè, êîãäà îäíî èç íåðàâåíñòâ â (1.30) ïðåâðàùàåòñÿ â ðà-
âåíñòâî; ñì., íàïðèìåð, [BSu1, ãëàâà 3, ïðåäëîæåíèÿ 1.6 è 1.7].

Ïðåäëîæåíèå 1.3. 1) Ðàâåíñòâî η0 = η ðàâíîñèëüíî ñîëåíîèäàëüíîñòè

ñòîëáöîâ ηj(x) ìàòðèöû η(x): div ηj(x) = 0, j = 1, 2, 3.
2) Ðàâåíñòâî η0 = η ðàâíîñèëüíî ïîòåíöèàëüíîñòè ñòîëáöîâ κj(x) ìàòðèöû

η(x)−1: κj(x) = c0
j +∇fj(x), j = 1, 2, 3, ïðè íåêîòîðûõ c0

j ∈ C3 è fj ∈ H̃1(Ω).

Çàìå÷àíèå 1.4. 1) Åñëè η0 = η, òî Φj(x) = 0, j = 1, 2, 3, è Σ(x) = 0. Ñîãëàñíî
(1.25), â ýòîì ñëó÷àå âûïîëíåíî g̃(x) = g0.

2) Åñëè η0 = η, òî η(x)(∇Φj(x) + cj) = ẽj, j = 1, 2, 3; ñì. [BSu2, Çàìå÷àíèå
3.5]. Â ýòîì ñëó÷àå vj(x) = 0, j = 1, 2, 3, òî åñòü Ψ(x) = 0. Åñëè, êðîìå òîãî,
ν(x) = Const, òî v4(x) = 0. Ñëåäîâàòåëüíî, â ýòîì ñëó÷àå Λ(x) = 0.

Íèæå íàì ïîíàäîáÿòñÿ íåêîòîðûå ñâîéñòâà ôóíêöèé Φj , j = 1, 2, 3.

Çàìå÷àíèå 1.5. Ñòîëáöû ìàòðèöû Σ(x) � ýòî âåêòîð-ôóíêöèè ∇Φj(x),
j = 1, 2, 3, ãäå Φj � ïåðèîäè÷åñêîå ðåøåíèå çàäà÷è

div η(x)(∇Φj(x) + cj) = 0,

∫
Ω

Φj(x) dx = 0, (1.31)

ïðè cj = (η0)−1ẽj. Ñîãëàñíî [LaUr, ãëàâà 3, òåîðåìà 13.1] ðåøåíèå ýòîé çàäà÷è
îãðàíè÷åíî: Φj ∈ L∞, ïðè÷åì íîðìà ‖Φj‖L∞ êîíòðîëèðóåòñÿ ÷åðåç ‖η‖L∞ ,
‖η−1‖L∞ è ïàðàìåòðû ðåøåòêè Γ.
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Ñëåäóþùåå óòâåðæäåíèå ïðîâåðåíî â [PSu, ñëåäñòâèå 2.4].

Ïðåäëîæåíèå 1.6. Äëÿ ëþáîé ôóíêöèè u ∈ H1(R3) âûïîëíåíî íåðàâåíñòâî∫
R3

|(∇Φj)
ε|2|u|2 dx 6 β1‖u‖2L2(R3) + β2ε

2‖Φj‖2L∞‖Du‖
2
L2(R3),

ãäå ïîñòîÿííûå β1, β2 çàâèñÿò òîëüêî îò ‖η‖L∞ è ‖η−1‖L∞ .

1.6 Àïïðîêñèìàöèÿ ðåçîëüâåíòû îïåðàòîðà Lε
Ïðèìåíÿÿ òåîðåìó 2.1 èç [BSu1, ãëàâà 4] ê îïåðàòîðó (1.4), ïîëó÷àåì ñëåäóþ-
ùèé ðåçóëüòàò.

Òåîðåìà 1.7. Ïóñòü Lε � îïåðàòîð (1.4). Ïóñòü ýôôåêòèâíûé îïåðàòîð L0

îïðåäåëåí â (1.27). Ïðè ε > 0 ñïðàâåäëèâà îöåíêà

‖(Lε + I)−1 − (L0 + I)−1‖L2(R3)→L2(R3) 6 C1ε.

Ïîñòîÿííàÿ C1 çàâèñèò ëèøü îò |µ0|, |µ−1
0 |, ‖η‖L∞ , ‖η−1‖L∞ , ‖ν‖L∞ , ‖ν−1‖L∞

è îò ïàðàìåòðîâ ðåøåòêè Γ.

Àïïðîêñèìàöèÿ ðåçîëüâåíòû ïî íîðìå îïåðàòîðîâ, äåéñòâóþùèõ èç
L2(R3;C3) â ïðîñòðàíñòâî Ñîáîëåâà H1(R3;C3), áûëà ïîëó÷åíà â [BSu3, òåîðå-
ìà 10.6]; àïïðîêñèìàöèÿ ñîäåðæàëà êîððåêòîð, âêëþ÷àþùèé ñãëàæèâàþùèé
îïåðàòîð èíîãî òèïà, ÷åì Sε. Â [PSu, òåîðåìà 3.3] áûëî ïîêàçàíî, ÷òî ìîæ-
íî ïåðåéòè ê ñãëàæèâàíèþ ïî Ñòåêëîâó. Ñôîðìóëèðóåì ðåçóëüòàò èç [PSu] â
ïðèìåíåíèè ê îïåðàòîðó (1.4). Ââåäåì êîððåêòîð

Kε = ΛεSεb(D)(L0 + I)−1. (1.32)

Çäåñü Sε � îïåðàòîð ñãëàæèâàíèÿ ïî Ñòåêëîâó, îïðåäåëåííûé â (1.1), à ìàò-
ðèöà Λ � ïåðèîäè÷åñêîå ðåøåíèå çàäà÷è (1.10). Îïåðàòîð b(D)(L0 + I)−1

íåïðåðûâåí èç L2(R3;C3) â H1(R3;C4). Â ñèëó ïðåäëîæåíèÿ 1.2 è âêëþ÷å-
íèÿ Λ ∈ H̃1(Ω) îïåðàòîð ΛεSε íåïðåðûâíî ïåðåâîäèò H

1(R3;C4) â H1(R3;C3).
Ïîýòîìó êîððåêòîð (1.32) íåïðåðûâåí èç L2(R3;C3) â H1(R3;C3). Ñ ó÷åòîì
(1.5) è (1.24) ïîëó÷àåì

Kε =
(
µ
−1/2
0 ΨεSεrotµ

−1/2
0 + µ

1/2
0 (∇ρ)εSεdivµ

1/2
0

)
(L0 + I)−1. (1.33)

17



Òåîðåìà 1.8. Ïóñòü âûïîëíåíû óñëîâèÿ òåîðåìû 1.7. Ïóñòü êîððåêòîð Kε
îïðåäåëåí â (1.33). Ïðè ε > 0 ñïðàâåäëèâà îöåíêà

‖(Lε + I)−1 − (L0 + I)−1 − εKε‖L2(R3)→H1(R3) 6 C2ε.

Ïîñòîÿííàÿ C2 çàâèñèò ëèøü îò |µ0|, |µ−1
0 |, ‖η‖L∞ , ‖η−1‖L∞ , ‖ν‖L∞ , ‖ν−1‖L∞

è îò ïàðàìåòðîâ ðåøåòêè Γ.

Èç òåîðåìû 1.8 íåñëîæíî âûâîäèòñÿ àïïðîêñèìàöèÿ äëÿ
”
ïîòîêà“

gεb(D)(Lε + I)−1; ñì. [Su4, òåîðåìà 1.8]. Ñïðàâåäëèâà îöåíêà

‖gεb(D)(Lε + I)−1 − g̃εSεb(D)(L0 + I)−1‖L2(R3)→L2(R3) 6 Č3ε, (1.34)

ãäå Č3 çàâèñèò ëèøü îò |µ0|, |µ−1
0 |, ‖η‖L∞ , ‖η−1‖L∞ , ‖ν‖L∞ , ‖ν−1‖L∞ è îò ïà-

ðàìåòðîâ ðåøåòêè Γ. Ñ ó÷åòîì (1.5) è (1.25) èìååì

gεb(D)(Lε + I)−1 = −i

(
(ηε)−1rotµ

−1/2
0 (Lε + I)−1

νεdivµ
1/2
0 (Lε + I)−1

)
, (1.35)

g̃εSεb(D)(L0 + I)−1 = −i

(
((η0)−1 + Σε)Sεrotµ

−1/2
0 (L0 + I)−1

νSεdivµ
1/2
0 (L0 + I)−1

)
. (1.36)

Ïîêàæåì, ÷òî â îöåíêå (1.34) ìîæíî çàìåíèòü Sε òîæäåñòâåííûì îïåðàòî-
ðîì; ýòî ïðèâåäåò ëèøü ê èçìåíåíèþ êîíñòàíòû â îöåíêå.

Ëåììà 1.9. Ïðè ε > 0 ñïðàâåäëèâà îöåíêà

‖g̃ε(Sε − I)b(D)(L0 + I)−1‖L2(R3)→L2(R3) 6 C
′ε. (1.37)

Ïîñòîÿííàÿ C ′ çàâèñèò ëèøü îò |µ0|, |µ−1
0 |, ‖η‖L∞ , ‖η−1‖L∞ , ‖ν‖L∞ , ‖ν−1‖L∞

è îò ïàðàìåòðîâ ðåøåòêè Γ.

Äîêàçàòåëüñòâî. Â ñèëó (1.36) ëåâàÿ ÷àñòü â (1.37) îöåíèâàåòñÿ ÷åðåç

‖g0(Sε − I)b(D)(L0 + I)−1‖L2(R3)→L2(R3)

+ ‖Σε(Sε − I)rotµ
−1/2
0 (L0 + I)−1‖L2(R3)→L2(R3).

(1.38)

Ïðèìåíÿÿ ïðåäëîæåíèå 1.1, îöåíèì ïåðâûé ÷ëåí â (1.38):

‖g0(Sε − I)b(D)(L0 + I)−1‖L2(R3)→L2(R3)

6 ε‖g‖L∞r1‖Db(D)(L0 + I)−1‖L2(R3)→L2(R3).
(1.39)

18



Âñïîìèíàÿ, ÷òî Σε � ìàòðèöà ñî ñòîëáöàìè (∇Φj)
ε, j = 1, 2, 3, îöåíèì âòîðîé

÷ëåí â (1.38). Èñïîëüçóÿ ïðåäëîæåíèå 1.6, à çàòåì ïðåäëîæåíèå 1.1 è íåðàâåí-
ñòâî (1.2), èìååì:

‖(∇Φj)
ε(Sε − I)rotµ

−1/2
0 (L0 + I)−1‖L2(R3)→L2(R3)

6
√
β1‖(Sε − I)rotµ

−1/2
0 (L0 + I)−1‖L2(R3)→L2(R3)

+
√
β2ε‖Φj‖L∞‖(Sε − I)Drotµ

−1/2
0 (L0 + I)−1‖L2(R3)→L2(R3)

6 ε(
√
β1r1 + 2

√
β2‖Φj‖L∞)‖Db(D)(L0 + I)−1‖L2(R3)→L2(R3).

(1.40)

Èç (1.7) è (1.29) âûòåêàåò îöåíêà

‖Db(D)(L0 + I)−1‖L2(R3)→L2(R3) 6 sup
ξ∈R3

|ξb(ξ)(a(ξ) + 1)−1| 6 α1/2
1 c−1

1 . (1.41)

Â èòîãå íåðàâåíñòâà (1.39)�(1.41) âìåñòå ñ çàìå÷àíèåì 1.5 âëåêóò èñêîìóþ
îöåíêó (1.37).

Òåïåðü èç (1.34)�(1.37) âûòåêàåò ñëåäóþùèé ðåçóëüòàò.

Òåîðåìà 1.10. Ïðè ε > 0 ñïðàâåäëèâà îöåíêà

‖gεb(D)(Lε + I)−1 − g̃εb(D)(L0 + I)−1‖L2(R3)→L2(R3) 6 C3ε.

Èíà÷å ãîâîðÿ,

‖(ηε)−1rotµ
−1/2
0 (Lε + I)−1 − ((η0)−1 + Σε)rotµ

−1/2
0 (L0 + I)−1‖L2(R3)→L2(R3) 6 C3ε,

‖νεdivµ
1/2
0 (Lε + I)−1 − νdivµ

1/2
0 (L0 + I)−1‖L2(R3)→L2(R3) 6 C3ε.

Ïîñòîÿííàÿ C3 çàâèñèò ëèøü îò |µ0|, |µ−1
0 |, ‖η‖L∞ , ‖η−1‖L∞ , ‖ν‖L∞ , ‖ν−1‖L∞

è îò ïàðàìåòðîâ ðåøåòêè Γ.

Âûäåëèì ÷àñòíûå ñëó÷àè. Ó÷èòûâàÿ ïðåäëîæåíèå 1.3 è çàìå÷àíèå 1.4, èç
òåîðåì 1.8 è 1.10 âûâîäèì ñëåäóþùèé ðåçóëüòàò.

Ïðåäëîæåíèå 1.11. 1) Ïóñòü η0 = η, ò. å. ñòîëáöû ìàòðèöû η(x) ñîëåíî-
èäàëüíû. Òîãäà ïðè ε > 0 ñïðàâåäëèâà îöåíêà

‖(ηε)−1rotµ
−1/2
0 (Lε + I)−1 − (η0)−1rotµ

−1/2
0 (L0 + I)−1‖L2(R3)→L2(R3) 6 C3ε.

2) Ïóñòü η0 = η, ò. å. ñòîëáöû ìàòðèöû η(x)−1 ïîòåíöèàëüíû. Ïóñòü, êðîìå

òîãî, ν(x) = Const. Òîãäà êîððåêòîð (1.33) îáðàùàåòñÿ â íóëü è ïðè ε > 0
âûïîëíåíà îöåíêà

‖(Lε + I)−1 − (L0 + I)−1‖L2(R3)→H1(R3) 6 C2ε.
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2 Ìîäåëüíûé îïåðàòîð âòîðîãî ïîðÿäêà â îãðàíè-

÷åííîé îáëàñòè

2.1 Îïðåäåëåíèå îïåðàòîðà Lε

Ïóñòü O ⊂ R3 � îãðàíè÷åííàÿ îáëàñòü ñ ãðàíèöåé êëàññà C1,1. ×åðåç n(x)
îáîçíà÷èì åäèíè÷íûé âåêòîð âíåøíåé íîðìàëè ê ∂O â òî÷êå x ∈ ∂O. Ïðîåê-
öèþ íà íîðìàëü òðåõìåðíîé âåêòîð-ôóíêöèè u(x) íà ãðàíèöå îáëàñòè îáî-
çíà÷àåì ÷åðåç un(x) := 〈u(x),n(x)〉, à êàñàòåëüíóþ ñîñòàâëÿþùóþ ÷åðåç
uτ (x) := u(x)− un(x)n(x).

Ïóñòü êîýôôèöèåíòû µ0, η, ν óäîâëåòâîðÿþò óñëîâèÿì ïóíêòà 1.3. Â ïðî-
ñòðàíñòâå L2(O;C3) ðàññìîòðèì êâàäðàòè÷íóþ ôîðìó

lε[ϕ,ϕ] :=

∫
O

〈gε(x)b(D)ϕ, b(D)ϕ〉 dx

=

∫
O

(
〈(ηε(x))−1rot (µ

−1/2
0 ϕ), rot (µ

−1/2
0 ϕ)〉+ νε(x)|div (µ

1/2
0 ϕ)|2

)
dx,

(2.1)

çàäàííóþ íà îáëàñòè îïðåäåëåíèÿ

Dom lε = {ϕ ∈ L2(O;C3) : rot (µ
−1/2
0 ϕ) ∈ L2(O;C3),

div (µ
1/2
0 ϕ) ∈ L2(O), (µ

1/2
0 ϕ)n|∂O = 0}.

(2.2)

Àïðèîðíî óñëîâèÿ èç (2.2) íà âåêòîð-ôóíêöèþ ϕ ∈ L2(O;C3) (â òîì ÷èñëå è
êðàåâîå óñëîâèå) ïîíèìàþòñÿ â îáîáùåííîì ñìûñëå; ñì. [BS1, BS2], à òàêæå
îïðåäåëåíèå 5.1 íèæå. Çà ñ÷åò óñëîâèÿ ãëàäêîñòè ãðàíèöû (∂O ∈ C1,1) ìíîæå-
ñòâî (2.2) ñîâïàäàåò ñ

Dom lε =
{
ϕ ∈ H1(O;C3) : (µ

1/2
0 ϕ)n|∂O = 0

}
.

À òîãäà óæå êðàåâîå óñëîâèå ìîæåò áûòü ïîíÿòî â ñìûñëå òåîðåìû î ñëåäàõ. Â
íàøèõ ïðåäïîëîæåíèÿõ ôîðìà (2.1) êîýðöèòèâíà. Ñïðàâåäëèâû äâóñòîðîííèå
îöåíêè

c1‖ϕ‖2H1(O) 6 lε[ϕ,ϕ] + ‖ϕ‖2L2(O) 6 c2‖ϕ‖2H1(O), ϕ ∈ Dom lε. (2.3)

Ïîñòîÿííàÿ c1 çàâèñèò îò |µ0|, |µ−1
0 |, ‖η‖L∞ , ‖ν−1‖L∞ è îò îáëàñòè O, à c2

çàâèñèò îò |µ0|, |µ−1
0 |, ‖η−1‖L∞ , ‖ν‖L∞ è îò îáëàñòè O. Óêàçàííûå ñâîéñòâà

áûëè óñòàíîâëåíû â [BS1, òåîðåìà 2.3] ïðè óñëîâèè ∂O ∈ C2 è â [F, òåîðåìà
2.6] ïðè óñëîâèè ∂O ∈ C3/2+δ, δ > 0.
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Òàêèì îáðàçîì, ôîðìà (2.1) çàìêíóòà è íåîòðèöàòåëüíà. Ïîðîæäåííûé åþ
ñàìîñîïðÿæåííûé îïåðàòîð â ïðîñòðàíñòâå L2(O;C3) ìû îáîçíà÷àåì ÷åðåç Lε.
Ôîðìàëüíî Lε çàäàåòñÿ äèôôåðåíöèàëüíûì âûðàæåíèåì

Lε = µ
−1/2
0 rot (ηε(x))−1rotµ

−1/2
0 − µ1/2

0 ∇ν
ε(x)divµ

1/2
0

ïðè êðàåâûõ óñëîâèÿõ (µ
1/2
0 ϕ)n|∂O = 0 è

(
(ηε)−1rot (µ

−1/2
0 ϕ)

)
τ
|∂O = 0. Âòî-

ðîå óñëîâèå ÿâëÿåòñÿ
”
åñòåñòâåííûì“ è íå îòðàæàåòñÿ â îáëàñòè îïðåäåëåíèÿ

êâàäðàòè÷íîé ôîðìû lε.

Çàìå÷àíèå 2.1. Â [Su4] ïðè èçó÷åíèè îáùèõ îïåðàòîðîâ âèäà b(D)∗gε(x)b(D)
ñ óñëîâèåì Íåéìàíà íà ãðàíèöå íàêëàäûâàëîñü óñëîâèå ìàêñèìàëüíîñòè ðàí-

ãà ñèìâîëà b(ξ) ïðè 0 6= ξ ∈ Cn. Îíî ãàðàíòèðîâàëî êîýðöèòèâíîñòü êâàäðà-
òè÷íîé ôîðìû îïåðàòîðà íà êëàññå H1(O;Cn). Â íàøåì ñëó÷àå ýòî óñëîâèå

íå âûïîëíåíî, õîòÿ ïðè 0 6= ξ ∈ R3 ðàíã ìàòðèöû b(ξ) ìàêñèìàëåí; ñì. (1.6).
Ïîä÷åðêíåì, ÷òî äëÿ ôîðìû lε êîýðöèòèâíîñòü èìååò ìåñòî ïðè ó÷åòå êðà-

åâîãî óñëîâèÿ (µ
1/2
0 ϕ)n|∂O = 0.

Íàøà öåëü � íàéòè àïïðîêñèìàöèþ ïðè ìàëîì ε îáîáùåííîãî ðåøåíèÿ
çàäà÷è

µ
−1/2
0 rot (ηε(x))−1rot (µ

−1/2
0 ϕε(x))

− µ1/2
0 ∇ν

ε(x)div (µ
1/2
0 ϕε(x)) +ϕε(x) = F(x), x ∈ O;

(µ
1/2
0 ϕε)n|∂O = 0,

(
(ηε)−1rot (µ

−1/2
0 ϕε)

)
τ
|∂O = 0.

(2.4)

Çäåñü F ∈ L2(O;C3). Ðåøåíèå ïîíèìàåòñÿ â ñëàáîì ñìûñëå: ϕε ∈ H1(O;C3),

(µ
1/2
0 ϕε)n|∂O = 0, è âûïîëíåíî òîæäåñòâî

lε[ϕε, ζ] + (ϕε, ζ)L2(O) = (F, ζ)L2(O), ζ ∈ H1(O;C3), (µ
1/2
0 ζ)n|∂O = 0. (2.5)

Òîãäà ϕε = (Lε + I)−1F. Òåì ñàìûì, íàñ èíòåðåñóåò ïîâåäåíèå ðåçîëüâåíòû
(Lε + I)−1 ïðè ìàëîì ε.

2.2 Ýôôåêòèâíûé îïåðàòîð L0

Ïóñòü ìàòðèöà η0 îïðåäåëåíà ñîãëàñíî (1.16), (1.17). Íàïîìíèì, ÷òî ν � ýòî
ñðåäíåå ãàðìîíè÷åñêîå êîýôôèöèåíòà ν(x). Ïóñòü g0 � ìàòðèöà (1.26). Ýô-
ôåêòèâíûé îïåðàòîð L0 � ýòî ñàìîñîïðÿæåííûé îïåðàòîð â L2(O;C3), ïî-
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ðîæäåííûé êâàäðàòè÷íîé ôîðìîé

l0[ϕ,ϕ] :=

∫
O

〈g0b(D)ϕ, b(D)ϕ〉 dx

=

∫
O

(
〈(η0)−1rot (µ

−1/2
0 ϕ), rot (µ

−1/2
0 ϕ)〉+ ν|div (µ

1/2
0 ϕ)|2

)
dx,

ϕ ∈ H1(O;C3), (µ
1/2
0 ϕ)n|∂O = 0.

(2.6)

Ñ ó÷åòîì (1.28) ôîðìà (2.6) ïîä÷èíåíà îöåíêàì

c1‖ϕ‖2H1(O) 6 l
0[ϕ,ϕ] + ‖ϕ‖2L2(O) 6 c2‖ϕ‖2H1(O),

ϕ ∈ H1(O;C3), (µ
1/2
0 ϕ)n|∂O = 0,

(2.7)

ñ òåìè æå êîíñòàíòàìè, ÷òî è â (2.3).
Çà ñ÷åò ãëàäêîñòè ãðàíèöû ñïðàâåäëèâî ñâîéñòâî ïîâûøåíèÿ ãëàäêîñòè:

îïåðàòîð L0 çàäàåòñÿ äèôôåðåíöèàëüíûì âûðàæåíèåì

L0 = µ
−1/2
0 rot (η0)−1rotµ

−1/2
0 − µ1/2

0 ∇νdivµ
1/2
0

íà îáëàñòè îïðåäåëåíèÿ

DomL0 = {ϕ ∈ H2(O;C3), (µ
1/2
0 ϕ)n|∂O = 0,

(
(η0)−1rot (µ

−1/2
0 ϕ)

)
τ
|∂O = 0}.

Ïðè ýòîì
‖(L0 + I)−1‖L2(O)→H2(O) 6 ĉ, (2.8)

ãäå ïîñòîÿííàÿ ĉ çàâèñèò îò |µ0|, |µ−1
0 |, ‖η‖L∞ , ‖η−1‖L∞ , ‖ν‖L∞ , ‖ν−1‖L∞ è îò

îáëàñòè O.

Çàìå÷àíèå 2.2. Ïðè óñëîâèè ∂O ∈ C1,1 (è äîñòàòî÷íî ãëàäêèõ êîýôôèöèåí-

òàõ ) ïîäîáíîå ñâîéñòâî ïîâûøåíèÿ ãëàäêîñòè ðåøåíèé çàäà÷è Äèðèõëå ëèáî

Íåéìàíà äëÿ ñèëüíî ýëëèïòè÷åñêèõ óðàâíåíèé âòîðîãî ïîðÿäêà ìîæíî íàé-

òè, íàïðèìåð, â êíèãå [McL, ãëàâà 4]. Äîêàçàòåëüñòâî îñíîâàíî íà ìåòîäå

ðàçíîñòíûõ îòíîøåíèé è ñóùåñòâåííî îïèðàåòñÿ íà óñëîâèå êîýðöèòèâíî-

ñòè êâàäðàòè÷íîé ôîðìû. Â íàøåì ñëó÷àå êîýôôèöèåíòû îïåðàòîðà L0 ïî-

ñòîÿííû è âûïîëíåíî óñëîâèå êîýðöèòèâíîñòè (2.7), õîòÿ ãðàíè÷íûå óñëîâèÿ
èìåþò ñìåøàííûé òèï. Íåòðóäíî òåì æå ìåòîäîì óñòàíîâèòü ñâîéñòâî

ïîâûøåíèÿ ãëàäêîñòè è äëÿ îïåðàòîðà L0.
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Ïóñòü ϕ0 � ðåøåíèå
”
óñðåäíåííîé“ çàäà÷è

µ
−1/2
0 rot (η0)−1rot (µ

−1/2
0 ϕ0(x))

− µ1/2
0 ∇νdiv (µ

1/2
0 ϕ0(x)) +ϕ0(x) = F(x), x ∈ O;

(µ
1/2
0 ϕ0)n|∂O = 0,

(
(η0)−1rot (µ

−1/2
0 ϕ0)

)
τ
|∂O = 0.

(2.9)

Èíûìè ñëîâàìè, ôóíêöèÿ ϕ0 ∈ H1(O;C3) óäîâëåòâîðÿåò êðàåâîìó óñëîâèþ

(µ
1/2
0 ϕ0)n|∂O = 0 è òîæäåñòâó

l0[ϕ0, ζ]+(ϕ0, ζ)L2(O) = (F, ζ)L2(O), ζ ∈ H1(O;C3), (µ
1/2
0 ζ)n|∂O = 0. (2.10)

Òîãäà ϕ0 = (L0 + I)−1F. Îöåíêà (2.8) îçíà÷àåò, ÷òî ϕ0 ∈ H2(O;C3) è

‖ϕ0‖H2(O) 6 ĉ‖F‖L2(O). (2.11)

2.3 Îöåíêè â îêðåñòíîñòè ãðàíèöû

Ïîëîæèì
(∂O)ε :=

{
x ∈ Rd : dist {x; ∂O} < ε

}
, ε > 0.

Âûáåðåì ÷èñëà ε0, ε1 ∈ (0, 1], ïîä÷èíåííûå ñëåäóþùåìó óñëîâèþ.

Óñëîâèå 2.3. ×èñëî ε0 ∈ (0, 1] òàêîâî, ÷òî ïîëîñêó (∂O)ε0 ìîæíî ïî-

êðûòü êîíå÷íûì ÷èñëîì îòêðûòûõ ìíîæåñòâ, äîïóñêàþùèõ äèôôåîìîðôèç-

ìû êëàññà C0,1, ðàñïðÿìëÿþùèå ãðàíèöó ∂O. Ïóñòü ε1 := ε0(1 + r1)−1, ãäå

2r1 = diam Ω.

ßñíî, ÷òî ε1 çàâèñèò ëèøü îò îáëàñòè O è ïàðàìåòðîâ ðåøåòêè Γ. Çàìåòèì,
÷òî óñëîâèå 2.3 ãàðàíòèðóåòñÿ ëèøü ëèïøèöåâîñòüþ ãðàíèöû. Ìû íàëîæèëè
áîëåå ñèëüíîå îãðàíè÷åíèå ∂O ∈ C1,1, ÷òîáû îáåñïå÷èòü îöåíêó (2.8).

Ñëåäóþùèå óòâåðæäåíèÿ áûëè ïðîâåðåíû â [PSu, � 5]; ëåììà 2.5 àíàëîãè÷-
íà ëåììå 2.6 èç [ZhPas1].

Ëåììà 2.4. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî âûïîëíåíî óñëîâèå 2.3. Ïóñòü 0 < ε 6 ε0.

Ïîëîæèì Bε := O ∩ (∂O)ε.
1) Äëÿ ëþáîé ôóíêöèè u ∈ H1(O) âûïîëíåíî∫

Bε

|u|2 dx 6 βε‖u‖H1(O)‖u‖L2(O).

2) Äëÿ ëþáîé ôóíêöèè u ∈ H1(R3) âûïîëíåíî∫
(∂O)ε

|u|2 dx 6 βε‖u‖H1(R3)‖u‖L2(R3).

Ïîñòîÿííàÿ β çàâèñèò òîëüêî îò îáëàñòè O.
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Ëåììà 2.5. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî âûïîëíåíî óñëîâèå 2.3. Ïóñòü h(x) �

Γ-ïåðèîäè÷åñêàÿ ôóíêöèÿ â R3, ïðè÷åì h ∈ L2(Ω). Ïóñòü Sε � îïåðàòîð (1.1).
Îáîçíà÷èì β∗ := β(1 + r1), ãäå 2r1 = diam Ω. Òîãäà ïðè 0 < ε 6 ε1 è

u ∈ H1(R3;Ck) âûïîëíåíî íåðàâåíñòâî∫
(∂O)ε

|hε(x)|2|(Sεu)(x)|2 dx 6 β∗ε|Ω|−1‖h‖2L2(Ω)‖u‖H1(R3)‖u‖L2(R3).

3 Ðåçóëüòàòû äëÿ ìîäåëüíîãî óðàâíåíèÿ âòîðîãî ïî-

ðÿäêà â îãðàíè÷åííîé îáëàñòè

3.1 Àïïðîêñèìàöèÿ ðåçîëüâåíòû îïåðàòîðà Lε

Ñôîðìóëèðóåì íàøè îñíîâíûå ðåçóëüòàòû îá àïïðîêñèìàöèè ðåøåíèÿ çàäà÷è
(2.4). Äëÿ óäîáñòâà äàëüíåéøèõ ññûëîê íàçîâåì ñëåäóþùèé íàáîð ïàðàìåòðîâ

”
äàííûìè çàäà÷è“:

|µ0|, |µ−1
0 |, ‖η‖L∞ , ‖η

−1‖L∞ , ‖ν‖L∞ , ‖ν−1‖L∞ ;

ïàðàìåòðû ðåøåòêè Γ; îáëàñòü O.
(3.1)

Òåîðåìà 3.1. Ïóñòü ϕε � ðåøåíèå çàäà÷è (2.4) è ϕ0 � ðåøåíèå óñðåäíåííîé

çàäà÷è (2.9) ïðè F ∈ L2(O;C3). Ïóñòü ÷èñëî ε1 âûáðàíî ñîãëàñíî óñëîâèþ 2.3.
Òîãäà ïðè 0 < ε 6 ε1 ñïðàâåäëèâà îöåíêà

‖ϕε −ϕ0‖L2(O) 6 C1ε‖F‖L2(O). (3.2)

Â îïåðàòîðíûõ òåðìèíàõ,

‖(Lε + I)−1 − (L0 + I)−1‖L2(O)→L2(O) 6 C1ε.

Ïîñòîÿííàÿ C1 çàâèñèò ëèøü îò äàííûõ çàäà÷è (3.1).

Äëÿ àïïðîêñèìàöèè ðåøåíèÿ â êëàññå H1(O;C3) íóæíî ââåñòè êîððåêòîð.
Ôèêñèðóåì ëèíåéíûé íåïðåðûâíûé îïåðàòîð ïðîäîëæåíèÿ

PO : Hs(O;C3)→ Hs(R3;C3), s = 0, 1, 2.

Òàêîé îïåðàòîð ñóùåñòâóåò äëÿ ëþáîé îãðàíè÷åííîé îáëàñòè ñ ëèïøèöåâîé
ãðàíèöåé (ñì., íàïðèìåð, [St]). Îáîçíà÷èì

‖PO‖Hs(O)→Hs(R3) =: C
(s)
O , s = 0, 1, 2. (3.3)
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Ïîñòîÿííûå C
(s)
O çàâèñÿò òîëüêî îò îáëàñòè O. Äàëåå, ÷åðåç [Λε] îáîçíà÷èì

îïåðàòîð óìíîæåíèÿ íà ìàòðèöó-ôóíêöèþ Λ(ε−1x), à ÷åðåç RO � îïåðàòîð
ñóæåíèÿ ôóíêöèé â R3 íà îáëàñòü O. Ïóñòü Sε � îïåðàòîð ñãëàæèâàíèÿ ïî
Ñòåêëîâó; ñì. (1.1). Ââåäåì êîððåêòîð

Kε := RO[Λε]Sεb(D)PO(L0 + I)−1.

Îïåðàòîð b(D)PO(L0+I)−1 íåïðåðûâíî ïåðåâîäèò L2(O;C3) â H1(R3;C4). Êàê
óæå îòìå÷àëîñü, îïåðàòîð [Λε]Sε íåïðåðûâåí èç H

1(R3;C4) â H1(R3;C3). Ñëå-
äîâàòåëüíî, êîððåêòîð Kε íåïðåðûâíî ïåðåâîäèò L2(O;C3) â H1(O;C3). Èñ-
ïîëüçóÿ (1.5) è (1.24), çàïèøåì êîððåêòîð â âèäå

Kε = RO

(
µ
−1/2
0 ΨεSεrotµ

−1/2
0 + µ

1/2
0 (∇ρ)εSεdivµ

1/2
0

)
PO(L0 + I)−1. (3.4)

Ïóñòü ϕ0 � ðåøåíèå çàäà÷è (2.9). Ïîëîæèì ϕ̃0 := POϕ0,

ψ̃ε(x) := ϕ̃0(x) + εµ
−1/2
0 Ψε(x)(Sεrotµ

−1/2
0 ϕ̃0)(x)

+ εµ
1/2
0 (∇ρ)ε(x)(Sεdivµ

1/2
0 ϕ̃0)(x), x ∈ R3,

ψε := ψ̃ε|O.

(3.5)

Òîãäà
ψε = ϕ0 + εΛεSεb(D)ϕ̃0 = (L0 + I)−1F + εKεF. (3.6)

Òåîðåìà 3.2. Ïóñòü âûïîëíåíû óñëîâèÿ òåîðåìû 3.1. Ïóñòü ôóíêöèÿ ψε
îïðåäåëåíà â (3.5). Òîãäà ïðè 0 < ε 6 ε1 ñïðàâåäëèâà îöåíêà

‖ϕε −ψε‖H1(O) 6 C2ε
1/2‖F‖L2(O). (3.7)

Â îïåðàòîðíûõ òåðìèíàõ,

‖(Lε + I)−1 − (L0 + I)−1 − εKε‖L2(O)→H1(O) 6 C2ε
1/2.

Ïîñòîÿííàÿ C2 çàâèñèò ëèøü îò äàííûõ çàäà÷è (3.1).

Òåîðåìà 3.3. Ïóñòü âûïîëíåíû óñëîâèÿ òåîðåìû 3.1. Ïîëîæèì uε :=

(ηε)−1rotµ
−1/2
0 ϕε, u0 := (η0)−1rotµ

−1/2
0 ϕ0. Òîãäà ïðè 0 < ε 6 ε1 ñïðàâåäëè-

âû îöåíêè

‖uε − u0 − Σεrot (µ
−1/2
0 ϕ0)‖L2(O) 6 C3ε

1/2‖F‖L2(O),

‖νεdiv (µ
1/2
0 ϕε)− νdiv (µ

1/2
0 ϕ0)‖L2(O) 6 C3ε

1/2‖F‖L2(O).
(3.8)

Ïîñòîÿííàÿ C3 çàâèñèò ëèøü îò äàííûõ çàäà÷è (3.1).
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Âûäåëèì ñïåöèàëüíûå ñëó÷àè. Â ñèëó ïðåäëîæåíèÿ 1.3 è çàìå÷àíèÿ 1.4 èç
òåîðåì 3.2 è 3.3 íåïîñðåäñòâåííî âûòåêàåò ñëåäóþùåå óòâåðæäåíèå.

Ïðåäëîæåíèå 3.4. 1) Ïóñòü η0 = η, ò. å. ñòîëáöû ìàòðèöû η(x) ñîëåíîè-
äàëüíû. Òîãäà ïðè 0 < ε 6 ε1 ñïðàâåäëèâà îöåíêà

‖uε − u0‖L2(O) 6 C3ε
1/2‖F‖L2(O).

2) Ïóñòü η0 = η, ò. å. ñòîëáöû ìàòðèöû η(x)−1 ïîòåíöèàëüíû. Ïóñòü, êðîìå

òîãî, ν(x) = Const. Òîãäà êîððåêòîð (3.4) îáðàùàåòñÿ â íóëü è ïðè 0 < ε 6 ε1

âûïîëíåíà îöåíêà

‖ϕε −ϕ0‖H1(O) 6 C2ε
1/2‖F‖L2(O).

3.2 Ïåðâûé ýòàï äîêàçàòåëüñòâà. Àññîöèèðîâàííàÿ çàäà÷à â R3

Î÷åâèäíî, ‖(L0 + I)−1‖L2(O)→L2(O) 6 1, à ïîòîìó ‖ϕ0‖L2(O) 6 ‖F‖L2(O). Â ñèëó
(2.11), (3.3) ñïðàâåäëèâû îöåíêè

‖ϕ̃0‖L2(R3) 6 C
(0)
O ‖F‖L2(O), (3.9)

‖ϕ̃0‖H2(R3) 6 C
(2)
O ĉ‖F‖L2(O). (3.10)

Ïîëîæèì
F̃ := L0ϕ̃0 + ϕ̃0. (3.11)

Òîãäà F̃ ∈ L2(R3;C3) è F̃|O = F. Â ñèëó (1.29), (3.9) è (3.10)

‖F̃‖L2(R3) 6 c2‖ϕ̃0‖H2(R3) + ‖ϕ̃0‖L2(R3) 6 C4‖F‖L2(O), (3.12)

ãäå C4 = c2ĉC
(2)
O +C

(0)
O . Îòìåòèì òàêæå íåðàâåíñòâî, íåïîñðåäñòâåííî âûòåêà-

þùåå èç (3.11) è (3.12):

l0[ϕ̃0, ϕ̃0] 6 ‖F̃‖2L2(R3) 6 C
2
4‖F‖2L2(O). (3.13)

Ïóñòü ϕ̃ε ∈ H1(R3;C3) � îáîáùåííîå ðåøåíèå óðàâíåíèÿ â R3:

Lεϕ̃ε + ϕ̃ε = F̃,

ò. å., ϕ̃ε = (Lε + I)−1F̃. Ïðèìåíèì òåîðåìû 1.7, 1.8 è 1.10. Ó÷èòûâàÿ òàêæå
(3.12), ïðèõîäèì ê îöåíêàì

‖ϕ̃ε − ϕ̃0‖L2(R3) 6 C1ε‖F̃‖L2(R3) 6 C1C4ε‖F‖L2(O), (3.14)

‖ϕ̃ε − ψ̃ε‖H1(R3) 6 C2ε‖F̃‖L2(R3) 6 C2C4ε‖F‖L2(O), (3.15)

‖gεb(D)ϕ̃ε − g̃εb(D)ϕ̃0‖L2(R3) 6 C3ε‖F̃‖L2(R3) 6 C3C4ε‖F‖L2(O). (3.16)
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3.3 Âòîðîé ýòàï äîêàçàòåëüñòâà. Ââåäåíèå ïîïðàâêè sε

Ââåäåì
”
ïîïðàâêó“ sε ∈ H1(O;Cn) êàê ôóíêöèþ, óäîâëåòâîðÿþùóþ ñëåäóþ-

ùèì òîæäåñòâó è êðàåâîìó óñëîâèþ:

(gεb(D)sε, b(D)ζ)L2(O) + (sε, ζ)L2(O)

= (g̃εb(D)ϕ0, b(D)ζ)L2(O) − (F, ζ)L2(O) + (ϕ0, ζ)L2(O),

∀ζ ∈ H1(O;C3), (µ
1/2
0 ζ)n|∂O = 0,

(µ
1/2
0 sε)n|∂O = ε(µ

1/2
0 ΛεSεb(D)ϕ̃0)n|∂O.

(3.17)

Ïîêàæåì, ÷òî ó÷åò ïîïðàâêè sε, íàçûâàåìîé ”
ïîïðàâêîé òèïà ïîãðàíè÷íîãî

ñëîÿ“, ïîçâîëÿåò ïîëó÷èòü ïðèáëèæåíèå ðåøåíèÿ ϕε ïî H
1-íîðìå ñ ïîãðåø-

íîñòüþ òî÷íîãî ïîðÿäêà O(ε).

Òåîðåìà 3.5. Ïðè ε > 0 ñïðàâåäëèâà îöåíêà

‖ϕε −ψε + sε‖H1(O) 6 C5ε‖F‖L2(O). (3.18)

Ïîñòîÿííàÿ C5 çàâèñèò ëèøü îò äàííûõ çàäà÷è (3.1).

Äîêàçàòåëüñòâî. Îáîçíà÷èì Vε := ϕε − ψε + sε. Òîãäà ñ ó÷åòîì (2.5), (3.6),

(3.17) è êðàåâûõ óñëîâèé (µ
1/2
0 ϕε)n|∂O = 0, (µ

1/2
0 ϕ0)n|∂O = 0 âûïîëíåíî Vε ∈

H1(O;C3), (µ
1/2
0 Vε)n|∂O = 0,

lε[Vε, ζ] + (Vε, ζ)L2(O) = (g̃εb(D)ϕ0 − gεb(D)ψε, b(D)ζ)L2(O) + (ϕ0 −ψε, ζ)L2(O),

∀ζ ∈ H1(O;C3), (µ
1/2
0 ζ)n|∂O = 0.

(3.19)

Ïåðâîå ñëàãàåìîå ñïðàâà çàïèøåì â âèäå

(g̃εb(D)ϕ̃0 − gεb(D)ϕ̃ε, b(D)ζ)L2(O) + (gεb(D)(ϕ̃ε − ψ̃ε), b(D)ζ)L2(O).

Â ñèëó (1.8), (3.15) è (3.16) îíî îöåíèâàåòñÿ ÷åðåç

‖g̃εb(D)ϕ̃0 − gεb(D)ϕ̃ε‖L2(R3)‖b(D)ζ‖L2(O)

+
(
lε[ϕ̃ε − ψ̃ε, ϕ̃ε − ψ̃ε]

)1/2
(lε[ζ, ζ])1/2 6 C′5ε‖F‖L2(O) (lε[ζ, ζ])1/2 .

ãäå C′5 = C4

(
‖g−1‖1/2L∞

C3 +
√
c2C2

)
. Âòîðîå ñëàãàåìîå â ïðàâîé ÷àñòè (3.19)

çàïèøåì â âèäå (ϕ̃0 − ϕ̃ε, ζ)L2(O) + (ϕ̃ε − ψ̃ε, ζ)L2(O). Îíî íå ïðåâîñõîäèò
âåëè÷èíû C′′5ε‖F‖L2(O)‖ζ‖L2(O) ââèäó (3.14) è (3.15); çäåñü C′′5 = C4(C1 + C2).
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Â èòîãå ïîëó÷àåì, ÷òî ïðàâàÿ ÷àñòü òîæäåñòâà (3.19) íå ïðåâîñõîäèò

Č5ε‖F‖L2(O)

(
lε[ζ, ζ] + ‖ζ‖2L2(O)

)1/2
, ãäå Č2

5 = (C′5)2 + (C′′5 )2.

Ïîäñòàâëÿÿ ζ = Vε â (3.19) è èñïîëüçóÿ ïîëó÷åííóþ îöåíêó, ïðèõîäèì ê
íåðàâåíñòâó (

lε[Vε,Vε] + ‖Vε‖2L2(O)

)1/2
6 Č5ε‖F‖L2(O).

Âìåñòå ñ íèæíåé îöåíêîé (2.3) ýòî âëå÷åò èñêîìîå íåðàâåíñòâî (3.18) ñ ïîñòî-

ÿííîé C5 = Č5c
−1/2
1 .

Âûâîäû. 1) Èç (3.18) ñëåäóåò, ÷òî

‖ϕε −ψε‖H1(O) 6 C5ε‖F‖L2(O) + ‖sε‖H1(O). (3.20)

Ïîýòîìó äëÿ äîêàçàòåëüñòâà òåîðåìû 3.2 íóæíî íàäëåæàùèì îáðàçîì îöåíèòü
íîðìó ‖sε‖H1(O).

2) Èç (3.6) è (3.18) âèäíî, ÷òî

‖ϕε −ϕ0‖L2(O) 6 C5ε‖F‖L2(O) + ε‖ΛεSεb(D)ϕ̃0‖L2(R3) + ‖sε‖L2(O). (3.21)

Â ñèëó ïðåäëîæåíèÿ 1.2 è îöåíîê (1.12), (3.13) èìååì

‖ΛεSεb(D)ϕ̃0‖L2(R3) 6 CΛC4‖g−1‖1/2L∞
‖F‖L2(O). (3.22)

Âìåñòå ñ (3.21) ýòî âëå÷åò

‖ϕε −ϕ0‖L2(O) 6 C6ε‖F‖L2(O) + ‖sε‖L2(O), (3.23)

ãäå C6 = C5 + CΛC4‖g−1‖1/2L∞
. Ñëåäîâàòåëüíî, äëÿ äîêàçàòåëüñòâà òåîðåìû 3.1

íàäî îöåíèòü íîðìó ‖sε‖L2(O) íàäëåæàùèì îáðàçîì.

4 Îöåíêè ïîïðàâêè. Äîêàçàòåëüñòâî òåîðåì 3.1�3.3

Ñíà÷àëà ìû îöåíèì H1-íîðìó ïîïðàâêè sε è äîêàæåì òåîðåìó 3.2, à òàêæå
òåîðåìó 3.3. Çàòåì, èñïîëüçóÿ óæå äîêàçàííóþ òåîðåìó 3.2 è ñîîáðàæåíèÿ
äâîéñòâåííîñòè, îöåíèì L2-íîðìó ïîïðàâêè sε è äîêàæåì òåîðåìó 3.1.

4.1 Îöåíêà ïîïðàâêè â H1(O). Äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû 3.2

Ïåðåïèøåì òîæäåñòâî (3.17), ó÷èòûâàÿ (2.10):

(gεb(D)sε, b(D)ζ)L2(O) + (sε, ζ)L2(O)

= ((g̃ε − g0)b(D)ϕ0, b(D)ζ)L2(O) =: Iε[ζ],

∀ζ ∈ H1(O;C3), (µ
1/2
0 ζ)n|∂O = 0.

(4.1)
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Ñîãëàñíî (1.5), (1.25) è (1.26) èìååì

Iε[ζ] = (Σεrotµ
−1/2
0 ϕ0, rotµ

−1/2
0 ζ)L2(O). (4.2)

Ëåììà 4.1. Ïðè 0 < ε 6 ε0 ñïðàâåäëèâà îöåíêà

|Iε[ζ]| 6 C7ε
1/2‖F‖L2(O)(lε[ζ, ζ])1/2, ζ ∈ H1(O;C3), (µ

1/2
0 ζ)n|∂O = 0. (4.3)

Ïîñòîÿííàÿ C7 çàâèñèò ëèøü îò äàííûõ çàäà÷è (3.1).

Äîêàçàòåëüñòâî. Íàïîìíèì, ÷òî Σ(x) � ýòî ìàòðèöà ñî ñòîëáàìè∇Φj(x), j =
1, 2, 3. Ñëåäîâàòåëüíî, ìàòðèöà Σε(x) èìååò ñòîëáöû (∇Φj)

ε(x) = ε∇Φε
j(x), j =

1, 2, 3. Îáîçíà÷èì êîîðäèíàòû âåêòîð-ôóíêöèè rotµ
−1/2
0 ϕ0 ÷åðåç [rotµ

−1/2
0 ϕ0]j ,

j = 1, 2, 3. Òîãäà

Σεrotµ
−1/2
0 ϕ0 = ε

3∑
j=1

(∇Φε
j)[rotµ

−1/2
0 ϕ0]j

= ε
3∑
j=1

(
∇
(

Φε
j [rotµ

−1/2
0 ϕ0]j

)
− Φε

j∇[rotµ
−1/2
0 ϕ0]j

)
.

Âìåñòå ñ (4.2) ýòî âëå÷åò

Iε[ζ] = I(1)
ε [ζ] + I(2)

ε [ζ], (4.4)

I(1)
ε [ζ] := ε

3∑
j=1

(
∇
(

Φε
j [rotµ

−1/2
0 ϕ0]j

)
, rotµ

−1/2
0 ζ

)
L2(O)

, (4.5)

I(2)
ε [ζ] := −ε

3∑
j=1

(Φε
j∇[rotµ

−1/2
0 ϕ0]j , rotµ

−1/2
0 ζ)L2(O). (4.6)

Â ñèëó (2.11) è îãðàíè÷åííîñòè ôóíêöèé Φj (ñì. çàìå÷àíèå 1.5) ÷ëåí (4.6)
äîïóñêàåò îöåíêó

|I(2)
ε [ζ]| 6 C′7ε‖F‖L2(O)(lε[ζ, ζ])1/2, (4.7)

ãäå ïîñòîÿííàÿ C′7 çàâèñèò òîëüêî îò äàííûõ çàäà÷è (3.1). Ìû ó÷ëè î÷åâèäíîå
íåðàâåíñòâî

‖rotµ
−1/2
0 ζ‖L2(O) 6 ‖η‖

1/2
L∞

(lε[ζ, ζ])1/2. (4.8)

Ïóñòü 0 < ε 6 ε0. Ôèêñèðóåì ñðåçêó θε(x) â R3 òàêóþ, ÷òî

θε ∈ C∞0 (R3); supp θε ⊂ (∂O)ε; 0 6 θε(x) 6 1;

θε(x) = 1 ïðè x ∈ ∂O; ε|∇θε| 6 κ = Const.
(4.9)
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Ïîëîæèì
fj,ε := ε∇

(
θεΦ

ε
j [rotµ

−1/2
0 ϕ0]j

)
, j = 1, 2, 3, (4.10)

è ïðåäñòàâèì ÷ëåí (4.5) â âèäå

I(1)
ε [ζ] =

3∑
j=1

(fj,ε, rotµ
−1/2
0 ζ)L2(O). (4.11)

Ìû ó÷ëè òîæäåñòâî(
∇
(

(1− θε)Φε
j [rotµ

−1/2
0 ϕ0]j

)
, rotµ

−1/2
0 ζ

)
L2(O)

= 0,

êîòîðîå ïðîâåðÿåòñÿ èíòåãðèðîâàíèåì ïî ÷àñòÿì ñ ó÷åòîì ñîîòíîøåíèÿ
div rot = 0 (ïðè ïðîâåðêå äîñòàòî÷íî ñ÷èòàòü ζ ∈ H2(O;C3)).

Îñòàåòñÿ îöåíèòü ÷ëåí (4.11). Ñ ó÷åòîì (4.9), (4.10) è çàìå÷àíèÿ 1.5 èìååì

‖fj,ε‖L2(O) 6 κ‖Φj‖L∞‖[rotµ
−1/2
0 ϕ0]j‖L2(Bε)

+ ‖θε(∇Φj)
ε[rotµ

−1/2
0 ϕ0]j‖L2(O) + ε‖Φj‖L∞‖∇[rotµ

−1/2
0 ϕ0]j‖L2(O).

(4.12)

Ïåðâîå ñëàãàåìîå â (4.12) îöåíèâàåòñÿ ÷åðåç Cε1/2‖F‖L2(O) áëàãîäàðÿ ëåììå
2.4 è îöåíêå (2.11). Òðåòüå ñëàãàåìîå â (4.12) íå ïðåâîñõîäèò Cε‖F‖L2(O) â ñèëó
(2.11). Äëÿ îöåíêè âòîðîãî ñëàãàåìîãî â (4.12) ïðèìåíèì ïðåäëîæåíèå 1.6 è
(4.9):

‖θε(∇Φj)
ε[rotµ

−1/2
0 ϕ0]j‖L2(O) 6 ‖θε(∇Φj)

ε[rotµ
−1/2
0 ϕ̃0]j‖L2(R3)

6
√
β1‖[rotµ

−1/2
0 ϕ̃0]j‖L2((∂O)ε) +

√
β2ε‖Φj‖L∞‖∇

(
θε[rotµ

−1/2
0 ϕ̃0]j

)
‖L2(R3)

6
(√

β1 +
√
β2‖Φj‖L∞κ

)
‖[rotµ

−1/2
0 ϕ̃0]j‖L2((∂O)ε)

+
√
β2ε‖Φj‖L∞‖∇[rotµ

−1/2
0 ϕ̃0]j‖L2(R3).

Ïåðâûé ÷ëåí ñïðàâà íå ïðåâîñõîäèò Cε1/2‖F‖L2(O) â ñèëó ëåììû 2.4 è îöåíêè
(3.10). Âòîðîå ñëàãàåìîå îöåíèâàåòñÿ ÷åðåç Cε‖F‖L2(O) çà ñ÷åò (3.10). Â èòîãå
ìû ïðèõîäèì ê îöåíêå

3∑
j=1

‖fj,ε‖L2(O) 6 C′′7ε1/2‖F‖L2(O), (4.13)

ãäå ïîñòîÿííàÿ C′′7 çàâèñèò òîëüêî îò äàííûõ çàäà÷è (3.1). Ñëåäîâàòåëüíî, ñ
ó÷åòîì (4.8) ÷ëåí (4.11) äîïóñêàåò îöåíêó

|I(1)
ε [ζ]| 6 C′′7‖η‖

1/2
L∞
ε1/2‖F‖L2(O)(lε[ζ, ζ])1/2. (4.14)

Òåïåðü èç (4.4), (4.7) è (4.14) âûòåêàåò èñêîìîå íåðàâåíñòâî (4.3).
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Â R3 ââåäåì ôóíêöèþ

φε(x) := εθε(x)Λε(x) (Sεb(D)ϕ̃0) (x). (4.15)

Ëåììà 4.2. Ïóñòü ôóíêöèÿ φε îïðåäåëåíà â (4.15). Ïðè 0 < ε 6 ε0 ñïðàâåä-

ëèâà îöåíêà

‖sε‖H1(O) 6 C8

(
ε1/2‖F‖L2(O) + ‖φε‖H1(R3)

)
, (4.16)

ãäå ïîñòîÿííàÿ C8 çàâèñèò ëèøü îò äàííûõ çàäà÷è (3.1).

Äîêàçàòåëüñòâî. Â ñèëó (3.17), (4.1) è (4.9) ôóíêöèÿ sε − φε ∈ H1(O;C3)

óäîâëåòâîðÿåò êðàåâîìó óñëîâèþ (µ
1/2
0 (sε − φε))n|∂O = 0 è òîæäåñòâó

lε[sε − φε, ζ] + (sε − φε, ζ)L2(O) = Iε[ζ]− Jε[ζ],

ζ ∈ H1(O;C3), (µ
1/2
0 ζ)n|∂O = 0,

(4.17)

ãäå
Jε[ζ] := (gεb(D)φε, b(D)ζ)L2(O) + (φε, ζ)L2(O). (4.18)

Ñ ó÷åòîì (1.8) èìååì

|Jε[ζ]| 6
√
c2‖Dφε‖L2(R3)(lε[ζ, ζ])1/2 + ‖φε‖L2(R3)‖ζ‖L2(O). (4.19)

Ïîäñòàâëÿÿ ζ = sε − φε â (4.17) è èñïîëüçóÿ (4.3) è (4.19), ïðèõîäèì ê
íåðàâåíñòâó

lε[sε−φε, sε−φε]+‖sε−φε‖2L2(O) 6 2C2
7ε‖F‖2L2(O) +2c2‖Dφε‖2L2(R3) +‖φε‖2L2(R3).

Ñ ó÷åòîì íèæíåé îöåíêè (2.3) îòñþäà ïîëó÷àåì

‖sε − φε‖H1(O) 6 Č8

(
ε1/2‖F‖L2(O) + ‖φε‖H1(R3)

)
,

ãäå ïîñòîÿííàÿ Č8 çàâèñèò ëèøü îò äàííûõ çàäà÷è (3.1). Ýòî âëå÷åò (4.16).

Ëåììà 4.3. Ïóñòü ÷èñëî ε1 ïîä÷èíåíî óñëîâèþ 2.3. Ïóñòü ôóíêöèÿ φε îïðå-
äåëåíà â (4.15). Ïðè 0 < ε 6 ε1 âûïîëíåíû îöåíêè

‖φε‖L2(R3) 6 C9ε‖F‖L2(O), (4.20)

‖φε‖H1(R3) 6 C10ε
1/2‖F‖L2(O), (4.21)

ãäå ïîñòîÿííûå C9 è C10 çàâèñÿò ëèøü îò äàííûõ çàäà÷è (3.1).
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Äîêàçàòåëüñòâî. Îöåíêà (4.20) âûòåêàåò èç (3.22) è (4.9).
Ðàññìîòðèì ïðîèçâîäíûå

Djφε = ε(Djθε)Λ
εSεb(D)ϕ̃0 + θε(DjΛ)εSεb(D)ϕ̃0 + εθεΛ

εSεDjb(D)ϕ̃0. (4.22)

Íîðìà ïåðâîãî ñëàãàåìîãî ñïðàâà îöåíèâàåòñÿ ñ ïîìîùüþ (4.9) è ëåììû 2.5:

ε‖(Djθε)Λ
εSεb(D)ϕ̃0‖L2(R3) 6 κ‖ΛεSεb(D)ϕ̃0‖L2((∂O)ε)

6 κCΛ

√
β∗ε

1/2‖b(D)ϕ̃0‖
1/2
H1(R3)

‖b(D)ϕ̃0‖
1/2
L2(R3)

6 C′10ε
1/2‖F‖L2(O),

ãäå C′10 = κCΛ
√
β∗α1ĉC

(2)
O . Ìû ó÷ëè (1.7), (1.12) è (3.10). Àíàëîãè÷íî, èç ëåììû

2.5, (1.7), (1.12) è (3.10) âûòåêàåò îöåíêà íîðìû âòîðîãî ñëàãàåìîãî â (4.22):

‖θε(DjΛ)εSεb(D)ϕ̃0‖L2(R3) 6 C′′10ε
1/2‖F‖L2(O),

ãäå C′′10 = CΛ
√
β∗α1ĉC

(2)
O . Íîðìà òðåòüåãî ñëàãàåìîãî â (4.22) îöåíèâàåòñÿ íà

îñíîâàíèè ïðåäëîæåíèÿ 1.2, (1.7), (1.12) è (3.10):

ε‖θεΛεSεDjb(D)ϕ̃0‖L2(R3) 6 C′′′10ε‖F‖L2(O),

ãäå C′′′10 = CΛ
√
α1ĉC

(2)
O . Â èòîãå ïðèõîäèì ê îöåíêå

‖Dφε‖L2(R3) 6 Č10ε
1/2‖F‖L2(O),

ãäå ïîñòîÿííàÿ Č10 çàâèñèò ëèøü îò äàííûõ çàäà÷è (3.1). Âìåñòå ñ (4.20) ýòî
âëå÷åò (4.21).

Èç ëåìì 4.2 è 4.3 íåïîñðåäñòâåííî âûòåêàåò ñëåäóþùåå óòâåðæäåíèå.

Ñëåäñòâèå 4.4. Ïðè 0 < ε 6 ε1 âûïîëíåíà îöåíêà

‖sε‖H1(O) 6 C11ε
1/2‖F‖L2(O), (4.23)

ãäå ïîñòîÿííàÿ C11 çàâèñèò ëèøü îò äàííûõ çàäà÷è (3.1).

Çàâåðøåíèå äîêàçàòåëüñòâà òåîðåìû 3.2. Èç (3.20) è (4.23) âûòåêàåò èñêîìàÿ
îöåíêà (3.7) ñ ïîñòîÿííîé C2 = C5 + C11. �
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4.2 Äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû 3.3

Èç (3.7) ñëåäóåò îöåíêà

‖gεb(D)(ϕε −ψε)‖L2(O) 6 C12ε
1/2‖F‖L2(O), (4.24)

ãäå ïîñòîÿííàÿ C12 çàâèñèò ëèøü îò äàííûõ çàäà÷è (3.1). Ñîãëàñíî (3.6) èìååì

gεb(D)ψε = gεb(D)ϕ0 + εgεb(D)(ΛεSεb(D)ϕ̃0)

= gεb(D)ϕ0 + gε(b(D)Λ)εSεb(D)ϕ̃0 + ε

3∑
j=1

gεbjΛ
εSεDjb(D)ϕ̃0

= g̃εb(D)ϕ0 + gε(b(D)Λ)ε(Sε − I)b(D)ϕ̃0 + ε
3∑
j=1

gεbjΛ
εSεDjb(D)ϕ̃0.

Íîðìà òðåòüåãî ñëàãàåìîãî ñïðàâà îöåíèâàåòñÿ ÷åðåç Cε‖F‖L2(O) â ñèëó ïðåä-
ëîæåíèÿ 1.2, (1.12) è (3.10). Âòîðîå ñëàãàåìîå ñïðàâà ìîæíî çàïèñàòü â âèäå

gε(b(D)Λ)ε(Sε − I)b(D)ϕ̃0 = −i

((
Σε + (η0)−1 − (ηε)−1

)
(Sε − I)rotµ

−1/2
0 ϕ̃0

(ν − νε)(Sε − I)divµ
1/2
0 ϕ̃0

)
.

Àíàëîãè÷íî äîêàçàòåëüñòâó ëåììû 1.9, èñïîëüçóÿ ïðåäëîæåíèå 1.1 è ïðåäëî-
æåíèå 1.6, íåòðóäíî ïðîâåðèòü îöåíêó

‖gε(b(D)Λ)ε(Sε − I)b(D)ϕ̃0‖L2(R3) 6 C′12ε‖F‖L2(O),

ãäå ïîñòîÿííàÿ C′12 çàâèñèò ëèøü îò äàííûõ çàäà÷è (3.1). Â èòîãå ïîëó÷àåì

‖gεb(D)ψε − g̃εb(D)ϕ0‖L2(O) 6 Č12ε‖F‖L2(O), (4.25)

ãäå ïîñòîÿííàÿ Č12 çàâèñèò ëèøü îò äàííûõ çàäà÷è (3.1).
Èç (4.24) è (4.25) âûòåêàåò òðåáóåìàÿ îöåíêà

‖gεb(D)ϕε − g̃εb(D)ϕ0‖L2(O) 6 (C12 + Č12)ε1/2‖F‖L2(O),

ðàâíîñèëüíàÿ ïàðå íåðàâåíñòâ (3.8). �

4.3 Îöåíêà ïîïðàâêè â L2(O). Çàâåðøåíèå äîêàçàòåëüñòâà òåî-
ðåìû 3.1

Ëåììà 4.5. Ïðè 0 < ε 6 ε1 ñïðàâåäëèâà îöåíêà

‖sε‖L2(O) 6 C13ε‖F‖L2(O), (4.26)

ãäå ïîñòîÿííàÿ C13 çàâèñèò ëèøü îò äàííûõ çàäà÷è (3.1).
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Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü G ∈ L2(O;C3). Ïîëîæèì ζε := (Lε + I)−1G. Ïîä-
ñòàâèì â òîæäåñòâî (4.17) ôóíêöèþ ζ = ζε. Òîãäà ëåâàÿ ÷àñòü òîæäåñòâà
çàïèøåòñÿ â âèäå (sε − φε,G)L2(O). Ñëåäîâàòåëüíî,

(sε − φε,G)L2(O) = Iε[ζε]− Jε[ζε]. (4.27)

Â ñèëó (4.4), (4.7), (4.18), (4.20) è (4.27) ñ ó÷åòîì î÷åâèäíîé îöåíêè

lε[ζε, ζε] + ‖ζε‖2L2(O) 6 ‖G‖
2
L2(O)

èìååì

|(sε − φε,G)L2(O)| 6 (C′7 + C9)ε‖F‖L2(O)‖G‖L2(O)

+ |I(1)
ε [ζε]|+ |(gεb(D)φε, b(D)ζε)L2(O)|.

(4.28)

Ïîñêîëüêó ôóíêöèè fj,ε è φε ñîñðåäîòî÷åíû â ε-îêðåñòíîñòè ãðàíèöû ∂O (ñì.
(4.9), (4.10) è (4.15)), èç (4.11), (4.13) è (4.21) ïîëó÷àåì

|I(1)
ε [ζε]|+ |(gεb(D)φε, b(D)ζε)L2(O)| 6 C′13ε

1/2‖F‖L2(O)‖Dζε‖L2(Bε), (4.29)

ãäå ïîñòîÿííàÿ C′13 çàâèñèò ëèøü îò äàííûõ çàäà÷è (3.1).
Ïðèìåíèì óæå äîêàçàííóþ òåîðåìó 3.2. Àïïðîêñèìèðóåì ôóíêöèþ ζε ÷å-

ðåç ζ0 + εΛεSεb(D)ζ̃0, ãäå ζ0 = (L0 + I)−1G è ζ̃0 = POζ0. Èìååì:

‖Dζε‖L2(Bε) 6 ‖D(ζε − ζ0 − εΛεSεb(D)ζ̃0)‖L2(O) + ‖Dζ0‖L2(Bε)

+ ε‖D(ΛεSεb(D)ζ̃0)‖L2((∂O)ε).
(4.30)

Ïåðâîå ñëàãàåìîå ñïðàâà îöåíèâàåòñÿ ÷åðåç C2ε
1/2‖G‖L2(O) â ñèëó òåîðåìû 3.2.

Âòîðîå ñëàãàåìîå îöåíèâàåòñÿ ÷åðåç
√
βĉε1/2‖G‖L2(O) áëàãîäàðÿ ëåììå 2.4 è

îöåíêå (2.8). Îöåíèì òðåòüå ñëàãàåìîå:

ε‖D(ΛεSεb(D)ζ̃0)‖L2((∂O)ε) 6 ‖(DΛ)εSεb(D)ζ̃0‖L2((∂O)ε) + ε‖ΛεSεDb(D)ζ̃0‖L2(R3)

6
√
β∗CΛε

1/2‖b(D)ζ̃0‖
1/2
H1(R3)

‖b(D)ζ̃0‖
1/2
L2(R3)

+ CΛε‖Db(D)ζ̃0‖L2(R3).

Ìû èñïîëüçîâàëè çäåñü ëåììó 2.5, ïðåäëîæåíèå 1.2 è îöåíêó (1.12). Ó÷èòûâàÿ
òàêæå àíàëîã îöåíêè (3.10) äëÿ ζ̃0, óáåæäàåìñÿ, ÷òî òðåòüå ñëàãàåìîå â (4.30)
íå ïðåâîñõîäèò C′′13ε

1/2‖G‖L2(O), ãäå C′′13 çàâèñèò ëèøü îò äàííûõ çàäà÷è (3.1).
Â èòîãå ïðèõîäèì ê íåðàâåíñòâó

‖Dζε‖L2(Bε) 6 (C2 +
√
βĉ+ C′′13)ε1/2‖G‖L2(O), 0 < ε 6 ε1. (4.31)
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Ñîîòíîøåíèÿ (4.28), (4.29) è (4.31) âëåêóò

|(sε − φε,G)L2(O)| 6 Č13ε‖F‖L2(O)‖G‖L2(O), ∀G ∈ L2(O;C3),

ãäå ïîñòîÿííàÿ Č13 çàâèñèò ëèøü îò äàííûõ çàäà÷è (3.1). Ñëåäîâàòåëüíî,

‖sε − φε‖L2(O) 6 Č13ε‖F‖L2(O).

Âìåñòå ñ îöåíêîé (4.20) ýòî âëå÷åò (4.26).

Çàâåðøåíèå äîêàçàòåëüñòâà òåîðåìû 3.1. Èç (3.23) è (4.26) âûòåêàåò èñêîìàÿ
îöåíêà (3.2) ñ ïîñòîÿííîé C1 = C6 + C13. �

5 Ñòàöèîíàðíàÿ ñèñòåìà Ìàêñâåëëà

5.1 Ôóíêöèîíàëüíûå êëàññû

Êàê è ïðåæäå, ïðåäïîëàãàåì, ÷òî O ⊂ R3 � îãðàíè÷åííàÿ îáëàñòü ñ ãðàíèöåé
êëàññà C1,1. Íàïîìíèì ñëåäóþùèå îïðåäåëåíèÿ; ñì. [BS1, BS2].

Îïðåäåëåíèå 5.1. Ïóñòü u ∈ L2(O;C3). Åñëè divu ∈ L2(O), òî ðàâåíñòâî
un|∂O = 0 ïî îïðåäåëåíèþ îçíà÷àåò, ÷òî

(u,∇ω)L2(O) = −(divu, ω)L2(O), ∀ω ∈ H1(O).

Îïðåäåëåíèå 5.2. Ïóñòü u ∈ L2(O;C3). Åñëè rotu ∈ L2(O;C3), òî ðàâåí-

ñòâî uτ |∂O = 0 ïî îïðåäåëåíèþ îçíà÷àåò, ÷òî

(u, rot z)L2(O) = (rotu, z)L2(O), ∀z ∈ L2(O;C3) : rot z ∈ L2(O;C3).

Ïóñòü ìàòðèöà µ0 è ìàòðèöà-ôóíêöèÿ η(x) óäîâëåòâîðÿþò óñëîâèÿì ïóíê-
òà 1.3. Ïîìèìî îáû÷íîãî ïðîñòðàíñòâà L2(O;C3) íàì ïîíàäîáÿòñÿ âåñîâûå ïðî-
ñòðàíñòâà L2 âåêòîð-ôóíêöèé: ïðîñòðàíñòâî L2(O; (ηε)−1) = L2(O;C3; (ηε)−1)
ñî ñêàëÿðíûì ïðîèçâåäåíèåì

(f1, f2)L2(O;(ηε)−1) =

∫
O

〈(ηε(x))−1f1(x), f2(x)〉 dx

è àíàëîãè÷íîå ïðîñòðàíñòâî L2(O;µ−1
0 ) = L2(O;C3;µ−1

0 ) ñî ñêàëÿðíûì ïðîèç-
âåäåíèåì

(f1, f2)L2(O;µ−1
0 ) =

∫
O

〈µ−1
0 f1(x), f2(x)〉 dx.

35



Ââåäåì äâà ïîäïðîñòðàíñòâà ñîëåíîèäàëüíûõ âåêòîð-ôóíêöèé â L2:

J(O) :=
{
u ∈ L2(O;C3) :

∫
O
〈u,∇ω〉 dx = 0, ∀ω ∈ H1

0 (O)
}
, (5.1)

J0(O) :=
{
u ∈ L2(O;C3) :

∫
O
〈u,∇ω〉 dx = 0, ∀ω ∈ H1(O)

}
. (5.2)

Ïîäïðîñòðàíñòâî (5.1) ñîñòîèò èç âñåõ ôóíêöèé u ∈ L2(O;C3), äëÿ êîòîðûõ
divu = 0 â ñìûñëå ðàñïðåäåëåíèé. Ïîäïðîñòðàíñòâî (5.2) îáðàçóþò ôóíêöèè
u ∈ L2(O;C3) òàêèå, ÷òî divu = 0 è un|∂O = 0 (â ñìûñëå îïðåäåëåíèÿ 5.1).

5.2 Ïîñòàíîâêà çàäà÷è

Ìû èçó÷àåì ýëåêòðîìàãíèòíûé ðåçîíàòîð, çàïîëíÿþùèé îáëàñòü O. Ñ÷èòàåì,
÷òî ìàãíèòíàÿ ïðîíèöàåìîñòü çàäàåòñÿ ïîñòîÿííîé ìàòðèöåé µ0, à äèýëåêòðè-
÷åñêàÿ ïðîíèöàåìîñòü � ìàòðèöåé ηε(x) = η(ε−1x). Íàïðÿæåííîñòè ýëåêòðè-
÷åñêîãî è ìàãíèòíîãî ïîëåé îáîçíà÷àþòñÿ ÷åðåç uε(x) è vε(x) ñîîòâåòñòâåííî.
Âåêòîðû ýëåêòðè÷åñêîé è ìàãíèòíîé èíäóêöèé ñâÿçàíû ñ ïîëÿìè uε, vε ñîîò-
íîøåíèÿìè wε(x) = ηε(x)uε(x), zε(x) = µ0vε(x).

Îïåðàòîð Mε, çàïèñàííûé â òåðìèíàõ èíäóêöèé, äåéñòâóåò â ïðîñòðàí-
ñòâå J(O)⊕J0(O), ðàññìàòðèâàåìîì êàê ïîäïðîñòðàíñòâî â L2(O;C3; (ηε)−1)⊕
L2(O;C3;µ−1

0 ), è çàäàåòñÿ âûðàæåíèåì

Mε =

(
0 irotµ−1

0

−irot (ηε)−1 0

)
(5.3)

íà îáëàñòè îïðåäåëåíèÿ

DomMε ={(w, z) ∈ J(O)⊕ J0(O) : rot (ηε)−1w ∈ L2(O;C3),

rotµ−1
0 z ∈ L2(O;C3), ((ηε)−1w)τ |∂O = 0}.

(5.4)

Çäåñü êðàåâîå óñëîâèå äëÿ w ïîíèìàåòñÿ â ñìûñëå îïðåäåëåíèÿ 5.2.
Îïåðàòîð Mε ñàìîñîïðÿæåí; ñì. [BS1, BS2]. Òî÷êà λ = i ÿâëÿåòñÿ ðåãó-

ëÿðíîé òî÷êîé îïåðàòîðà Mε. Íàøà öåëü � èçó÷èòü ïîâåäåíèå ðåçîëüâåíòû
(Mε− iI)−1. Èíûìè ñëîâàìè, íàñ èíòåðåñóåò ïîâåäåíèå ðåøåíèé (wε, zε) óðàâ-
íåíèÿ

(Mε − iI)

(
wε

zε

)
=

(
q
r

)
, q ∈ J(O), r ∈ J0(O), (5.5)

à òàêæå ïîâåäåíèå ïîëåé uε = (ηε)−1wε è vε = µ−1
0 zε. Â ïîäðîáíîé çàïèñè
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ñèñòåìà Ìàêñâåëëà (5.5) èìååò âèä
irotµ−1

0 zε − iwε = q,
−irot (ηε)−1wε − izε = r,

divwε = 0, div zε = 0,
((ηε)−1wε)τ |∂O = 0, (zε)n|∂O = 0.

(5.6)

Ïóñòü η0 � ýôôåêòèâíàÿ ìàòðèöà, îïðåäåëåííàÿ â (1.16), (1.17). ÏóñòüM0

� ýôôåêòèâíûé îïåðàòîð Ìàêñâåëëà ñ êîýôôèöèåíòàìè η0 è µ0 (îïðåäåëåí-
íûé àíàëîãè÷íî (5.3) è (5.4)). Ðàññìîòðèì óñðåäíåííîå óðàâíåíèå

(M0 − iI)

(
w0

z0

)
=

(
q
r

)
, (5.7)

è îïðåäåëèì ïîëÿ u0 = (η0)−1w0 è v0 = µ−1
0 z0. Â ïîäðîáíîé çàïèñè (5.7) èìååò

âèä 
irotµ−1

0 z0 − iw0 = q,
−irot (η0)−1w0 − iz0 = r,

divw0 = 0, div z0 = 0,
((η0)−1w0)τ |∂O = 0, (z0)n|∂O = 0.

(5.8)

Êëàññè÷åñêèå ðåçóëüòàòû (ñì. [BeLPap, BaPa, Sa, ZhKO]) ïîêàçûâàþò, ÷òî
ïðè ε→ 0 èìååò ìåñòî ñëàáàÿ ñõîäèìîñòü â L2(O;C3) ïîëåé uε, wε, vε, zε ê
ñîîòâåòñòâóþùèì óñðåäíåííûì ïîëÿì u0, w0, v0, z0.

5.3 Ñëó÷àé q = 0. Ðåäóêöèÿ çàäà÷è ê ìîäåëüíîìó óðàâíåíèþ

âòîðîãî ïîðÿäêà

Ïðè q = 0 ñèñòåìà (5.6) ïðèíèìàåò âèä
wε = rotµ−1

0 zε,
rot (ηε)−1wε + zε = ir,
divwε = 0, div zε = 0,

((ηε)−1wε)τ |∂O = 0, (zε)n|∂O = 0.

(5.9)

Èç (5.9) ñëåäóåò, ÷òî zε ÿâëÿåòñÿ ðåøåíèåì çàäà÷è{
rot (ηε)−1rotµ−1

0 zε + zε = ir, div zε = 0,

(zε)n|∂O = 0, ((ηε)−1rotµ−1
0 zε)τ |∂O = 0.

Òîãäà ôóíêöèÿ ϕε := µ
−1/2
0 zε ÿâëÿåòñÿ ðåøåíèåì çàäà÷è{

µ
−1/2
0 rot (ηε)−1rotµ

−1/2
0 ϕε +ϕε = iµ

−1/2
0 r, divµ

1/2
0 ϕε = 0,

(µ
1/2
0 ϕε)n|∂O = 0, ((ηε)−1rotµ

−1/2
0 ϕε)τ |∂O = 0.

(5.10)
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Î÷åâèäíî, ðåøåíèå çàäà÷è (5.10) îäíîâðåìåííî ÿâëÿåòñÿ è ðåøåíèåì çàäà÷è{
µ
−1/2
0 rot (ηε)−1rotµ

−1/2
0 ϕε − µ

1/2
0 ∇divµ

1/2
0 ϕε +ϕε = iµ

−1/2
0 r,

(µ
1/2
0 ϕε)n|∂O = 0, ((ηε)−1rotµ

−1/2
0 ϕε)τ |∂O = 0.

(5.11)

(Îòìåòèì, ÷òî óðàâíåíèå divµ
1/2
0 ϕε = 0 îêàæåòñÿ âûïîëíåííûì àâòîìàòè÷å-

ñêè çà ñ÷åò óñëîâèÿ r ∈ J0(O;C3).) Çàäà÷à (5.11) ñîâïàäàåò ñ (2.4) ïðè ν = 1 è

F = iµ
−1/2
0 r.

Ïóñòü Lε � îïåðàòîð, ââåäåííûé â ïóíêòå 2.1, ñ êîýôôèöèåíòàìè µ0, η
ε è

ν = 1. Ìû óáåäèëèñü, ÷òî ðåøåíèå ϕε çàäà÷è (5.10) ìîæíî çàïèñàòü â âèäå

ϕε = i(Lε + I)−1(µ
−1/2
0 r).

Àíàëîãè÷íûì îáðàçîì, ïðè q = 0 ýôôåêòèâíàÿ ñèñòåìà (5.8) çàïèøåòñÿ â
âèäå 

w0 = rotµ−1
0 z0,

rot (η0)−1w0 + z0 = ir,
divw0 = 0, div z0 = 0,

((η0)−1w0)τ |∂O = 0, (z0)n|∂O = 0.

(5.12)

Òîãäà z0 ÿâëÿåòñÿ ðåøåíèåì çàäà÷è{
rot (η0)−1rotµ−1

0 z0 + z0 = ir, div z0 = 0,

(z0)n|∂O = 0, ((η0)−1rotµ−1
0 z0)τ |∂O = 0.

Ñëåäîâàòåëüíî, ôóíêöèÿ ϕ0 := µ
−1/2
0 z0 ÿâëÿåòñÿ ðåøåíèåì çàäà÷è{

µ
−1/2
0 rot (η0)−1rotµ

−1/2
0 ϕ0 +ϕ0 = iµ

−1/2
0 r, divµ

1/2
0 ϕ0 = 0,

(µ
1/2
0 ϕ0)n|∂O = 0, ((η0)−1rotµ

−1/2
0 ϕ0)τ |∂O = 0.

(5.13)

ßñíî, ÷òî ðåøåíèå çàäà÷è (5.13) îäíîâðåìåííî ÿâëÿåòñÿ è ðåøåíèåì çàäà÷è{
µ
−1/2
0 rot (η0)−1rotµ

−1/2
0 ϕ0 − µ

1/2
0 ∇divµ

1/2
0 ϕ0 +ϕ0 = iµ

−1/2
0 r,

(µ
1/2
0 ϕ0)n|∂O = 0, ((η0)−1rotµ

−1/2
0 ϕ0)τ |∂O = 0.

(5.14)

(Óðàâíåíèå divµ
1/2
0 ϕ0 = 0 âûïîëíåíî àâòîìàòè÷åñêè çà ñ÷åò óñëîâèÿ r ∈

J0(O;C3).) Çàäà÷à (5.14) ñîâïàäàåò ñ (2.9) ïðè ν = 1 è F = iµ
−1/2
0 r.

Ïóñòü L0 � ýôôåêòèâíûé îïåðàòîð, îïðåäåëåííûé â ïóíêòå 2.2, ñ êîýô-
ôèöèåíòàìè µ0, η

0 è ν = 1. Òîãäà ðåøåíèå ϕ0 çàäà÷è (5.13) çàïèøåòñÿ â âèäå

ϕ0 = i(L0 + I)−1(µ
−1/2
0 r).
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5.4 Ðåçóëüòàòû äëÿ ñèñòåìû Ìàêñâåëëà

Ïðèìåíÿÿ òåîðåìó 3.1 è èñïîëüçóÿ ñîîòíîøåíèÿ zε = µ
1/2
0 ϕε, vε = µ

−1/2
0 ϕε,

z0 = µ
1/2
0 ϕ0, v0 = µ

−1/2
0 ϕ0, F = iµ

−1/2
0 r, ïðè 0 < ε 6 ε1 ïîëó÷àåì îöåíêè

‖zε − z0‖L2(O) 6 |µ0|1/2‖ϕε −ϕ0‖L2(O) 6 C1|µ0|1/2|µ−1
0 |

1/2ε‖r‖L2(O), (5.15)

‖vε − v0‖L2(O) 6 |µ−1
0 |

1/2‖ϕε −ϕ0‖L2(O) 6 C1|µ−1
0 |ε‖r‖L2(O). (5.16)

Ïðèìåíèì òåïåðü òåîðåìó 3.2. Ïîñêîëüêó ïðè ν = 1 ðåøåíèå óðàâíåíèÿ
(1.23) ðàâíî íóëþ: ρ(x) = 0, òî ôóíêöèÿ (3.6) ïðèíèìàåò âèä

ψε = ϕ0 + εµ
−1/2
0 ΨεSεrotµ

−1/2
0 ϕ̃0.

Îáîçíà÷èì w̃0 = rotµ
−1/2
0 ϕ̃0. ßñíî, ÷òî w̃0 ÿâëÿåòñÿ ïðîäîëæåíèåì ôóíêöèè

w0 = rotµ
−1/2
0 ϕ0. Èç (3.7) ñëåäóåò, ÷òî ïðè 0 < ε 6 ε1 ñïðàâåäëèâû îöåíêè

‖zε − z0 − εΨεSεw̃0‖H1(O) 6 C2|µ0|1/2|µ−1
0 |

1/2ε1/2‖r‖L2(O), (5.17)

‖vε − v0 − εµ−1
0 ΨεSεw̃0‖H1(O) 6 C2|µ−1

0 |ε
1/2‖r‖L2(O). (5.18)

Äàëåå, â ñèëó ïåðâîãî óðàâíåíèÿ â (5.9) èìååì: wε = rotµ
−1/2
0 ϕε, à

òîãäà uε = (ηε)−1rotµ
−1/2
0 ϕε. Àíàëîãè÷íî, w0 = rotµ

−1/2
0 ϕ0 è u0 =

(η0)−1rotµ
−1/2
0 ϕ0. Ïðèìåíÿÿ òåîðåìó 3.3, óáåæäàåìñÿ, ÷òî ïðè 0 < ε 6 ε1

ñïðàâåäëèâà îöåíêà

‖uε − u0 − Σεw0‖L2(O) 6 C3|µ−1
0 |

1/2ε1/2‖r‖L2(O). (5.19)

Âñïîìèíàÿ, ÷òî Σ(x) � ìàòðèöà ñî ñòîëáöàìè ∇Φj , j = 1, 2, 3, ãäå Φj(x) �
Γ-ïåðèîäè÷åñêîå ðåøåíèå çàäà÷è (1.31), ïðåäñòàâèì ýòó ìàòðèöó â âèäå Σ(x) =
Ξ(x)(η0)−1, ãäå Ξ(x) � ìàòðèöà ñî ñòîëáöàìè ∇Yj(x), j = 1, 2, 3, à Yj(x) �
Γ-ïåðèîäè÷åñêîå ðåøåíèå çàäà÷è

div η(x)(∇Yj(x) + ẽj) = 0,

∫
Ω

Yj(x) dx = 0. (5.20)

Ó÷èòûâàÿ, ÷òî (η0)−1w0 = u0, ïåðåïèøåì (5.19) â âèäå

‖uε − u0 − Ξεu0‖L2(O) 6 C3|µ−1
0 |

1/2ε1/2‖r‖L2(O). (5.21)

Ñ ó÷åòîì ñîîòíîøåíèé wε = ηεuε, w0 = η0u0 èç (5.21) âûâîäèì

‖wε −w0 −Υεw0‖L2(O) 6 C3|µ−1
0 |

1/2‖η‖L∞ε1/2‖r‖L2(O), (5.22)

ãäå Υ(x) = η̃(x)(η0)−1 − 1, η̃(x) := η(x)(Ξ(x) + 1).
Ñîîòíîøåíèÿ (5.15)�(5.18), (5.21) è (5.22) âëåêóò ñëåäóþùèé èòîãîâûé ðå-

çóëüòàò îá óñðåäíåíèè ðåøåíèé ñèñòåìû Ìàêñâåëëà â ñëó÷àå q = 0.
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Òåîðåìà 5.3. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî O ⊂ R3 � îãðàíè÷åííàÿ îáëàñòü ñ ãðàíè-

öåé êëàññà C1,1. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî µ0 � ïîëîæèòåëüíàÿ ìàòðèöà ñ âåùå-

ñòâåííûìè ýëåìåíòàìè, à η(x) � Γ-ïåðèîäè÷åñêàÿ ìàòðèöà-ôóíêöèÿ ñ âåùå-
ñòâåííûìè ýëåìåíòàìè òàêàÿ, ÷òî η(x) > 0 è η, η−1 ∈ L∞. Ïóñòü (wε, zε) �
ðåøåíèå ñèñòåìû (5.9) ïðè r ∈ J0(O;C3). Ïóñòü uε = (ηε)−1wε è vε = µ−1

0 zε.
Ïóñòü (w0, z0) � ðåøåíèå óñðåäíåííîé ñèñòåìû (5.12), â êîòîðîé ýôôåêòèâ-

íàÿ ìàòðèöà η0 îïðåäåëåíà ñîãëàñíî (1.16) è (1.17). Ïóñòü u0 = (η0)−1w0 è

v0 = µ−1
0 z0. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ÷èñëî ε1 ïîä÷èíåíî óñëîâèþ 2.3. Òîãäà ñïðà-

âåäëèâî ñëåäóþùåå.

1) Ïðè ε → 0 ïîëÿ vε, zε ñõîäÿòñÿ ê v0, z0 ñîîòâåòñòâåííî ïî íîðìå â

L2(O;C3). Áîëåå òîãî, ïðè 0 < ε 6 ε1 âûïîëíåíû îöåíêè

‖vε − v0‖L2(O) 6 C1ε‖r‖L2(O),

‖zε − z0‖L2(O) 6 C2ε‖r‖L2(O).

2) Ïóñòü Sε � ñãëàæèâàþùèé îïåðàòîð ïî Ñòåêëîâó, îïðåäåëåííûé â (1.1).
Ïóñòü Ψ(x) � ìàòðèöà ñî ñòîëáöàìè rotpj(x), j = 1, 2, 3, ãäå pj �

Γ-ïåðèîäè÷åñêîå ðåøåíèå çàäà÷è (1.22). Ïóñòü w̃0(x) � ïîñòðîåííîå âûøå

ïðîäîëæåíèå ôóíêöèè w0(x) íà R3. Òîãäà ïðè 0 < ε 6 ε1 äëÿ ïîëåé vε, zε
ñïðàâåäëèâû àïïðîêñèìàöèè ïî íîðìå â ïðîñòðàíñòâå H1(O;C3) ñ îöåíêàìè
ïîãðåøíîñòåé:

‖vε − v0 − εµ−1
0 ΨεSεw̃0‖H1(O) 6 C3ε

1/2‖r‖L2(O), (5.23)

‖zε − z0 − εΨεSεw̃0‖L2(O) 6 C4ε
1/2‖r‖L2(O). (5.24)

3) Ïóñòü Ξ(x) � ìàòðèöà ñî ñòîëáöàìè ∇Yj(x), j = 1, 2, 3, ãäå Yj �

Γ-ïåðèîäè÷åñêîå ðåøåíèå çàäà÷è (5.20). Ïóñòü η̃(x) := η(x)(Ξ(x)+1), Υ(x) :=
η̃(x)(η0)−1 − 1. Òîãäà ïðè 0 < ε 6 ε1 äëÿ ïîëåé uε, wε ñïðàâåäëèâû àïïðîêñè-

ìàöèè ïî íîðìå â ïðîñòðàíñòâå L2(O;C3) ñ îöåíêàìè ïîãðåøíîñòåé:

‖uε − u0 − Ξεu0‖L2(O) 6 C5ε
1/2‖r‖L2(O), (5.25)

‖wε −w0 −Υεw0‖L2(O) 6 C6ε
1/2‖r‖L2(O). (5.26)

Ïîñòîÿííûå C1, C2, C3, C4, C5, C6 çàâèñÿò ëèøü îò |µ0|, |µ−1
0 |, ‖η‖L∞ ,

‖η−1‖L∞ , îò ïàðàìåòðîâ ðåøåòêè Γ è îò îáëàñòè O.

Çàìå÷àíèå 5.4. 1) Ìû âèäèì, ÷òî ñèììåòðèè â ðåçóëüòàòàõ äëÿ ìàãíèò-

íûõ ïîëåé vε, zε è ýëåêòðè÷åñêèõ ïîëåé uε, wε íåò. Ìàãíèòíûå ïîëÿ ñõî-

äÿòñÿ ïî íîðìå â L2, ïðè÷åì ïîãðåøíîñòü èìååò òî÷íûé ïîðÿäîê O(ε), è
äîïóñêàþò àïïðîêñèìàöèè ïî íîðìå â H1 ñ ïîãðåøíîñòÿìè ïîðÿäêà O(

√
ε).
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Ýëåêòðè÷åñêèå ïîëÿ óäàåòñÿ ëèøü àïïðîêñèìèðîâàòü ïî íîðìå â L2 ñ ïî-

ãðåøíîñòÿìè ïîðÿäêà O(
√
ε). Ýòî îáúÿñíÿåòñÿ îòñóòñòâèåì ñèììåòðèè â

ñàìîé ïîñòàíîâêå çàäà÷è: ìû ïðåäïîëîæèëè, ÷òî q = 0 â ïðàâîé ÷àñòè ñè-

ñòåìû (5.5). Ïî ýòîé ïðè÷èíå ïîëå zε îêàçàëîñü ðåøåíèåì âñïîìîãàòåëüíîãî

óðàâíåíèÿ âòîðîãî ïîðÿäêà, à ïîëå wε âûðàçèëîñü ÷åðåç ïðîèçâîäíûå ýòîãî

ðåøåíèÿ.

2) Îòìåòèì, ÷òî ñðåäíèå çíà÷åíèÿ ïåðèîäè÷åñêèõ ìàòðèö-ôóíêöèé Ξ(x)
è Υ(x) ðàâíû íóëþ, à ïîòîìó â ñèëó ñâîéñòâà ñðåäíåãî çíà÷åíèÿ ñëàáûé

L2-ïðåäåë ïîïðàâîê Ξεu0 è Υεw0 ðàâåí íóëþ. Òîãäà èç (5.25), (5.26) âûòå-
êàåò, ÷òî ïîëÿ uε è wε ñëàáî ñõîäÿòñÿ â L2 ê u0 è w0 ñîîòâåòñòâåííî, ÷òî

ñîãëàñóåòñÿ ñ êëàññè÷åñêèìè ðåçóëüòàòàìè. Ïîïðàâêè Ξεu0 è Υεw0 ìîæíî

èíòåðïðåòèðîâàòü êàê êîððåêòîðû íóëåâîãî ïîðÿäêà.

3) Àíàëîãè÷íûì îáðàçîì, ñëàáûé H1-ïðåäåë ïîïðàâîê εµ−1
0 ΨεSεw̃0 è

εΨεSεw̃0 èç (5.23), (5.24) ðàâåí íóëþ. Ñëåäîâàòåëüíî, ïîëÿ vε è zε ñëàáî ñõî-
äÿòñÿ â H1 ê v0 è z0 ñîîòâåòñòâåííî.

Âûäåëèì òåïåðü ñïåöèàëüíûå ñëó÷àè. Ñ ïîìîùüþ ïðåäëîæåíèÿ 1.3 è çà-
ìå÷àíèÿ 1.4 èç òåîðåìû 5.3 âûâîäèì ñëåäóþùåå óòâåðæäåíèå.

Ïðåäëîæåíèå 5.5. 1) Ïóñòü η0 = η, ò. å. ñòîëáöû ìàòðèöû η(x) ñîëåíîè-
äàëüíû. Òîãäà ïðè 0 < ε 6 ε1 ñïðàâåäëèâà îöåíêà

‖uε − u0‖L2(O) 6 C5ε
1/2‖r‖L2(O).

2) Ïóñòü η0 = η, ò. å. ñòîëáöû ìàòðèöû η(x)−1 ïîòåíöèàëüíû. Òîãäà ïðè

0 < ε 6 ε1 âûïîëíåíû îöåíêè

‖vε − v0‖H1(O) 6 C3ε
1/2‖r‖L2(O),

‖zε − z0‖H1(O) 6 C4ε
1/2‖r‖L2(O).
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