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0.1 Ïîñòàíîâêà çàäà÷è

Ïóñòü Γ ⊂ Rd � ðåøåòêà è Ω � ýëåìåíòàðíàÿ ÿ÷åéêà ðåøåòêè Γ. Äëÿ Γ-
ïåðèîäè÷åñêèõ ôóíêöèé â Rd áóäåì ïîëüçîâàòüñÿ îáîçíà÷åíèÿìè ψε(x) :=
ψ(x/ε), ãäå ε > 0, è ψ := |Ω|−1

∫
Ω ψ(x) dx.

Ïóñòü O ⊂ Rd � îãðàíè÷åííàÿ îáëàñòü ñ ãðàíèöåé êëàññà C1,1. Â ïðî-
ñòðàíñòâå L2(O;Cn) ìû èçó÷àåì ñàìîñîïðÿæåííûé ìàòðè÷íûé ñèëüíî ýë-
ëèïòè÷åñêèé ÄÎ âòîðîãî ïîðÿäêà BD,ε, 0 < ε 6 1, ïðè óñëîâèè Äèðèõëå íà
ãðàíèöå. Ñòàðøàÿ ÷àñòü îïåðàòîðà BD,ε çàäàåòñÿ â ôàêòîðèçîâàííîé ôîð-
ìå Aε = b(D)∗gε(x)b(D), ãäå b(D) � ìàòðè÷íûé îäíîðîäíûé ÄÎ ïåðâîãî
ïîðÿäêà, g(x) � Γ-ïåðèîäè÷åñêàÿ ìàòðèöà-ôóíêöèÿ â Rd, îãðàíè÷åííàÿ è
ïîëîæèòåëüíî îïðåäåëåííàÿ. (Òî÷íûå óñëîâèÿ íà b(D) è g(x) ïðèâåäåíû
íèæå â ï. 1.3.) Îïåðàòîð BD,ε çàäàí äèôôåðåíöèàëüíûì âûðàæåíèåì

Bε = b(D)∗gε(x)b(D) +

d∑
j=1

(
aεj(x)Dj +Dja

ε
j(x)∗

)
+Qε(x) + λQε0(x) (0.1)

ïðè óñëîâèè Äèðèõëå íà ∂O. Çäåñü aj(x), j = 1, . . . , d, è Q(x) �
Γ-ïåðèîäè÷åñêèå ìàòðèöû-ôóíêöèè, âîîáùå ãîâîðÿ, íåîãðàíè÷åííûå; Γ-
ïåðèîäè÷åñêàÿ ìàòðèöà-ôóíêöèÿ Q0(x) òàêîâà, ÷òî Q0(x) > 0 è Q0, Q

−1
0 ∈

L∞. Ïîñòîÿííàÿ λ âûáðàíà òàê, ÷òîáû îïåðàòîð BD,ε áûë ïîëîæèòåëüíî
îïðåäåëåí. (Òî÷íûå óñëîâèÿ íà êîýôôèöèåíòû ñì. íèæå â ï. 1.4.) Ñòðîãîå
îïðåäåëåíèå îïåðàòîðà BD,ε äàåòñÿ ÷åðåç ñîîòâåòñòâóþùóþ êâàäðàòè÷íóþ
ôîðìó, çàäàííóþ íà êëàññå Ñîáîëåâà H1

0 (O;Cn).
Êîýôôèöèåíòû îïåðàòîðà (0.1) áûñòðî îñöèëëèðóþò ïðè ìàëîì ε. Íàñ

èíòåðåñóåò ïîâåäåíèå â ïðåäåëå ìàëîãî ïåðèîäà ðåøåíèÿ ïåðâîé íà÷àëüíî-
êðàåâîé çàäà÷è:{

Qε0(x)∂tuε(x, t) = −Bεuε(x, t), x ∈ O, t > 0;

uε(x, t) = 0, x ∈ ∂O, t > 0; Qε0(x)uε(x, 0) = ϕ(x), x ∈ O.
(0.2)

Çäåñü ϕ ∈ L2(O;Cn).

0.2 Îñíîâíûå ðåçóëüòàòû

Îêàçûâàåòñÿ, ÷òî ïðè ε→ 0 ðåøåíèå uε(·, t) ñõîäèòñÿ â L2(O;Cn) ê ðåøå-
íèþ u0(·, t) ýôôåêòèâíîé çàäà÷è ñ ïîñòîÿííûìè êîýôôèöèåíòàìè:{

Q0∂tu0(x, t) = −B0u0(x, t), x ∈ O, t > 0;

u0(x, t) = 0, x ∈ ∂O, t > 0; Q0u0(x, 0) = ϕ(x), x ∈ O.
(0.3)
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Çäåñü B0 � äèôôåðåíöèàëüíîå âûðàæåíèå äëÿ ýôôåêòèâíîãî îïåðàòîðà
B0
D. Íàø ïåðâûé îñíîâíîé ðåçóëüòàò � îöåíêà

‖uε(·, t)− u0(·, t)‖L2(O) 6 Cε(t+ ε2)−1/2e−ct‖ϕ‖L2(O), t > 0, (0.4)

ñïðàâåäëèâàÿ ïðè äîñòàòî÷íî ìàëîì ε. Ïðè ôèêñèðîâàííîì çíà÷åíèè âðå-
ìåíè t > 0 ýòà îöåíêà èìååò òî÷íûé ïîðÿäîê O(ε). Òàêæå äëÿ ðåøåíèÿ
uε(·, t) ïðè äîñòàòî÷íî ìàëîì ε íàéäåíà àïïðîêñèìàöèÿ ïî ýíåðãåòè÷åñêîé
íîðìå. Ýòî � íàø âòîðîé îñíîâíîé ðåçóëüòàò:

‖uε(·, t)− vε(·, t)‖H1(O) 6 C(ε1/2t−3/4 + εt−1)e−ct‖ϕ‖L2(O), t > 0. (0.5)

Çäåñü vε(·, t) = u0(·, t) + εKD(t; ε)ϕ(·) � ïåðâîå ïðèáëèæåíèå ê ðåøåíèþ
uε(·, t), îïåðàòîð KD(t; ε) � êîððåêòîð. Îí ñîäåðæèò áûñòðî îñöèëëèðóþ-
ùèå ìíîæèòåëè è ïîòîìó çàâèñèò îò ε. Ïðè ýòîì ‖εKD(t; ε)‖L2→H1 = O(1).
Ïðè ôèêñèðîâàííîì t îöåíêà (0.5) èìååò ïîðÿäîê O(ε1/2) èç-çà âëèÿíèÿ
ïîãðàíè÷íîãî ñëîÿ. Î íàëè÷èè ïîãðàíñëîÿ ñâèäåòåëüñòâóåò òîò ôàêò, ÷òî â
ñòðîãî âíóòðåííåé ïîäîáëàñòè O′ ⊂ O ïîðÿäîê H1-îöåíêè ìîæíî óñèëèòü
äî O(ε):

‖uε(·, t)− vε(·, t)‖H1(O′) 6 Cε(t−1/2δ−1 + t−1)e−ct‖ϕ‖L2(O), t > 0.

Çäåñü δ = dist {O′; ∂O}.
Â îáùåì ñëó÷àå êîððåêòîð ñîäåðæèò ñãëàæèâàþùèé îïåðàòîð. Ìû âû-

äåëÿåì óñëîâèÿ, ïðè êîòîðûõ ìîæíî èñïîëüçîâàòü áîëåå ïðîñòîé êîððåê-
òîð áåç ñãëàæèâàþùåãî îïåðàòîðà. Ïîìèìî îöåíêè (0.5) ìû ïîëó÷àåì àï-
ïðîêñèìàöèþ ïîòîêà gεb(D)uε(·, t) ïî L2-íîðìå.

Ïîñòîÿííûå â îöåíêàõ (0.4) è (0.5) êîíòðîëèðóþòñÿ ÿâíî ÷åðåç èñõîä-
íûå äàííûå è íå çàâèñÿò îò ϕ. Ïîýòîìó íåðàâåíñòâà (0.4) è (0.5) äîïóñêàþò
çàïèñü â îïåðàòîðíûõ òåðìèíàõ � â âèäå îöåíîê â ðàâíîìåðíîé îïåðàòîð-
íîé òîïîëîãèè. Âûïèøåì ýòè ðåçóëüòàòû â áîëåå ïðîñòîì ñëó÷àå, êîãäà
Q0(x) = 1n:

‖e−BD,εt − e−B0
Dt‖L2(O)→L2(O) 6 Cε(t+ ε2)−1/2e−ct, t > 0,

‖e−BD,εt − e−B0
Dt − εKD(t; ε)‖L2(O)→H1(O) 6 C(ε1/2t−3/4 + εt−1)e−ct, t > 0.

Ðåçóëüòàòû òàêîãî òèïà íàçûâàþò îïåðàòîðíûìè îöåíêàìè ïîãðåøíîñòè

â òåîðèè óñðåäíåíèÿ.

0.3 Îïåðàòîðíûå îöåíêè ïîãðåøíîñòè. Îáçîð

Â íàñòîÿùåå âðåìÿ ïîëó÷åíèå îïåðàòîðíûõ îöåíîê ïîãðåøíîñòè � àêòèâ-
íî ðàçâèâàþùàÿñÿ îáëàñòü òåîðèè óñðåäíåíèÿ. Èíòåðåñ ê ýòîé òåìàòèêå
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âîçíèê â ñâÿçè ñ ðàáîòàìè Ì. Ø. Áèðìàíà è Ò. À. Ñóñëèíîé [BSu1, BSu2],
â êîòîðûõ èçó÷àëñÿ îïåðàòîð Aε âèäà b(D)∗gε(x)b(D), äåéñòâóþùèé â
L2(Rd;Cn). Ñ ïîìîùüþ ñïåêòðàëüíîãî ïîäõîäà áûëà óñòàíîâëåíà îöåíêà

‖(Aε + I)−1 − (A0 + I)−1‖L2(Rd)→L2(Rd) 6 Cε. (0.6)

Çäåñü A0 = b(D)∗g0b(D) � ýôôåêòèâíûé îïåðàòîð, g0 � ïîñòîÿííàÿ ýô-
ôåêòèâíàÿ ìàòðèöà. Àïïðîêñèìàöèÿ îïåðàòîðà (Aε + I)−1 ïî (L2 → H1)-
íîðìå ïîëó÷åíà â [BSu4]:

‖(Aε + I)−1 − (A0 + I)−1 − εK(ε)‖L2(Rd)→H1(Rd) 6 Cε. (0.7)

Âïîñëåäñòâèè îöåíêè (0.6) è (0.7) áûëè ïåðåíåñåíû Ò. À. Ñóñëèíîé [Su4]
íà áîëåå îáùèé îïåðàòîð Bε âèäà (0.1), äåéñòâóþùèé â L2(Rd;Cn) è âêëþ-
÷àþùèé ìëàäøèå ÷ëåíû. Îòìåòèì òàêæå ðàáîòó Ä. È. Áîðèñîâà [Bo], ãäå
áûëî íàéäåíî âûðàæåíèå äëÿ ýôôåêòèâíîãî îïåðàòîðà B0 è ïîëó÷åíû àï-
ïðîêñèìàöèè ðåçîëüâåíòû ñ îöåíêàìè ïîãðåøíîñòè âèäà (0.6), (0.7). Ïðè
ýòîì ïðåäïîëàãàëîñü, ÷òî êîýôôèöèåíòû îïåðàòîðà çàâèñÿò íå òîëüêî îò
áûñòðîé, íî è îò ìåäëåííîé ïåðåìåííîé. Îäíàêî â [Bo] êîýôôèöèåíòû
îïåðàòîðà Bε ïðåäïîëàãàëèñü äîñòàòî÷íî ãëàäêèìè.

Ê ïàðàáîëè÷åñêèì ñèñòåìàì ñïåêòðàëüíûé ìåòîä ïðèìåíÿëñÿ â ðàáî-
òàõ Ò. À. Ñóñëèíîé [Su1, Su2], ãäå áûë íàéäåí ñòàðøèé ÷ëåí àïïðîêñèìà-
öèè, è [Su3], ãäå óñòàíîâëåíà îöåíêà ïðè ó÷åòå êîððåêòîðà:

‖e−Aεt − e−A0t‖L2(Rd)→L2(Rd) 6 Cε(t+ ε2)−1/2, t > 0, (0.8)

‖e−Aεt − e−A0t − εK(t; ε)‖L2(Rd)→H1(Rd) 6 Cε(t−1/2 + t−1), t > ε2. (0.9)

Â ýòèõ îöåíêàõ íåò ýêñïîíåíöèàëüíîãî óáûâàíèÿ ïî âðåìåíè, ïîñêîëüêó
îïåðàòîðû Aε è A

0 èìåþò êðàåì ñïåêòðà òî÷êó íóëü. Ýêñïîíåíòà îò îïå-
ðàòîðà Bε âèäà (0.1) èçó÷àëàñü â ðàáîòå Þ. Ì. Ìåøêîâîé [M], ãäå óñòà-
íîâëåíû àíàëîãè íåðàâåíñòâ (0.8) è (0.9).

Äðóãîé ïîäõîä ê ïîëó÷åíèþ îïåðàòîðíûõ îöåíîê ïîãðåøíîñòè â òåîðèè
óñðåäíåíèÿ áûë ïðåäëîæåí Â. Â. Æèêîâûì [Zh2]. Â ðàáîòàõ [Zh2, ZhPas1]
áûëè ïîëó÷åíû îöåíêè âèäà (0.6), (0.7) äëÿ îïåðàòîðîâ àêóñòèêè è òåî-
ðèè óïðóãîñòè. Ìåòîä, íàçâàííûé àâòîðàìè

”
ìîäèôèöèðîâàííûì ìåòî-

äîì ïåðâîãî ïðèáëèæåíèÿ“ èëè
”
ìåòîäîì ñäâèãà“, îñíîâàí íà àíàëèçå

ïåðâîãî ïðèáëèæåíèÿ ê ðåøåíèþ è ââåäåíèè â çàäà÷ó äîïîëíèòåëüíîãî
ïàðàìåòðà. Ïîìèìî çàäà÷ â Rd â ðàáîòàõ [Zh2, ZhPas1] èçó÷àëèñü çàäà÷è
óñðåäíåíèÿ â îãðàíè÷åííîé îáëàñòè O ⊂ Rd ïðè óñëîâèè Äèðèõëå ëèáî
Íåéìàíà íà ãðàíèöå. Ê ïàðàáîëè÷åñêèì óðàâíåíèÿì ìåòîä ñäâèãà ïðè-
ìåíÿëñÿ â ðàáîòå [ZhPas2], ãäå óñòàíîâëåíû àíàëîãè îöåíîê (0.8) è (0.9).
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Äàëüíåéøèå ðåçóëüòàòû Â. Â. Æèêîâà, Ñ. Å. Ïàñòóõîâîé è èõ ó÷åíèêîâ
îòðàæåíû â íåäàâíåì îáçîðå [ZhPas3].

Îïåðàòîðíûå îöåíêè ïîãðåøíîñòè ïðè óñðåäíåíèè çàäà÷ Äèðèõëå è
Íåéìàíà äëÿ ýëëèïòè÷åñêîãî óðàâíåíèÿ âòîðîãî ïîðÿäêà (áåç ìëàäøèõ
÷ëåíîâ) â îãðàíè÷åííîé îáëàñòè èçó÷àëèñü ìíîãèìè àâòîðàìè. Ïåðâûìè,
ïî-âèäèìîìó, áûëèØ. Ìîñêîó è Ì. Âîãåëèóñ [MoV], óñòàíîâèâøèå îöåíêó,
äîïóñêàþùóþ çàïèñü â îïåðàòîðíûõ òåðìèíàõ:

‖A−1
D,ε − (A0

D)−1‖L2(O)→L2(O) 6 Cε. (0.10)

(Ñì. [MoV, ñëåäñòâèå 2.2].) Çäåñü îïåðàòîð AD,ε â L2(O), O ⊂ R2, çà-
äàí âûðàæåíèåì −div gε(x)∇ ïðè óñëîâèè Äèðèõëå íà ∂O, à ìàòðèöà-
ôóíêöèÿ g(x) ïðåäïîëàãàåòñÿ C∞-ãëàäêîé. Çàäà÷è â îãðàíè÷åííîé îá-
ëàñòè â ñëó÷àå ïðîèçâîëüíîé ðàçìåðíîñòè èçó÷àëèñü â ðàáîòàõ [Zh2] è
[ZhPas1]. Ãëàäêîñòü êîýôôèöèåíòîâ íå ïðåäïîëàãàëàñü. Äëÿ îïåðàòîðîâ
àêóñòèêè è óïðóãîñòè ïðè óñëîâèè Äèðèõëå ëèáî Íåéìàíà íà ãðàíèöå áûëà
ïîëó÷åíà (L2 → H1)-àïïðîêñèìàöèÿ ïðè ó÷åòå êîððåêòîðà ñ îöåíêîé ïî-
ãðåøíîñòè ïîðÿäêà O(

√
ε). Óõóäøåíèå ïîðÿäêà ïî ñðàâíåíèþ ñ àíàëîãè÷-

íûì ðåçóëüòàòîì â Rd îáúÿñíÿåòñÿ âëèÿíèåì ãðàíèöû îáëàñòè. Â êà÷åñòâå
ãðóáîãî ñëåäñòâèÿ áûëà óñòàíîâëåíà àïïðîêñèìàöèÿ âèäà (0.10) ñ îöåíêîé
ïîãðåøíîñòè ïîðÿäêà O(

√
ε). (Â ñëó÷àå çàäà÷è Äèðèõëå äëÿ îïåðàòîðà

àêóñòèêè (L2 → L2)-îöåíêà áûëà óëó÷øåíà â [ZhPas1], íî åå ïîðÿäîê âñå
ðàâíî íå áûë òî÷íûì.) Áëèçêèå ðåçóëüòàòû äëÿ îïåðàòîðà, çàäàííîãî âû-
ðàæåíèåì −div gε(x)∇ â îãðàíè÷åííîé îáëàñòè O ⊂ Rd ïðè óñëîâèè Äèðè-
õëå ëèáî Íåéìàíà íà ∂O, áûëè óñòàíîâëåíû â ðàáîòàõ Æ. Ãðèçî [Gr1, Gr2]
ñ ïîìîùüþ

”
unfolding“-ìåòîäà. Â [Gr2] äëÿ òîãî æå îïåðàòîðà âïåðâûå áû-

ëà ïîëó÷åíà òî÷íàÿ ïî ïîðÿäêó îöåíêà (0.10). Äëÿ ýëëèïòè÷åñêèõ ñèñòåì
ñõîäíûå ðåçóëüòàòû íåçàâèñèìî ïîëó÷åíû â [KeLiS] è [PSu, Su5]. Äàëüíåé-
øèå ïðîäâèæåíèÿ è ïîäðîáíûé îáçîð ìîæíî íàéòè â ðàáîòàõ [Su6, Su7].

Äëÿ ìàòðè÷íîãî îïåðàòîðà âèäà (0.1) ïðè óñëîâèè Äèðèõëå çàäà÷à
óñðåäíåíèÿ èçó÷àëàñü Ê. Õó [Xu1, Xu3]. Ñëó÷àþ êðàåâîãî óñëîâèÿ Íåéìà-
íà ïîñâÿùåíà ðàáîòà [Xu2]. Îäíàêî â ðàáîòàõ Ê. Õó íà îïåðàòîð íàëîæå-
íî âåñüìà æåñòêîå óñëîâèå ðàâíîìåðíîé ýëëèïòè÷íîñòè. Àïïðîêñèìàöèè
îáîáùåííîé ðåçîëüâåíòû îïåðàòîðà (0.1) ñ äâóõïàðàìåòðè÷åñêèìè îöåíêà-
ìè ïîãðåøíîñòè óñòàíîâëåíû â íåäàâíåé ðàáîòå àâòîðîâ [MSu3] (ñì. òàêæå
êðàòêîå ñîîáùåíèå [MSu4]). Ìû îñòàíîâèìñÿ íà ýòèõ ðåçóëüòàòàõ ïîäðîá-
íåå, ïîñêîëüêó îíè ÿâëÿþòñÿ äëÿ íàñ îïîðíûìè. Ïðè ζ ∈ C \ R+, |ζ| > 1,
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è äîñòàòî÷íî ìàëîì ε âûïîëíåíî

‖(BD,ε − ζQε0)−1 − (B0
D − ζQ0)−1‖L2(O)→L2(O) 6 C(φ)ε|ζ|−1/2, (0.11)

‖(BD,ε − ζQε0)−1 − (B0
D − ζQ0)−1 − εKD(ε; ζ)‖L2(O)→H1(O)

6 C(φ)
(
ε1/2|ζ|−1/4 + ε

)
.

(0.12)

Âåëè÷èíû C(φ) êîíòðîëèðóþòñÿ ÿâíî â òåðìèíàõ äàííûõ çàäà÷è è óãëà
φ = arg ζ. Îöåíêè (0.11), (0.12) ðàâíîìåðíû ïî φ â ëþáîé îáëàñòè âèäà
{ζ = |ζ|eiφ ∈ C : |ζ| > 1, φ0 6 φ 6 2π − φ0} ïðè ñêîëü óãîäíî ìàëîì φ0 > 0.
Òàêæå â [MSu3] óñòàíîâëåíû àíàëîãè îöåíîê (0.11), (0.12), ñïðàâåäëèâûå
â áîëåå øèðîêîé îáëàñòè èçìåíåíèÿ ñïåêòðàëüíîãî ïàðàìåòðà ζ.

Ïåðåéäåì ê îáñóæäåíèþ ïàðàáîëè÷åñêèõ çàäà÷ â îãðàíè÷åííîé îáëà-
ñòè. Â äâóìåðíîì ñëó÷àå íåêîòîðûå îöåíêè îïåðàòîðíîãî òèïà äëÿ ýëëèï-
òè÷åñêèõ è ïàðàáîëè÷åñêèõ óðàâíåíèé ïîëó÷åíû â [ChKonLe]. Îäíàêî â
[ChKonLe] ìàòðèöà g ïðåäïîëàãàëàñü C∞-ãëàäêîé, à íà÷àëüíûå äàííûå â
ïàðàáîëè÷åñêîì óðàâíåíèè ïðèíàäëåæàëè H2(O). Â ñëó÷àå ïðîèçâîëüíîé
ðàçìåðíîñòè è áåç ïðåäïîëîæåíèÿ ãëàäêîñòè êîýôèöèåíòîâ àïïðîêñèìà-
öèÿ ýêñïîíåíòû îò îïåðàòîðà âèäà b(D)∗gε(x)b(D) (ïðè óñëîâèÿõ Äèðèõëå
èëè Íåéìàíà) íàéäåíà â ðàáîòå àâòîðîâ [MSu1]:

‖e−AD,εt − e−A0
Dt‖L2(O)→L2(O) 6 Cε(t+ ε2)−1/2e−ct, t > 0,

‖e−AD,εt − e−A0
Dt −KD(t; ε)‖L2(O)→H1(O) 6 Cε1/2t−3/4e−ct, t > ε2.

Ìåòîä ðàáîòû [MSu1] îñíîâàí íà èñïîëüçîâàíèè òîæäåñòâà

e−AD,εt = − 1

2πi

∫
γ
e−ζt(AD,ε − ζI)−1 dζ,

ãäå γ ⊂ C � êîíòóð, îáõîäÿùèé ñïåêòð îïåðàòîðà AD,ε â ïîëîæèòåëüíîì
íàïðàâëåíèè. Ýòî òîæäåñòâî ïîçâîëÿåò âûâåñòè àïïðîêñèìàöèè îïåðàòîð-
íîé ýêñïîíåíòû e−AD,εt èç ñîîòâåòñòâóþùèõ àïïðîêñèìàöèé ðåçîëüâåíòû
(AD,ε − ζI)−1 ñ äâóõïàðàìåòðè÷åñêèìè (îòíîñèòåëüíî ε è ζ) îöåíêàìè ïî-
ãðåøíîñòè. Òðåáóåìûå àïïðîêñèìàöèè ðåçîëüâåíòû ïîëó÷åíû â [Su7].

Îïåðàòîð ñ êîýôôèöèåíòàìè, ïåðèîäè÷åñêèìè ïî ïðîñòðàíñòâåííûì
ïåðåìåííûì è ïî âðåìåíè, ðàññìàòðèâàëñÿ Æ. Ãåíãîì è Æ. Øåíîì [GeS].
Â [GeS] óñòàíîâëåíû îïåðàòîðíûå îöåíêè ïîãðåøíîñòè äëÿ ïàðàáîëè÷å-
ñêîãî óðàâíåíèÿ âèäà ∂tuε = −div g(ε−1x, ε−2t)∇uε â îãðàíè÷åííîé îáëà-
ñòè êëàññà C1,1. Íà ñëó÷àé ëèïøèöåâîé ãðàíèöû ðåçóëüòàòû Æ. Ãåíãà è
Æ. Øåíà îáîáùåíû Ê. Õó è Ø. Æîó [XuZ].
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0.4 Ìåòîä èññëåäîâàíèÿ

Ìû ðàçâèâàåì ìåòîä ðàáîòû [MSu1]. Â îñíîâå ëåæèò ñëåäóþùåå ïðåäñòàâ-
ëåíèå äëÿ ðåøåíèÿ uε ïåðâîé íà÷àëüíî-êðàåâîé çàäà÷è (0.2):

uε(·, t) = − 1

2πi

∫
γ
e−ζt(BD,ε − ζQε0)−1ϕ dζ,

ãäå γ ⊂ C � ïîäõîäÿùèé êîíòóð â êîìïëåêñíîé ïëîñêîñòè. Äëÿ ðåøåíèÿ
ýôôåêòèâíîé çàäà÷è (0.3) ñïðàâåäëèâî àíàëîãè÷íîå òîæäåñòâî. Ñëåäîâà-
òåëüíî,

uε(·, t)− u0(·, t) = − 1

2πi

∫
γ
e−ζt

(
(BD,ε − ζQε0)−1 − (B0

D − ζQ0)−1
)
ϕ dζ.

(0.13)
Îïèðàÿñü íà ðåçóëüòàòû ðàáîòû [MSu3] (îöåíêó (0.11)), ìû ïîëó÷àåì àï-
ïðîêñèìàöèþ ðåçîëüâåíòû ïðè ζ ∈ γ è èñïîëüçóåì ïðåäñòàâëåíèå (0.13).
Ýòî ïðèâîäèò ê (0.4). Ïîä÷åðêíåì, ÷òî äëÿ íàñ âàæåí õàðàêòåð çàâèñèìî-
ñòè ïðàâîé ÷àñòè â (0.11) îò ζ ïðè áîëüøèõ çíà÷åíèÿõ |ζ|. Àïïðîêñèìàöèÿ
ïðè ó÷åòå êîððåêòîðà ïîëó÷àåòñÿ íà òîì æå ïóòè.

0.5 Ñòðóêòóðà ðàáîòû

Ðàáîòà ñîñòîèò èç ïÿòè ïàðàãðàôîâ è ïðèëîæåíèÿ (�6�8). Â �1 îïèñàí
êëàññ îïåðàòîðîâ BD,ε, ââåäåí ýôôåêòèâíûé îïåðàòîð B0

D è ñôîðìóëè-
ðîâàíû ðåçóëüòàòû îá àïïðîêñèìàöèè îïåðàòîðà (BD,ε − ζQε0)−1, íóæíûå
â äàëüíåéøåì. Â �2 ïîëó÷åíû îñíîâíûå ðåçóëüòàòû ðàáîòû. Â �3 ýòè ðå-
çóëüòàòû ïðèìåíÿþòñÿ ê óñðåäíåíèþ ðåøåíèé ïåðâîé íà÷àëüíî-êðàåâîé
çàäà÷è äëÿ íåîäíîðîäíîãî ïàðàáîëè÷åñêîãî óðàâíåíèÿ. �4, 5 ïîñâÿùåíû
ïðèìåðàì ïðèìåíåíèÿ îáùèõ ðåçóëüòàòîâ. Â �4 ðàññìîòðåí ñêàëÿðíûé ýë-
ëèïòè÷åñêèé îïåðàòîð ñ ñèíãóëÿðíûì ïîòåíöèàëîì ïîðÿäêà O(ε−1), à â �5
� îïåðàòîð ñ ñèëüíî ñèíãóëÿðíûì ïîòåíöèàëîì ïîðÿäêà O(ε−2). Â ïðèëî-
æåíèå (�6�8) âûíåñåíî äîêàçàòåëüñòâî óòâåðæäåíèé, ñâÿçàííûõ ñ óñòðà-
íåíèåì ñãëàæèâàþùåãî îïåðàòîðà â êîððåêòîðå â ñëó÷àå äîïîëíèòåëüíîé
ãëàäêîñòè ãðàíèöû (�7) è â ñëó÷àå ñòðîãî âíóòðåííåé ïîäîáëàñòè (�8).
Íåîáõîäèìûå äëÿ ýòîãî ñâîéñòâà îñöèëëèðóþùèõ ìíîæèòåëåé â êîððåê-
òîðå óñòàíîâëåíû â �6.

0.6 Îáîçíà÷åíèÿ

Ïóñòü H, H∗ � êîìïëåêñíûå ñåïàðàáåëüíûå ãèëüáåðòîâû ïðîñòðàíñòâà.
Ñèìâîëû (·, ·)H è ‖ · ‖H îçíà÷àþò ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå è íîðìó â H;
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ñèìâîë ‖ · ‖H→H∗ îçíà÷àåò íîðìó ëèíåéíîãî íåïðåðûâíîãî îïåðàòîðà èç H
â H∗.

Èñïîëüçóåì îáîçíà÷åíèå N äëÿ ìíîæåñòâà íàòóðàëüíûõ ÷èñåë, Z+ äëÿ
ìíîæåñòâà íåîòðèöàòåëüíûõ öåëûõ ÷èñåë è R+ äëÿ ïîëîæèòåëüíîé ïîëó-
îñè [0,∞).

Ñèìâîëû 〈·, ·〉 è | · | îçíà÷àþò ñîîòâåòñòâåííî ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå
è íîðìó â Cn, 1n � åäèíè÷íàÿ (n×n)-ìàòðèöà. Åñëè a � (m×n)-ìàòðèöà,
òî ñèìâîë |a| îçíà÷àåò íîðìó ìàòðèöû a êàê îïåðàòîðà èç Cn â Cm. Åñëè
α = (α1, . . . , αd) ∈ Zd+ � ìóëüòèèíäåêñ, òî |α| � åãî äëèíà: |α| =

∑d
j=1 αj .

Äëÿ z ∈ C ÷åðåç z∗ îáîçíà÷àåòñÿ êîìïëåêñíî ñîïðÿæåííîå ÷èñëî. (Ìû
èñïîëüçóåì òàêîå íåñòàíäàðòíîå îáîçíà÷åíèå, òàê êàê âåðõíÿÿ ÷åðòà îçíà-
÷àåò ñðåäíåå çíà÷åíèå ïåðèîäè÷åñêîé ôóíêöèè ïî ÿ÷åéêå ïåðèîäîâ.) Èñ-
ïîëüçóåì îáîçíà÷åíèÿ x = (x1, . . . , xd) ∈ Rd, iDj = ∂j = ∂/∂xj , j = 1, . . . , d,
D = −i∇ = (D1, . . . , Dd). Êëàññû Lp âåêòîð-ôóíêöèé â îáëàñòè O ⊂ Rd ñî
çíà÷åíèÿìè â Cn îáîçíà÷àåì ÷åðåç Lp(O;Cn), 1 6 p 6∞. Êëàññû Ñîáîëå-
âà Cn-çíà÷íûõ ôóíêöèé â îáëàñòè O ⊂ Rd îáîçíà÷àþòñÿ ÷åðåç Hs(O;Cn).
×åðåç H1

0 (O;Cn) îáîçíà÷àåòñÿ çàìûêàíèå êëàññà C∞0 (O;Cn) â ïðîñòðàí-
ñòâå H1(O;Cn). Ïðè n = 1 ïèøåì ïðîñòî Lp(O), Hs(O) è ò. ä., íî, åñëè ýòî
íå âåäåò ê íåäîðàçóìåíèÿì, ìû ïðèìåíÿåì òàêèå óïðîùåííûå îáîçíà÷å-
íèÿ è äëÿ ïðîñòðàíñòâ âåêòîð-ôóíêöèé èëè ìàòðè÷íîçíà÷íûõ ôóíêöèé.
Ñèìâîë Lp((0, T );H), 1 6 p 6 ∞, îçíà÷àåò Lp-ïðîñòðàíñòâî H-çíà÷íûõ
ôóíêöèé íà èíòåðâàëå (0, T ).

Ðàçëè÷íûå îöåíî÷íûå ïîñòîÿííûå îáîçíà÷àþòñÿ ñèìâîëàìè c, C, C, C,
C (âîçìîæíî, ñ èíäåêñàìè è çíà÷êàìè).

Îñíîâíûå ðåçóëüòàòû íàñòîÿùåé ðàáîòû êðàòêî àíîíñèðîâàíû â
[MSu4].

1 Ðåçóëüòàòû óñðåäíåíèÿ çàäà÷è Äèðèõëå äëÿ ýë-

ëèïòè÷åñêèõ ñèñòåì

1.1 Ðåøåòêè â Rd

Ïóñòü Γ ⊂ Rd � ðåøåòêà, ïîðîæäåííàÿ áàçèñîì a1, . . . ,ad ∈ Rd:

Γ =
{
a ∈ Rd : a =

d∑
j=1

νjaj , νj ∈ Z
}
,
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è ïóñòü Ω � ýëåìåíòàðíàÿ ÿ÷åéêà ðåøåòêè Γ:

Ω =
{
x ∈ Rd : x =

d∑
j=1

τjaj ,−
1

2
< τj <

1

2

}
.

×åðåç |Ω| îáîçíà÷èì ìåðó Ëåáåãà ÿ÷åéêè Ω: |Ω| = mes Ω. Ïîëîæèì 2r1 :=
diam Ω.

×åðåç H̃1(Ω) îáîçíà÷àåòñÿ ïîäïðîñòðàíñòâî òåõ ôóíêöèé èç H1(Ω),
Γ-ïåðèîäè÷åñêîå ïðîäîëæåíèå êîòîðûõ íà Rd ïðèíàäëåæèò H1

loc(Rd). Åñ-
ëè Φ(x) � Γ-ïåðèîäè÷åñêàÿ ìàòðèöà-ôóíêöèÿ â Rd, ïîëîæèì Φε(x) :=

Φ(x/ε), ε > 0; Φ := |Ω|−1
∫

Ω Φ(x) dx, Φ :=
(
|Ω|−1

∫
Ω Φ(x)−1 dx

)−1
. Çäåñü ïðè

îïðåäåëåíèè Φ ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî Φ ∈ L1,loc(Rd), à ïðè îïðåäåëåíèè Φ
ñ÷èòàåòñÿ, ÷òî ìàòðèöà Φ êâàäðàòíàÿ è íåîñîáàÿ, ïðè÷åì Φ−1 ∈ L1,loc(Rd).
×åðåç [Φε] îáîçíà÷àåòñÿ îïåðàòîð óìíîæåíèÿ íà ìàòðèöó-ôóíêöèþ Φε(x).

1.2 Ñãëàæèâàíèå ïî Ñòåêëîâó

Ðàññìîòðèì îïåðàòîð ñãëàæèâàíèÿ ïî Ñòåêëîâó S
(k)
ε , äåéñòâóþùèé â

L2(Rd;Ck) (ãäå k ∈ N) ïî ïðàâèëó

(S(k)
ε u)(x) = |Ω|−1

∫
Ω
u(x− εz) dz, u ∈ L2(Rd;Ck). (1.1)

Çàâèñèìîñòü S
(k)
ε îò k ìû áóäåì îïóñêàòü â îáîçíà÷åíèÿõ, è ïèñàòü ïðîñòî

Sε. Î÷åâèäíî, SεD
αu = DαSεu ïðè u ∈ Hσ(Rd;Ck) äëÿ ëþáîãî ìóëüòèèí-

äåêñà α òàêîãî, ÷òî |α| 6 σ. Îòìåòèì íåðàâåíñòâî

‖Sε‖Hσ(Rd)→Hσ(Rd) 6 1, σ > 0. (1.2)

Íàì ïîòðåáóþòñÿ ñëåäóþùèå ñâîéñòâà îïåðàòîðà Sε (ñì. [ZhPas1, ëåììû
1.1 è 1.2] èëè [PSu, ïðåäëîæåíèÿ 3.1 è 3.2]).

Ïðåäëîæåíèå 1.1. Äëÿ ëþáîé ôóíêöèè u ∈ H1(Rd;Ck) âûïîëíåíà îöåí-
êà

‖Sεu− u‖L2(Rd) 6 εr1‖Du‖L2(Rd),

ãäå 2r1 = diam Ω.

Ïðåäëîæåíèå 1.2. Ïóñòü Φ � Γ-ïåðèîäè÷åñêàÿ ôóíêöèÿ â Rd òàêàÿ,

÷òî Φ ∈ L2(Ω). Òîãäà îïåðàòîð [Φε]Sε íåïðåðûâåí â L2(Rd) è ñïðàâåäëèâà

îöåíêà

‖[Φε]Sε‖L2(Rd)→L2(Rd) 6 |Ω|−1/2‖Φ‖L2(Ω).
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1.3 Îïåðàòîð AD,ε

Ïóñòü O ⊂ Rd � îãðàíè÷åííàÿ îáëàñòü ñ ãðàíèöåé êëàññà C1,1. Â L2(O;Cn)
ðàññìîòðèì îïåðàòîð AD,ε, ôîðìàëüíî çàäàííûé äèôôåðåíöèàëüíûì âû-
ðàæåíèåì Aε = b(D)∗gε(x)b(D) ïðè óñëîâèè Äèðèõëå íà ∂O. Çäåñü g(x)
� Γ-ïåðèîäè÷åñêàÿ ýðìèòîâà (m×m)-ìàòðèöà-ôóíêöèÿ (âîîáùå ãîâîðÿ, ñ
êîìïëåêñíûìè ýëåìåíòàìè). Ñ÷èòàåì, ÷òî g(x) > 0 è g, g−1 ∈ L∞(Rd).
Äèôôåðåíöèàëüíûé îïåðàòîð b(D) èìååò âèä b(D) =

∑d
j=1 bjDj , ãäå

bj , j = 1, . . . , d, � ïîñòîÿííûå ìàòðèöû ðàçìåðà m × n (âîîáùå ãîâî-
ðÿ, ñ êîìïëåêñíûìè ýëåìåíòàìè). Ñ÷èòàåì, ÷òî m > n è ÷òî ñèìâîë
b(ξ) =

∑d
j=1 bjξj îïåðàòîðà b(D) èìååò ìàêñèìàëüíûé ðàíã:

rank b(ξ) = n, 0 6= ξ ∈ Rd.

Ýòî óñëîâèå ðàâíîñèëüíî ñóùåñòâîâàíèþ òàêèõ ïîñòîÿííûõ α0 è α1, ÷òî

α01n 6 b(θ)∗b(θ) 6 α11n, θ ∈ Sd−1; 0 < α0 6 α1 <∞. (1.3)

Îòìåòèì ñðàçó îöåíêè, âûòåêàþùèå èç (1.3):

|bj | 6 α
1/2
1 , j = 1, . . . , d. (1.4)

Òî÷íîå îïðåäåëåíèå îïåðàòîðà AD,ε äàåòñÿ ÷åðåç êâàäðàòè÷íóþ ôîðìó

aD,ε[u,u] =

∫
O
〈gε(x)b(D)u, b(D)u〉 dx, u ∈ H1

0 (O;Cn). (1.5)

Ïðîäîëæàÿ ôóíêöèþ u ∈ H1
0 (O;Cn) íóëåì íà Rd \ O è ó÷èòûâàÿ (1.3),

íàõîäèì

α0‖g−1‖−1
L∞
‖Du‖2L2(O) 6 aD,ε[u,u] 6 α1‖g‖L∞‖Du‖2L2(O), u ∈ H1

0 (O;Cn).
(1.6)

1.4 Ìëàäøèå ÷ëåíû. Îïåðàòîð BD,ε

Ìû èçó÷àåì ñàìîñîïðÿæåííûé îïåðàòîð BD,ε, ñòàðøàÿ ÷àñòü êîòîðîãî
ñîâïàäàåò ñ Aε. ×òîáû îïðåäåëèòü ìëàäøèå ÷ëåíû îïåðàòîðà, ââåäåì Γ-
ïåðèîäè÷åñêèå (n×n)-ìàòðèöû-ôóíêöèè (âîîáùå ãîâîðÿ, ñ êîìïëåêñíûìè
ýëåìåíòàìè) aj , j = 1, . . . , d, òàêèå, ÷òî

aj ∈ Lρ(Ω), ρ = 2 ïðè d = 1, ρ > d ïðè d > 2, j = 1, . . . , d. (1.7)
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Äàëåå, ïóñòü Q è Q0 � òàêèå Γ-ïåðèîäè÷åñêèå ýðìèòîâû (n×n)-ìàòðèöû-
ôóíêöèè (ñ êîìïëåêñíûìè ýëåìåíòàìè), ÷òî

Q ∈ Ls(Ω), s = 1 ïðè d = 1, s > d/2 ïðè d > 2; (1.8)

Q0(x) > 0; Q0, Q
−1
0 ∈ L∞(Rd).

Äëÿ óäîáñòâà äàëüíåéøèõ ññûëîê íàçîâåì ½èñõîäíûìè äàííûìè� ñëåäóþ-
ùèå âåëè÷èíû

d, m, n, ρ, s; α0, α1, ‖g‖L∞ , ‖g−1‖L∞ , ‖aj‖Lρ(Ω), j = 1, . . . , d;

‖Q‖Ls(Ω); ‖Q0‖L∞ , ‖Q−1
0 ‖L∞ ; ïàðàìåòðû ðåøåòêè Γ; îáëàñòü O.

(1.9)

Â L2(O;Cn) ðàññìîòðèì îïåðàòîð BD,ε, 0 < ε 6 1, ôîðìàëüíî çàäàí-
íûé äèôôåðåíöèàëüíûì âûðàæåíèåì

Bε = b(D)∗gε(x)b(D) +

d∑
j=1

(
aεj(x)Dj +Dja

ε
j(x)∗

)
+Qε(x) + λQε0(x) (1.10)

ïðè óñëîâèè Äèðèõëå íà ãðàíèöå. Çäåñü ïîñòîÿííàÿ λ âûáðàíà òàê (ñì.
(1.16) íèæå), ÷òîáû îïåðàòîð BD,ε áûë ïîëîæèòåëüíî îïðåäåëåí. Òî÷íîå
îïðåäåëåíèå îïåðàòîðà BD,ε äàåòñÿ ÷åðåç êâàäðàòè÷íóþ ôîðìó

bD,ε[u,u] = (gεb(D)u, b(D)u)L2(O) + 2Re
d∑
j=1

(aεjDju,u)L2(O)

+ (Qεu,u)L2(O) + λ(Qε0u,u)L2(O), u ∈ H1
0 (O;Cn).

(1.11)

Ïðîâåðèì çàìêíóòîñòü ôîðìû bD,ε. Ïðèìåíÿÿ íåðàâåíñòâî Ã¼ëüäåðà è òåî-
ðåìó âëîæåíèÿ Ñîáîëåâà, ìîæíî ïîêàçàòü (ñì. [Su4, (5.11)�(5.14)]), ÷òî äëÿ
ëþáîãî ν > 0 íàéäóòñÿ òàêèå ïîñòîÿííûå Cj(ν) > 0, ÷òî

‖a∗ju‖2L2(Rd) 6 ν‖Du‖2L2(Rd) + Cj(ν)‖u‖2L2(Rd), u ∈ H1(Rd;Cn),

j = 1, . . . , d. Äåëàÿ çàìåíó ïåðåìåííîé y := ε−1x è îáîçíà÷àÿ u(x) =: v(y),
îòñþäà ïîëó÷àåì

‖(aεj)∗u‖2L2(Rd) =

∫
Rd
|aj(ε−1x)∗u(x)|2 dx = εd

∫
Rd
|aj(y)∗v(y)|2 dy

6 εdν

∫
Rd
|Dyv(y)|2 dy + εdCj(ν)

∫
Rd
|v(y)|2 dy

6 ν‖Du‖2L2(Rd) + Cj(ν)‖u‖2L2(Rd), u ∈ H1(Rd;Cn), 0 < ε 6 1.
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Òîãäà ñ ó÷åòîì (1.3) äëÿ ëþáîãî ν > 0 íàéäåòñÿ òàêàÿ ïîñòîÿííàÿ
C(ν) > 0, ÷òî

d∑
j=1

‖(aεj)∗u‖2L2(Rd) 6 ν‖(gε)1/2b(D)u‖2L2(Rd) + C(ν)‖u‖2L2(Rd),

u ∈ H1(Rd;Cn), 0 < ε 6 1.

(1.12)

Åñëè ν ôèêñèðîâàíî, òî C(ν) çàâèñèò ëèøü îò d, ρ, α0, îò íîðì ‖g−1‖L∞ ,
‖aj‖Lρ(Ω), j = 1, . . . , d, è îò ïàðàìåòðîâ ðåøåòêè Γ.

Â ñèëó (1.3) äëÿ u ∈ H1(Rd;Cn) âûïîëíåíî

‖Du‖2L2(Rd) 6 c2
1‖(gε)1/2b(D)u‖2L2(Rd), (1.13)

ãäå c1 := α
−1/2
0 ‖g−1‖1/2L∞

. Îòñþäà è èç (1.12) âûòåêàåò, ÷òî

2

∣∣∣∣∣∣Re
d∑
j=1

(Dju, (a
ε
j)
∗u)L2(Rd)

∣∣∣∣∣∣ 6 1

4
‖(gε)1/2b(D)u‖2L2(Rd) + c2‖u‖2L2(Rd),

u ∈ H1(Rd;Cn), 0 < ε 6 1,

(1.14)

ãäå c2 := 8c2
1C(ν0) ïðè ν0 := 2−6α0‖g−1‖−1

L∞
.

Äàëåå, â ñèëó óñëîâèÿ (1.8) íà Q äëÿ ëþáîãî ν > 0 íàéäåòñÿ ïîñòîÿííàÿ
CQ(ν) > 0 òàêàÿ, ÷òî

|(Qεu,u)L2(Rd)| 6 ν‖Du‖2L2(Rd) + CQ(ν)‖u‖2L2(Rd),

u ∈ H1(Rd;Cn), 0 < ε 6 1.
(1.15)

Ïðè ôèêñèðîâàííîì ν âåëè÷èíà CQ(ν) êîíòðîëèðóåòñÿ ÷åðåç d, s, ‖Q‖Ls(Ω)

è ïàðàìåòðû ðåøåòêè Γ.
Ôèêñèðóåì ïîñòîÿííóþ λ â (1.10) êàê â [MSu2, ï. 2.8]:

λ := (CQ(ν∗) + c2)‖Q−1
0 ‖L∞ ïðè ν∗ := 2−1α0‖g−1‖−1

L∞
. (1.16)

Âåðíåìñÿ ê ôîðìå (1.11). Ïðîäîëæèì ôóíêöèþ u ∈ H1
0 (O;Cn) íóëåì

â Rd \O. Òåïåðü èç (1.5), (1.13), (1.14) è (1.15) ïðè ν = ν∗ ïîëó÷àåì îöåíêó
ñíèçó äëÿ ôîðìû (1.11):

bD,ε[u,u] >
1

4
aD,ε[u,u] > c∗‖Du‖2L2(O), u ∈ H1(O;Cn); (1.17)

c∗ :=
1

4
α0‖g−1‖−1

L∞
. (1.18)
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Äàëåå, â ñèëó (1.6), (1.14) è (1.15) ïðè ν = 1 âûïîëíåíî

bD,ε[u,u] 6 C∗‖u‖2H1(Rd), u ∈ H1(O;Cn),

ãäå C∗ := max{5
4α1‖g‖L∞+1;CQ(1)+λ‖Q0‖L∞+c2}. Òàêèì îáðàçîì, ôîðìà

bD,ε çàìêíóòà. Îòâå÷àþùèé åé ñàìîñîïðÿæåííûé â L2(O;Cn) îïåðàòîð
îáîçíà÷èì ÷åðåç BD,ε.

Ñ ïîìîùüþ íåðàâåíñòâà Ôðèäðèõñà èç (1.17) ïîëó÷àåì

bD,ε[u,u] > c∗(diamO)−2‖u‖2L2(O), u ∈ H1
0 (O;Cn). (1.19)

Ïîýòîìó îïåðàòîð BD,ε ïîëîæèòåëüíî îïðåäåëåí. Îòìåòèì îöåíêó, âûòå-
êàþùóþ èç (1.17) è (1.19):

‖u‖H1(O) 6 c3‖B1/2
D,εu‖L2(O), u ∈ H1

0 (O;Cn); (1.20)

c3 := c
−1/2
∗

(
1 + (diamO)2

)1/2
. (1.21)

Òàêæå íàì ïîòðåáóåòñÿ âñïîìîãàòåëüíûé îïåðàòîð B̃D,ε. Ôàêòîðèçóåì
ìàòðèöó Q0(x): íàéäåòñÿ Γ-ïåðèîäè÷åñêàÿ ìàòðèöà-ôóíêöèÿ f(x) òàêàÿ,
÷òî f , f−1 ∈ L∞(Rd) è

Q0(x) = (f(x)∗)−1f(x)−1. (1.22)

(Íàïðèìåð, ìîæíî âûáðàòü f(x) = Q0(x)−1/2.) Ïóñòü B̃D,ε � ñàìîñîïðÿ-
æåííûé îïåðàòîð â L2(O;Cn), ïîðîæäåííûé êâàäðàòè÷íîé ôîðìîé

b̃D,ε[u,u] := bD,ε[f
εu, fεu] (1.23)

íà îáëàñòè îïðåäåëåíèÿ

Dom b̃D,ε := {u ∈ L2(O;Cn) : f εu ∈ H1
0 (O;Cn)}.

Èíûìè ñëîâàìè, B̃D,ε = (f ε)∗BD,εf
ε. ×åðåç B̃ε áóäåì îáîçíà÷àòü äèôôå-

ðåíöèàëüíîå âûðàæåíèå (f ε)∗Bεf
ε. Îòìåòèì ðàâåíñòâî

(BD,ε − ζQε0)−1 = f ε(B̃D,ε − ζI)−1(f ε)∗. (1.24)

1.5 Ýôôåêòèâíàÿ ìàòðèöà è åå ñâîéñòâà

Ýôôåêòèâíûé îïåðàòîð äëÿ AD,ε çàäàåòñÿ äèôôåðåíöèàëüíûì âûðàæå-
íèåì A0 = b(D)∗g0b(D) ïðè óñëîâèè Äèðèõëå íà ∂O. Çäåñü g0 � ïîñòî-
ÿííàÿ ýôôåêòèâíàÿ ìàòðèöà ðàçìåðà m×m. Ìàòðèöà g0 âûðàæàåòñÿ ÷å-
ðåç ðåøåíèå âñïîìîãàòåëüíîé çàäà÷è íà ÿ÷åéêå. Ïóñòü Γ-ïåðèîäè÷åñêàÿ
(n×m)-ìàòðèöà-ôóíêöèÿ Λ(x) � (ñëàáîå) ðåøåíèå çàäà÷è

b(D)∗g(x)(b(D)Λ(x) + 1m) = 0,

∫
Ω

Λ(x) dx = 0. (1.25)
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Òîãäà ýôôåêòèâíàÿ ìàòðèöà çàäàíà âûðàæåíèåì

g0 := |Ω|−1

∫
Ω
g̃(x) dx, (1.26)

ãäå
g̃(x) := g(x)(b(D)Λ(x) + 1m). (1.27)

Ìîæíî ïîêàçàòü, ÷òî ìàòðèöà g0 ïîëîæèòåëüíî îïðåäåëåíà.
Ñîãëàñíî [BSu3, (6.28) è ï. 7.3] äëÿ ðåøåíèÿ çàäà÷è (1.25) èìååò ìåñòî

íåðàâåíñòâî
‖Λ‖H1(Ω) 6M. (1.28)

Çäåñü ïîñòîÿííàÿ M çàâèñèò òîëüêî îò m, α0, ‖g‖L∞ , ‖g−1‖L∞ è ïàðàìåò-
ðîâ ðåøåòêè Γ.

Îòìåòèì îöåíêè äëÿ ýôôåêòèâíîé ìàòðèöû, èçâåñòíûå â òåîðèè óñðåä-
íåíèÿ êàê âèëêà Ôîéãòà�Ðåéññà (ñì., íàïðèìåð, [BSu2, ãë. 3, òåîðåìà 1.5]).

Ïðåäëîæåíèå 1.3. Ïóñòü g0 � ýôôåêòèâíàÿ ìàòðèöà (1.26). Òîãäà

g 6 g0 6 g. (1.29)

Â ñëó÷àå, êîãäà m = n, ñïðàâåäëèâî òîæäåñòâî g0 = g.

Èç (1.29) âûòåêàþò íåðàâåíñòâà

|g0| 6 ‖g‖L∞ , |(g0)−1| 6 ‖g−1‖L∞ . (1.30)

Âûäåëèì ñëó÷àè, êîãäà â (1.29) ðåàëèçóåòñÿ âåðõíÿÿ èëè íèæíÿÿ ãðàíü,
ñì. [BSu2, ãë. 3, ïðåäëîæåíèÿ 1.6 è 1.7].

Ïðåäëîæåíèå 1.4. Ðàâåíñòâî g0 = g ðàâíîñèëüíî ñîîòíîøåíèÿì

b(D)∗gk(x) = 0, k = 1, . . . ,m, (1.31)

ãäå gk(x), k = 1, . . . ,m, � ñòîëáöû ìàòðèöû g(x).

Ïðåäëîæåíèå 1.5. Ðàâåíñòâî g0 = g ðàâíîñèëüíî ïðåäñòàâëåíèÿì

lk(x) = l0k + b(D)wk, l0k ∈ Cm, wk ∈ H̃1(Ω;Cm), k = 1, . . . ,m, (1.32)

ãäå lk(x), k = 1, . . . ,m, � ñòîëáöû ìàòðèöû g(x)−1.

17



1.6 Ýôôåêòèâíûé îïåðàòîð

×òîáû îïèñàòü óñðåäíåíèå ìëàäøèõ ÷ëåíîâ îïåðàòîðà BD,ε, ðàññìîòðèì

Γ-ïåðèîäè÷åñêóþ (n× n)-ìàòðèöó-ôóíêöèþ Λ̃(x), ÿâëÿþùóþñÿ ðåøåíèåì
çàäà÷è

b(D)∗g(x)b(D)Λ̃(x) +

d∑
j=1

Djaj(x)∗ = 0,

∫
Ω

Λ̃(x) dx = 0. (1.33)

(Óðàâíåíèå ïîíèìàåòñÿ â ñëàáîì ñìûñëå.) Ñîãëàñíî [Su4, (7.51) è (7.52)]
ñïðàâåäëèâà îöåíêà

‖Λ̃‖H1(Ω) 6 M̃ (1.34)

ñ ïîñòîÿííîé M̃ , çàâèñÿùåé òîëüêî îò n, ρ, α0, ‖g−1‖L∞ , ‖aj‖Lρ(Ω), j =
1, . . . , d, è ïàðàìåòðîâ ðåøåòêè Γ.

Îïðåäåëèì ïîñòîÿííûå ìàòðèöû V è W ðàâåíñòâàìè

V := |Ω|−1

∫
Ω

(b(D)Λ(x))∗g(x)(b(D)Λ̃(x)) dx, (1.35)

W := |Ω|−1

∫
Ω

(b(D)Λ̃(x))∗g(x)(b(D)Λ̃(x)) dx. (1.36)

Â ïðîñòðàíñòâå L2(O;Cn) ðàññìîòðèì êâàäðàòè÷íóþ ôîðìó

b0
D[u,u] = (g0b(D)u, b(D)u)L2(O) + 2Re

d∑
j=1

(ajDju,u)L2(O)

− 2Re (V u, b(D)u)L2(O) − (Wu,u)L2(O) + (Qu,u)L2(O)

+ λ(Q0u,u)L2(O), u ∈ H1
0 (O;Cn).

Ñëåäóþùèå îöåíêè óñòàíîâëåíû â [MSu3, (2.22) è (2.23)]:

c∗‖Du‖2L2(O) 6 b0
D[u,u] 6 c4‖u‖2H1(O), u ∈ H1

0 (O;Cn), (1.37)

b0
D[u,u] > c∗(diamO)−2‖u‖2L2(O), u ∈ H1

0 (O;Cn). (1.38)

Çäåñü ïîñòîÿííàÿ c4 çàâèñèò òîëüêî îò èñõîäíûõ äàííûõ (1.9). Îòâå÷àþ-
ùèé ôîðìå b0

D ñàìîñîïðÿæåííûé â L2(O;Cn) îïåðàòîð îáîçíà÷èì ÷åðåç
B0
D. Èç (1.37) è (1.38) âûòåêàåò, ÷òî

‖u‖H1(O) 6 c3‖(B0
D)1/2u‖L2(O), u ∈ H1

0 (O;Cn), (1.39)

ãäå c3 � ïîñòîÿííàÿ (1.21).
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Â ñèëó óñëîâèÿ ∂O ∈ C1,1 îïåðàòîð B0
D çàäàåòñÿ äèôôåðåíöèàëüíûì

âûðàæåíèåì

B0 = b(D)∗g0b(D)−b(D)∗V −V ∗b(D)+
d∑
j=1

(aj + a∗j )Dj−W+Q+λQ0 (1.40)

íà îáëàñòè îïðåäåëåíèÿ H2(O;Cn) ∩H1
0 (O;Cn). Ïðè ýòîì

‖(B0
D)−1‖L2(O)→H2(O) 6 ĉ. (1.41)

Çäåñü ïîñòîÿííàÿ ĉ çàâèñèò ëèøü îò èñõîäíûõ äàííûõ (1.9). Äëÿ îïðàâäà-
íèÿ ýòîãî ôàêòà ñîøëåìñÿ íà òåîðåìû î ïîâûøåíèè ãëàäêîñòè äëÿ ñèëüíî
ýëëèïòè÷åñêèõ ñèñòåì (ñì. [McL, ãëàâà 4]).

Çàìå÷àíèå 1.6. Âìåñòî óñëîâèÿ ∂O ∈ C1,1 ìîæíî áûëî áû íàëîæèòü

íåÿâíîå òðåáîâàíèå: îãðàíè÷åííàÿ îáëàñòü O ⊂ Rd ñ ëèïøèöåâîé ãðàíè-

öåé òàêîâà, ÷òî ñïðàâåäëèâà îöåíêà (1.41). Äëÿ òàêîé îáëàñòè ðåçóëüòà-
òû ðàáîòû îñòàþòñÿ â ñèëå. Â ñëó÷àå ñêàëÿðíûõ ýëëèïòè÷åñêèõ îïåðà-

òîðîâ øèðîêèå äîñòàòî÷íûå óñëîâèÿ íà ∂O, îáåñïå÷èâàþùèå ñïðàâåäëè-
âîñòü îöåíêè (1.41), ìîæíî íàéòè â [KoE] è [MaSh, ãë. 7] (â ÷àñòíîñòè,
äîñòàòî÷íî, ÷òîáû ∂O ∈ Cα, α > 3/2).

Îáîçíà÷èì
f0 :=

(
Q0

)−1/2
. (1.42)

Îòìåòèì, ÷òî ñîãëàñíî (1.22)

|f0| 6 ‖f‖L∞ = ‖Q−1
0 ‖

1/2
L∞
, |f−1

0 | 6 ‖f
−1‖L∞ = ‖Q0‖1/2L∞

. (1.43)

Â õîäå äàëüíåéøåãî èçëîæåíèÿ íàì ïîòðåáóåòñÿ îïåðàòîð B̃0
D := f0B

0
Df0,

îòâå÷àþùèé êâàäðàòè÷íîé ôîðìå

b̃0
D[u,u] := b0

D[f0u, f0u], u ∈ H1
0 (O;Cn). (1.44)

Îòìåòèì ðàâåíñòâî (B0
D − ζQ0)−1 = f0(B̃0

D − ζI)−1f0.

1.7 Àïïðîêñèìàöèÿ îáîáùåííîé ðåçîëüâåíòû (BD,ε − ζQε
0)−1

Ñôîðìóëèðóåì ðåçóëüòàòû ðàáîòû [MSu3], â êîòîðîé èçó÷àëîñü ïîâåäåíèå
îáîáùåííîé ðåçîëüâåíòû (BD,ε− ζQε0)−1. Ïóñòü ζ ∈ C \R+ è |ζ| > 1. Ñòàð-
øèé ÷ëåí àïïðîêñèìàöèè îáîáùåííîé ðåçîëüâåíòû (BD,ε−ζQε0)−1 íàéäåí â
[MSu3, òåîðåìà 2.5]; àïïðîêñèìàöèÿ ýòîé ðåçîëüâåíòû ïî (L2 → H1)-íîðìå

19



ïðè ó÷åòå êîððåêòîðà ïîëó÷åíà â [MSu3, òåîðåìà 2.6]; ïîäõîäÿùàÿ äëÿ íà-
øèõ öåëåé àïïðîêñèìàöèÿ îïåðàòîðà gεb(D)(BD,ε − ζQε0)−1 (îòâå÷àþùåãî

”
ïîòîêó“) óñòàíîâëåíà â [MSu3, ïðåäëîæåíèå 10.7].
Âûáåðåì ÷èñëà ε0, ε1 ∈ (0, 1] ñîãëàñíî ñëåäóþùåìó óñëîâèþ.

Óñëîâèå 1.7. Ïóñòü O ⊂ Rd � îãðàíè÷åííàÿ îáëàñòü. Ïîëîæèì

(∂O)ε :=
{
x ∈ Rd : dist {x; ∂O} < ε

}
. Ïóñòü ñóùåñòâóåò òàêîå ÷èñëî

ε0 ∈ (0, 1], ÷òî ïîëîñêó (∂O)ε0 ìîæíî ïîêðûòü êîíå÷íûì íàáîðîì îêðåñò-

íîñòåé, äîïóñêàþùèõ äèôôåîìîðôèçìû êëàññà C0,1, ðàñïðÿìëÿþùèå ãðà-

íèöó ∂O. Îáîçíà÷èì ε1 := ε0(1 + r1)−1, ãäå 2r1 = diam Ω.

Î÷åâèäíî, âåëè÷èíà ε1 çàâèñèò òîëüêî îò îáëàñòè O è ðåøåòêè Γ.
Îòìåòèì, ÷òî óñëîâèå 1.7 áûëî áû îáåñïå÷åíî òîëüêî ëèïøèöåâîñòüþ

∂O; áîëåå ñèëüíîå îãðàíè÷åíèå ∂O ∈ C1,1 ìû íàëîæèëè, ÷òîáû ãàðàíòè-
ðîâàòü îöåíêó (1.41).

Òåîðåìà 1.8 ([MSu3]). Ïóñòü O ⊂ Rd � îãðàíè÷åííàÿ îáëàñòü ñ

ãðàíèöåé êëàññà C1,1. Ïóñòü âûïîëíåíû óñëîâèÿ ï. 1.3�1.6. Ïóñòü

ζ = |ζ|eiφ ∈ C \ R+, |ζ| > 1. Ïîëîæèì

c(φ) :=

{
| sinφ|−1, φ ∈ (0, π/2) ∪ (3π/2, 2π),

1, φ ∈ [π/2, 3π/2].

Ïóñòü ÷èñëî ε1 ïîä÷èíåíî óñëîâèþ 1.7. Òîãäà ïðè 0 < ε 6 ε1 ñïðàâåäëèâà

îöåíêà

‖(BD,ε − ζQε0)−1 − (B0
D − ζQ0)−1‖L2(O)→L2(O) 6 C1c(φ)5ε|ζ|−1/2.

Çäåñü ïîñòîÿííàÿ C1 çàâèñèò òîëüêî îò èñõîäíûõ äàííûõ (1.9).

Ôèêñèðóåì ëèíåéíûé íåïðåðûâíûé îïåðàòîð ïðîäîëæåíèÿ

PO : Hσ(O;Cn)→ Hσ(Rd;Cn), σ > 0. (1.45)

Òàêîé ½óíèâåðñàëüíûé� îïåðàòîð ïðîäîëæåíèÿ ñóùåñòâóåò äëÿ ëþáîé
îãðàíè÷åííîé îáëàñòè ñ ëèïøèöåâîé ãðàíèöåé (ñì. [R]). Ïðè ýòîì

‖PO‖Hσ(O)→Hσ(Rd) 6 C
(σ)
O , σ > 0, (1.46)

ãäå ïîñòîÿííàÿ C
(σ)
O çàâèñèò ëèøü îò σ è îò îáëàñòè O. ×åðåç RO îáîçíà-

÷èì îïåðàòîð ñóæåíèÿ ôóíêöèé â Rd íà îáëàñòü O. Ïîëîæèì

KD(ε; ζ) := RO
(
[Λε]b(D) + [Λ̃ε]

)
SεPO(B0

D − ζQ0)−1. (1.47)
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Êîððåêòîð (1.47) îãðàíè÷åí êàê îïåðàòîð, äåéñòâóþùèé èç L2(O;Cn) â
H1(O;Cn). Ýòî íåòðóäíî óñòàíîâèòü ñ ïîìîùüþ ïðåäëîæåíèÿ 1.2 è âêëþ-
÷åíèé Λ, Λ̃ ∈ H̃1(Ω). Îòìåòèì, ÷òî ‖εKD(ε; ζ)‖L2(O)→H1(O) = O(1) ïðè
ìàëîì ε è ôèêñèðîâàííîì ζ.

Òåîðåìà 1.9 ([MSu3]). Ïóñòü âûïîëíåíû óñëîâèÿ òåîðåìû 1.8. Ïóñòü
KD(ε; ζ) � îïåðàòîð (1.47). Òîãäà ïðè ζ ∈ C \ R+, |ζ| > 1, è 0 < ε 6 ε1

âûïîëíåíà îöåíêà

‖(BD,ε − ζQε0)−1 − (B0
D − ζQ0)−1 − εKD(ε; ζ)‖L2(O)→H1(O)

6 C2c(φ)2ε1/2|ζ|−1/4 + C3c(φ)4ε.
(1.48)

Ïóñòü g̃(x) � ìàòðèöà-ôóíêöèÿ (1.27). Ïîëîæèì

GD(ε; ζ) := g̃εSεb(D)PO(B0
D − ζQ0)−1 + gε

(
b(D)Λ̃

)ε
SεPO(B0

D − ζQ0)−1.
(1.49)

Òîãäà äëÿ îïåðàòîðà gεb(D)(BD,ε − ζQε0)−1, îòâå÷àþùåãî
”
ïîòîêó“, ïðè

ζ ∈ C \ R+, |ζ| > 1, è 0 < ε 6 ε1 ñïðàâåäëèâà àïïðîêñèìàöèÿ

‖gεb(D)(BD,ε − ζQε0)−1 −GD(ε; ζ)‖L2(O)→L2(O) 6 C̃2c(φ)5/2ε1/2|ζ|−1/4.

(1.50)

Ïîñòîÿííûå C2, C3 è C̃2 çàâèñÿò òîëüêî îò èñõîäíûõ äàííûõ (1.9).

Êðîìå ðåçóëüòàòîâ ïðè ζ ∈ C \ R+, |ζ| > 1, â [MSu3, òåîðåìà 9.2] óñòà-
íîâëåíû îöåíêè, ñïðàâåäëèâûå ïðè ζ ∈ C\ [c◦,∞), ãäå c◦ � îáùàÿ íèæíÿÿ
ãðàíü îïåðàòîðîâ B̃D,ε è B̃

0
D. Ìû âîçüìåì â êà÷åñòâå îáùåé íèæíåé ãðàíè

÷èñëî
c[ := 4−1α0‖g−1‖−1

L∞
‖Q0‖−1

L∞
(diamO)−2, (1.51)

îïèðàÿñü íà ñîîòíîøåíèÿ (1.18), (1.19), (1.22), (1.23), (1.38), (1.43) è (1.44).

Òåîðåìà 1.10 ([MSu3]). Ïóñòü O ⊂ Rd � îãðàíè÷åííàÿ îáëàñòü ñ ãðà-

íèöåé êëàññà C1,1. Ïóñòü âûïîëíåíû óñëîâèÿ ï. 1.3�1.6. Ïóñòü KD(ε; ζ) �
êîððåêòîð (1.47) è GD(ε; ζ) � îïåðàòîð (1.49). Ïóñòü ζ ∈ C \ [c[,∞), ãäå
c[ � ïîñòîÿííàÿ (1.51). Ïîëîæèì ψ := arg (ζ − c[), 0 < ψ < 2π. Ââåäåì
îáîçíà÷åíèå

%[(ζ) :=

{
c(ψ)2|ζ − c[|−2, |ζ − c[| < 1,

c(ψ)2, |ζ − c[| > 1.
(1.52)
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Ïóñòü ÷èñëî ε1 ïîä÷èíåíî óñëîâèþ 1.7. Ïðè 0 < ε 6 ε1 èìååì

‖(BD,ε − ζQε0)−1 − (B0
D − ζQ0)−1‖L2(O)→L2(O) 6 C4ε%[(ζ), (1.53)

‖(BD,ε − ζQε0)−1 − (B0
D − ζQ0)−1 − εKD(ε; ζ)‖L2(O)→H1(O)

6 C5

(
ε1/2%[(ζ)1/2 + ε|1 + ζ|1/2%[(ζ)

)
,

(1.54)

‖gεb(D)(BD,ε − ζQε0)−1 −GD(ε; ζ)‖L2(O)→L2(O)

6 C̃5

(
ε1/2%[(ζ)1/2 + ε|1 + ζ|1/2%[(ζ)

)
.

(1.55)

Ïîñòîÿííûå C4, C5 è C̃5 çàâèñÿò òîëüêî îò èñõîäíûõ äàííûõ (1.9).

Çàìå÷àíèå 1.11. 1) Âûðàæåíèå c(ψ)2|ζ − c[|−2 â (1.52) � ýòî âåëè÷èíà,

îáðàòíàÿ ê êâàäðàòó ðàññòîÿíèÿ îò ζ äî [c[,∞). 2) ×èñëî (1.51) â òåîðåìå
1.10 ìîæíî áûëî áû çàìåíèòü íà ëþáóþ îáùóþ íèæíþþ ãðàíü îïåðàòî-

ðîâ B̃D,ε è B̃0
D. Ïóñòü κ > 0 � ïðîèçâîëüíîå äîñòàòî÷íî ìàëîå ÷èñëî.

Ñîãëàñíî (1.53) (ïðè ζ = 0) äëÿ îïåðàòîðîâ BD,ε è B
0
D èìååò ìåñòî ðå-

çîëüâåíòíàÿ ñõîäèìîñòü, ïîýòîìó ïðè äîñòàòî÷íî ìàëîì ε ìîæíî ïðè-

íÿòü c◦ = λ0
1‖Q0‖−1

L∞
−κ, ãäå λ0

1 � ïåðâîå ñîáñòâåííîå çíà÷åíèå îïåðàòîðà

B0
D. Ïðè òàêîì âûáîðå c◦ ïîñòîÿííûå â îöåíêàõ ñòàíóò çàâèñåòü îò κ.

3) Îöåíêè (1.53)�(1.55) èìååò ñìûñë ïðèìåíÿòü äëÿ îãðàíè÷åííûõ çíà÷å-

íèé |ζ| è ìàëûõ ε%[(ζ). Â ýòîì ñëó÷àå âåëè÷èíà ε1/2%[(ζ)1/2+ε|1+ζ|1/2%[(ζ)
êîíòðîëèðóåòñÿ ÷åðåç Cε1/2%[(ζ)1/2. Ïðè áîëüøîì |ζ| è φ, îòäåëåííîì îò

òî÷åê 0 è 2π, âûãîäíåå èñïîëüçîâàòü òåîðåìû 1.8 è 1.9.

1.8 Óñòðàíåíèå ñãëàæèâàþùåãî îïåðàòîðà â êîððåêòîðå

Îêàçûâàåòñÿ, ñãëàæèâàþùèé îïåðàòîð â êîððåêòîðå ìîæåò áûòü óñòðàíåí,
åñëè íàëîæèòü íà ìàòðèöû-ôóíêöèè Λ(x) è Λ̃(x) äîïîëíèòåëüíûå óñëîâèÿ.

Óñëîâèå 1.12. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî Γ-ïåðèîäè÷åñêîå ðåøåíèå Λ(x) çàäà÷è
(1.25) îãðàíè÷åíî, ò. å. Λ ∈ L∞(Rd).

Ñëó÷àè, êîãäà óñëîâèå 1.12 âûïîëíåíî àâòîìàòè÷åñêè, âûäåëåíû â
[BSu4, ëåììà 8.7].

Ïðåäëîæåíèå 1.13 ([BSu4]). Óñëîâèå 1.12 çàâåäîìî âûïîëíåíî, åñëè

ñïðàâåäëèâî õîòÿ áû îäíî èç ñëåäóþùèõ ïðåäïîëîæåíèé:
1◦) d 6 2;
2◦) ðàçìåðíîñòü d > 1 ïðîèçâîëüíà, à äèôôåðåíöèàëüíîå âûðàæåíèå Aε
èìååò âèä Aε = D∗gε(x)D, ãäå g(x) � ñèììåòðè÷íàÿ ìàòðèöà ñ âåùå-

ñòâåííûìè ýëåìåíòàìè;
3◦) ðàçìåðíîñòü d ïðîèçâîëüíà, è g0 = g, ò. å. ñïðàâåäëèâû ñîîòíîøåíèÿ

(1.32).
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Äëÿ òîãî, ÷òîáû óñòðàíèòü Sε â ÷ëåíå êîððåêòîðà, ñîäåðæàùåì Λ̃ε,
äîñòàòî÷íî íàëîæèòü ñëåäóþùåå óñëîâèå.

Óñëîâèå 1.14. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî Γ-ïåðèîäè÷åñêîå ðåøåíèå Λ̃(x) çàäà÷è
(1.33) òàêîâî, ÷òî

Λ̃ ∈ Lp(Ω), p = 2 ïðè d = 1, p > 2 ïðè d = 2, p = d ïðè d > 3.

Ñëåäóþùèé ðåçóëüòàò óñòàíîâëåí â [Su4, ïðåäëîæåíèå 8.11].

Ïðåäëîæåíèå 1.15 ([Su4]). Óñëîâèå 1.14 çàâåäîìî âûïîëíåíî, åñëè

ñïðàâåäëèâî õîòÿ áû îäíî èç ñëåäóþùèõ ïðåäïîëîæåíèé:
1◦) d 6 4;
2◦) ðàçìåðíîñòü d ïðîèçâîëüíà, à äèôôåðåíöèàëüíîå âûðàæåíèå Aε èìååò
âèä Aε = D∗gε(x)D, ãäå g(x) � ñèììåòðè÷íàÿ ìàòðèöà ñ âåùåñòâåííû-

ìè ýëåìåíòàìè.

Çàìå÷àíèå 1.16. Åñëè Aε = D∗gε(x)D, ãäå g(x) � ñèììåòðè÷íàÿ ìàò-

ðèöà ñ âåùåñòâåííûìè ýëåìåíòàìè, òî èç [LaU, ãëàâà III, òåîðåìà 13.1]
ñëåäóåò, ÷òî Λ, Λ̃ ∈ L∞, ïðè÷åì íîðìà ‖Λ‖L∞ íå ïðåâîñõîäèò âåëè÷èíû,

çàâèñÿùåé îò d, ‖g‖L∞ , ‖g−1‖L∞ è Ω, à íîðìà ‖Λ̃‖L∞ îöåíèâàåòñÿ â òåð-

ìèíàõ d, ρ, ‖g‖L∞ , ‖g−1‖L∞ , ‖aj‖Lρ(Ω), j = 1, . . . , d, è Ω. Â ýòîì ñëó÷àå

âûïîëíåíû óñëîâèÿ 1.12 è 1.14.

Â [MSu3, òåîðåìà 7.6] ïîëó÷åí ñëåäóþùèé ðåçóëüòàò.

Òåîðåìà 1.17 ([MSu3]). Ïóñòü âûïîëíåíû óñëîâèÿ òåîðåìû 1.9. Ïóñòü
ìàòðèöà-ôóíêöèÿ Λ(x) ïîä÷èíåíà óñëîâèþ 1.12, à äëÿ ìàòðèöû-ôóíêöèè
Λ̃(x) ñïðàâåäëèâî óñëîâèå 1.14. Ïîëîæèì

K0
D(ε; ζ) := (εΛεb(D) + εΛ̃ε)(B0

D − ζQ0)−1, (1.56)

G0
D(ε; ζ) := g̃εb(D)(B0

D − ζQ0)−1 + gε
(
b(D)Λ̃

)ε
(B0

D − ζQ0)−1. (1.57)

Òîãäà ïðè ζ ∈ C \ R+, |ζ| > 1, è 0 < ε 6 ε1 èìåþò ìåñòî àïïðîêñèìàöèè

‖(BD,ε − ζQε0)−1 − (B0
D − ζQ0)−1 − εK0

D(ε; ζ)‖L2(O)→H1(O)

6 C2c(φ)2ε1/2|ζ|−1/4 + C6c(φ)4ε,

‖gεb(D)(BD,ε − ζQε0)−1 −G0
D(ε; ζ)‖L2(O)→L2(O)

6 C̃2c(φ)2ε1/2|ζ|−1/4 + C̃6c(φ)4ε.

Çäåñü ïîñòîÿííûå C2, C̃2 � òå æå, ÷òî è â (1.48), (1.50). Ïîñòîÿííûå
C6 è C̃6 çàâèñÿò ëèøü îò èñõîäíûõ äàííûõ (1.9), îò p è îò íîðì ‖Λ‖L∞ ,
‖Λ̃‖Lp(Ω).
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Àïïðîêñèìàöèè, ñïðàâåäëèâûå â áîëåå øèðîêîé îáëàñòè èçìåíåíèÿ
ñïåêòðàëüíîãî ïàðàìåòðà, íàéäåíû â [MSu3, òåîðåìà 9.8].

Òåîðåìà 1.18 ([MSu3]). Ïóñòü âûïîëíåíû óñëîâèÿ òåîðåìû 1.10 è

ïóñòü ñïðàâåäëèâû óñëîâèÿ 1.12 è 1.14. Ïóñòü K0
D(ε; ζ) � êîððåêòîð

(1.56). Ïóñòü îïåðàòîð G0
D(ε; ζ) îïðåäåëåí â (1.57). Òîãäà ïðè 0 < ε 6 ε1

è ζ ∈ C \ [c[,∞) èìåþò ìåñòî àïïðîêñèìàöèè

‖(BD,ε − ζQε0)−1 − (B0
D − ζQ0)−1 − εK0

D(ε; ζ)‖L2(O)→H1(O)

6 C7

(
ε1/2%[(ζ)1/2 + ε|1 + ζ|1/2%[(ζ)

)
,

‖gεb(D)(BD,ε − ζQε0)−1 −G0
D(ε; ζ)‖L2(O)→L2(O)

6 C̃7

(
ε1/2%[(ζ)1/2 + ε|1 + ζ|1/2%[(ζ)

)
.

Çäåñü ïîñòîÿííûå C7 è C̃7 çàâèñÿò îò èñõîäíûõ äàííûõ (1.9), îò p è îò

íîðì ‖Λ‖L∞ , ‖Λ̃‖Lp(Ω).

Â ñîîòâåòñòâèè ñ [MSu3, çàìå÷àíèÿ 7.9 è 9.9] ñïðàâåäëèâî ñëåäóþùåå
íàáëþäåíèå.

Çàìå÷àíèå 1.19. Åñëè âûïîëíåíî òîëüêî óñëîâèå 1.12 (ñîîòâåòñòâåí-
íî, óñëîâèå 1.14), òî ñãëàæèâàþùèé îïåðàòîð Sε ìîæåò áûòü óñòðàíåí

â ÷ëåíå êîððåêòîðà, ñîäåðæàùåì Λε (ñîîòâåòñòâåííî, Λ̃ε).

1.9 Ñëó÷àé, êîãäà êîððåêòîð îáðàùàåòñÿ â íóëü

Ïðåäïîëîæèì, ÷òî g0 = g, ò. å. âûïîëíåíû ñîîòíîøåíèÿ (1.31). Òîãäà Γ-
ïåðèîäè÷åñêîå ðåøåíèå çàäà÷è (1.25) ðàâíî íóëþ: Λ(x) = 0. Ïðåäïîëîæèì
äîïîëíèòåëüíî, ÷òî

d∑
j=1

Djaj(x)∗ = 0. (1.58)

Òîãäà Γ-ïåðèîäè÷åñêîå ðåøåíèå çàäà÷è (1.33) òàêæå îáðàùàåòñÿ â íóëü:
Λ̃(x) = 0. Â [MSu3, ïðåäëîæåíèÿ 7.10 è 9.12] óñòàíîâëåíî, ÷òî â ýòîì ñëó÷àå
èìååò ìåñòî (L2 → H1)-îöåíêà òî÷íîãî ïîðÿäêà O(ε).

Ïðåäëîæåíèå 1.20 ([MSu3]). Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ñïðàâåäëèâû ñîîòíî-

øåíèÿ (1.31) è (1.58).
1◦. Ïóñòü âûïîëíåíû óñëîâèÿ òåîðåìû 1.8. Òîãäà ïðè ζ ∈ C \R+, |ζ| > 1,
è 0 < ε 6 1 èìååì

‖(BD,ε − ζQε0)−1 − (B0
D − ζQ0)−1‖L2(O)→H1(O) 6 C8c(φ)4ε. (1.59)
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2◦. Â óñëîâèÿõ òåîðåìû 1.10 ïðè ζ ∈ C \ [c[,∞) è 0 < ε 6 1 âûïîëíåíî

‖(BD,ε − ζQε0)−1 − (B0
D − ζQ0)−1‖L2(O)→H1(O) 6 (C9 + C10|1 + ζ|1/2)ε%[(ζ).

(1.60)

Ïîñòîÿííûå C8, C9 è C10 çàâèñÿò òîëüêî îò èñõîäíûõ äàííûõ (1.9).

1.10 Îöåíêè â ñòðîãî âíóòðåííåé ïîäîáëàñòè

Â ñòðîãî âíóòðåííåé ïîäîáëàñòè O′ îáëàñòè O ìîæíî óëó÷øèòüH1-îöåíêè
ïîãðåøíîñòè. Â òåîðåìàõ 8.1 è 9.14 èç [MSu3] ïîëó÷åí ñëåäóþùèé ðåçóëü-
òàò.

Òåîðåìà 1.21 ([MSu3]). Ïóñòü O′ � ñòðîãî âíóòðåííÿÿ ïîäîáëàñòü

îáëàñòè O. Ââåäåì îáîçíà÷åíèå

δ := min
{

1; dist {O′; ∂O}
}
. (1.61)

1◦. Ïóñòü âûïîëíåíû óñëîâèÿ òåîðåìû 1.9. Òîãäà ïðè ζ ∈ C \R+, |ζ| > 1,
è 0 < ε 6 ε1 ñïðàâåäëèâû îöåíêè

‖(BD,ε − ζQε0)−1 − (B0
D − ζQ0)−1 − εKD(ε; ζ)‖L2(O)→H1(O′)

6 c(φ)6ε(C ′11|ζ|−1/2δ−1 + C ′′11),

‖gεb(D)(BD,ε − ζQε0)−1 −GD(ε; ζ)‖L2(O)→L2(O′)

6 c(φ)6ε
(
C̃ ′11|ζ|−1/2δ−1 + C̃ ′′11

)
.

Ïîñòîÿííûå C ′11, C
′′
11, C̃

′
11 è C̃ ′′11 çàâèñÿò òîëüêî îò èñõîäíûõ äàííûõ

(1.9).
2◦. Ïóñòü âûïîëíåíû óñëîâèÿ òåîðåìû 1.10. Òîãäà ïðè ζ ∈ C \ [c[,∞) è
0 < ε 6 ε1 ñïðàâåäëèâû îöåíêè

‖(BD,ε − ζQε0)−1 − (B0
D − ζQ0)−1 − εKD(ε; ζ)‖L2(O)→H1(O′)

6 ε
(
C ′12δ

−1%[(ζ)1/2 + C ′′12|1 + ζ|1/2%[(ζ)
)
,

(1.62)

‖gεb(D)(BD,ε − ζQε0)−1 −GD(ε; ζ)‖L2(O)→L2(O′)

6 ε
(
C̃ ′12δ

−1%[(ζ)1/2 + C̃ ′′12|1 + ζ|1/2%[(ζ)
)
.

(1.63)

Ïîñòîÿííûå C ′12, C
′′
12 è C̃ ′12, C̃

′′
12 çàâèñÿò òîëüêî îò èñõîäíûõ äàííûõ

(1.9).
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Â ñëó÷àå, êîãäà íà ìàòðèöû-ôóíêöèè Λ(x) è Λ̃(x) íàëîæåíû äîïîëíè-
òåëüíûå óñëîâèÿ, ýòîò ðåçóëüòàò âåðåí ïðè èñïîëüçîâàíèè áîëåå ïðîñòîãî
êîððåêòîðà. Àïïðîêñèìàöèè ïðè ζ ∈ C \ R+, |ζ| > 1, íàéäåíû â [MSu3,
òåîðåìà 8.2].

Òåîðåìà 1.22 ([MSu3]). Ïóñòü âûïîëíåíû óñëîâèÿ òåîðåìû 1.21(1◦).
Ïóñòü ìàòðèöà-ôóíêöèÿ Λ(x) ïîä÷èíåíà óñëîâèþ 1.12. Ïóñòü ìàòðèöà-
ôóíêöèÿ Λ̃(x) óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ 1.14. Ïóñòü K0

D(ε; ζ) è G0
D(ε; ζ) �

îïåðàòîðû (1.56) è (1.57). Òîãäà ïðè 0 < ε 6 ε1 è ζ ∈ C \ R+, |ζ| > 1,
âûïîëíåíû íåðàâåíñòâà

‖(BD,ε − ζQε0)−1 − (B0
D − ζQ0)−1 − εK0

D(ε; ζ)‖L2(O)→H1(O′)

6 c(φ)6ε(C ′11|ζ|−1/2δ−1 + C13),

‖gεb(D)(BD,ε − ζQε0)−1 −G0
D(ε; ζ)‖L2(O)→L2(O′)

6 c(φ)6ε(C̃ ′11|ζ|−1/2δ−1 + C̃13).

Ïîñòîÿííûå C ′11 è C̃
′
11 � òå æå, ÷òî è â òåîðåìå 1.21. Ïîñòîÿííûå C13

è C̃13 çàâèñÿò îò èñõîäíûõ äàííûõ (1.9), îò p è íîðì ‖Λ‖L∞ , ‖Λ̃‖Lp(Ω).

Àïïðîêñèìàöèè, ñïðàâåäëèâûå â áîëåå øèðîêîé îáëàñòè èçìåíåíèÿ ïà-
ðàìåòðà ζ, ïîëó÷åíû â [MSu3, òåîðåìà 9.15].

Òåîðåìà 1.23 ([MSu3]). Ïóñòü âûïîëíåíû óñëîâèÿ òåîðåìû 1.21(2◦).
Ïóñòü ìàòðèöû-ôóíêöèè Λ(x) è Λ̃(x) ïîä÷èíåíû óñëîâèÿì 1.12 è 1.14
ñîîòâåòñòâåííî. Ïóñòü K0

D(ε; ζ) � êîððåêòîð (1.56), è ïóñòü G0
D(ε; ζ)

� îïåðàòîð (1.57). Òîãäà ïðè ζ ∈ C \ [c[,∞) è 0 < ε 6 ε1 èìåþò ìåñòî

àïïðîêñèìàöèè

‖(BD,ε − ζQε0)−1 − (B0
D − ζQ0)−1 − εK0

D(ε; ζ)‖L2(O)→H1(O′)

6 ε
(
C ′12δ

−1%[(ζ)1/2 + C14|1 + ζ|1/2%[(ζ)
)
,

‖gεb(D)(BD,ε − ζQε0)−1 −G0
D(ε; ζ)‖L2(O)→L2(O′)

6 ε
(
C̃ ′12δ

−1%[(ζ)1/2 + C̃14|1 + ζ|1/2%[(ζ)
)
.

Çäåñü ïîñòîÿííûå C ′12 è C̃
′
12 � òå æå, ÷òî è â (1.62), (1.63). Ïîñòîÿííûå

C14 è C̃14 çàâèñÿò îò èñõîäíûõ äàííûõ (1.9), îò p è îò íîðì ‖Λ‖L∞ è

‖Λ̃‖Lp(Ω).
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2 Ïîñòàíîâêà çàäà÷è. Îñíîâíûå ðåçóëüòàòû

2.1 Ïîñòàíîâêà çàäà÷è

Èçó÷àåòñÿ ïîâåäåíèå ðåøåíèÿ ïåðâîé íà÷àëüíî-êðàåâîé çàäà÷è
Qε0(x)∂uε∂t (x, t) = −Bεuε(x, t), x ∈ O, t > 0;

uε(·, t)|∂O = 0, t > 0;

Qε0(x)uε(x, 0) = ϕ(x), x ∈ O.
(2.1)

Çäåñü ϕ ∈ L2(O;Cn). (Ðåøåíèå ïîíèìàåòñÿ â ñëàáîì ñìûñëå.) Íàéäåì
ñâÿçü uε(·, t) è ϕ. Cîãëàñíî (1.22) ôóíêöèÿ sε(x, t) := (f ε(x))−1 uε(x, t)
ÿâëÿåòñÿ ðåøåíèåì çàäà÷è

∂sε
∂t (x, t) = −B̃εsε(x, t) x ∈ O, t > 0;

sε(·, t)|∂O = 0, t > 0;

sε(x, 0) = (f ε(x))∗ϕ(x), x ∈ O.

Òîãäà sε(·, t) = e−B̃D,εt(f ε)∗ϕ è uε(·, t) = f εsε(·, t) = f εe−B̃D,εt(f ε)∗ϕ.
Íàøà öåëü � èçó÷èòü ïîâåäåíèå â ïðåäåëå ìàëîãî ïåðèîäà îáîáùåí-

íîãî ðåøåíèÿ uε ïåðâîé íà÷àëüíî-êðàåâîé çàäà÷è (2.1). Èíûìè ñëîâà-
ìè, íàñ èíòåðåñóþò àïïðîêñèìàöèè îêàéìëåííîé îïåðàòîðíîé ýêñïîíåíòû

f εe−B̃D,εt(f ε)∗ ïðè ìàëîì ε.
Ñîîòâåòñòâóþùàÿ ýôôåêòèâíàÿ çàäà÷à èìååò âèä

Q0
∂u0
∂t (x, t) = −B0u0(x, t), x ∈ O, t > 0;

u0(·, t)|∂O = 0, t > 0;

Q0u0(x, 0) = ϕ(x), x ∈ O.
(2.2)

Ñ ó÷åòîì (1.42) ðåøåíèå ýôôåêòèâíîé çàäà÷è äàåòñÿ ôîðìóëîé

u0(·, t) = f0e
−B̃0

Dtf0ϕ(·). (2.3)

2.2 Ñâîéñòâà îïåðàòîðíîé ýêñïîíåíòû

Óñòàíîâèì ñëåäóþùåå ïðîñòîå óòâåðæäåíèå îá îöåíêàõ îïåðàòîðíûõ ýêñ-

ïîíåíò e−B̃D,εt è e−B̃
0
Dt â ðàçëè÷íûõ íîðìàõ.
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Ëåììà 2.1. Ïðè 0 < ε 6 1 ñïðàâåäëèâû îöåíêè

‖e−B̃D,εt‖L2(O)→L2(O) 6 e−c[t, t > 0, (2.4)

‖f εe−B̃D,εt‖L2(O)→H1(O) 6 c3t
−1/2e−c[t/2, t > 0, (2.5)

‖e−B̃0
Dt‖L2(O)→L2(O) 6 e−c[t, t > 0, (2.6)

‖f0e
−B̃0

Dt‖L2(O)→H1(O) 6 c3t
−1/2e−c[t/2, t > 0, (2.7)

‖f0e
−B̃0

Dt‖L2(O)→H2(O) 6 c̃t−1e−c[t/2, t > 0. (2.8)

Çäåñü c3 è c[ � ïîñòîÿííûå (1.21) è (1.51). Ïîñòîÿííàÿ c̃ çàâèñèò òîëüêî

îò èñõîäíûõ äàííûõ (1.9).

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïîñêîëüêó ÷èñëî c[, îïðåäåëåííîå â (1.51), ÿâëÿåòñÿ îá-
ùåé íèæíåé ãðàíüþ îïåðàòîðîâ B̃D,ε è B̃

0
D, îöåíêè (2.4) è (2.6) î÷åâèäíû.

Â ñèëó (1.20) è (1.23) âûïîëíåíî

‖f εe−B̃D,εt‖L2(O)→H1(O) 6 c3‖B1/2
D,εf

εe−B̃D,εt‖L2(O)→L2(O)

= c3‖B̃1/2
D,εe

−B̃D,εt‖L2(O)→L2(O).
(2.9)

Ïîñêîëüêó B̃D,ε > c[I, òî

‖B̃1/2
D,εe

−B̃D,εt‖L2(O)→L2(O) 6 sup
x>c[

x1/2e−xt

6 e−c[t/2 sup
x>c[

x1/2e−xt/2 6 t−1/2e−c[t/2.
(2.10)

Îòñþäà è èç (2.9) âûòåêàåò íåðàâåíñòâî (2.5). Òî÷íî òàê æå èç (1.39) è
(1.44) ñëåäóåò îöåíêà (2.7).

Â ñèëó (1.41), (1.43) è ðàâåíñòâà B̃0
D = f0B

0
Df0 èìååì

‖f0e
−B̃0

Dt‖L2(O)→H2(O) 6 ĉ‖B0
Df0e

−B̃0
Dt‖L2(O)→L2(O)

6 ĉ‖f−1‖L∞‖B̃0
De
−B̃0

Dt‖L2(O)→L2(O).

Îòñþäà

‖f0e
−B̃0

Dt‖L2(O)→H2(O) 6 ĉ‖f−1‖L∞ sup
x>c[

xe−xt

6 ĉ‖f−1‖L∞e−c[t/2 sup
x>c[

xe−xt/2 6 ĉ‖f−1‖L∞t−1e−c[t/2.

Òåì ñàìûì óñòàíîâëåíà îöåíêà (2.8) ñ ïîñòîÿííîé c̃ = ĉ‖f−1‖L∞ .
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2.3 Àïïðîêñèìàöèÿ ðåøåíèÿ â L2(O;Cn)

Òåîðåìà 2.2. Ïóñòü O ⊂ Rd � îãðàíè÷åííàÿ îáëàñòü ñ ãðàíèöåé êëàñ-

ñà C1,1. Ïóñòü âûïîëíåíû óñëîâèÿ ï. 1.3�1.6. Ïóñòü BD,ε � îïåðàòîð â

L2(O;Cn), îòâå÷àþùèé êâàäðàòè÷íîé ôîðìå (1.11). Ïóñòü B0
D � îïåðà-

òîð â L2(O;Cn), çàäàííûé âûðàæåíèåì (1.40) íà îáëàñòè îïðåäåëåíèÿ

H2(O;Cn)∩H1
0 (O;Cn). Ïîëîæèì B̃D,ε = (f ε)∗BD,εf

ε è B̃0
D = f0B

0
Df0, ãäå

ìàòðèöà-ôóíêöèÿ f îïðåäåëåíà ñîãëàñíî (1.22), à ìàòðèöà f0 � ñîãëàñíî

(1.42). Ïóñòü uε � ðåøåíèå çàäà÷è (2.1), è ïóñòü u0 � ðåøåíèå ñîîò-

âåòñòâóþùåé ýôôåêòèâíîé çàäà÷è (2.2). ×èñëî ε1 âûáåðåì èç óñëîâèÿ

1.7. Òîãäà ïðè 0 < ε 6 ε1 ñïðàâåäëèâà îöåíêà

‖uε(·, t)− u0(·, t)‖L2(O) 6 C15ε(t+ ε2)−1/2e−c[t/2‖ϕ‖L2(O), t > 0.

Â îïåðàòîðíûõ òåðìèíàõ,

‖f εe−B̃D,εt(f ε)∗ − f0e
−B̃0

Dtf0‖L2(O)→L2(O) 6 C15ε(t+ ε2)−1/2e−c[t/2, t > 0.
(2.11)

Çäåñü c[ � ïîñòîÿííàÿ (1.51). Ïîñòîÿííàÿ C15 çàâèñèò òîëüêî îò èñõîä-

íûõ äàííûõ (1.9).

Äîêàçàòåëüñòâî. Äîêàçàòåëüñòâî îïèðàåòñÿ íà ðåçóëüòàòû òåîðåì 1.8,
1.10 è ïðåäñòàâëåíèå ýêñïîíåíò îò îïåðàòîðîâ B̃D,ε, B̃

0
D ÷åðåç èíòåãðàëû

ïî êîíòóðó îò ñîîòâåòñòâóþùèõ ðåçîëüâåíò.
Ñïðàâåäëèâî òîæäåñòâî (ñì., íàïðèìåð, [Ka, ãë. IX, �1.6])

e−B̃D,εt = − 1

2πi

∫
γ
e−ζt(B̃D,ε − ζI)−1 dζ, t > 0. (2.12)

Çäåñü γ � êîíòóð â êîìïëåêñíîé ïëîñêîñòè, îáõîäÿùèé ñïåêòð îïåðàòî-
ðà B̃D,ε â ïîëîæèòåëüíîì íàïðàâëåíèè. Äëÿ ýêñïîíåíòû îò îïåðàòîðà B̃0

D

ñïðàâåäëèâî àíàëîãè÷íîå ïðåäñòàâëåíèå. Òàê êàê ïîñòîÿííàÿ (1.51) � îá-
ùàÿ íèæíÿÿ ãðàíü îïåðàòîðîâ B̃D,ε è B̃

0
D, â êà÷åñòâå êîíòóðà èíòåãðèðî-

âàíèÿ óäîáíî âûáðàòü

γ = {ζ ∈ C : Im ζ > 0, Re ζ = Im ζ + c[/2}
∪ {ζ ∈ C : Im ζ 6 0, Re ζ = −Im ζ + c[/2}.

Óìíîæàÿ (2.12) íà f ε ñëåâà è íà (f ε)∗ ñïðàâà è ó÷èòûâàÿ òîæäåñòâî
(1.24), ïîëó÷àåì ïðåäñòàâëåíèå

f εe−B̃D,εt(f ε)∗ = − 1

2πi

∫
γ
e−ζt(BD,ε − ζQε0)−1 dζ, t > 0.
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Àíàëîãè÷íî,

f0e
−B̃0

Dtf0 = − 1

2πi

∫
γ
e−ζt(B0

D − ζQ0)−1 dζ, t > 0.

Ñëåäîâàòåëüíî,

f εe−B̃D,εt(f ε)∗ − f0e
−B̃0

Dtf0

= − 1

2πi

∫
γ
e−ζt

(
(BD,ε − ζQε0)−1 − (B0

D − ζQ0)−1
)
dζ.

(2.13)

Íà îñíîâàíèè òåîðåì 1.8 è 1.10 îöåíèì ðàçíîñòü îáîáùåííûõ ðåçîëü-
âåíò ïðè ζ ∈ γ ðàâíîìåðíî ïî arg ζ. Íàïîìíèì îáîçíà÷åíèå ψ = arg (ζ−c[).
Çàìåòèì, ÷òî ïðè ζ ∈ γ è ψ = π/2 ëèáî ψ = 3π/2 âûïîëíåíî |ζ| =

√
5c[/2.

Ìû âîñïîëüçóåìñÿ òåîðåìîé 1.10 ïðè òåõ ζ ∈ γ, äëÿ êîòîðûõ |ζ| 6 č, ãäå

č := max{1;
√

5c[/2}. (2.14)

Íà êîíòóðå γ î÷åâèäíî âûïîëíåíî ψ ∈ (π/4, 7π/4) è

ρ[(ζ) 6 2 max{1; 8c−2
[ } =: C, ζ ∈ γ. (2.15)

Ïîýòîìó èç (1.53) âûòåêàåò îöåíêà

‖(BD,ε − ζQε0)−1 − (B0
D − ζQ0)−1‖L2(O)→L2(O) 6 C4Cε

6 C ′15|ζ|−1/2ε, ζ ∈ γ, |ζ| 6 č, 0 < ε 6 ε1; C ′15 := C4Cč
1/2.

(2.16)

Ïðè ïðî÷èõ ζ ∈ γ ñïðàâåäëèâî íåðàâåíñòâî

| sinφ| > 5−1/2, ζ ∈ γ, |ζ| > č, (2.17)

è ïî òåîðåìå 1.8

‖(BD,ε − ζQε0)−1 − (B0
D − ζQ0)−1‖L2(O)→L2(O) 6 C ′′15|ζ|−1/2ε,

ζ ∈ γ, |ζ| > č, 0 < ε 6 ε1,
(2.18)

ãäå C ′′15 := 55/2C1. Â èòîãå, îáúåäèíÿÿ (2.16) è (2.18), ïðè 0 < ε 6 ε1 èìååì

‖(BD,ε− ζQε0)−1− (B0
D− ζQ0)−1‖L2(O)→L2(O) 6 Ĉ15|ζ|−1/2ε, ζ ∈ γ, (2.19)

ãäå Ĉ15 := max{C ′15;C ′′15}.
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Èç (2.13) è (2.19) âûòåêàåò îöåíêà

‖f εe−B̃D,εt(f ε)∗ − f0e
−B̃0

Dtf0‖L2(O)→L2(O) 6 2π−1Ĉ15εt
−1/2Γ(1/2)e−c[t/2.

C ó÷åòîì ðàâåíñòâà Γ(1/2) = π1/2 íàõîäèì

‖f εe−B̃D,εt(f ε)∗ − f0e
−B̃0

Dtf0‖L2(O)→L2(O) 6 2π−1/2Ĉ15εt
−1/2e−c[t/2

6 Č15ε(t+ ε2)−1/2e−c[t/2, t > ε2,
(2.20)

ãäå Č15 := 2
√

2π−1/2Ĉ15. Ïðè t 6 ε2 âîñïîëüçóåìñÿ ãðóáîé îöåíêîé

‖f εe−B̃D,εt(f ε)∗ − f0e
−B̃0

Dtf0‖L2(O)→L2(O) 6 2‖f‖2L∞e
−c[t

6 2
√

2‖f‖2L∞ε(t+ ε2)−1/2e−c[t/2, t 6 ε2.
(2.21)

Èç (2.20) è (2.21) âûòåêàåò èñêîìîå íåðàâåíñòâî (2.11) ñ ïîñòîÿííîé C15 :=
max{Č15; 2

√
2‖f‖2L∞}.

2.4 Àïïðîêñèìàöèÿ ðåøåíèÿ â H1(O;Cn)

Ââåäåì êîððåêòîð

KD(t; ε) := RO

(
[Λε]Sεb(D) + [Λ̃ε]Sε

)
POf0e

−B̃0
Dtf0. (2.22)

Ïðè t > 0 îïåðàòîð (2.22) íåïðåðûâíî ïåðåâîäèò L2(O;Cn) â H1(O;Cn).

Äåéñòâèòåëüíî, ñîãëàñíî (2.8) ïðè t > 0 îïåðàòîð f0e
−B̃0

Dtf0 íåïðåðûâåí èç

L2(O;Cn) â H2(O;Cn). Ñëåäîâàòåëüíî, îïåðàòîð b(D)POf0e
−B̃0

Dtf0 íåïðå-

ðûâíî ïåðåâîäèò L2(O;Cn) â H1(Rd;Cm), à îïåðàòîð POf0e
−B̃0

Dtf0 çàâåäî-
ìî íåïðåðûâåí èç L2(O;Cn) â H1(Rd;Cn). Îñòàåòñÿ ó÷åñòü íåïðåðûâíîñòü
îïåðàòîðîâ [Λε]Sε : H1(Rd;Cm) → H1(Rd;Cn) è [Λ̃ε]Sε : H1(Rd;Cn) →
H1(Rd;Cn), âûòåêàþùóþ èç ïðåäëîæåíèÿ 1.2 è âêëþ÷åíèé Λ, Λ̃ ∈ H̃1(Ω).

Îáîçíà÷èì ũ0(·, t) := POu0(·, t). ×åðåç vε îáîçíà÷èì ïåðâîå ïðèáëèæå-
íèå ê ðåøåíèþ uε çàäà÷è (2.1):

ṽε := ũ0 + εΛεSεb(D)ũ0 + εΛ̃εSεũ0, vε := ṽε|O. (2.23)

Ò. å. vε(·, t) = f0e
−B̃0

Dtf0ϕ(·) + εKD(t; ε)ϕ(·).

Òåîðåìà 2.3. Ïóñòü âûïîëíåíû óñëîâèÿ òåîðåìû 2.2. Ïóñòü ìàòðèöû-
ôóíêöèè Λ(x) è Λ̃(x) � Γ-ïåðèîäè÷åñêèå ðåøåíèÿ çàäà÷ (1.25) è (1.33)
ñîîòâåòñòâåííî. Ïóñòü Sε � îïåðàòîð ñãëàæèâàíèÿ ïî Ñòåêëîâó (1.1) è
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PO � îïåðàòîð ïðîäîëæåíèÿ (1.45). Ïîëîæèì ũ0(·, t) = POu0(·, t). Ïóñòü
ôóíêöèÿ vε îïðåäåëåíà â (2.23). Òîãäà ïðè 0 < ε 6 ε1 è t > 0 âûïîëíåíî

‖uε(·, t)− vε(·, t)‖H1(O) 6 C16(ε1/2t−3/4 + εt−1)e−c[t/2‖ϕ‖L2(O).

Â îïåðàòîðíûõ òåðìèíàõ,

‖f εe−B̃D,εt(f ε)∗ − f0e
−B̃0

Dtf0 − εKD(t; ε)‖L2(O)→H1(O)

6 C16(ε1/2t−3/4 + εt−1)e−c[t/2,
(2.24)

ãäå KD(t; ε) � êîððåêòîð (2.22). Ïóñòü ìàòðèöà-ôóíêöèÿ g̃(x) îïðåäåëåíà
â (1.27). Äëÿ ïîòîêà pε := gεb(D)uε ïðè 0 < ε 6 ε1 è t > 0 ñïðàâåäëèâà

àïïðîêñèìàöèÿ

‖pε − g̃εSεb(D)ũ0 − gε
(
b(D)Λ̃

)ε
Sεũ0‖L2(O) 6 C̃16ε

1/2t−3/4e−c[t/2‖ϕ‖L2(O).

Â îïåðàòîðíûõ òåðìèíàõ,

‖gεb(D)f εe−B̃D,εt(f ε)∗ − GD(t; ε)‖L2(O)→L2(O) 6 C̃16ε
1/2t−3/4e−c[t/2. (2.25)

Çäåñü

GD(t; ε) := g̃εSεb(D)POf0e
−B̃0

Dtf0 + gε
(
b(D)Λ̃

)ε
SεPOf0e

−B̃0
Dtf0.

Ïîñòîÿííûå C16 è C̃16 çàâèñÿò òîëüêî îò èñõîäíûõ äàííûõ (1.9).

Äîêàçàòåëüñòâî. Êàê è ïðè äîêàçàòåëüñòâå òåîðåìû 2.2, áóäåì ïîëüçî-
âàòüñÿ ïðåäñòàâëåíèåì îêàéìëåííûõ îïåðàòîðíûõ ýêñïîíåíò ÷åðåç èíòå-
ãðàëû ïî êîíòóðó îò ñîîòâåòñòâóþùèõ îáîáùåííûõ ðåçîëüâåíò. Èìååì

f εe−B̃D,εt(f ε)∗ − f0e
−B̃0

Dtf0 − εKD(t; ε)

= − 1

2πi

∫
γ
e−ζt

(
(BD,ε − ζQε0)−1 − (B0

D − ζQ0)−1 − εKD(ε; ζ)
)
dζ.

(2.26)

Çäåñü KD(ε; ζ) � îïåðàòîð (1.47).
Ðàññóæäàÿ àíàëîãè÷íî (2.16)�(2.19), íà îñíîâàíèè òåîðåì 1.9 è 1.10

ïîëó÷àåì îöåíêó

‖(BD,ε − ζQε0)−1 − (B0
D − ζQ0)−1 − εKD(ε; ζ)‖L2(O)→H1(O)

6 Ĉ16

(
ε1/2|ζ|−1/4 + ε

)
, ζ ∈ γ, 0 < ε 6 ε1,

(2.27)
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ñ ïîñòîÿííîé Ĉ16 := max{C ′16;C ′′16}, ãäå C ′16 := (1 + č)1/2C5C è C ′′16 :=
max{5C2; 25C3}. Èç (2.26) è (2.27) âûòåêàåò èñêîìàÿ îöåíêà (2.24) ñ ïîñòî-
ÿííîé C16 := 2π−1Γ(3/4)Ĉ16.

Íåðàâåíñòâî (2.25) âûâîäèòñÿ àíàëîãè÷íûì îáðàçîì èç òîæäåñòâà

gεb(D)f εe−B̃D,εt(f ε)∗ − GD(t; ε)

= − 1

2πi

∫
γ
e−ζt

(
gεb(D)(BD,ε − ζQε0)−1 −GD(ε; ζ)

)
dζ

(2.28)

è îöåíîê (1.50) è (1.55). Ïðè ýòîì

C̃16 := 2π−1Γ(3/4) max
{

55/4C̃2; 2č1/4(1 + č)1/2C̃5C
}
.

Íà îñíîâàíèè çàìå÷àíèÿ 1.11(2) äåëàåì ñëåäóþùåå íàáëþäåíèå.

Çàìå÷àíèå 2.4. Ïóñòü λ0
1 � ïåðâîå ñîáñòâåííîå çíà÷åíèå îïåðàòîðà B0

D,

è ïóñòü κ > 0 � ïðîèçâîëüíîå ìàëîå ÷èñëî. Èç-çà ðåçîëüâåíòíîé ñõîäè-

ìîñòè ïðè äîñòàòî÷íî ìàëîì ε◦ ÷èñëî λ
0
1‖Q0‖−1

L∞
− κ/2 � íèæíÿÿ ãðàíü

îïåðàòîðîâ B̃D,ε ïðè âñåõ 0 < ε 6 ε◦. Ïîýòîìó ìîæíî ñäâèíóòü êîí-

òóð èíòåãðèðîâàíèÿ òàê, ÷òîáû îí ïåðåñåêàë âåùåñòâåííóþ îñü â òî÷-

êå c := λ0
1‖Q0‖−1

L∞
− κ âìåñòî c[/2. Íà ýòîì ïóòè ïîëó÷àþòñÿ îöåíêè

(2.11), (2.24) è (2.25) ñ çàìåíîé e−c[t/2 íà e−ct â ïðàâûõ ÷àñòÿõ. Ïðè ýòîì
ïîñòîÿííûå â îöåíêàõ ñòàíóò çàâèñåòü îò κ.

2.5 Îöåíêè ïðè ìàëîì âðåìåíè

Îòìåòèì, ÷òî ïðè 0 < t < ε2 íåò ñìûñëà ïðèìåíÿòü îöåíêè (2.24) è (2.25),
ïîñêîëüêó âûãîäíåå èñïîëüçîâàòü ñëåäóþùåå ïðîñòîå óòâåðæäåíèå (âïðî-
÷åì, ñïðàâåäëèâîå ïðè âñåõ t > 0).

Ïðåäëîæåíèå 2.5. Ïóñòü âûïîëíåíû óñëîâèÿ òåîðåìû 2.2. Òîãäà ïðè

t > 0 è 0 < ε 6 1 ñïðàâåäëèâû îöåíêè

‖f εe−B̃D,εt(f ε)∗ − f0e
−B̃0

Dtf0‖L2(O)→H1(O) 6 C17t
−1/2e−c[t/2, (2.29)

‖gεb(D)f εe−B̃D,εt(f ε)∗‖L2(O)→L2(O) 6 C̃17t
−1/2e−c[t/2, (2.30)

‖g0b(D)f0e
−B̃0

Dtf0‖L2(O)→L2(O) 6 C̃17t
−1/2e−c[t/2, (2.31)

ãäå ïîñòîÿííûå C17 := 2c3‖f‖L∞ è C̃17 := ‖g‖1/2L∞
‖f‖L∞ çàâèñÿò òîëüêî

îò èñõîäíûõ äàííûõ (1.9).
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Äîêàçàòåëüñòâî. Íåðàâåíñòâî (2.29) ñëåäóåò èç (1.43), (2.5) è (2.7).
Äàëåå, â ñèëó (1.23) èìååì

‖gεb(D)f εe−B̃D,εt(f ε)∗‖L2(O)→L2(O) 6 ‖g‖
1/2
L∞
‖f‖L∞‖B̃

1/2
D,εe

−B̃D,εt‖L2(O)→L2(O).

Îòñþäà è èç (2.10) âûòåêàåò îöåíêà (2.30). Ñ ó÷åòîì (1.43) è (1.44) îöåíêà
(2.31) ïðîâåðÿåòñÿ àíàëîãè÷íî.

2.6 Óñòðàíåíèå ñãëàæèâàòåëÿ Sε â êîððåêòîðå

Ñãëàæèâàþùèé îïåðàòîð â ñîîòâåòñòâóþùèõ ÷ëåíàõ êîððåêòîðà óäàåòñÿ
óñòðàíèòü, åñëè íàëîæèòü íà ìàòðèöû-ôóíêöèè Λ(x) è Λ̃(x) óñëîâèÿ 1.12
è 1.14. Ñëåäóþùèé ðåçóëüòàò ïðîâåðÿåòñÿ àíàëîãè÷íî òåîðåìå 2.3 íà îñ-
íîâàíèè òåîðåì 1.17 è 1.18.

Òåîðåìà 2.6. Ïóñòü âûïîëíåíû óñëîâèÿ òåîðåìû 2.3. Ïóñòü ìàòðèöû-
ôóíêöèè Λ(x) è Λ̃(x) ïîä÷èíåíû óñëîâèÿì 1.12 è 1.14 ñîîòâåòñòâåííî.

Ïîëîæèì

K0
D(t; ε) := (Λεb(D) + Λ̃ε)f0e

−B̃0
Dtf0, (2.32)

G0
D(t; ε) := g̃εb(D)f0e

−B̃0
Dtf0 + gε

(
b(D)Λ̃

)ε
f0e
−B̃0

Dtf0. (2.33)

Òîãäà ïðè t > 0 è 0 < ε 6 ε1 âûïîëíåíî

‖f εe−B̃D,εt(f ε)∗ − f0e
−B̃0

Dtf0 − εK0
D(t; ε)‖L2(O)→H1(O)

6 C18

(
ε1/2t−3/4 + εt−1

)
e−c[t/2,

‖gεb(D)f εe−B̃D,εt(f ε)∗ − G0
D(t; ε)‖L2(O)→L2(O)

6 C̃18

(
ε1/2t−3/4 + εt−1

)
e−c[t/2.

Ïîñòîÿííûå C18 è C̃18 çàâèñÿò îò èñõîäíûõ äàííûõ (1.9), îò p è îò íîðì

‖Λ‖L∞ è ‖Λ̃‖Lp(Ω).

Íà îñíîâàíèè çàìå÷àíèÿ 1.19 äåëàåì ñëåäóþùåå íàáëþäåíèå.

Çàìå÷àíèå 2.7. Åñëè âûïîëíåíî òîëüêî óñëîâèå 1.12 (ñîîòâåòñòâåííî,
óñëîâèå 1.14), òî ñãëàæèâàþùèé îïåðàòîð Sε ìîæåò áûòü óñòðàíåí â

÷ëåíå êîððåêòîðà, ñîäåðæàùåì Λε (ñîîòâåòñòâåííî, Λ̃ε).
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2.7 Ñëó÷àé ãëàäêîé ãðàíèöû

Óñòðàíèòü ñãëàæèâàòåëü Sε â êîððåêòîðå âîçìîæíî òàêæå çà ñ÷åò óñè-
ëåíèÿ ãëàäêîñòè ãðàíèöû. Â ýòîì ïóíêòå ìû ðàññìîòðèì ñëó÷àé d > 3,
ïîñêîëüêó ïðè d 6 2 ïðèìåíèìà òåîðåìà 2.6 (ñì. ïðåäëîæåíèÿ 1.13 è 1.15).

Ëåììà 2.8. Ïóñòü k > 2 � öåëîå ÷èñëî. Ïóñòü O ⊂ Rd � îãðàíè÷åííàÿ

îáëàñòü ñ ãðàíèöåé ∂O êëàññà Ck−1,1. Òîãäà ïðè t > 0 îïåðàòîð e−B̃
0
Dt

íåïðåðûâíî ïåðåâîäèò L2(O;Cn) â Hq(O;Cn), 0 6 q 6 k, è âûïîëíåíà

îöåíêà

‖e−B̃0
Dt‖L2(O)→Hq(O) 6 Ĉqt

−q/2e−c[t/2, t > 0. (2.34)

Ïîñòîÿííàÿ Ĉq çàâèñèò òîëüêî îò q è èñõîäíûõ äàííûõ (1.9).

Äîêàçàòåëüñòâî. Äîñòàòî÷íî ïðîâåðèòü îöåíêó (2.34) ïðè öåëûõ q ∈
[0, k]; òîãäà ðåçóëüòàò ïðè íåöåëûõ q ïîëó÷èòñÿ ïî èíòåðïîëÿöèè. Ïðè
q = 0, 1, 2 îöåíêà (2.34) óæå äîêàçàíà (ñì. ëåììó 2.1).

Èòàê, ïóñòü q � öåëîå, 2 6 q 6 k. Âîñïîëüçóåìñÿ òåîðåìàìè î ðå-
ãóëÿðíîñòè ðåøåíèé ñèëüíî ýëëèïòè÷åñêèõ ñèñòåì (ñì., íàïðèìåð, [McL,
ãë. 4]), â ñèëó êîòîðûõ îïåðàòîð (B̃0

D)−1 íåïðåðûâíî ïåðåâîäèò Hσ(O;Cn)
â Hσ+2(O;Cn) ïðè óñëîâèè ∂O ∈ Cσ+1,1, ãäå σ ∈ Z+. Ó÷òåì òàêæå, ÷òî
îïåðàòîð (B̃0

D)−1/2 íåïðåðûâåí èç L2(O;Cn) â H1(O;Cn). Èç ñêàçàííîãî

ñëåäóåò, ÷òî â óñëîâèÿõ ëåììû ïðè öåëîì q ∈ [2, k] îïåðàòîð (B̃0
D)−q/2

íåïðåðûâíî ïåðåâîäèò L2(O;Cn) â Hq(O;Cn). Ïðè ýòîì

‖(B̃0
D)−q/2‖L2(O)→Hq(O) 6 Čq, (2.35)

ãäå ïîñòîÿííàÿ Čq çàâèñèò îò q è îò èñõîäíûõ äàííûõ (1.9). Èç (2.35)
ñëåäóåò îöåíêà

‖e−B̃0
Dt‖L2(O)→Hq(O) 6 Čq‖(B̃0

D)q/2e−B̃
0
Dt‖L2(O)→L2(O) 6 Čq sup

x>c[
xq/2e−xt

6 Čqt
−q/2e−c[t/2 sup

x>0
xq/2e−x/2 6 Ĉqt

−q/2e−c[t/2; Ĉq := Čq(q/e)
q/2.

Èñïîëüçóÿ ëåììó 2.8 è ñâîéñòâà ìàòðèö-ôóíêöèé Λ(x) è Λ̃(x), à òàêæå
îïåðàòîðà Sε, ìîæíî îöåíèòü ðàçíîñòü êîððåêòîðîâ (2.22) è (2.32).

Ëåììà 2.9. Ïóñòü d > 3. Ïóñòü O ⊂ Rd � îãðàíè÷åííàÿ îáëàñòü ñ

ãðàíèöåé êëàññà Cd/2,1, åñëè d � ÷åòíîå, è êëàññà C(d+1)/2,1, åñëè d �
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íå÷åòíîå. Ïóñòü KD(t; ε) � îïåðàòîð (2.22) è K0
D(t; ε) � îïåðàòîð (2.32).

Òîãäà ïðè 0 < ε 6 1 è t > 0 âûïîëíåíà îöåíêà

‖KD(t; ε)−K0
D(t; ε)‖L2(O)→H1(O) 6 Ĉd(t−1 + t−d/4−1/2)e−c[t/2. (2.36)

Ïîñòîÿííàÿ Ĉd çàâèñèò ëèøü îò èñõîäíûõ äàííûõ (1.9)

Èç ëåììû 2.9 è òåîðåìû 2.3 âûâîäèòñÿ ñëåäóþùèé ðåçóëüòàò.

Òåîðåìà 2.10. Ïóñòü âûïîëíåíû óñëîâèÿ òåîðåìû 2.2, ïðè÷åì d > 3.
Ïóñòü îáëàñòü O óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèÿì ëåììû 2.9. Ïóñòü K0

D(t; ε) �
êîððåêòîð (2.32). Ïóñòü G0

D(t; ε) � îïåðàòîð (2.33). Òîãäà ïðè t > 0 è

0 < ε 6 ε1 ñïðàâåäëèâû îöåíêè

‖f εe−B̃D,εt(f ε)∗ − f0e
−B̃0

Dtf0 − εK0
D(t; ε)‖L2(O)→H1(O)

6 Cd(ε1/2t−3/4 + εt−d/4−1/2)e−c[t/2,
(2.37)

‖gεb(D)f εe−B̃D,εt(f ε)∗ − G0
D(t; ε)‖L2(O)→L2(O)

6 C̃d(ε1/2t−3/4 + εt−d/4−1/2)e−c[t/2.
(2.38)

Ïîñòîÿííûå Cd è C̃d çàâèñÿò òîëüêî îò èñõîäíûõ äàííûõ (1.9).

Äîêàçàòåëüñòâà ëåììû 2.9 è òåîðåìû 2.10 âûíåñåíû â ïðèëîæåíèå (ñì.
�7), ÷òîáû íå çàãðîìîæäàòü îñíîâíîå èçëîæåíèå. ßñíî, ÷òî òåîðåìó 2.10
óäîáíî ïðèìåíÿòü, åñëè t îòäåëåíî îò íóëÿ. Ïðè ìàëûõ çíà÷åíèÿõ t ïîðÿ-
äîê ìíîæèòåëÿ (ε1/2t−3/4 + εt−d/4−1/2) ðàñòåò ñ ðîñòîì ðàçìåðíîñòè. Ýòî

”
ïëàòà“ çà óñòðàíåíèå ñãëàæèâàòåëÿ.

Çàìå÷àíèå 2.11. Âìåñòî óñëîâèÿ ãëàäêîñòè ∂O èç ëåììû 2.9 ìîæíî

áûëî áû íàëîæèòü íåÿâíîå òðåáîâàíèå: îãðàíè÷åííàÿ îáëàñòü O ñ ëèï-

øèöåâîé ãðàíèöåé òàêîâà, ÷òî âûïîëíåíà îöåíêà (2.34) ïðè q = d/2 + 1.
Â òàêîé îáëàñòè îñòàþòñÿ ñïðàâåäëèâûìè óòâåðæäåíèÿ ëåììû 2.9 è

òåîðåìû 2.10.

2.8 Ñëó÷àé íóëåâîãî êîððåêòîðà

Ïðåäïîëîæèì äîïîëíèòåëüíî, ÷òî g0 = g, ò. å. âûïîëíåíû ñîîòíîøåíèÿ
(1.31). Ïóñòü ñïðàâåäëèâî óñëîâèå (1.58). Òîãäà Γ-ïåðèîäè÷åñêèå ðåøåíèÿ
çàäà÷ (1.25) è (1.33) ðàâíû íóëþ: Λ(x) = 0 è Λ̃(x) = 0. Íà îñíîâàíèè
ïðåäëîæåíèÿ 1.20 óñòàíàâëèâàåì ñëåäóþùèé ðåçóëüòàò.
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Ïðåäëîæåíèå 2.12. Ïóñòü ñïðàâåäëèâû ñîîòíîøåíèÿ (1.31) è (1.58).
Òîãäà â óñëîâèÿõ òåîðåìû 2.2 ïðè 0 < ε 6 1 ñïðàâåäëèâà îöåíêà

‖f εe−B̃D,εt(f ε)∗ − f0e
−B̃0

Dtf0‖L2(O)→H1(O) 6 C19εt
−1e−c[t/2, t > 0, (2.39)

ãäå ïîñòîÿííàÿ C19 çàâèñèò òîëüêî îò èñõîäíûõ äàííûõ (1.9).

Äîêàçàòåëüñòâî. Ìû îïèðàåìñÿ íà òîæäåñòâî (2.13). Ïðè |ζ| 6 č, ãäå č �
ïîñòîÿííàÿ (2.14), èñïîëüçóåì (1.60) è (2.15), ïðè |ζ| > č � (1.59) è (2.17).
Â ðåçóëüòàòå óáåæäàåìñÿ, ÷òî ïðè 0 < ε 6 1 âûïîëíåíî

‖(BD,ε − ζQε0)−1 − (B0
D − ζQ0)−1‖L2(O)→H1(O) 6 Ĉ19ε, ζ ∈ γ;

Ĉ19 := max
{(
C9 + C10(1 + č)1/2

)
C; 25C8

}
.

Îòñþäà è èç (2.13) âûòåêàåò (2.39) ñ ïîñòîÿííîé C19 := 2π−1Ĉ19.

2.9 Ñïåöèàëüíûé ñëó÷àé

Ïðåäïîëîæèì òåïåðü, ÷òî g0 = g, ò. å. ñïðàâåäëèâû ïðåäñòàâëåíèÿ (1.32).
Òîãäà â ñèëó ïðåäëîæåíèÿ 1.13(3◦) âûïîëíåíî óñëîâèå 1.12. Ïðè ýòîì ñî-
ãëàñíî [BSu3, çàìå÷àíèå 3.5] ìàòðèöà-ôóíêöèÿ (1.27) ïîñòîÿííà è ñîâ-

ïàäàåò ñ g0, ò. å. g̃(x) = g0 = g. Òàêèì îáðàçîì, g̃εb(D)f0e
−B̃0

Dtf0 =

g0b(D)f0e
−B̃0

Dtf0.
Ïðåäïîëîæèì äîïîëíèòåëüíî, ÷òî ñïðàâåäëèâî ðàâåíñòâî (1.58). Òîãäà

Λ̃(x) = 0 è èç òåîðåìû 2.3 ñ ïîìîùüþ ïðåäëîæåíèÿ 1.1 ìîæíî âûâåñòè
ñëåäóþùèé ðåçóëüòàò.

Ïðåäëîæåíèå 2.13. Ïóñòü èìåþò ìåñòî ñîîòíîøåíèÿ (1.32) è (1.58).
Òîãäà â óñëîâèÿõ òåîðåìû 2.2 ïðè 0 < ε 6 ε1 è t > 0 âåðíà îöåíêà

‖gεb(D)f εe−B̃D,εt(f ε)∗ − g0b(D)f0e
−B̃0

Dtf0‖L2(O)→L2(O) 6 C̃ ′16ε
1/2t−3/4e−c[t/2.

(2.40)

Ïîñòîÿííàÿ C̃ ′16 çàâèñèò òîëüêî îò èñõîäíûõ äàííûõ (1.9).

Äîêàçàòåëüñòâî. Èç òåîðåìû 2.3 ñëåäóåò, ÷òî

‖gεb(D)f εe−B̃D,εt(f ε)∗ − g0Sεb(D)POf0e
−B̃0

Dtf0‖L2(O)→L2(O)

6 C̃16ε
1/2t−3/4e−c[t/2.

(2.41)
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Ñ îäíîé ñòîðîíû, â ñèëó ïðåäëîæåíèÿ 1.1 ñ ó÷åòîì (1.3), (1.30), (1.43),
(1.46) è (2.8) èìååì

‖g0(Sε − I)b(D)POf0e
−B̃0

Dtf0‖L2(O)→L2(Rd)

6 ε‖g‖L∞r1α
1/2
1 ‖POf0e

−B̃0
Dtf0‖L2(O)→H2(Rd)

6 ε‖g‖L∞‖f‖L∞r1α
1/2
1 C

(2)
O c̃t−1e−c[t/2.

(2.42)

Ñ äðóãîé ñòîðîíû, èç (1.2), (1.3), (1.30), (1.43), (1.46) è (2.7) ñëåäóåò, ÷òî

‖g0(Sε − I)b(D)POf0e
−B̃0

Dtf0‖L2(O)→L2(Rd)

6 2‖g‖L∞α
1/2
1 ‖POf0e

−B̃0
Dtf0‖L2(O)→H1(Rd)

6 2‖g‖L∞‖f‖L∞α
1/2
1 C

(1)
O c3t

−1/2e−c[t/2.

(2.43)

Èç (2.42) è (2.43) âûòåêàåò íåðàâåíñòâî

‖g0(Sε − I)b(D)POf0e
−B̃0

Dtf0‖L2(O)→L2(Rd) 6 Č16ε
1/2t−3/4e−c[t/2,

ãäå Č16 := ‖g‖L∞‖f‖L∞α
1/2
1

(
2r1C

(1)
O C

(2)
O c̃c3

)1/2
. Îòñþäà è èç (2.41) ñëåäóåò

îöåíêà (2.40) ñ ïîñòîÿííîé C̃ ′16 := C̃16 + Č16.

2.10 Îöåíêè â ñòðîãî âíóòðåííåé ïîäîáëàñòè

Ïîëüçóÿñü òåîðåìîé 1.21, óëó÷øèì îöåíêè ïîãðåøíîñòè â ñòðîãî âíóòðåí-
íåé ïîäîáëàñòè.

Òåîðåìà 2.14. Ïóñòü âûïîëíåíû óñëîâèÿ òåîðåìû 2.3. Ïóñòü O′ �
ñòðîãî âíóòðåííÿÿ ïîäîáëàñòü îáëàñòè O è δ îïðåäåëåíî â (1.61). Òî-
ãäà ïðè 0 < ε 6 ε1 è t > 0 âûïîëíåíû îöåíêè

‖f εe−B̃D,εt(f ε)∗ − f0e
−B̃0

Dtf0 − εKD(t; ε)‖L2(O)→H1(O′)

6 ε(C20t
−1/2δ−1 + C21t

−1)e−c[t/2,
(2.44)

‖gεb(D)f εe−B̃D,εt(f ε)∗ − GD(t; ε)‖L2(O)→L2(O′)

6 ε(C̃20t
−1/2δ−1 + C̃21t

−1)e−c[t/2.

Ïîñòîÿííûå C20, C21, C̃20 è C̃21 çàâèñÿò òîëüêî îò èñõîäíûõ äàííûõ

(1.9).

Äîêàçàòåëüñòâî. Äîêàçàòåëüñòâî îñíîâàíî íà ïðèìåíåíèè òåîðåìû 1.21
è òîæäåñòâ (2.26), (2.28). Êðîìå ýòîãî òðåáóþòñÿ îöåíêè (2.15) è (2.17).
Îïóñòèì äåòàëè.
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Ñëåäóþùèé ðåçóëüòàò ïðîâåðÿåòñÿ àíàëîãè÷íî íà îñíîâàíèè òåîðåì
1.22 è 1.23.

Òåîðåìà 2.15. Ïóñòü âûïîëíåíû óñëîâèÿ òåîðåìû 2.14. Ïðåäïîëîæèì,

÷òî ìàòðèöû-ôóíêöèè Λ(x) è Λ̃(x) ïîä÷èíåíû óñëîâèÿì 1.12 è 1.14 ñî-

îòâåòñòâåííî. Ïóñòü K0
D(t; ε) � êîððåêòîð (2.32) è G0

D(t; ε) � îïåðàòîð

(2.33). Òîãäà ïðè t > 0 è 0 < ε 6 ε1 âûïîëíåíî

‖f εe−B̃D,εt(f ε)∗ − f0e
−B̃0

Dtf0 − εK0
D(t; ε)‖L2(O)→H1(O′)

6 ε(C20t
−1/2δ−1 + C22t

−1)e−c[t/2,

‖gεb(D)f εe−B̃D,εt(f ε)∗ − G0
D(t; ε)‖L2(O)→L2(O′)

6 ε(C̃20t
−1/2δ−1 + C̃22t

−1)e−c[t/2.

Ïîñòîÿííûå C20 è C̃20 � òå æå, ÷òî â òåîðåìå 2.14. Ïîñòîÿííûå C22 è

C̃22 çàâèñÿò îò èñõîäíûõ äàííûõ (1.9), îò p è îò íîðì ‖Λ‖L∞ , ‖Λ̃‖Lp(Ω).

Îòìåòèì, ÷òî óñòðàíèòü ñãëàæèâàòåëü Sε â êîððåêòîðå â îöåíêàõ èç
òåîðåìû 2.14 âîçìîæíî è áåç íàëîæåíèÿ äîïîëíèòåëüíûõ óñëîâèé íà
ìàòðèöû-ôóíêöèè Λ(x) è Λ̃(x). Ïðè ýòîì áîëåå âûñîêàÿ ãëàäêîñòü ãðà-
íèöû íå òðåáóåòñÿ. Ðàññìîòðèì ñëó÷àé d > 3 (èíà÷å â ñèëó ïðåäëîæåíèé
1.13 è 1.15 ïðèìåíèìà òåîðåìà 2.15). Ìû çíàåì, ÷òî ïðè t > 0 îïåðà-

òîð e−B̃
0
Dt íåïðåðûâåí èç L2(O;Cn) â H2(O;Cn) è âûïîëíåíà îöåíêà (2.8).

Êðîìå òîãî, ñïðàâåäëèâî ñâîéñòâî
”
ïîâûøåíèÿ ãëàäêîñòè“ âíóòðè îáëà-

ñòè: ïðè t > 0 îïåðàòîð e−B̃
0
Dt íåïðåðûâåí èç L2(O;Cn) â Hσ(O′;Cn) ïðè

ëþáîì öåëîì σ > 3. Ïðè ýòîì èìåþò ìåñòî íåðàâåíñòâà

‖e−B̃0
Dt‖L2(O)→Hσ(O′) 6 C′σt

−1/2(δ−2 + t−1)(σ−1)/2e−c[t/2,

t > 0, σ ∈ N, σ > 3.
(2.45)

Ïîñòîÿííàÿ C′σ çàâèñèò îò σ è èñõîäíûõ äàííûõ (1.9). Äëÿ ñêàëÿðíûõ ïà-
ðàáîëè÷åñêèõ óðàâíåíèé ñâîéñòâî

”
ïîâûøåíèÿ ãëàäêîñòè“ âíóòðè îáëàñòè

óñòàíîâëåíî â [LaSoU, ãëàâà 3, �12]. Àíàëîãè÷íûì îáðàçîì åãî ìîæíî ïðî-
âåðèòü è äëÿ îïåðàòîðà B̃0

D. Êâàëèôèöèðîâàííûå îöåíêè (2.45) íåñëîæíî
âûâåñòè, èñïîëüçóÿ òîò ôàêò, ÷òî ïðîèçâîäíûå Dαu0 (ãäå u0 � ôóíêöèÿ
(2.3) ïðè ϕ ∈ L2(O;Cn)) ÿâëÿþòñÿ ðåøåíèÿìè ïàðàáîëè÷åñêîãî óðàâíåíèÿ
Q0∂tD

αu0 = −B0Dαu0. Ýòî óðàâíåíèå ñëåäóåò äîìíîæèòü íà χ2Dαu0 è
ïðîèíòåãðèðîâàòü ïî öèëèíäðó O × (0, t). Çäåñü χ � ãëàäêàÿ ñðåçêà, ðàâ-
íàÿ íóëþ âáëèçè áîêîâîé ïîâåðõíîñòè è äíà öèëèíäðà. Ñòàíäàðòíûé àíà-
ëèç ñîîòâåòñòâóþùåãî èíòåãðàëüíîãî òîæäåñòâà âìåñòå ñ óæå èçâåñòíûìè
íåðàâåíñòâàìè èç ëåììû 2.1 è ïðèâîäèò ê îöåíêàì (2.45).
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Èñïîëüçóÿ ñâîéñòâà ìàòðèö-ôóíêöèé Λ(x) è Λ̃(x), à òàêæå îïåðàòîðà
Sε, èç (2.45) ìîæíî âûâåñòè ñëåäóþùåå óòâåðæäåíèå.

Ëåììà 2.16. Ïóñòü âûïîëíåíû óñëîâèÿ òåîðåìû 2.14, ïðè÷åì d > 3.
Ïóñòü K0

D(t; ε) � îïåðàòîð (2.32). Îáîçíà÷èì

hd(δ; t) := t−1 + t−1/2(δ−2 + t−1)d/4. (2.46)

Ïóñòü 2r1 = diam Ω. Òîãäà ïðè 0 < ε 6 (4r1)−1δ è t > 0 èìååì

‖KD(t; ε)−K0
D(t; ε)‖L2(O)→H1(O′) 6 C′′dhd(δ; t)e

−c[t/2. (2.47)

Ïîñòîÿííàÿ C′′d çàâèñèò òîëüêî îò èñõîäíûõ äàííûõ (1.9).

Èç ëåììû 2.16 è òåîðåìû 2.14 âûâîäèòñÿ ñëåäóþùèé ðåçóëüòàò.

Òåîðåìà 2.17. Ïóñòü âûïîëíåíû óñëîâèÿ òåîðåìû 2.14, ïðè÷åì d > 3.
Ïóñòü K0

D(t; ε) � êîððåêòîð (2.32) è G0
D(t; ε) � îïåðàòîð (2.33). Ïóñòü

2r1 = diam Ω. Òîãäà ïðè 0 < ε 6 min{ε1; (4r1)−1δ} è t > 0 ñïðàâåäëèâû

îöåíêè

‖f εe−B̃D,εt(f ε)∗ − f0e
−B̃0

Dtf0 − εK0
D(t; ε)‖L2(O)→H1(O′) 6 εCdhd(δ; t)e

−c[t/2,

(2.48)

‖gεb(D)f εe−B̃D,εt(f ε)∗ − G0
D(t; ε)‖L2(O)→L2(O′) 6 εC̃dhd(δ; t)e

−c[t/2. (2.49)

Çäåñü hd(δ; t) � âåëè÷èíà (2.46), ïîñòîÿííûå Cd è C̃d çàâèñÿò òîëüêî îò

èñõîäíûõ äàííûõ (1.9).

Äîêàçàòåëüñòâà ëåììû 2.16 è òåîðåìû 2.17 âûíåñåíû â ïðèëîæåíèå
(ñì. �8), ÷òîáû íå çàãðîìîæäàòü îñíîâíîå èçëîæåíèå. ßñíî, ÷òî òåîðåìó
2.17 óäîáíî ïðèìåíÿòü, åñëè t îòäåëåíî îò íóëÿ. Ïðè ìàëûõ çíà÷åíèÿõ t
ïîðÿäîê ìíîæèòåëÿ hd(δ; t) ðàñòåò ñ ðîñòîì ðàçìåðíîñòè. Ýòî ½ïëàòà� çà
óñòðàíåíèå ñãëàæèâàòåëÿ.

3 Óñðåäíåíèå ïåðâîé íà÷àëüíî-êðàåâîé çàäà÷è

äëÿ íåîäíîðîäíîãî óðàâíåíèÿ

3.1 Ñòàðøèé ÷ëåí àïïðîêñèìàöèè

Â ýòîì ïàðàãðàôå ìû èçó÷àåì ïîâåäåíèå ðåøåíèÿ ïåðâîé íà÷àëüíî-
êðàåâîé çàäà÷è äëÿ íåîäíîðîäíîãî ïàðàáîëè÷åñêîãî óðàâíåíèÿ:

Qε0(x)∂uε∂t (x, t) = −Bεuε(x, t) + F(x, t), x ∈ O, t > 0;

uε(·, t)|∂O = 0, t > 0;

Qε0(x)uε(x, 0) = ϕ(x), x ∈ O.
(3.1)
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Çäåñü F ∈ Hr(T ) := Lr((0, T );L2(O;Cn)), 0 < T 6 ∞, ïðè íåêîòîðîì
1 6 r 6∞. Òîãäà

uε(·, t) = f εe−B̃D,εt(f ε)∗ϕ(·) +

∫ t

0
f εe−B̃D,ε(t−t̃)(f ε)∗F(·, t̃) dt̃. (3.2)

Ñîîòâåòñòâóþùàÿ ýôôåêòèâíàÿ çàäà÷à èìååò âèä
Q0

∂u0
∂t (x, t) = −B0u0(x, t) + F(x, t), x ∈ O, t > 0;

u0(·, t)|∂O = 0, t > 0;

Q0u0(x, 0) = ϕ(x), x ∈ O.
(3.3)

Ðåøåíèå ýòîé çàäà÷è äàåòñÿ ôîðìóëîé

u0(·, t) = f0e
−B̃0

Dtf0ϕ(·) +

∫ t

0
f0e
−B̃0

D(t−t̃)f0F(·, t̃) dt̃. (3.4)

Âû÷èòàÿ (3.4) èç (3.2), íà îñíîâàíèè òåîðåìû 2.2 (ñì. (2.11)) çàêëþ÷àåì,
÷òî ïðè 0 < ε 6 ε1 è t > 0 ñïðàâåäëèâî íåðàâåíñòâî

‖uε(·, t)− u0(·, t)‖L2(O) 6 C15ε(t+ ε2)−1/2e−c[t/2‖ϕ‖L2(O) + C15εL(ε; t;F),

ãäå

L(ε; t;F) :=

∫ t

0
e−c[(t−t̃)/2(ε2 + t− t̃)−1/2‖F(·, t̃)‖L2(O) dt̃.

Îöåíèâàÿ ÷ëåí L(ε; t;F), ïðè 1 < r 6 ∞ ïîëó÷àåì ñëåäóþùèé ðåçóëüòàò.
Åãî äîêàçàòåëüñòâî ñîâåðøåííî àíàëîãè÷íî äîêàçàòåëüñòâó òåîðåìû 5.1
èç [MSu1].

Òåîðåìà 3.1. Ïóñòü O ⊂ Rd � îãðàíè÷åííàÿ îáëàñòü ñ ãðàíèöåé êëàññà

C1,1. Ïóñòü âûïîëíåíû óñëîâèÿ ï. 1.3�1.6. Ïóñòü uε � ðåøåíèå çàäà÷è

(3.1), è ïóñòü u0 � ðåøåíèå ýôôåêòèâíîé çàäà÷è (3.3) ïðè ϕ ∈ L2(O;Cn)
è F ∈ Hr(T ), 0 < T 6∞, ïðè íåêîòîðîì 1 < r 6∞. Òîãäà ïðè 0 < ε 6 ε1

è 0 < t < T âûïîëíåíî

‖uε(·, t)−u0(·, t)‖L2(O) 6 C15ε(t+ε2)−1/2e−c[t/2‖ϕ‖L2(O) + crθ(ε, r)‖F‖Hr(T ).

Çäåñü âåëè÷èíà θ(ε, r) îïðåäåëåíà ðàâåíñòâîì

θ(ε, r) =


ε2−2/r, 1 < r < 2,

ε(| ln ε|+ 1)1/2, r = 2,

ε, 2 < r 6∞.
(3.5)

Ïîñòîÿííàÿ cr çàâèñèò òîëüêî îò r è äàííûõ çàäà÷è (1.9).
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Ðàññóæäàÿ ïî àíàëîãèè ñ äîêàçàòåëüñòâîì òåîðåìû 5.2 èç [MSu1], èç
òåîðåìû 2.2 ìîæíî âûâåñòè àïïðîêñèìàöèþ ðåøåíèÿ çàäà÷è (3.1) â ïðî-
ñòðàíñòâå Hr(T ).

Òåîðåìà 3.2. Ïóñòü âûïîëíåíû óñëîâèÿ òåîðåìû 3.1. Ïóñòü uε è u0 �

ðåøåíèÿ çàäà÷ (3.1) è (3.3) ñîîòâåòñòâåííî, ïðè÷åì ϕ ∈ L2(O;Cn) è

F ∈ Hr(T ), 0 < T 6 ∞, ïðè íåêîòîðîì 1 6 r < ∞. Òîãäà ïðè 0 < ε 6 ε1

èìååì

‖uε − u0‖Hr(T ) 6 cr′θ(ε, r
′)‖ϕ‖L2(O) + C23ε‖F‖Hr(T ).

Çäåñü θ(ε, ·) � âåëè÷èíà (3.5), r−1 + (r′)−1 = 1. Ïîñòîÿííàÿ C23 çàâèñèò

òîëüêî îò èñõîäíûõ äàííûõ (1.9), ïîñòîÿííàÿ cr′ çàâèñèò îò òåõ æå

âåëè÷èí è îò r.

Çàìå÷àíèå 3.3. Ïðè ϕ = 0 è F ∈ H∞(T ) èç òåîðåìû 3.1 ìîæíî âûâåñòè

îöåíêó

‖uε − u0‖H∞(T ) 6 c∞ε‖F‖H∞(T ), 0 < ε 6 ε1.

3.2 Àïïðîêñèìàöèÿ ðåøåíèÿ â H1(O;Cn)

Ïîëó÷èì òåïåðü àïïðîêñèìàöèþ ðåøåíèÿ çàäà÷è (3.1) ïî H1(O;Cn)-íîðìå
ñ ïîìîùüþ òåîðåìû 2.3. Òðóäíîñòè âîçíèêàþò ïðè ðàññìîòðåíèè èíòå-
ãðàëüíîãî ÷ëåíà â (3.2), òàê êàê îöåíêà (2.24)

”
ïîðòèòñÿ“ ïðè ìàëîì t.

Ñ÷èòàÿ, ÷òî t > ε2, ðàçîáüåì ïðîìåæóòîê èíòåãðèðîâàíèÿ â (3.2) íà äâå
÷àñòè: (0, t−ε2) è (t−ε2, t). Íà èíòåðâàëå (0, t−ε2) áóäåì ïðèìåíÿòü (2.24),
à íà (t− ε2, t) � (2.29).

Îáîçíà÷èì
wε(·, t) := f0e

−B̃0
Dε

2
f−1

0 u0(·, t− ε2), (3.6)

ãäå u0 � ðåøåíèå çàäà÷è (3.3). Â ñèëó (3.4)

wε(·, t) = f0e
−B̃0

Dtf0ϕ(·) +

∫ t−ε2

0
f0e
−B̃0

D(t−t̃)f0F(·, t̃) dt̃.

Äîêàçàòåëüñòâî ñëåäóþùåãî óòâåðæäåíèÿ ïîëíîñòüþ àíàëîãè÷íî äîêà-
çàòåëüñòâó òåîðåìû 5.4 èç [MSu1].

Òåîðåìà 3.4. Ïóñòü âûïîëíåíû óñëîâèÿ òåîðåìû 3.1. Ïóñòü uε è u0 �

ðåøåíèÿ çàäà÷ (3.1) è (3.3) ñîîòâåòñòâåííî, ïðè÷åì ϕ ∈ L2(O;Cn) è

F ∈ Hr(T ), 0 < T 6∞, ïðè íåêîòîðîì 2 < r 6∞. Ïóñòü wε(·, t) � ôóíê-

öèÿ (3.6). Ïóñòü Λ(x) è Λ̃(x) � Γ-ïåðèîäè÷åñêèå ìàòðè÷íûå ðåøåíèÿ çà-
äà÷ (1.25) è (1.33) ñîîòâåòñòâåííî. Ïóñòü PO � ëèíåéíûé íåïðåðûâíûé
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îïåðàòîð ïðîäîëæåíèÿ (1.45), è ïóñòü Sε � îïåðàòîð ñãëàæèâàíèÿ ïî

Ñòåêëîâó (1.1). Ïîëîæèì w̃ε(·, t) := POwε(·, t) è îáîçíà÷èì

vε(·, t) := u0(·, t) + εΛεSεb(D)w̃ε(·, t) + εΛ̃εSεw̃ε(·, t).

Ïóñòü pε(·, t) := gεb(D)uε(·, t), è ïóñòü g̃(x) � ìàòðèöà-ôóíêöèÿ (1.27).
Ïîëîæèì

qε(·, t) := g̃εSεb(D)w̃ε(·, t) + gε
(
b(D)Λ̃

)ε
Sεw̃ε(·, t).

Òîãäà ïðè 0 < ε 6 ε1 è ε2 6 t < T âûïîëíåíî

‖uε(·, t)− vε(·, t)‖H1(O) 6 2C16ε
1/2t−3/4e−c[t/2‖ϕ‖L2(O) + črω(ε, r)‖F‖Hr(T ),

‖pε(·, t)− qε(·, t)‖L2(O) 6 C̃16ε
1/2t−3/4e−c[t/2‖ϕ‖L2(O) + c̃rω(ε, r)‖F‖Hr(T ).

Çäåñü

ω(ε, r) :=


ε1−2/r, 2 < r < 4,

ε1/2(| ln ε|+ 1)3/4, r = 4,

ε1/2, 4 < r 6∞.
(3.7)

Ïîñòîÿííûå čr è c̃r çàâèñÿò òîëüêî îò èñõîäíûõ äàííûõ (1.9) è r.

Òàê êàê ïðàâàÿ ÷àñòü â îöåíêå (2.25) ïðè t→ 0 ðàñòåò ìåäëåííåå, ÷åì
ïðàâàÿ ÷àñòü â îöåíêå (2.24), ïðè r > 4 ïîòîê pε óäàåòñÿ àïïðîêñèìèðîâàòü
÷åðåç

hε(·, t) := g̃εSεb(D)ũ0(·, t) + gε
(
b(D)Λ̃

)ε
Sεũ0(·, t). (3.8)

Çäåñü ũ0 = POu0 è u0 � ðåøåíèå çàäà÷è (3.3).

Ïðåäëîæåíèå 3.5. Ïóñòü âûïîëíåíû óñëîâèÿ òåîðåìû 3.1. Ïóñòü uε è
u0 � ðåøåíèÿ çàäà÷ (3.1) è (3.3) ñîîòâåòñòâåííî, ïðè÷åì ϕ ∈ L2(O;Cn)
è F ∈ Hr(T ), 0 < T 6 ∞, ïðè íåêîòîðîì 4 < r 6 ∞. Ïóñòü pε(·, t) =
gεb(D)uε(·, t) è ïóñòü hε(·, t) � ôóíêöèÿ (3.8). Òîãäà ïðè 0 < t < T è

0 < ε 6 ε1 ñïðàâåäëèâà îöåíêà

‖pε(·, t)− hε(·, t)‖L2(O) 6 C̃16ε
1/2t−3/4e−c[t/2‖ϕ‖L2(O) + C

(r)
24 ε

1/2‖F‖Hp(t).
(3.9)

Ïîñòîÿííàÿ C
(r)
24 çàâèñèò òîëüêî îò èñõîäíûõ äàííûõ (1.9) è îò r.

Äîêàçàòåëüñòâî. Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà îöåíêè (3.9) âîñïîëüçóåìñÿ íåðà-
âåíñòâîì (2.25) è òîæäåñòâàìè (3.2), (3.4). Åñëè r = ∞, îòñþäà ïîëó÷àåì
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(3.9) ïðè C
(∞)
24 := (2/c[)

1/4Γ(1/4)C̃16. Åñëè 4 < r <∞, âîñïîëüçóåìñÿ íåðà-
âåíñòâîì Ã¼ëüäåðà:

‖pε(·, t)− hε(·, t)‖L2(O) 6 C̃16ε
1/2t−3/4e−c[t/2‖ϕ‖L2(O)

+ C̃16ε
1/2‖F‖Hr(t)Ir(ε, t)

1/r′ , r−1 + (r′)−1 = 1.

Çäåñü

Ir(ε, t) :=

∫ t

0
τ−3r′/4e−c[r

′τ/2 dτ 6 (c[r
′/2)3r′/4−1Γ(1− 3r′/4).

Â èòîãå ïðèõîäèì ê íåðàâåíñòâó (3.9) ñ ïîñòîÿííîé C
(r)
24 :=

(c[r
′/2)3/4−1/r′Γ(1− 3r′/4)1/r′C̃16.

Èç ïðåäëîæåíèÿ 2.5 è òåîðåìû 2.6 ìîæíî âûâåñòè ñëåäóþùèé ðåçóëü-
òàò.

Òåîðåìà 3.6. Ïóñòü âûïîëíåíû óñëîâèÿ òåîðåìû 3.4. Ïóñòü ìàòðèöû-
ôóíêöèè Λ(x) è Λ̃(x) óäîâëåòâîðÿþò óñëîâèÿì 1.12 è 1.14 ñîîòâåòñòâåí-
íî. Îáîçíà÷èì

v̌ε(·, t) := u0(·, t) + εΛεb(D)wε(·, t) + εΛ̃εwε(·, t), (3.10)

q̌ε(·, t) := g̃εb(D)wε(·, t) + gε
(
b(D)Λ̃

)ε
wε(·, t). (3.11)

Òîãäà ïðè 0 < ε 6 ε1 è ε2 6 t < T âûïîëíåíî

‖uε(·, t)− v̌ε(·, t)‖H1(O) 6 2C18ε
1/2t−3/4e−c[t/2‖ϕ‖L2(O) + c′rω(ε, r)‖F‖Hr(t),

‖pε(·, t)− q̌ε(·, t)‖L2(O) 6 2C̃18ε
1/2t−3/4e−c[t/2‖ϕ‖L2(O) + c′′rω(ε, r)‖F‖Hr(t).

Ïîñòîÿííûå c′r è c
′′
r çàâèñÿò òîëüêî îò èñõîäíûõ äàííûõ (1.9), îò r, p è

îò íîðì ‖Λ‖L∞ , ‖Λ̃‖Lp(Ω).

Â ñëó÷àå äîïîëíèòåëüíîé ãëàäêîñòè ãðàíèöû ìîæíî áûëî áû ïðèìå-
íèòü òåîðåìó 2.10. Îäíàêî èç-çà ñèëüíîãî ðîñòà ïðàâîé ÷àñòè â îöåíêàõ
(2.37), (2.38) ïðè ìàëîì t ñîäåðæàòåëüíûé ðåçóëüòàò ïîëó÷àåòñÿ òîëüêî â
òðåõìåðíîì ñëó÷àå è òîëüêî ïðè r > 4.

Ïðåäëîæåíèå 3.7. Ïóñòü âûïîëíåíû óñëîâèÿ òåîðåìû 3.4, ïðè÷åì
d = 3 è r > 4. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ∂O ∈ C2,1. Ïóñòü v̌ε è q̌ε � ôóíêöèè

(3.10) è (3.11). Òîãäà ïðè 0 < ε 6 ε1 è ε2 6 t < T âûïîëíåíû îöåíêè

‖uε(·, t)− v̌ε(·, t)‖H1(O) 6 C3(ε1/2t−3/4 + εt−5/4)e−c[t/2‖ϕ‖L2(O)

+ c̃′rε
1/2−2/r‖F‖Hr(t),

‖pε(·, t)− q̌ε(·, t)‖L2(O) 6 C̃3(ε1/2t−3/4 + εt−5/4)e−c[t/2‖ϕ‖L2(O)

+ c̃′′rε
1/2−2/r‖F‖Hr(t).
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Ïîñòîÿííûå c̃′r è c̃
′′
r çàâèñÿò òîëüêî îò èñõîäíûõ äàííûõ (1.9) è îò r.

3.3 Àïïðîêñèìàöèÿ ðåøåíèÿ â ñòðîãî âíóòðåííåé ïîäîáëà-

ñòè

Èç òåîðåìû 2.14 è ïðåäëîæåíèÿ 2.5 ìîæíî âûâåñòè ñëåäóþùèé ðåçóëüòàò.

Òåîðåìà 3.8. Ïóñòü âûïîëíåíû óñëîâèÿ òåîðåìû 3.4. Ïóñòü O′ � ñòðî-

ãî âíóòðåííÿÿ ïîäîáëàñòü îáëàñòè O. Ïóñòü δ îïðåäåëåíî â (1.61). Òîãäà
ïðè 0 < ε 6 ε1 è ε2 6 t < T âûïîëíåíî

‖uε(·, t)− vε(·, t)‖H1(O′) 6 ε(C20t
−1/2δ−1 + C21t

−1)e−c[t/2‖ϕ‖L2(O)

+ krϑ(ε, δ, r)‖F‖Hr(t),

‖pε(·, t)− qε(·, t)‖L2(O′) 6 ε(C̃20t
−1/2δ−1 + C̃21t

−1)e−c[t/2‖ϕ‖L2(O)

+ k̃rϑ(ε, δ, r)‖F‖Hr(t).

Çäåñü âåëè÷èíà ϑ(ε, δ, r) îïðåäåëåíà ðàâåíñòâîì

ϑ(ε, δ, r) :=

{
εδ−1 + ε1−2/r, 2 < r <∞,
εδ−1 + ε(| ln ε|+ 1), r =∞.

Ïîñòîÿííûå kr è k̃r çàâèñÿò òîëüêî îò èñõîäíûõ äàííûõ (1.9) è îò r.

Íàêîíåö, åñëè âûïîëíåíû óñëîâèÿ 1.12 è 1.14, íà îñíîâàíèè òåîðåìû
2.15 ìîæíî óñòàíîâèòü ñëåäóþùèé ðåçóëüòàò.

Òåîðåìà 3.9. Ïóñòü âûïîëíåíû óñëîâèÿ òåîðåìû 3.8. Ïðåäïîëîæèì,

÷òî ìàòðèöû-ôóíêöèè Λ(x) è Λ̃(x) ïîä÷èíåíû óñëîâèÿì 1.12 è 1.14 ñîîò-
âåòñòâåííî. Ïóñòü ôóíêöèè v̌ε è q̌ε îïðåäåëåíû ñîãëàñíî (3.10) è (3.11).
Òîãäà ïðè 0 < ε 6 ε1 è ε2 6 t < T èìååì

‖uε(·, t)− v̌ε(·, t)‖H1(O′) 6 ε(C20t
−1/2δ−1 + C22t

−1)e−c[t/2‖ϕ‖L2(O)

+ ǩrϑ(ε, δ, r)‖F‖Hr(t),

‖pε(·, t)− q̌ε(·, t)‖L2(O′) 6 ε(C̃20t
−1/2δ−1 + C̃22t

−1)e−c[t/2‖ϕ‖L2(O)

+ k̂rϑ(ε, δ, r)‖F‖Hr(t).

Ïîñòîÿííûå ǩr è k̂r çàâèñÿò òîëüêî îò èñõîäíûõ äàííûõ (1.9), îò r, p è
îò íîðì ‖Λ‖L∞ è ‖Λ̃‖Lp(Ω).
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Ïðèìåðû

Äëÿ ýëëèïòè÷åñêèõ ñèñòåì âî âñåì ïðîñòðàíñòâå Rd ðàññìàòðèâàåìûå ïðè-
ìåðû èçó÷àëèñü â [Su4, MSu2]. Äëÿ ýëëèïòè÷åñêèõ ñèñòåì â îãðàíè÷åííîé
îáëàñòè ýòè ïðèìåðû ðàçîáðàíû â [MSu3].

4 Ñêàëÿðíûé ýëëèïòè÷åñêèé îïåðàòîð ñ ñèíãó-

ëÿðíûì ïîòåíöèàëîì

4.1 Îïèñàíèå îïåðàòîðà

Ðàññìîòðèì ñëó÷àé, êîãäà n = 1, m = d, b(D) = D, à g(x) � Γ-
ïåðèîäè÷åñêàÿ ñèììåòðè÷íàÿ (d× d)-ìàòðèöà-ôóíêöèÿ ñ âåùåñòâåííûìè
ýëåìåíòàìè, ïðè÷åì g, g−1 ∈ L∞ è g(x) > 0. Òîãäà î÷åâèäíî (ñì. (1.3))
α0 = α1 = 1 è b(D)∗gε(x)b(D) = −div gε(x)∇.

Äàëåå, ïóñòü A(x) = col{A1(x), . . . , Ad(x)}, ãäå Aj(x), j = 1, . . . , d, �
Γ-ïåðèîäè÷åñêèå âåùåñòâåííûå ôóíêöèè, ïðè÷åì

Aj ∈ Lρ(Ω), ρ = 2 ïðè d = 1, ρ > d ïðè d > 2; j = 1, . . . , d. (4.1)

Ïóñòü v(x) è V(x) � âåùåñòâåííûå Γ-ïåðèîäè÷åñêèå ôóíêöèè òàêèå, ÷òî

v,V ∈ Ls(Ω), s = 1 ïðè d = 1, s > d/2 ïðè d > 2;

∫
Ω
v(x) dx = 0.

(4.2)
Â L2(O) ðàññìîòðèì îïåðàòîð BD,ε, ôîðìàëüíî çàäàííûé äèôôåðåí-

öèàëüíûì âûðàæåíèåì

Bε = (D−Aε(x))∗gε(x)(D−Aε(x)) + ε−1vε(x) + Vε(x) (4.3)

ïðè óñëîâèè Äèðèõëå íà ∂O. Òî÷íîå îïðåäåëåíèå îïåðàòîðà BD,ε äàåòñÿ
÷åðåç êâàäðàòè÷íóþ ôîðìó

bD,ε[u, u] =

∫
O

(
〈gε(D−Aε)u, (D−Aε)u〉+ (ε−1vε + Vε)|u|2

)
dx,

u ∈ H1
0 (O).

Ëåãêî âèäåòü (ñì. [Su4, ï. 13.1]), ÷òî âûðàæåíèå (4.3) ìîæíî ïåðåïèñàòü
ñëåäóþùèì îáðàçîì:

Bε = D∗gε(x)D +
d∑
j=1

(
aεj(x)Dj +Dj(a

ε
j(x))∗

)
+Qε(x). (4.4)
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Çäåñü âåùåñòâåííàÿ ôóíêöèÿ Q(x) îïðåäåëåíà ðàâåíñòâîì

Q(x) = V(x) + 〈g(x)A(x),A(x)〉. (4.5)

Êîìïëåêñíûå ôóíêöèè aj(x) çàäàíû âûðàæåíèÿìè

aj(x) = −ηj(x) + iξj(x), j = 1, . . . , d, (4.6)

ãäå ηj(x) � êîìïîíåíòû âåêòîð-ôóíêöèè η(x) = g(x)A(x), à ôóíêöèè ξj(x)
îïðåäåëåíû ÷åðåç Γ-ïåðèîäè÷åñêîå ðåøåíèå Φ(x) çàäà÷è ∆Φ(x) = v(x),∫

Ω Φ(x) dx = 0, ñîîòíîøåíèåì ξj(x) = −∂jΦ(x). Ïðè ýòîì âûïîëíåíî

v(x) = −
d∑
j=1

∂jξj(x). (4.7)

Ìîæíî ïðîâåðèòü, ÷òî ôóíêöèè (4.6) óäîâëåòâîðÿþò óñëîâèþ (1.7) ñ ïîä-
õîäÿùèì ïîêàçàòåëåì ρ′, çàâèñÿùèì îò ρ è s, ïðè÷åì íîðìû ‖aj‖Lρ′ (Ω)

êîíòðîëèðóþòñÿ ÷åðåç ‖g‖L∞ , ‖A‖Lρ(Ω), ‖v‖Ls(Ω) è ïàðàìåòðû ðåøåòêè Γ.
(Ñì. [Su4, ï. 13.1].) Ôóíêöèÿ (4.5) óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ (1.8) ñ ïîäõîäÿ-
ùèì ïîêàçàòåëåì s′ = min{s; ρ/2}.

Ïóñòü Q0(x) � ïîëîæèòåëüíî îïðåäåëåííàÿ è îãðàíè÷åííàÿ Γ-
ïåðèîäè÷åñêàÿ ôóíêöèÿ. Ñëåäóÿ (1.10), ââåäåì ïîëîæèòåëüíî îïðåäåëåí-
íûé îïåðàòîð BD,ε := BD,ε+λQε0. Çäåñü ïîñòîÿííàÿ λ âûáðàíà èç óñëîâèÿ
(1.16) äëÿ îïåðàòîðà BD,ε, êîýôôèöèåíòû g, aj , j = 1, . . . , d, Q è Q0 êîòî-
ðîãî îïðåäåëåíû âûøå. Îïåðàòîð BD,ε çàäàåòñÿ âûðàæåíèåì

Bε = (D−Aε(x))∗gε(x)(D−Aε(x)) + ε−1vε(x) + Vε(x) + λQε0(x). (4.8)

Íàñ èíòåðåñóåò ïîâåäåíèå ýêñïîíåíòû îò îïåðàòîðà B̃D,ε := f εBD,εf ε, ãäå
f(x) := Q0(x)−1/2.

Äëÿ ñêàëÿðíîãî ýëëèïòè÷åñêîãî îïåðàòîðà (4.8) èñõîäíûå äàííûå (1.9)
ñâîäÿòñÿ ê íàáîðó:

d, ρ, s; ‖g‖L∞ , ‖g−1‖L∞ , ‖A‖Lρ(Ω), ‖v‖Ls(Ω), ‖V‖Ls(Ω),

‖Q0‖L∞ , ‖Q−1
0 ‖L∞ ; ïàðàìåòðû ðåøåòêè Γ; îáëàñòü O.

(4.9)

4.2 Ýôôåêòèâíûé îïåðàòîð

Âûïèøåì ýôôåêòèâíûé îïåðàòîð. Â íàøåì ñëó÷àå Γ-ïåðèîäè÷åñêîå ðåøå-
íèå çàäà÷è (1.25) ÿâëÿåòñÿ ìàòðèöåé-ñòðîêîé:

Λ(x) = iΨ(x), Ψ(x) = (ψ1(x), . . . , ψd(x)) ,
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ãäå ψj ∈ H̃1(Ω) � ðåøåíèå çàäà÷è

div g(x)(∇ψj(x) + ej) = 0,

∫
Ω
ψj(x) dx = 0.

Çäåñü ej , j = 1, . . . , d, � ñòàíäàðòíûå îðòû â Rd. ßñíî, ÷òî ôóíêöèè ψj(x)
âåùåñòâåííîçíà÷íûå, à ýëåìåíòû ìàòðèöû-ñòðîêè Λ(x) ÷èñòî ìíèìûå.
Â ñèëó (1.27) ñòîëáöàìè (d × d)-ìàòðèöû-ôóíêöèè g̃(x) ñëóæàò âåêòîð-
ôóíêöèè g(x)(∇ψj(x) + ej), j = 1, . . . , d. Ýôôåêòèâíàÿ ìàòðèöà îïðåäåëå-
íà â ñîîòâåòñòâèè ñ (1.26): g0 = |Ω|−1

∫
Ω g̃(x) dx. ßñíî, ÷òî g̃(x) è g0 èìåþò

âåùåñòâåííûå ýëåìåíòû.
Ñîãëàñíî (4.6) è (4.7) ïåðèîäè÷åñêîå ðåøåíèå çàäà÷è (1.33) ïðåäñòàâ-

ëÿåòñÿ â âèäå Λ̃(x) = Λ̃1(x) + iΛ̃2(x), ãäå âåùåñòâåííûå Γ-ïåðèîäè÷åñêèå
ôóíêöèè Λ̃1(x) è Λ̃2(x) ÿâëÿþòñÿ ðåøåíèÿìè çàäà÷

− div g(x)∇Λ̃1(x) + v(x) = 0,

∫
Ω

Λ̃1(x) dx = 0;

− div g(x)∇Λ̃2(x) + div g(x)A(x) = 0,

∫
Ω

Λ̃2(x) dx = 0.

Ìàòðèöà-ñòîëáåö V (ñì. (1.35)) èìååò âèä V = V1 + iV2, ãäå V1, V2 �
ñòîëáöû ñ âåùåñòâåííûìè ýëåìåíòàìè, îïðåäåëÿåìûå ðàâåíñòâàìè

V1 = |Ω|−1

∫
Ω

(∇Ψ(x))tg(x)∇Λ̃2(x) dx,

V2 = −|Ω|−1

∫
Ω

(∇Ψ(x))tg(x)∇Λ̃1(x) dx.

Ñîãëàñíî (1.36) ïîñòîÿííàÿ W çàïèøåòñÿ â âèäå

W = |Ω|−1

∫
Ω

(
〈g(x)∇Λ̃1(x),∇Λ̃1(x)〉+ 〈g(x)∇Λ̃2(x),∇Λ̃2(x)〉

)
dx.

Ýôôåêòèâíûé îïåðàòîð äëÿ BD,ε äåéñòâóåò ïî ïðàâèëó

B0
Du = −div g0∇u+2i〈∇u, V1 +η〉+(−W+Q+λQ0)u, u ∈ H2(O)∩H1

0 (O).

Ñîîòâåòñòâóþùåå äèôôåðåíöèàëüíîå âûðàæåíèå äîïóñêàåò çàïèñü â âèäå

B0 = (D−A0)∗g0(D−A0) + V0 + λQ0, (4.10)

ãäå

A0 = (g0)−1(V1 + gA), V0 = V + 〈gA,A〉 − 〈g0A0,A0〉 −W.

Ïóñòü f0 := (Q0)−1/2. Îáîçíà÷èì B̃0
D := f0B0

Df0.
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4.3 Àïïðîêñèìàöèÿ îêàéìëåííîé îïåðàòîðíîé ýêñïîíåíòû

Ñîãëàñíî çàìå÷àíèþ 1.16 â ðàññìàòðèâàåìîì ñëó÷àå ñïðàâåäëèâû óñëîâèÿ
1.12 è 1.14, ïðè÷åì íîðìû ‖Λ‖L∞ è ‖Λ̃‖L∞ îöåíèâàþòñÿ â òåðìèíàõ èñõîä-
íûõ äàííûõ (4.9). Ïîýòîìó ìîæíî èñïîëüçîâàòü êîððåêòîð, íå ñîäåðæàùèé
ñãëàæèâàþùåãî îïåðàòîðà:

K0
D(t; ε) :=

(
[Λε]D + [Λ̃ε]

)
f0e
−B̃0Dtf0 =

(
[Ψε]∇+ [Λ̃ε]

)
f0e
−B̃0Dtf0. (4.11)

Îïåðàòîð (2.33) çàïèøåòñÿ â âèäå G0
D(t; ε) = −iG0

D(t; ε), ãäå

G0
D(t; ε) = g̃ε∇f0e

−B̃0Dtf0 + gε(∇Λ̃)εf0e
−B̃0Dtf0. (4.12)

Ñëåäóþùèé ðåçóëüòàò âûòåêàåò èç òåîðåì 2.2 è 2.6.

Ïðåäëîæåíèå 4.1. Ïóñòü âûïîëíåíû ïðåäïîëîæåíèÿ ï. 4.1 è 4.2.
Ïóñòü îïåðàòîðû K0

D(t; ε) è G0
D(t; ε) îïðåäåëåíû ðàâåíñòâàìè (4.11) è

(4.12) ñîîòâåòñòâåííî. Ïóñòü ÷èñëî ε1 ïîä÷èíåíî óñëîâèþ 1.7. Òîãäà ïðè
0 < ε 6 ε1 ñïðàâåäëèâû îöåíêè

‖f εe−B̃D,εtf ε − f0e
−B̃0Dtf0‖L2(O)→L2(O) 6 C15ε(t+ ε2)−1/2e−c[t/2, t > 0;

‖f εe−B̃D,εtf ε − f0e
−B̃0Dtf0 − εK0

D(t; ε)‖L2(O)→H1(O)

6 C18(ε1/2t−3/4 + εt−1)e−c[t/2, t > 0;

‖gε∇f εe−B̃D,εtf ε −G0
D(t; ε)‖L2(O)→L2(O)

6 C̃18(ε1/2t−3/4 + εt−1)e−c[t/2, t > 0.

Ïîñòîÿííûå C15, C18 è C̃18 çàâèñÿò òîëüêî îò èñõîäíûõ äàííûõ (4.9).

4.4 Óñðåäíåíèå ïåðâîé íà÷àëüíî-êðàåâîé çàäà÷è äëÿ ïàðà-

áîëè÷åñêîãî óðàâíåíèÿ ñ ñèíãóëÿðíûì ïîòåíöèàëîì

Ðàññìîòðèì ïåðâóþ íà÷àëüíî-êðàåâóþ çàäà÷ó äëÿ íåîäíîðîäíîãî ïàðàáî-
ëè÷åñêîãî óðàâíåíèÿ ñ ñèíãóëÿðíûì ïîòåíöèàëîì:

Qε0(x)∂uε∂t (x, t) = −(D−Aε(x))∗gε(x)(D−Aε(x))uε(x, t)

−
(
ε−1vε(x) + Vε(x) + λQε0(x)

)
uε(x, t) + F (x, t),

x ∈ O, t > 0;

uε(·, t)|∂O = 0, t > 0;

Qε0(x)uε(x, 0) = ϕ(x), x ∈ O.
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Çäåñü ϕ ∈ L2(O) è F ∈ Hr(T ) := Lr((0, T );L2(O)), 0 < T 6 ∞, ïðè
íåêîòîðîì 1 6 r 6∞.

Ñîãëàñíî (4.10) ýôôåêòèâíàÿ çàäà÷à èìååò âèä
Q0

∂u0
∂t (x, t) = −(D−A0)∗g0(D−A0)u0(x, t)−

(
V0 + λQ0

)
u0(x, t)

+F (x, t), x ∈ O, t > 0;

u0(·, t)|∂O = 0, t > 0;

Q0u0(x, 0) = ϕ(x), x ∈ O.

Ïðèìåíÿÿ òåîðåìû 3.1 è 3.6, ïîëó÷àåì ñëåäóþùèé ðåçóëüòàò.

Ïðåäëîæåíèå 4.2. Ïóñòü ÷èñëî ε1 ïîä÷èíåíî óñëîâèþ 1.7. Ïóñòü âû-

ïîëíåíû óñëîâèÿ ï. 4.4, ïðè÷åì 1 < r 6 ∞. Òîãäà ïðè 0 < ε 6 ε1 è

0 < t < T ñïðàâåäëèâà îöåíêà

‖uε(·, t)−u0(·, t)‖L2(O) 6 C15ε(t+ ε2)−1/2e−c[t/2‖ϕ‖L2(O) + crθ(ε, r)‖F‖Hr(T ).

Çäåñü θ(ε, r) � âåëè÷èíà (3.5).

Ñ÷èòàÿ t > ε2, ïîëîæèì wε(·, t) := f0e
−B̃0Dε

2
f−1

0 u0(·, t − ε2). Îáîçíà-

÷èì v̌ε(·, t) := u0(·, t) + εΨε∇wε(·, t) + εΛ̃εwε(·, t) è q̌ε(·, t) := g̃ε∇wε(·, t) +
gε
(
∇Λ̃
)ε
wε(·, t). Ïðåäïîëîæèì äîïîëíèòåëüíî, ÷òî 2 < r 6∞. Òîãäà ïðè

0 < ε 6 ε1 è ε2 6 t < T âûïîëíåíî

‖uε(·, t)− v̌ε(·, t)‖H1(O) 6 2C18ε
1/2t−3/4e−c[t/2‖ϕ‖L2(O) + c′rω(ε, r)‖F‖Hr(t),

‖gε∇uε(·, t)− q̌ε(·, t)‖L2(O) 6 2C̃18ε
1/2t−3/4e−c[t/2‖ϕ‖L2(O) + c′′rω(ε, r)‖F‖Hr(t).

Çäåñü ω(ε, r) � âåëè÷èíà (3.7).
Ïîñòîÿííûå C15, C18 è C̃18 çàâèñÿò òîëüêî îò èñõîäíûõ äàííûõ (4.9).

Ïîñòîÿííûå cr, c
′
r è c

′′
r çàâèñÿò îò òåõ æå âåëè÷èí è îò r.

5 Ñêàëÿðíûé îïåðàòîð ñ ñèëüíî ñèíãóëÿðíûì ïî-

òåíöèàëîì ïîðÿäêà ε−2

Óñðåäíåíèå ïåðâîé íà÷àëüíî-êðàåâîé çàäà÷è äëÿ ïàðàáîëè÷åñêîãî óðàâ-
íåíèÿ ñ ñèëüíî ñèíãóëÿðíûì ïîòåíöèàëîì èçó÷àëîñü â [AlCPiSiVa]. Òàì
æå ìîæíî íàéòè íåêîòîðûå ìîòèâèðîâêè (ñì. [AlCPiSiVa, �1]). Îäíàêî ðå-
çóëüòàòû [AlCPiSiVa] íå ìîãóò áûòü ñôîðìóëèðîâàíû â ðàâíîìåðíîé îïå-
ðàòîðíîé òîïîëîãèè.
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5.1 Îïèñàíèå îïåðàòîðà

Ïóñòü ǧ(x) � Γ-ïåðèîäè÷åñêàÿ ñèììåòðè÷íàÿ (d × d)-ìàòðèöà-ôóíêöèÿ â
Rd ñ âåùåñòâåííûìè ýëåìåíòàìè, ïðè÷åì ǧ, ǧ−1 ∈ L∞ è ǧ(x) > 0; à v̌(x) �
âåùåñòâåííàÿ Γ-ïåðèîäè÷åñêàÿ ôóíêöèÿ òàêàÿ, ÷òî

v̌ ∈ Ls(Ω), s = 1 ïðè d = 1, s > d/2 ïðè d > 2.

×åðåç Ǎ îáîçíà÷èì îïåðàòîð â L2(Rd), îòâå÷àþùèé êâàäðàòè÷íîé ôîðìå∫
Rd

(
〈ǧ(x)Du,Du〉+ v̌(x)|u|2

)
dx, u ∈ H1(Rd).

Çà ñ÷åò äîáàâëåíèÿ ïîñòîÿííîé ê ïîòåíöèàëó v̌(x) áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî îïå-
ðàòîð Ǎ èìååò òî÷êó íóëü êðàåì ñïåêòðà. Ïðè ýòîì óñëîâèè îïåðàòîð
Ǎ äîïóñêàåò ôàêòîðèçàöèþ ñ ïîìîùüþ ñîáñòâåííîé ôóíêöèè îïåðàòîðà
D∗ǧ(x)D + v̌(x) íà ÿ÷åéêå Ω (ñ ïåðèîäè÷åñêèìè ãðàíè÷íûìè óñëîâèÿìè),
îòâå÷àþùåé íóëåâîìó ñîáñòâåííîìó çíà÷åíèþ (ñì. [BSu2, ãë. 6, ï. 1.1]). Ïî-
âèäèìîìó, âïåðâûå ïîäîáíûé ïðèåì ôàêòîðèçàöèè â çàäà÷àõ óñðåäíåíèÿ
áûë èñïîëüçîâàí â [Zh1, K].

Â L2(O) ðàññìîòðèì îïåðàòîð ǍD, çàäàííûé âûðàæåíèåì D∗ǧ(x)D +
v̌(x) ïðè óñëîâèè Äèðèõëå íà ∂O. Ñòðîãîå îïðåäåëåíèå îïåðàòîðà ǍD äà-
åòñÿ ÷åðåç êâàäðàòè÷íóþ ôîðìó

ǎD[u, u] =

∫
O

(
〈ǧ(x)Du,Du〉+ v̌(x)|u|2

)
dx, u ∈ H1

0 (O). (5.1)

Îïåðàòîð ǍD íàñëåäóåò ôàêòîðèçàöèþ îïåðàòîðà Ǎ. ×òîáû åå îïèñàòü,
ðàññìîòðèì óðàâíåíèå

D∗ǧ(x)Dω(x) + v̌(x)ω(x) = 0. (5.2)

Ýòî óðàâíåíèå èìååò Γ-ïåðèîäè÷åñêîå ðåøåíèå ω ∈ H̃1(Ω), îïðåäåëåííîå ñ
òî÷íîñòüþ äî ïîñòîÿííîãî ìíîæèòåëÿ. Ýòîò ìíîæèòåëü ìîæíî ôèêñèðî-
âàòü òàê, ÷òîáû ω(x) > 0 è ∫

Ω
ω2(x) dx = |Ω|. (5.3)

Áîëåå òîãî, ðåøåíèå ïîëîæèòåëüíî îïðåäåëåíî è îãðàíè÷åíî: 0 < ω0 6
ω(x) 6 ω1 < ∞. Íîðìû ‖ω‖L∞ , ‖ω−1‖L∞ êîíòðîëèðóþòñÿ ÷åðåç ‖ǧ‖L∞ ,
‖ǧ−1‖L∞ è ‖v̌‖Ls(Ω). Îòìåòèì, ÷òî ω è ω−1 ÿâëÿþòñÿ ìóëüòèïëèêàòîðàìè
â H1

0 (O).
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Ïîäñòàíîâêà u = ωz ñ ó÷åòîì (5.2) ïðåîáðàçóåò ôîðìó (5.1) ê âèäó

ǎD[u, u] =

∫
O
ω(x)2〈ǧ(x)Dz,Dz〉 dx, u = ωz, z ∈ H1

0 (O).

Ïîýòîìó äèôôåðåíöèàëüíîå âûðàæåíèå äëÿ îïåðàòîðà ǍD äîïóñêàåò ôàê-
òîðèçàöèþ

Ǎ = ω−1D∗gDω−1, g = ω2ǧ. (5.4)

Ðàññìîòðèì òåïåðü îïåðàòîð ǍD,ε ñ áûñòðî îñöèëëèðóþùèìè êîýôôè-
öèåíòàìè, äåéñòâóþùèé â L2(O) è çàäàííûé âûðàæåíèåì

Ǎε = (ωε)−1D∗gεD(ωε)−1, g = ω2ǧ, (5.5)

ïðè óñëîâèè Äèðèõëå íà ãðàíèöå. Â èñõîäíûõ òåðìèíàõ âûðàæåíèå (5.5)
çàïèøåòñÿ òàê:

Ǎε = D∗ǧεD + ε−2v̌ε. (5.6)

Äàëåå, ïóñòü A = col {A1(x), . . . , Ad(x)}, ãäå Aj(x) � Γ-ïåðèîäè÷åñêèå
âåùåñòâåííûå ôóíêöèè, óäîâëåòâîðÿþùèå óñëîâèþ (4.1). Ïóñòü v̂(x) è
V̌(x) � Γ-ïåðèîäè÷åñêèå âåùåñòâåííûå ôóíêöèè, ïðè÷åì

v̂, V̌ ∈ Ls(Ω), s = 1 ïðè d = 1, s > d/2 ïðè d > 2;

∫
Ω
v̂(x)ω2(x) dx = 0.

(5.7)
Â L2(O) ðàññìîòðèì îïåðàòîð B̃D,ε, ôîðìàëüíî çàäàííûé äèôôåðåíöè-
àëüíûì âûðàæåíèåì

B̃ε = (D−Aε)∗ǧε(D−Aε) + ε−2v̌ε + ε−1v̂ε + V̌ε

ïðè óñëîâèè Äèðèõëå íà ∂O. Ñòðîãîå îïðåäåëåíèå äàåòñÿ ÷åðåç êâàäðà-
òè÷íóþ ôîðìó.

Ïîëîæèì

v(x) := v̂(x)ω2(x), V(x) := V̌(x)ω2(x). (5.8)

Ñ ó÷åòîì (5.5), (5.6) ñïðàâåäëèâî òîæäåñòâî B̃D,ε = (ωε)−1BD,ε(ω
ε)−1, ãäå

îïåðàòîð BD,ε çàäàí âûðàæåíèåì (4.3) ïðè óñëîâèè Äèðèõëå íà ∂O; ïðè
ýòîì g îïðåäåëåíî â (5.4), à v è V � â (5.8). Â ñèëó (5.7) è ñâîéñòâ ôóíêöèè
ω êîýôôèöèåíòû v è V óäîâëåòâîðÿþò óñëîâèÿì (4.2). Òîãäà îïåðàòîðBD,ε

ìîæíî ïðåäñòàâèòü â âèäå (4.4), ãäå aj , j = 1, . . . , d, è Q ïîñòðîåíû ïî g,
A, v è V ñîãëàñíî (4.5), (4.6).

Ïîñòîÿííóþ λ âûáåðåì èç óñëîâèÿ (1.16) äëÿ îïåðàòîðà ñ òåìè æå êî-
ýôôèöèåíòàìè g, aj , j = 1, . . . , d, è Q, ÷òî è ó BD,ε, è êîýôôèöèåíòîì
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Q0(x) := ω2(x). Òîãäà îïåðàòîð B̃D,ε := B̃D,ε + λI ñâÿçàí ñ îïåðàòîðîì

BD,ε := BD,ε + λQε0 ñîîòíîøåíèåì B̃D,ε = (ωε)−1BD,ε(ωε)−1.
Ïîä

”
èñõîäíûìè äàííûìè“ áóäåì ïîíèìàòü íàáîð

d, ρ, s; ‖ǧ‖L∞ , ‖ǧ−1‖L∞ , ‖A‖Lρ(Ω), ‖v̌‖Ls(Ω), ‖v̂‖Ls(Ω), ‖V̌‖Ls(Ω);

ïàðàìåòðû ðåøåòêè Γ; îáëàñòü O.
(5.9)

5.2 Óñðåäíåíèå ïåðâîé íà÷àëüíî-êðàåâîé çàäà÷è äëÿ ïàðà-

áîëè÷åñêîãî óðàâíåíèÿ ñ ñèëüíî ñèíãóëÿðíûì ïîòåíöè-

àëîì

Ê îïåðàòîðó B̃D,ε, îïèñàííîìó â ï. 5.1, ïðèìåíèìî ïðåäëîæåíèå 4.1, ïðè-
÷åì f(x) = ω(x)−1 è â ñèëó (5.3) âûïîëíåíî f0 = 1 è B̃0

D = B0
D. Êîýôôè-

öèåíòû g0, A0 è V0 ýôôåêòèâíîãî îïåðàòîðà ñòðîÿòñÿ ïî g, A, v è V (ñì.
(5.5) è (5.8)), êàê îïèñàíî â ï. 4.2. Ïðèìåíèì ðåçóëüòàòû ê óñðåäíåíèþ
ðåøåíèÿ ïåðâîé íà÷àëüíî-êðàåâîé çàäà÷è

∂uε
∂t (x, t) = −(D−Aε(x))∗ǧε(x)(D−Aε(x))uε(x, t)

−
(
ε−2v̌ε + ε−1v̂ε(x) + V̌ε(x) + λI

)
uε(x, t),

x ∈ O, t > 0;

uε(·, t)|∂O = 0, t > 0;

uε(x, 0) = ωε(x)−1ϕ(x), x ∈ O.

Çäåñü ϕ ∈ L2(O). (Äëÿ ïðîñòîòû ìû ðàññìàòðèâàåì îäíîðîäíîå óðàâíå-

íèå.) Òîãäà uε(·, t) = e−B̃D,εt(ωε)−1ϕ.
Ïóñòü u0 � ðåøåíèå óñðåäíåííîé çàäà÷è

∂u0
∂t (x, t) = −(D−A0)∗g0(D−A0)u0(x, t)−

(
V0 + λ

)
u0(x, t),

x ∈ O, t > 0;

u0(·, t)|∂O = 0, t > 0;

u0(x, 0) = ϕ(x), x ∈ O.

Èç ïðåäëîæåíèÿ 4.1 âûâîäèì ñëåäóþùèé ðåçóëüòàò.

Ïðåäëîæåíèå 5.1. Ïóñòü âûïîëíåíû óñëîâèÿ ï. 5.2. Îáîçíà÷èì

v̌ε(·, t) := u0(·, t) + εΨε∇u0(·, t) + εΛ̃εu0(·, t),

q̌ε(·, t) := g̃ε∇u0(·, t) + gε(∇Λ̃)εu0(·, t).
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Òîãäà ïðè 0 < ε 6 ε1 ñïðàâåäëèâû îöåíêè

‖(ωε)−1uε(·, t)− u0(·, t)‖L2(O) 6 C15ε(t+ ε2)−1/2e−c[t/2‖ϕ‖L2(O), t > 0;

‖(ωε)−1uε(·, t)− v̌ε(·, t)‖H1(O) 6 C18(ε1/2t−3/4 + εt−1)e−c[t/2‖ϕ‖L2(O),

‖gε∇(ωε)−1uε(·, t)− q̌ε(·, t)‖L2(O) 6 C̃18(ε1/2t−3/4 + εt−1)e−c[t/2‖ϕ‖L2(O),

t > 0. Ïîñòîÿííûå C15, C18 è C̃18 çàâèñÿò òîëüêî îò èñõîäíûõ äàííûõ

(5.9).

Îòìåòèì, ÷òî ïðè íàëè÷èè ñèëüíî ñèíãóëÿðíîãî ïîòåíöèàëà â óðàâ-
íåíèè

”
õîðîøî àïïðîêñèìèðóåòñÿ“ íå ñàìî ðåøåíèå uε, à ïðîèçâåäåíèå

(ωε)−1uε. Â ýòîì îòëè÷èå õàðàêòåðà ðåçóëüòàòîâ �5 îò ðåçóëüòàòîâ �4.

Ïðèëîæåíèå

Â ïðèëîæåíèè ìû ðàññìàòðèâàåì ñëó÷àé d > 3 è äîêàçûâàåì óòâåðæäåíèÿ
îá óñòðàíåíèè ñãëàæèâàþùåãî îïåðàòîðà Sε â ñëó÷àå äîñòàòî÷íî ãëàäêîé
ãðàíèöû îáëàñòè (ëåììà 2.9 è òåîðåìà 2.10) è â ñòðîãî âíóòðåííåé ïîäîá-
ëàñòè.

6 Ñâîéñòâà ìàòðèö-ôóíêöèé Λ è Λ̃

Íàì ïîòðåáóåòñÿ ðåçóëüòàò [PSu, ëåììà 2.3].

Ëåììà 6.1. Ïóñòü Λ � Γ-ïåðèîäè÷åñêîå ðåøåíèå çàäà÷è (1.25). Òîãäà äëÿ
ëþáîé ôóíêöèè u ∈ C∞0 (Rd) ïðè ε > 0 âûïîëíåíà îöåíêà∫

Rd
|(DΛ)ε(x)|2|u(x)|2 dx 6 β1‖u‖2L2(Rd) + β2ε

2

∫
Rd
|Λε(x)|2|Du(x)|2 dx.

Ïîñòîÿííûå β1 è β2 çàâèñÿò îò m, d, α0, α1, ‖g‖L∞ è ‖g−1‖L∞ .

Ñëåäóþùèé ðåçóëüòàò óñòàíîâëåí â [MSu2, ëåììà 3.4].

Ëåììà 6.2. Ïóñòü Λ̃ � Γ-ïåðèîäè÷åñêîå ðåøåíèå çàäà÷è (1.33). Òîãäà äëÿ
ëþáîé ôóíêöèè u ∈ C∞0 (Rd) ïðè 0 < ε 6 1 ñïðàâåäëèâà îöåíêà∫

Rd
|(DΛ̃)ε(x)|2|u(x)|2 dx 6 β̃1‖u‖2H1(Rd) + β̃2ε

2

∫
Rd
|Λ̃ε(x)|2|Du(x)|2 dx.

Ïîñòîÿííûå β̃1 è β̃2 çàâèñÿò òîëüêî îò n, d, α0, α1, ρ, ‖g‖L∞ , ‖g−1‖L∞ ,
îò íîðì ‖aj‖Lρ(Ω), j = 1, . . . , d, à òàêæå îò ïàðàìåòðîâ ðåøåòêè Γ.
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Íèæå â �7 íàì ïîòðåáóþòñÿ ñëåäóþùèå ìóëüòèïëèêàòîðíûå ñâîéñòâà
ìàòðèö-ôóíêöèé Λ(x) è Λ̃(x).

Ëåììà 6.3. Ïóñòü ìàòðèöà-ôóíêöèÿ Λ(x) ÿâëÿåòñÿ Γ-ïåðèîäè÷åñêèì
ðåøåíèåì çàäà÷è (1.25). Ïóñòü d > 3 è l = d/2.
1◦. Ïðè 0 < ε 6 1 äëÿ u ∈ H l−1(Rd;Cm) ñïðàâåäëèâû âêëþ÷åíèå Λεu ∈
L2(Rd;Cn) è îöåíêà

‖Λεu‖L2(Rd) 6 C(0)‖u‖Hl−1(Rd). (6.1)

2◦. Ïðè 0 < ε 6 1 äëÿ u ∈ H l(Rd;Cm) ñïðàâåäëèâû âêëþ÷åíèå Λεu ∈
H1(Rd;Cn) è îöåíêà

‖Λεu‖H1(Rd) 6 C(1)ε−1‖u‖L2(Rd) + C(2)‖u‖Hl(Rd). (6.2)

Ïîñòîÿííûå C(0), C(1) è C(2) çàâèñÿò îò m, d, α0, α1, ‖g‖L∞ , ‖g−1‖L∞ è

îò ïàðàìåòðîâ ðåøåòêè Γ.

Äîêàçàòåëüñòâî. Äîñòàòî÷íî ïðîâåðèòü (6.1) è (6.2) ïðè u ∈ C∞0 (Rd;Cm).
Ïîäñòàâëÿÿ x = εy, εd/2u(x) = U(y), èìååì

‖Λεu‖2L2(Rd) 6
∫
Rd
|Λ(ε−1x)|2|u(x)|2 dx =

∫
Rd
|Λ(y)|2|U(y)|2 dy

=
∑
a∈Γ

∫
Ω+a
|Λ(y)|2|U(y)|2 dy 6

∑
a∈Γ

‖Λ‖2L2ν(Ω)‖U‖
2
L2ν′ (Ω+a),

(6.3)
ãäå ν−1 + (ν ′)−1 = 1. ×èñëî ν âûáèðàåì òàêèì, ÷òîáû èìåëî ìåñòî íåïðå-
ðûâíîå âëîæåíèå H1(Ω) ↪→ L2ν(Ω), òî åñòü ν = d(d− 2)−1. Òîãäà

‖Λ‖2L2ν(Ω) 6 cΩ‖Λ‖2H1(Ω), (6.4)

ãäå ïîñòîÿííàÿ cΩ çàâèñèò òîëüêî îò ðàçìåðíîñòè d è ðåøåòêè Γ. Ïðè
ñäåëàííîì âûáîðå ν èìååì 2ν ′ = d. Â ñèëó íåïðåðûâíîñòè âëîæåíèÿ
H l−1(Ω) ↪→ Ld(Ω) âûïîëíåíî

‖U‖2Ld(Ω+a) 6 c′Ω‖U‖2Hl−1(Ω+a), (6.5)

ãäå ïîñòîÿííàÿ c′Ω çàâèñèò òîëüêî îò ðàçìåðíîñòè d è ðåøåòêè Γ. Òåïåðü
èç (6.3)�(6.5) âûòåêàåò îöåíêà∫

Rd
|Λε(x)|2|u(x)|2 dx 6 cΩc

′
Ω‖Λ‖2H1(Ω)‖U‖

2
Hl−1(Rd). (6.6)
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Î÷åâèäíî, ÷òî ïðè 0 < ε 6 1 âûïîëíåíî íåðàâåíñòâî ‖U‖Hl−1(Rd) 6
‖u‖Hl−1(Rd). Îòñþäà è èç (6.6) ñ ó÷åòîì (1.28) ñëåäóåò, ÷òî∫

Rd
|Λε(x)|2|u(x)|2 dx 6 cΩc

′
ΩM

2‖u‖2Hl−1(Rd), u ∈ C∞0 (Rd;Cm), (6.7)

÷òî äîêàçûâàåò îöåíêó (6.1) ñ ïîñòîÿííîé C(0) := (cΩc
′
Ω)1/2M .

Äàëåå, â ñèëó ëåììû 6.1 èìååì

‖D(Λεu)‖2L2(Rd)

6 2ε−2

∫
Rd
|(DΛ)ε(x)u(x)|2 dx + 2

∫
Rd
|Λε(x)|2|Du(x)|2 dx

6 2β1ε
−2

∫
Rd
|u(x)|2 dx + 2(1 + β2)

∫
Rd
|Λε(x)|2|Du(x)|2 dx.

(6.8)

Èç (6.7) (ñ çàìåíîé u íà ïðîèçâîäíûå ∂ju) ñëåäóåò, ÷òî∫
Rd
|Λε(x)|2|Du(x)|2 dx 6 cΩc

′
ΩM

2‖u‖2Hl(Rd), u ∈ C∞0 (Rd;Cm). (6.9)

Â èòîãå èç (6.7)�(6.9) âûòåêàåò íåðàâåíñòâî (6.2) ñ ïîñòîÿííûìè C(1) :=
(2β1)1/2 è C(2) := M(3 + 2β2)1/2(cΩc

′
Ω)1/2.

Èñïîëüçóÿ îïåðàòîð ïðîäîëæåíèÿ PO, óäîâëåòâîðÿþùèé îöåíêàì
(1.46), èç ëåììû 6.3(1◦) âûâîäèì ñëåäóþùåå óòâåðæäåíèå.

Ñëåäñòâèå 6.4. Ïóñòü âûïîëíåíû óñëîâèÿ ëåììû 6.3. Òîãäà îïåðàòîð

[Λε] íåïðåðûâíî ïåðåâîäèò H l−1(O;Cm) â L2(O;Cn), ïðè÷åì

‖[Λε]‖Hl−1(O)→L2(O) 6 C(0)C
(l−1)
O .

Ñ ó÷åòîì ëåììû 6.2 è îöåíêè (1.34) ñëåäóþùåå óòâåðæäåíèå ïðîâåðÿ-
åòñÿ àíàëîãè÷íî ëåììå 6.3.

Ëåììà 6.5. Ïóñòü ìàòðèöà-ôóíêöèÿ Λ̃(x) � Γ-ïåðèîäè÷åñêîå ðåøåíèå
çàäà÷è (1.33). Ïóñòü d > 3 è l = d/2.
1◦. Ïðè 0 < ε 6 1 äëÿ u ∈ H l−1(Rd;Cn) ñïðàâåäëèâî âêëþ÷åíèå Λ̃εu ∈
L2(Rd;Cn) è îöåíêà

‖Λ̃εu‖L2(Rd) 6 C̃(0)‖u‖Hl−1(Rd).

2◦. Ïðè 0 < ε 6 1 äëÿ u ∈ H l(Rd;Cn) ñïðàâåäëèâû âêëþ÷åíèå Λ̃εu ∈
H1(Rd;Cn) è îöåíêà

‖Λ̃εu‖H1(Rd) 6 C̃(1)ε−1‖u‖H1(Rd) + C̃(2)‖u‖Hl(Rd).
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Çäåñü ïîñòîÿííûå C̃(0) := (cΩc
′
Ω)1/2M̃ , C̃(1) := (2β̃1)1/2 è

C̃(2) :=
√

2(β̃2 + 1)1/2(cΩc
′
Ω)1/2M̃ çàâèñÿò òîëüêî îò èñõîäíûõ äàííûõ

(1.9).

Ïðèìåíÿÿ îïåðàòîð ïðîäîëæåíèÿ (1.45), èç ëåììû 6.5(1◦) âûâîäèì
ñëåäñòâèå.

Ñëåäñòâèå 6.6. Â óñëîâèÿõ ëåììû 6.5 îïåðàòîð [Λ̃ε] íåïðåðûâíî ïåðåâî-
äèò H l−1(O;Cn) â L2(O;Cn), ïðè÷åì

‖[Λ̃ε]‖Hl−1(O)→L2(O) 6 C̃(0)C
(l−1)
O .

7 Óñòðàíåíèå ñãëàæèâàþùåãî îïåðàòîðà â ñëó÷àå

äîñòàòî÷íî ãëàäêîé ãðàíèöû

7.1 Äîêàçàòåëüñòâî ëåììû 2.9

Ïóñòü âûïîëíåíû óñëîâèÿ ëåììû 2.9. Ïóñòü u0 � ôóíêöèÿ (2.3), ãäå ϕ ∈
L2(O;Cn). Ïîëîæèì ũ0(·, t) = POu0(·, t). Â ñîîòâåòñòâèè ñ (2.22) è (2.32)
èìååì

KD(t; ε)ϕ =
(
ΛεSεb(D) + Λ̃εSε

)
ũ0(·, t), (7.1)

K0
D(t; ε)ϕ =

(
Λεb(D) + Λ̃ε

)
u0(·, t). (7.2)

Òðåáóåòñÿ îöåíèòü âåëè÷èíó

‖KD(t; ε)ϕ−K0
D(t; ε)ϕ‖H1(O) 6 ‖Λε

(
(Sε − I)b(D)ũ0

)
(·, t)‖H1(Rd)

+ ‖Λ̃ε
(
(Sε − I)ũ0

)
(·, t)‖H1(Rd).

(7.3)

Â ñèëó ëåììû 2.8 ïðè ñäåëàííûõ ïðåäïîëîæåíèÿõ çàâåäîìî âûïîëíåíî
u0 ∈ H l+1(O;Cn), à òîãäà ũ0 ∈ H l+1(Rd;Cn). Ýòî äàåò âîçìîæíîñòü ïðè-
ìåíèòü ëåììó 6.3(2◦) äëÿ îöåíêè ïåðâîãî ñëàãàåìîãî â ïðàâîé ÷àñòè (7.3):

‖Λε
(
(Sε − I)b(D)ũ0

)
(·, t)‖H1(Rd) 6 C(1)ε−1‖

(
(Sε − I)b(D)ũ0

)
(·, t)‖L2(Rd)

+ C(2)‖
(
(Sε − I)b(D)ũ0

)
(·, t)‖Hl(Rd), l = d/2.

(7.4)

Ïåðâûé ÷ëåí â ïðàâîé ÷àñòè (7.4) îöåíèì ñ ïîìîùüþ ïðåäëîæåíèÿ 1.1,
à òàêæå (1.3), (1.43), (1.46), (2.3) è (2.8):

ε−1‖
(
(Sε − I)b(D)ũ0

)
(·, t)‖L2(Rd) 6 r1‖Db(D)ũ0(·, t)‖L2(Rd)

6 r1α
1/2
1 C

(2)
O ‖u0(·, t)‖H2(O) 6 C(3)t−1e−c[t/2‖ϕ‖L2(O),

(7.5)
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ãäå C(3) := r1α
1/2
1 C

(2)
O c̃‖f‖L∞ .

Äëÿ îöåíêè âòîðîãî ÷ëåíà â ïðàâîé ÷àñòè (7.4) ïðèìåíèì (1.2) è (1.3):

‖
(
(Sε − I)b(D)ũ0

)
(·, t)‖Hl(Rd) 6 2‖b(D)ũ0(·, t)‖Hl(Rd)

6 2α
1/2
1 ‖ũ0(·, t)‖Hl+1(Rd).

(7.6)

Â ñèëó (1.43), (1.46), (2.3) è ëåììû 2.8 èìååì

‖ũ0(·, t)‖Hl+1(Rd) 6 C
(l+1)
O ‖u0(·, t)‖Hl+1(O)

6 C
(l+1)
O Ĉl+1‖f‖2L∞t

−(l+1)/2e−c[t/2‖ϕ‖L2(O).
(7.7)

Èç (7.6) è (7.7) ñëåäóåò îöåíêà

‖
(
(Sε − I)b(D)ũ0

)
(·, t)‖Hl(Rd) 6 C(4)t−(l+1)/2e−c[t/2‖ϕ‖L2(O), (7.8)

ãäå C(4) := 2α
1/2
1 C

(l+1)
O Ĉl+1‖f‖2L∞ .

Òåïåðü îöåíèì âòîðîé ÷ëåí â ïðàâîé ÷àñòè (7.3) íà îñíîâàíèè ëåììû
6.5(2◦):

‖Λ̃ε
(
(Sε − I)ũ0

)
(·, t)‖H1(Rd) 6 C̃(1)ε−1‖(Sε − I)ũ0(·, t)‖H1(Rd)

+ C̃(2)‖(Sε − I)ũ0(·, t)‖Hl(Rd), l = d/2.
(7.9)

Ïåðâîå ñëàãàåìîå â ïðàâîé ÷àñòè (7.9) îöåíèì ñ ïîìîùüþ ïðåäëîæåíèÿ 1.1,
(1.43), (1.46), (2.3), (2.8):

ε−1‖(Sε − I)ũ0(·, t)‖H1(Rd) 6 r1‖Dũ0(·, t)‖H1(Rd)

6 r1C
(2)
O ‖u0(·, t)‖H2(O) 6 C(5)t−1e−c[t/2‖ϕ‖L2(O),

(7.10)

ãäå C(5) := r1C
(2)
O c̃‖f‖L∞ . Âòîðîå ñëàãàåìîå â (7.9) îöåíèì íà îñíîâàíèè

(1.2) è (7.7):

‖(Sε − I)ũ0(·, t)‖Hl(Rd) 6 2‖ũ0(·, t)‖Hl(Rd) 6 2‖ũ0(·, t)‖Hl+1(Rd)

6 C(6)t−(l+1)/2e−c[t/2‖ϕ‖L2(O),
(7.11)

ãäå C(6) := 2C
(l+1)
O Ĉl+1‖f‖2L∞ .

Â èòîãå ñîîòíîøåíèÿ (7.3)�(7.5), (7.8)�(7.11) ïðèâîäÿò ê íåðàâåíñòâó

‖KD(t; ε)ϕ−K0
D(t; ε)ϕ‖H1(O) 6 (C(7)t−1 + C(8)t−(l+1)/2)e−c[t/2‖ϕ‖L2(O),

ãäå l = d/2, C(7) := C(1)C(3) + C̃(1)C(5) è C(8) := C(2)C(4) + C̃(2)C(6). Òåì
ñàìûì óñòàíîâëåíà îöåíêà (2.36) ñ ïîñòîÿííîé Ĉd := max{C(7);C(8)}.
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7.2 Äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû 2.10

Íåðàâåíñòâî (2.37) íåïîñðåäñòâåííî ñëåäóåò èç (2.24) è (2.36). Ïðè ýòîì
Cd := 2(Ĉd + C16). Ìû ó÷ëè, ÷òî ïðè t > 1 ÷ëåí εt−1 îöåíèâàåòñÿ ÷åðåç
ε1/2t−3/4, à ïðè t 6 1 íå ïðåâîñõîäèò εt−d/4−1/2, òàê êàê d > 3.

Ïðîâåðèì (2.38). Èç (2.37) ñ ó÷åòîì (1.4) ñëåäóåò îöåíêà∥∥∥gεb(D)
(
f εe−B̃D,εt(f ε)∗ − f0e

−B̃0
Dtf0 − ε

(
Λεb(D) + Λ̃ε

)
f0e
−B̃0

Dtf0

)∥∥∥
L2→L2

6 ‖g‖L∞(dα1)1/2Cd(ε1/2t−3/4 + εt−d/4−1/2)e−c[t/2.

(7.12)

Èìååì

εgεb(D)
(
Λεb(D) + Λ̃ε

)
f0e
−B̃0

Dtf0 = gε
(

(b(D)Λ)ε +
(
b(D)Λ̃

)ε)
f0e
−B̃0

Dtf0

+ ε
d∑

k,j=1

gεbkΛ
εbjDkDjf0e

−B̃0
Dtf0 + ε

d∑
j=1

gεbjΛ̃
εDjf0e

−B̃0
Dtf0.

(7.13)

Íîðìà âòîðîãî ñëàãàåìîãî â ïðàâîé ÷àñòè (7.13) îöåíèâàåòñÿ ñ ïîìîùüþ
(1.4), (1.43), ëåììû 2.8 è ñëåäñòâèÿ 6.4:

ε
∥∥∥ d∑
k,j=1

gεbkΛ
εbjDkDjf0e

−B̃0
Dtf0

∥∥∥
L2(O)→L2(O)

6 C(9)εt−(l+1)/2e−c[t/2, (7.14)

ãäå l = d/2 è C(9) := α1dC
(0)C

(l−1)
O Ĉl+1‖g‖L∞‖f‖2L∞ .

Òðåòüå ñëàãàåìîå â ïðàâîé ÷àñòè (7.13) îöåíèâàåòñÿ íà îñíîâàíèè (1.4),
(1.43), ëåììû 2.8 è ñëåäñòâèÿ 6.6:

ε
∥∥∥ d∑
j=1

gεbjΛ̃
εDjf0e

−B̃0
Dtf0

∥∥∥
L2(O)→L2(O)

6 C(10)εt−(l+1)/2e−c[t/2, (7.15)

ãäå l = d/2 è C(10) := (dα1)1/2C̃(0)C
(l−1)
O Ĉl+1‖g‖L∞‖f‖2L∞ . Òåïåðü èç ñî-

îòíîøåíèé (7.12)�(7.15) âûòåêàåò íåðàâåíñòâî (2.38) ñ ïîñòîÿííîé C̃d :=
‖g‖L∞(dα1)1/2Cd + C(9) + C(10).
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8 Óñòðàíåíèå ñãëàæèâàòåëÿ â ñòðîãî âíóòðåííåé

ïîäîáëàñòè

8.1 Îäíî ñâîéñòâî îïåðàòîðà Sε

Ïåðåéäåì ê ðàññìîòðåíèÿì, ñâÿçàííûì ñ îöåíêàìè â ñòðîãî âíóòðåííåé
ïîäîáëàñòè. Íà÷íåì ñ îäíîãî ïðîñòîãî ñâîéñòâà îïåðàòîðà Sε.

Ïóñòü O′ � ñòðîãî âíóòðåííÿÿ ïîäîáëàñòü îáëàñòè O, è ïóñòü δ îïðå-
äåëåíî â (1.61). Ââåäåì îáîçíà÷åíèÿ

O′′ := {x ∈ O : dist {x; ∂O} > δ/2}, O′′′ := {x ∈ O : dist {x; ∂O} > δ/4}.

Ëåììà 8.1. Ïóñòü Sε � îïåðàòîð (1.1). Ïóñòü 2r1 = diam Ω. Ïóñòü
v ∈ L2(Rd;Cm), ïðè÷åì v ∈ Hσ(O′′′;Cm) ïðè íåêîòîðîì σ ∈ Z+. Òîãäà

ïðè 0 < ε 6 (4r1)−1δ âûïîëíåíî Sεv ∈ Hσ(O′′;Cm) è

‖Sεv‖Hσ(O′′) 6 ‖v‖Hσ(O′′′).

Äîêàçàòåëüñòâî. Â ñîîòâåòñòâèè ñ (1.1) èìååì

‖Sεv‖2Hσ(O′′) = |Ω|−2
∑
|α|6σ

∫
O′′
dx

∣∣∣∣∫
Ω
Dαv(x− εz) dz

∣∣∣∣2
6 |Ω|−1

∑
|α|6σ

∫
O′′
dx

∫
Ω
|Dαv(x− εz)|2 dz.

(8.1)

Ïîñêîëüêó 0 < εr1 6 δ/4, ïðè x ∈ O′′ è z ∈ Ω âûïîëíåíî x − εz ∈ O′′′.
Òîãäà, ìåíÿÿ ïîðÿäîê èíòåãðèðîâàíèÿ â (8.1), ïîëó÷àåì

‖Sεv‖2Hσ(O′′) 6
∑
|α|6σ

∫
O′′′
|Dαv(x)|2 dx = ‖v‖2Hσ(O′′′).

8.2 Ñðåçêà χ(x)

Ôèêñèðóåì ãëàäêóþ ñðåçêó χ(x) òàêóþ, ÷òî

χ ∈ C∞0 (Rd), 0 6 χ(x) 6 1; χ(x) = 1, x ∈ O′;
suppχ ⊂ O′′; |Dαχ(x)| 6 κσδ

−σ, |α| = σ, σ ∈ N.
(8.2)

Ïîñòîÿííûå κσ çàâèñÿò òîëüêî îò d, σ è îò îáëàñòè O.
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Ëåììà 8.2. Ïóñòü ôóíêöèÿ χ(x) ïîä÷èíåíà óñëîâèÿì (8.2). Ïóñòü k ∈
Z+.

1◦. Äëÿ ëþáîé ôóíêöèè v ∈ Hk(Rd;Cm) ñïðàâåäëèâî íåðàâåíñòâî

‖χv‖Hk(Rd) 6 C
(11)
k

k∑
j=0

δ−(k−j)‖v‖Hj(O′′), (8.3)

ãäå ïîñòîÿííàÿ C
(11)
k çàâèñèò ëèøü îò d, k è îò îáëàñòè O.

2◦. Äëÿ ëþáîé ôóíêöèè v ∈ Hk+1(Rd;Cm) âûïîëíåíà îöåíêà

‖χv‖Hk+1/2(Rd) 6 C
(11)
k+1/2

(k+1∑
j=0

δ−(k+1−j)‖v‖Hj(O′′)

)1/2

×
( k∑
i=0

δ−(k−i)‖v‖Hi(O′′)

)1/2

,

(8.4)

ãäå ïîñòîÿííàÿ C
(11)
k+1/2 çàâèñèò ëèøü îò d, k è îò îáëàñòè O.

Äîêàçàòåëüñòâî. Íåðàâåíñòâî (8.3) âûòåêàåò èç ôîðìóëû Ëåéáíèöà äëÿ
ïðîèçâîäíûõ ïðîèçâåäåíèÿ χv è èç îöåíîê ïðîèçâîäíûõ ñðåçêè χ (ñì.
(8.2)). Äëÿ ïðîâåðêè (8.4) íóæíî äîïîëíèòåëüíî ó÷åñòü íåðàâåíñòâî

‖w‖2
Hk+1/2(Rd)

6 ‖w‖Hk+1(Rd)‖w‖Hk(Rd), w ∈ Hk+1(Rd;Cm).

8.3 Äîêàçàòåëüñòâî ëåììû 2.16

Ïóñòü âûïîëíåíû óñëîâèÿ ëåììû 2.16. Ïóñòü u0 � ôóíêöèÿ (2.3) ïðè ϕ ∈
L2(O;Cn). Ñîãëàñíî (1.43) è (2.7) âûïîëíåíî

‖Du0(·, t)‖L2(O) 6 ‖u0(·, t)‖H1(O) 6 c3‖f‖L∞t−1/2e−c[t/2‖ϕ‖L2(O). (8.5)

Â ñèëó (1.43) è (2.8) èìååì

‖Du0(·, t)‖H1(O) 6 ‖u0(·, t)‖H2(O) 6 c̃‖f‖L∞t−1e−c[t/2‖ϕ‖L2(O). (8.6)

Ïóñòü ũ0 = POu0. Ñîîòíîøåíèÿ (7.1), (7.2) ñîõðàíÿþò ñèëó. Òðåáóåòñÿ
îöåíèòü âåëè÷èíó

‖KD(t; ε)ϕ−K0
D(t; ε)ϕ‖H1(O′) 6 ‖Λεχ

(
(Sε − I)b(D)ũ0

)
(·, t)‖H1(Rd)

+ ‖Λ̃εχ
(
(Sε − I)ũ0

)
(·, t)‖H1(Rd).

(8.7)
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Íàïîìíèì (ñì. îáñóæäåíèå â ï. 2.10), ÷òî u0(·, t) ∈ Hσ(O′′′;Cn) ïðè ëþáîì
σ ∈ Z+. Òîãäà ôóíêöèÿ ũ0(·, t) óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèÿì ëåììû 8.1 ïðè ëþ-
áîì σ ∈ Z+. Ñëåäîâàòåëüíî, (Sεũ0)(·, t) ∈ Hσ(O′′;Cn) ïðè 0 < ε 6 (4r1)−1δ.
Ýòî äàåò âîçìîæíîñòü ïðèìåíèòü ëåììó 6.3(2◦) äëÿ îöåíêè ïåðâîãî ñëà-
ãàåìîãî â ïðàâîé ÷àñòè (8.7):

‖Λεχ
(
(Sε − I)b(D)ũ0

)
(·, t)‖H1(Rd) 6 C(1)ε−1‖χ

(
(Sε − I)b(D)ũ0

)
(·, t)‖L2(Rd)

+ C(2)‖χ
(
(Sε − I)b(D)ũ0

)
(·, t)‖Hl(Rd), l = d/2.

(8.8)

Ïåðâûé ÷ëåí â ïðàâîé ÷àñòè (8.8) ñ ó÷åòîì ñîîòíîøåíèÿ 0 6 χ(x) 6 1 îöå-
íèâàåòñÿ íà îñíîâàíèè íåðàâåíñòâà (7.5) (êîòîðîå ñïðàâåäëèâî áåç ïðåä-
ïîëîæåíèÿ âûñîêîé ãëàäêîñòè ãðàíèöû):

ε−1‖χ
(
(Sε − I)b(D)ũ0

)
(·, t)‖L2(Rd) 6 ε−1‖

(
(Sε − I)b(D)ũ0

)
(·, t)‖L2(Rd)

6 C(3)t−1e−c[t/2‖ϕ‖L2(O).

(8.9)

Ïåðåéäåì ê ðàññìîòðåíèþ âòîðîãî ñëàãàåìîãî â ïðàâîé ÷àñòè (8.8). Î÷å-
âèäíî,

‖χ
(
(Sε − I)b(D)ũ0

)
(·, t)‖Hl(Rd) 6 ‖χ(Sεb(D)ũ0)(·, t)‖Hl(Rd)

+ ‖χb(D)ũ0(·, t)‖Hl(Rd).
(8.10)

Äëÿ îöåíêè âòîðîãî ÷ëåíà ñïðàâà â (8.10) ïðèìåíèì ëåììó 8.2 è (1.4). Â
ñëó÷àå öåëîãî l = d/2 (ò. å. ÷åòíîé ðàçìåðíîñòè d) èìååì

‖χb(D)ũ0(·, t)‖Hl(Rd) 6 C
(11)
l (dα1)1/2

l∑
j=0

δ−(l−j)‖Du0(·, t)‖Hj(O′′). (8.11)

Â ñëó÷àå ïîëóöåëîãî l = d/2 = k + 1/2 (ò. å. íå÷åòíîé ðàçìåðíîñòè d)
âûïîëíåíî

‖χb(D)ũ0(·, t)‖Hl(Rd) 6 C
(11)
l (dα1)1/2

(k+1∑
j=0

δ−(k+1−j)‖Du0(·, t)‖Hj(O′′)

)1/2

×
( k∑
σ=0

δ−(k−σ)‖Du0(·, t)‖Hσ(O′′)

)1/2
.

(8.12)
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Íîðìà Du0(·, t) â L2(O;Cn) è â H1(O;Cn) îöåíåíà â (8.5) è (8.6). Â ñèëó
(1.43), (2.3) è (2.45) (ñ çàìåíîé O′ íà O′′)

‖Du0(·, t)‖Hσ(O′′) 6 C′σ+1‖f‖2L∞2σt−1/2(δ−2 + t−1)σ/2e−c[t/2‖ϕ‖L2(O),

(8.13)

σ > 2. Èñïîëüçóÿ (8.5), (8.6) è (8.11)�(8.13), ïðèõîäèì ê íåðàâåíñòâó

‖χb(D)ũ0(·, t)‖Hl(Rd) 6 C(12)t−1/2(δ−2 + t−1)d/4e−c[t/2‖ϕ‖L2(O). (8.14)

Ïîñòîÿííàÿ C(12) çàâèñèò òîëüêî îò èñõîäíûõ äàííûõ (1.9).
Äëÿ îöåíêè ïåðâîãî ÷ëåíà ñïðàâà â (8.10) ïðèìåíèì ëåììû 8.1 è 8.2.

Ñ÷èòàåì, ÷òî 0 < ε 6 (4r1)−1δ. Ó÷èòûâàÿ (1.4), â ñëó÷àå öåëîãî l èìååì

‖χ(Sεb(D)ũ0)(·, t)‖Hl(Rd) 6 C
(11)
l

l∑
σ=0

δ−(l−σ)‖(Sεb(D)ũ0)(·, t)‖Hσ(O′′)

6 C
(11)
l

l∑
σ=0

δ−(l−σ)‖b(D)u0(·, t)‖Hσ(O′′′)

6 C
(11)
l (dα1)1/2

l∑
σ=0

δ−(l−σ)‖Du0(·, t)‖Hσ(O′′′).

(8.15)

Íîðìû Du0(·, t) â L2(O;Cn) è â H1(O;Cn) îöåíåíû â (8.5), (8.6). Â ñèëó
(1.43), (2.3) è (2.45) (ñ çàìåíîé O′ íà O′′′)

‖Du0(·, t)‖Hσ(O′′′) 6 C′σ+1‖f‖2L∞4σt−1/2(δ−2 + t−1)σ/2e−c[t/2‖ϕ‖L2(O),

(8.16)

σ > 2. Èç (8.5), (8.6), (8.15) è (8.16) âûòåêàåò îöåíêà

‖χ(Sεb(D)ũ0)(·, t)‖Hl(Rd) 6 C(13)t−1/2(δ−2 + t−1)d/4e−c[t/2‖ϕ‖L2(O). (8.17)

Ïîñòîÿííàÿ C(13) çàâèñèò òîëüêî îò èñõîäíûõ äàííûõ (1.9). Îöåíêà (8.17)
â ñëó÷àå ïîëóöåëîãî l ïðîâåðÿåòñÿ àíàëîãè÷íî. Íà îñíîâàíèè (8.8)�(8.10),
(8.14) è (8.17) ïîëó÷àåì îöåíêó äëÿ ïåðâîãî ñëàãàåìîãî â ïðàâîé ÷àñòè
(8.7):

‖Λεχ
(
(Sε − I)b(D)ũ0

)
(·, t)‖H1(Rd)

6 C(14)
(
t−1 + t−1/2(δ−2 + t−1)d/4

)
e−c[t/2‖ϕ‖L2(O),

(8.18)
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ãäå C(14) := max{C(1)C(3);C(2)(C(12) + C(13))}.
Âòîðîå ñëàãàåìîå â ïðàâîé ÷àñòè (8.7) îöåíèì ñ ïîìîùüþ ëåì-

ìû 6.5(2◦):

‖Λ̃εχ
(
(Sε − I)ũ0

)
(·, t)‖H1(Rd) 6 C̃(1)ε−1‖χ

(
(Sε − I)ũ0

)
(·, t)‖H1(Rd)

+ C̃(2)‖χ
(
(Sε − I)ũ0

)
(·, t)‖Hl(Rd), l = d/2.

(8.19)

×òîáû îöåíèòü ïåðâîå ñëàãàåìîå â ïðàâîé ÷àñòè (8.19), âîñïîëüçóåìñÿ (8.2)
è íåðàâåíñòâîì (7.10) (êîòîðîå ñïðàâåäëèâî áåç ïðåäïîëîæåíèÿ âûñîêîé
ãëàäêîñòè ãðàíèöû):

ε−1‖χ
(
(Sε − I)ũ0

)
(·, t)‖H1(Rd)

6 ε−1‖
(
(Sε − I)ũ0

)
(·, t)‖H1(Rd) + ε−1‖(Dχ)

(
(Sε − I)ũ0

)
(·, t)‖L2(Rd)

6 C(5)t−1e−c[t/2‖ϕ‖L2(O) + ε−1κ1δ
−1‖(Sε − I)ũ0(·, t)‖L2(Rd).

Â ñèëó ïðåäëîæåíèÿ 1.1, (1.43), (1.46), (2.3) è (2.7) îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî

ε−1‖χ
(
(Sε − I)ũ0

)
(·, t)‖H1(Rd) 6 C(15)(δ−1t−1/2 + t−1)e−c[t/2‖ϕ‖L2(O),

(8.20)

ãäå C(15) := max{C(5);κ1r1C
(1)
O c3‖f‖L∞}.

Â ñëó÷àå öåëîãî l = d/2 âòîðîå ñëàãàåìîå â ïðàâîé ÷àñòè (8.19) îöåíè-
âàåòñÿ ïî àíàëîãèè ñ (8.15):

‖χ
(
(Sε − I)ũ0

)
(·, t)‖Hl(Rd) 6 2C

(11)
l

l∑
σ=0

δ−(l−σ)‖u0(·, t)‖Hσ(O′′′),

0 < ε 6 (4r1)−1δ.

(8.21)

Íîðìà u0 â L2(O;Cn), H1(O;Cn) è H2(O;Cn) îöåíèâàåòñÿ ñ ïîìîùüþ ëåì-
ìû 2.1, (1.43) è (2.3). Ïðè σ > 3 íîðìà ‖u0(·, t)‖Hσ(O′′′) îöåíèâàåòñÿ ñîãëàñ-
íî (2.45) (ñ çàìåíîé O′ íà O′′′):

‖u0(·, t)‖Hσ(O′′′) 6 ‖u0(·, t)‖Hσ+1(O′′′)

6 C′σ+1‖f‖2L∞4σt−1/2(δ−2 + t−1)σ/2e−c[t/2‖ϕ‖L2(O).

Ñ ó÷åòîì ýòèõ ñîîáðàæåíèé èç (8.21) âûòåêàåò íåðàâåíñòâî

‖χ
(
(Sε− I)ũ0

)
(·, t)‖Hl(Rd) 6 C(16)t−1/2(δ−2 + t−1)d/4e−c[t/2‖ϕ‖L2(O), (8.22)
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ñ ïîñòîÿííîé C(16), çàâèñÿùåé òîëüêî îò èñõîäíûõ äàííûõ (1.9). Îöåíêà
(8.22) â ñëó÷àå ïîëóöåëîãî l ïðîâåðÿåòñÿ àíàëîãè÷íî. Â èòîãå èç (8.19),
(8.20) è (8.22) ïîëó÷àåì îöåíêó äëÿ âòîðîãî ñëàãàåìîãî â ïðàâîé ÷àñòè
(8.7):

‖Λ̃εχ
(
(Sε − I)ũ0

)
(·, t)‖H1(Rd) 6 C̃(1)C(15)(δ−1t−1/2 + t−1)e−c[t/2‖ϕ‖L2(O)

+ C̃(2)C(16)t−1/2(δ−2 + t−1)d/4e−c[t/2‖ϕ‖L2(O).

(8.23)

Îáúåäèíÿÿ (8.7), (8.18) è (8.23), çàêëþ÷àåì, ÷òî ñïðàâåäëèâî íåðàâåíñòâî
(2.47) ñ ïîñòîÿííîé C′′d := C(14) + C̃(1)C(15) + C̃(2)C(16). Ìû ó÷ëè, ÷òî ÷ëåí
δ−1t−1/2 ìàæîðèðóåòñÿ ÷ëåíîì t−1/2(δ−2 + t−1)d/4.

8.4 Äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû 2.17

Íåðàâåíñòâî (2.48) íåïîñðåäñòâåííî ñëåäóåò èç (2.44) è (2.47), ïðè ýòîì
Cd := max{C20;C21}+ C′′d.

Ïðîâåðèì (2.49). Èç (2.48) ñ ó÷åòîì (1.4) è (2.32) ñëåäóåò îöåíêà

‖gεb(D)
(
f εe−B̃D,εt(f ε)∗ − (I + εΛεb(D) + εΛ̃ε)f0e

−B̃0
Dtf0

)
‖L2(O)→L2(O′)

6 ‖g‖L∞(dα1)1/2Cdεhd(δ; t)e
−c[t/2.

(8.24)

Âîñïîëüçóåìñÿ òîæäåñòâîì (7.13). Íîðìà âòîðîãî ñëàãàåìîãî â ïðàâîé
÷àñòè (7.13) îöåíèâàåòñÿ ñ ïîìîùüþ (1.4), (8.2) è ëåììû 6.3(1◦):

ε
∥∥∥ d∑
k,j=1

gεbkΛ
εbjDkDjf0e

−B̃0
Dtf0

∥∥∥
L2(O)→L2(O′)

6 εα
1/2
1 ‖g‖L∞

d∑
k,j=1

‖ΛεbjχDkDjf0e
−B̃0

Dtf0‖L2(O)→L2(Rd)

6 εα1‖g‖L∞C(0)
d∑

k,j=1

‖χDkDjf0e
−B̃0

Dtf0‖L2(O)→Hl−1(Rd), l = d/2.

(8.25)

Äàëåå ïðèìåíèì ëåììó 8.2. Â ñëó÷àå öåëîãî l ñ ó÷åòîì (1.43) ïîëó÷àåì

d∑
k,j=1

‖χDkDjf0e
−B̃0

Dtf0‖L2(O)→Hl−1(Rd)

6 dC
(11)
l−1 ‖f‖L∞

l−1∑
i=0

δ−(l−1−i)‖f0e
−B̃0

Dt‖L2(O)→Hi+2(O′′).

(8.26)
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Íîðìà ‖f0e
−B̃0

Dt‖L2(O)→H2(O) îöåíåíà â (2.8). Ïðè i > 1 â ñèëó (1.43) è
(2.45) (ñ çàìåíîé O íà O′′) èìååì

‖f0e
−B̃0

Dt‖L2(O)→Hi+2(O′′) 6 C′i+2‖f‖L∞2i+1t−1/2(δ−2 + t−1)(i+1)/2e−c[t/2.
(8.27)

Èç (2.8) è (8.25)�(8.27) âûòåêàåò îöåíêà

ε
∥∥∥ d∑
k,j=1

gεbkΛ
εbjDkDjf0e

−B̃0
Dtf0

∥∥∥
L2(O)→L2(O′)

6 C(17)εt−1/2(δ−2 + t−1)d/4e−c[t/2,

(8.28)

ãäå ïîñòîÿííàÿ C(17) çàâèñèò òîëüêî îò èñõîäíûõ äàíûõ (1.9). Â ñëó÷àå ïî-
ëóöåëîãî l íåðàâåíñòâî (8.28) ïðîâåðÿåòñÿ ñ èñïîëüçîâàíèåì ëåììû 8.2(2◦).

Òðåòüå ñëàãàåìîå â ïðàâîé ÷àñòè (7.13) îöåíèâàåòñÿ àíàëîãè÷íî íà îñ-
íîâàíèè (1.4), (8.2), ëåììû 6.5(1◦) è ëåììû 8.2. Â ðåçóëüòàòå ïîëó÷àåì

ε

d∑
j=1

‖gεbjΛ̃εDjf0e
−B̃0

Dtf0‖L2(O)→L2(O′) 6 C(18)εt−1/2(δ−2 + t−1)d/4e−c[t/2.

(8.29)

Çäåñü ïîñòîÿííàÿ C(18) çàâèñèò òîëüêî îò èñõîäíûõ äàííûõ (1.9).
Â èòîãå ñîîòíîøåíèÿ (1.27), (7.13), (8.24), (8.28) è (8.29) âëåêóò íåðà-

âåíñòâî (2.49) ñ ïîñòîÿííîé C̃d := ‖g‖L∞(dα1)1/2Cd + C(17) + C(18).
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