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ÀÍÍÎÒÀÖÈß

Ïóñòü O ⊂ Rd � îãðàíè÷åííàÿ îáëàñòü ñ ãðàíèöåé êëàññà C2p. Â ïðîñòðàíñòâå L2(O;Cn)
èçó÷àåòñÿ ñàìîñîïðÿæåííûé ñèëüíî ýëëèïòè÷åñêèé îïåðàòîð AN,ε ïîðÿäêà 2p, çàäàííûé âûðà-
æåíèåì b(D)∗g(x/ε)b(D), ε > 0, ïðè óñëîâèÿõ Íåéìàíà íà ãðàíèöå. Çäåñü g(x) � îãðàíè÷åííàÿ
è ïîëîæèòåëüíî îïðåäåëåííàÿ (m × m)-ìàòðèöà-ôóíêöèÿ â Rd, ïåðèîäè÷åñêàÿ îòíîñèòåëüíî
íåêîòîðîé ðåøåòêè; b(D) =

∑
|α|=p bαDα � äèôôåðåíöèàëüíûé îïåðàòîð ïîðÿäêà p ñ ïîñòîÿí-

íûìè êîýôôèöèåíòàìè; bα � ïîñòîÿííûå (m× n)-ìàòðèöû. Ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî m > n è ÷òî
ñèìâîë b(ξ) èìååò ìàêñèìàëüíûé ðàíã ïðè ëþáîì 0 6= ξ ∈ Cd. Äëÿ ðåçîëüâåíòû (AN,ε − ζI)−1

ïðè ζ ∈ C\[0,∞) ïîëó÷åíû àïïðîêñèìàöèè ïî îïåðàòîðíîé íîðìå â L2(O;Cn) è ïî íîðìå îïåðà-
òîðîâ, äåéñòâóþùèõ èç L2(O;Cn) â ïðîñòðàíñòâî Ñîáîëåâà Hp(O;Cn), ñ îöåíêàìè ïîãðåøíîñòè
â çàâèñèìîñòè îò ε è ζ.

Êëþ÷åâûå ñëîâà: ïåðèîäè÷åñêèå äèôôåðåíöèàëüíûå îïåðàòîðû, ýëëèïòè÷åñêèå óðàâíåíèÿ
âûñîêîãî ïîðÿäêà, çàäà÷à Íåéìàíà, óñðåäíåíèå, ýôôåêòèâíûé îïåðàòîð, êîððåêòîð, îïåðàòîð-
íûå îöåíêè ïîãðåøíîñòè.

Èññëåäîâàíèå âûïîëíåíî ïðè ïîääåðæêå ÐÍÔ (ïðîåêò 17-11-01069).
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Ââåäåíèå

Çàäà÷àì óñðåäíåíèÿ (ãîìîãåíèçàöèè) äèôôåðåíöèàëüíûõ îïåðàòîðîâ (ÄÎ) ñ ïåðèîäè÷åñêè-
ìè áûñòðî îñöèëëèðóþùèìè êîýôôèöèåíòàìè ïîñâÿùåíà îáøèðíàÿ ëèòåðàòóðà. Óêàæåì â
ïåðâóþ î÷åðåäü êíèãè [BeLPa], [BaPan], [ZhKO].

0.1. Îïåðàòîðíûå îöåíêè ïîãðåøíîñòè äëÿ çàäà÷ óñðåäíåíèÿ â Rd. Â öèêëå ðàáîò Áèð-
ìàíà è Ñóñëèíîé [BSu1, BSu2, BSu3, BSu4] áûë ïðåäëîæåí è ðàçâèò òåîðåòèêî-îïåðàòîðíûé
ïîäõîä ê çàäà÷àì òåîðèè óñðåäíåíèÿ. Ñ ïîìîùüþ ýòîãî ïîäõîäà èçó÷àëñÿ øèðîêèé êëàññ
ìàòðè÷íûõ ñàìîñîïðÿæåííûõ ñèëüíî ýëëèïòè÷åñêèõ ÄÎ âòîðîãî ïîðÿäêà, äåéñòâóþùèõ â
L2(Rd;Cn) è äîïóñêàþùèõ ôàêòîðèçàöèþ âèäà

Aε = b(D)∗g(x/ε)b(D), ε > 0. (0.1)

Çäåñü ìàòðèöà-ôóíêöèÿ g(x) ðàçìåðàm×m îãðàíè÷åíà, ðàâíîìåðíî ïîëîæèòåëüíî îïðåäåëåíà
è ïåðèîäè÷íà îòíîñèòåëüíî íåêîòîðîé ðåøåòêè Γ ⊂ Rd. Îïåðàòîð b(D) � ÄÎ ïåðâîãî ïîðÿäêà

âèäà b(D) =
∑d

j=1 bjDj , ãäå bj � ïîñòîÿííûå (m × n)-ìàòðèöû. Ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî m > n è

÷òî ñèìâîë b(ξ) èìååò ðàíã n ïðè âñåõ 0 6= ξ ∈ Rd. Ïðîñòåéøèé ïðèìåð îïåðàòîðà âèäà (0.1)
� àêóñòè÷åñêèé îïåðàòîð −div g(x/ε)∇; îïåðàòîð òåîðèè óïðóãîñòè òàêæå äîïóñêàåò çàïèñü â
òðåáóåìîì âèäå. Ýòè è äðóãèå ïðèìåðû ïîäðîáíî ðàññìîòðåíû â [BSu2].
Â [BSu1, BSu2] ïîêàçàíî, ÷òî ïðè ε→ 0 ðåçîëüâåíòà (Aε+I)−1 ñõîäèòñÿ ïî îïåðàòîðíîé íîðìå

â L2(Rd;Cn) ê ðåçîëüâåíòå ýôôåêòèâíîãî îïåðàòîðà A0 = b(D)∗g0b(D), ãäå g0 � ïîñòîÿííàÿ
ýôôåêòèâíàÿ ìàòðèöà. Óñòàíîâëåíà îöåíêà

‖(Aε + I)−1 − (A0 + I)−1‖L2(Rd)→L2(Rd) 6 Cε. (0.2)

Â [BSu3] íàéäåíà áîëåå òî÷íàÿ àïïðîêñèìàöèÿ ðåçîëüâåíòû (Aε+I)−1 ïî îïåðàòîðíîé íîðìå â
L2(Rd;Cn) ñ ïîãðåøíîñòüþ O(ε2). Â [BSu4] ïîëó÷åíà àïïðîêñèìàöèÿ ðåçîëüâåíòû (Aε+I)−1 ïî
íîðìå îïåðàòîðîâ, äåéñòâóþùèõ èç L2(Rd;Cn) â ïðîñòðàíñòâî Ñîáîëåâà H1(Rd;Cn), ñ îöåíêîé

‖(Aε + I)−1 − (A0 + I)−1 − εK(ε)‖L2(Rd)→H1(Rd) 6 Cε. (0.3)

Çäåñü K(ε) � òàê íàçûâàåìûé êîððåêòîð. Îïåðàòîð K(ε) ñîäåðæèò áûñòðî îñöèëëèðóþùèå
ìíîæèòåëè, à ïîòîìó çàâèñèò îò ε; ïðè ýòîì ‖K(ε)‖L2→H1 = O(ε−1).
Îöåíêè âèäà (0.2), (0.3), ïîëó÷èâøèå íàçâàíèå îïåðàòîðíûõ îöåíîê ïîãðåøíîñòè, òî÷íû ïî

ïîðÿäêó. Ìåòîä ðàáîò [BSu1, BSu2, BSu3, BSu4] îñíîâàí íà ïðèìåíåíèè ìàñøòàáíîãî ïðåîáðà-
çîâàíèÿ, òåîðèè Ôëîêå-Áëîõà è àíàëèòè÷åñêîé òåîðèè âîçìóùåíèé.
Îòìåòèì òàêæå íåäàâíþþ ðàáîòó [Su3], â êîòîðîé áûëè ïîëó÷åíû äâóïàðàìåòðè÷åñêèå àíà-

ëîãè îöåíîê (0.2) è (0.3) äëÿ ðåçîëüâåíòû (Aε − ζI)−1 â ïðîèçâîëüíîé òî÷êå ζ ∈ C \ R+ (â
çàâèñèìîñòè îò ε è ζ). Â ïðèñóòñòâèè ìëàäøèõ ÷ëåíîâ àíàëîãè÷íûå ðåçóëüòàòû ïîëó÷åíû â
[MSu1].
Äðóãîé ïîäõîä ê îïåðàòîðíûì îöåíêàì ïîãðåøíîñòè (ìîäèôèöèðîâàííûé ìåòîä ïåðâîãî

ïðèáëèæåíèÿ èëè ìåòîä ñäâèãà) áûë ïðåäëîæåí Æèêîâûì; ýòèì ìåòîäîì â [Zh] è [ZhPas1]
áûëè ïîëó÷åíû îöåíêè âèäà (0.2) è (0.3) äëÿ îïåðàòîðîâ àêóñòèêè è òåîðèè óïðóãîñòè. Îòíî-
ñèòåëüíî äàëüíåéøèõ ðåçóëüòàòîâ Æèêîâà è Ïàñòóõîâîé ñì. íåäàâíèé îáçîð [ZhPas2] è öèòè-
ðîâàííóþ òàì ëèòåðàòóðó.
Îòäåëüíûé èíòåðåñ ïðåäñòàâëÿåò çàäà÷à óñðåäíåíèÿ äëÿ ïåðèîäè÷åñêèõ ýëëèïòè÷åñêèõ ÄÎ

âûñîêîãî ÷åòíîãî ïîðÿäêà. Òåîðåòèêî-îïåðàòîðíûé ïîäõîä, ïðåäëîæåííûé Áèðìàíîì è Ñóñëè-
íîé, áûë ðàçâèò ïðèìåíèòåëüíî ê òàêèì îïåðàòîðàì â ðàáîòå Âåíèàìèíîâà [V] è â íåäàâíåé
ñòàòüå Êóêóøêèíà è Ñóñëèíîé [KuSu].
Â [V] èçó÷àëñÿ îïåðàòîð âèäà Bε = (Dp)∗g(x/ε)Dp, ãäå g(x) � ñèììåòðè÷íûé ïîëîæèòåëüíî

îïðåäåëåííûé è îãðàíè÷åííûé òåíçîð ïîðÿäêà 2p, ïåðèîäè÷åñêèé îòíîñèòåëüíî ðåøåòêè Γ. Ïðè
p = 2 îïåðàòîð òàêîãî âèäà âîçíèêàåò â òåîðèè óïðóãîñòè ïëàñòèí (ñì. [ZhKO]). Ýôôåêòèâíûé
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îïåðàòîð èìååò âèä B0 = (Dp)∗g0Dp, ãäå g0 � ýôôåêòèâíûé òåíçîð. Â [V] ïîëó÷åí àíàëîã
îöåíêè (0.2):

‖(Bε + I)−1 − (B0 + I)−1‖L2(Rd)→L2(Rd) 6 Cε.

Â [KuSu] èçó÷àëñÿ áîëåå îáùèé êëàññ ýëëèïòè÷åñêèõ ÄÎ âûñîêîãî ïîðÿäêà, äåéñòâóþùèõ â
L2(Rd;Cn) è äîïóñêàþùèõ ôàêòîðèçàöèþ âèäà

Aε = b(D)∗g(x/ε)b(D). (0.4)

Çäåñü g(x) � îãðàíè÷åííàÿ è ðàâíîìåðíî ïîëîæèòåëüíî îïðåäåëåííàÿ ìàòðèöà-ôóíêöèÿ ðàç-
ìåðà m×m, ïåðèîäè÷åñêàÿ îòíîñèòåëüíî ðåøåòêè Γ. Îïåðàòîð b(D) ïîðÿäêà p > 2 èìååò âèä
b(D) =

∑
|α|=p bαDα, ãäå bα � ïîñòîÿííûå (m × n)-ìàòðèöû. Ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî m > n è

÷òî ñèìâîë b(ξ) èìååò ðàíã n ïðè âñåõ 0 6= ξ ∈ Rd. Îñíîâíûå ðåçóëüòàòû ðàáîòû [KuSu] �
àïïðîêñèìàöèè ðåçîëüâåíòû (Aε − ζI)−1, ãäå ζ ∈ C \ R+, â ðàçëè÷íûõ îïåðàòîðíûõ íîðìàõ ñ
äâóïàðàìåòðè÷åñêèìè îöåíêàìè ïîãðåøíîñòè (â çàâèñèìîñòè îò ε è ζ). Ïîêàçàíî, ÷òî ïî îïå-
ðàòîðíîé íîðìå â L2(Rd;Cn) ðåçîëüâåíòà (Aε − ζI)−1 ñõîäèòñÿ ê ðåçîëüâåíòå ýôôåêòèâíîãî
îïåðàòîðà A0 = b(D)∗g0b(D) (ãäå g0 � ïîñòîÿííàÿ ýôôåêòèâíàÿ ìàòðèöà), ïðè÷åì

‖(Aε − ζI)−1 − (A0 − ζI)−1‖L2(Rd)→L2(Rd) 6 C1(ζ)ε. (0.5)

Ïî ½ýíåðãåòè÷åñêîé� íîðìå (ò. å., ïî íîðìå îïåðàòîðîâ, äåéñòâóþùèõ èç L2(Rd;Cn) â
Hp(Rd;Cn)) íàéäåíà àïïðîêñèìàöèÿ ðåçîëüâåíòû ïðè ó÷åòå êîððåêòîðà:

‖(Aε − ζI)−1 − (A0 − ζI)−1 − εpK(ζ; ε)‖L2(Rd)→Hp(Rd) 6 C2(ζ)ε. (0.6)

Êîððåêòîð K(ζ; ε) ñîäåðæèò áûñòðî îñöèëëèðóþùèå ìíîæèòåëè; ïðè ýòîì ‖K(ζ; ε)‖L2→Hp =
O(ε−p). Âûÿñíåí õàðàêòåð çàâèñèìîñòè C1(ζ) è C2(ζ) îò ïàðàìåòðà ζ.
Áëèçêèå ðåçóëüòàòû îá óñðåäíåíèè ýëëèïòè÷åñêèõ îïåðàòîðîâ âûñîêîãî ïîðÿäêà â Rd íåçà-

âèñèìî ïîëó÷åíû â íåäàâíèõ ðàáîòàõ Ïàñòóõîâîé [Pas1, Pas2] ñ ïîìîùüþ ìåòîäà ñäâèãà (â ýòèõ
ðàáîòàõ îöåíêè îäíîïàðàìåòðè÷åñêèå, ôèêñèðîâàíî çíà÷åíèå ζ = −1).

0.2. Îïåðàòîðíûå îöåíêè ïîãðåøíîñòè äëÿ çàäà÷ óñðåäíåíèÿ â îãðàíè÷åííîé îáëà-
ñòè. Îïåðàòîðíûå îöåíêè ïîãðåøíîñòè èçó÷àëèñü òàêæå äëÿ ýëëèïòè÷åñêèõ îïåðàòîðîâ âòî-
ðîãî ïîðÿäêà ñ áûñòðî îñöèëëèðóþùèìè êîýôôèöèåíòàìè â îãðàíè÷åííîé îáëàñòè O ⊂ Rd ñ
äîñòàòî÷íî ãëàäêîé ãðàíèöåé. Â [Zh, ZhPas1] ðàññìàòðèâàëèñü îïåðàòîðû àêóñòèêè è òåîðèè
óïðóãîñòè ïðè óñëîâèè Äèðèõëå ëèáî Íåéìàíà íà ãðàíèöå ∂O; áûëè ïîëó÷åíû àíàëîãè îöåíîê
(0.2) è (0.3), íî ñ ïîãðåøíîñòüþ ïîðÿäêà O(ε1/2). Ïîãðåøíîñòü óõóäøàåòñÿ çà ñ÷åò âëèÿíèÿ
ãðàíèöû. (Â ñëó÷àå çàäà÷è Äèðèõëå äëÿ îïåðàòîðà àêóñòèêè (L2 → L2)-îöåíêà áûëà óëó÷øåíà
â [ZhPas1], íî ïîðÿäîê îöåíêè íå áûë òî÷íûì.)
Áëèçêèå ðåçóëüòàòû äëÿ îïåðàòîðà −div g(x/ε)∇ â îãðàíè÷åííîé îáëàñòè ïðè óñëîâèè Äèðè-

õëå ëèáî Íåéìàíà áûëè óñòàíîâëåíû â ðàáîòàõ Ãðèçî [Gr1, Gr2] ñ ïîìîøüþ "unfolding" -ìåòîäà.
Â ñòàòüå [Gr2] äëÿ òîãî æå îïåðàòîðà âïåðâûå áûë ïîëó÷åí àíàëîã îöåíêè (0.2) ïîðÿäêà O(ε)
(òî÷íîé ïî ïîðÿäêó).
Äëÿ ìàòðè÷íûõ îïåðàòîðîâ âòîðîãî ïîðÿäêà AD,ε è AN,ε, çàäàííûõ âûðàæåíèåì (0.1) ïðè

óñëîâèÿõ Äèðèõëå èëè Íåéìàíà ñîîòâåòñòâåííî, îïåðàòîðíûå îöåíêè ïîãðåøíîñòè áûëè ïîëó-
÷åíû â ðàáîòàõ [PSu, Su1, Su2]. Â [PSu] èçó÷àëàñü çàäà÷à Äèðèõëå è áûëà óñòàíîâëåíà îöåíêà

‖A−1
D,ε − (A0

D)−1 − εKD(ε)‖L2(O)→H1(O) 6 Cε
1/2. (0.7)

Çäåñü A0
D � ýôôåêòèâíûé îïåðàòîð ñ óñëîâèåì Äèðèõëå, à KD(ε) � ñîîòâåòñòâóþùèé êîððåê-

òîð. Â [Su1] óäàëîñü ïîëó÷èòü òî÷íóþ ïî ïîðÿäêó îöåíêó ïî îïåðàòîðíîé íîðìå â L2(O;Cn):

‖A−1
D,ε − (A0

D)−1‖L2(O)→L2(O) 6 Cε. (0.8)

Äëÿ çàäà÷è Íåéìàíà àíàëîãè÷íûå ðåçóëüòàòû ïîëó÷åíû â [Su2]. Ìåòîä ðàáîò [PSu, Su1, Su2]
îñíîâàí íà èñïîëüçîâàíèè ðåçóëüòàòîâ äëÿ çàäà÷è â Rd, ââåäåíèè ïîïðàâêè òèïà ïîãðàíè÷íîãî
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ñëîÿ è ïîëó÷åíèè îöåíîê ýòîé ïîïðàâêè â H1(O;Cn) è â L2(O;Cn). Íåêîòîðûå òåõíè÷åñêèå
ïðèåìû çàèìñòâîâàíû èç [ZhPas1].
Â ðàáîòe [Su3] ïîëó÷åíû àïïðîêñèìàöèè ðåçîëüâåíò (AD,ε − ζI)−1 è (AN,ε − ζI)−1 â ïðîèç-

âîëüíîé òî÷êå ζ ∈ C \ R+ � äâóïàðàìåòðè÷åñêèå àíàëîãè îöåíîê (0.7) è (0.8). Â ïðèñóòñòâèè
ìëàäøèõ ÷ëåíîâ àíàëîãè÷íûå ðåçóëüòàòû óñòàíîâëåíû â [MSu3] â ñëó÷àå óñëîâèÿ Äèðèõëå.
Îöåíêà âèäà (0.8) äëÿ ðàâíîìåðíî ýëëèïòè÷åñêèõ ñèñòåì âòîðîãî ïîðÿäêà ïðè óñëîâèÿõ

Äèðèõëå ëèáî Íåéìàíà áûëà íåçàâèñèìî ïîëó÷åíà äðóãèì ìåòîäîì â ðàáîòå Êåíèãà, Ëèíà è
Øåíà [KeLiS] ïðè íåêîòîðûõ óñëîâèÿõ ðåãóëÿðíîñòè êîýôôèöèåíòîâ.
Â íåäàâíåé ðàáîòå [Su4] äëÿ îïåðàòîðà AD,ε ïîðÿäêà 2p â îãðàíè÷åííîé îáëàñòèO êëàññà C2p,

çàäàííîãî â ôàêòîðèçîâàííîé ôîðìå (0.4) ïðè óñëîâèÿõ Äèðèõëå íà ãðàíèöå ∂O, áûëè íàéäåíû
àïïðîêñèìàöèè ðåçîëüâåíòû (AD,ε − ζI)−1 â ðåãóëÿðíîé òî÷êå ζ ñ îöåíêàìè ïîãðåøíîñòè â
çàâèñèìîñòè îò ε è ζ.

0.3. Îñíîâíûå ðåçóëüòàòû. Â íàñòîÿùåé ðàáîòå èçó÷àåòñÿ îïåðàòîð AN,ε âûñîêîãî ïîðÿä-
êà 2p â îãðàíè÷åííîé îáëàñòè O êëàññà C2p, çàäàííûé â ôàêòîðèçîâàííîé ôîðìå (0.4) ïðè
óñëîâèÿõ Íåéìàíà íà ãðàíèöå ∂O. Öåëü ðàáîòû � ïîëó÷åíèå àïïðîêñèìàöèé ðåçîëüâåíòû
(AN,ε − ζI)−1 â ðåãóëÿðíîé òî÷êå ζ ñ îöåíêàìè ïîãðåøíîñòè â çàâèñèìîñòè îò ε è ζ.
Îïèøåì îñíîâíûå ðåçóëüòàòû. Ïóñòü ζ = |ζ|eiϕ ∈ C \ R+ è |ζ| > 1. Óñòàíîâëåíû îöåíêè

‖(AN,ε − ζI)−1 − (A0
N − ζI)−1‖L2(O)→L2(O) 6 C1(ϕ)ε|ζ|−1+1/2p, (0.9)

‖(AN,ε − ζI)−1 − (A0
N − ζI)−1 − εpKN (ζ; ε)‖L2(O)→Hp(O) 6 C2(ϕ)

(
ε1/2|ζ|−1/2+1/4p + εp

)
, (0.10)

ïðè 0 < ε 6 ε1 (ãäå ε1 � äîñòàòî÷íî ìàëîå ÷èñëî, çàâèñÿùåå îò îáëàñòè O è ðåøåò-
êè Γ). Çäåñü A0

N � ýôôåêòèâíûé îïåðàòîð, çàäàííûé âûðàæåíèåì b(D)∗g0b(D) ñ óñëîâè-
ÿìè Íåéìàíà. Êîððåêòîð KN (ζ; ε) ñîäåðæèò áûñòðî îñöèëëèðóþùèå ìíîæèòåëè, ïðè ýòîì
‖KN (ζ; ε)‖L2→Hp = O(ε−p). Ïðîñëåæåíà çàâèñèìîñòü êîíñòàíò C1(ϕ) è C2(ϕ) îò óãëà ϕ; îöåí-
êè (0.9) è (0.10) ðàâíîìåðíû ïî óãëó ϕ â ñåêòîðå ϕ ∈ [ϕ0, 2π − ϕ0] ñî ñêîëü óãîäíî ìàëûì
ϕ0 > 0. Ïðè ôèêñèðîâàííîì ζ îöåíêà (0.9) èìååò òî÷íûé ïîðÿäîê O(ε) (òàêîé æå, êàê â Rd),
à îöåíêà (0.10) èìååò ïîðÿäîê O(ε1/2) (óõóäøåíèå ïîðÿäêà îáúÿñíÿåòñÿ âëèÿíèåì ãðàíèöû).
Îöåíêè (0.9) è (0.10) ïîêàçûâàþò, ÷òî ñ ðîñòîì |ζ| ïîãðåøíîñòü ïðèáëèæåíèé ðåçîëüâåíòû
óìåíüøàåòñÿ.
Êîððåêòîð KN (ζ; ε) â îáùåì ñëó÷àå ñîäåðæèò âñïîìîãàòåëüíûé ñãëàæèâàþùèé îïåðàòîð.

Ìû âûäåëÿåì äîïîëíèòåëüíîå óñëîâèå, ïðè êîòîðîì ìîæíî èñïîëüçîâàòü ñòàíäàðòíûé êîð-
ðåêòîð áåç ñãëàæèâàòåëÿ.
Ïîìèìî àïïðîêñèìàöèè ðåçîëüâåíòû, ìû íàõîäèì àïïðîêñèìàöèþ îïåðàòîðà

g(x/ε)b(D)(AN,ε − ζI)−1 (îòâå÷àþùåãî ½ïîòîêó�) ïî (L2 → L2)-îïåðàòîðíîé íîðìå.
Ìû íàõîäèì òàêæå àïïðîêñèìàöèè ðåçîëüâåíòû (AN,ε−ζI)−1, ñïðàâåäëèâûå â áîëåå øèðîêîé

îáëàñòè èçìåíåíèÿ ïàðàìåòðà ζ; ïðè ýòîì õàðàêòåð îöåíîê îòíîñèòåëüíî ïàðàìåòðà ζ ìåíÿåòñÿ.
Îïèøåì ýòè ðåçóëüòàòû. Íèæíèì ñîáñòâåííûì çíà÷åíèåì îïåðàòîðîâ AN,ε è A0

N ÿâëÿåòñÿ
òî÷êà λ = 0, ïðè ýòîì KerAN,ε = KerA0

N . Ïóñòü λε è λ0 � ïåðâûå íåíóëåâûå ñîáñòâåííûå
çíà÷åíèÿ îïåðàòîðîâ AN,ε è A

0
N ñîîòâåòñòâåííî. Ïóñòü c[ > 0 � èõ îáùàÿ íèæíÿÿ ãðàíü, ò. å.,

c[ 6 min{λε, λ0}. Ðàññìîòðèì çíà÷åíèÿ ζ ∈ C \ [c[,∞), ζ 6= 0. Ïîëîæèì ζ − c[ = |ζ − c[|eiψ. Ïðè
0 < ε 6 ε1 ñïðàâåäëèâû îöåíêè

‖(AN,ε − ζI)−1 − (A0
N − ζI)−1‖L2(O)→L2(O) 6 C(ζ)ε, (0.11)

‖(AN,ε − ζI)−1 − (A0
N − ζI)−1 − εpK̂N (ζ; ε)‖L2(O)→Hp(O) 6

(
C1(ζ)ε

)1/2
+ C2(ζ)ε. (0.12)

Âáëèçè òî÷êè c[ âåëè÷èíû C(ζ), C1(ζ) è C2(ζ) âåäóò ñåáÿ êàê C(ψ)|ζ − c[|−2. Ïðîñëåæåíà çàâè-
ñèìîñòü C(ψ) îò óãëà ψ. Îöåíêè (0.11) è (0.12) ðàâíîìåðíû ïî óãëó ψ â ñåêòîðå ψ ∈ [ψ0, 2π−ψ0]
ñî ñêîëü óãîäíî ìàëûì ψ0 > 0.
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0.4. Ìåòîä. Ìû îïèðàåìñÿ íà ðåçóëüòàòû äëÿ îïåðàòîðà (0.4) ïîðÿäêà 2p â L2(Rd;Cn), ïîëó-
÷åííûå â [KuSu] è [Su4] (íà îöåíêè (0.5) è (0.6)).
Ìåòîä èññëåäîâàíèÿ îïåðàòîðà AN,ε àíàëîãè÷åí ñëó÷àþ îïåðàòîðîâ âòîðîãî ïîðÿäêà, à òàê-

æå ñëó÷àþ îïåðàòîðà âûñîêîãî ïîðÿäêà ñ óñëîâèÿìè Äèðèõëå. Îí ñîñòîèò â ðàññìîòðåíèè
àññîöèèðîâàííîé çàäà÷è â Rd, ââåäåíèè ïîïðàâêè òèïà ïîãðàíè÷íîãî ñëîÿ è åå òùàòåëüíîì
àíàëèçå. Ñóùåñòâåííóþ òåõíè÷åñêóþ ðîëü èãðàåò èñïîëüçîâàíèå ñãëàæèâàíèÿ ïî Ñòåêëîâó
(çàèìñòâîâàííîå èç ðàáîòû [ZhPas1]) è îöåíêè â ε-îêðåñòíîñòè ãðàíèöû. Ñíà÷àëà ìû äîêà-
çûâàåì îöåíêó (0.10), à çàòåì îöåíêó (0.9), îïèðàÿñü íà óæå äîêàçàííîå íåðàâåíñòâî (0.10) è
ñîîáðàæåíèÿ äâîéñòâåííîñòè.
Îöåíêè (0.11) è (0.12) ñðàâíèòåëüíî ïðîñòî âûâîäÿòñÿ èç óæå ïîëó÷åííûõ îöåíîê â òî÷êå

ζ = −1 è ïîäõîäÿùèõ òîæäåñòâ äëÿ ðåçîëüâåíò.
Äâóïàðàìåòðè÷åñêèå îöåíêè ïîãðåøíîñòè ïðè àïïðîêñèìàöèè ðåçîëüâåíòû ìîãóò áûòü ïðè-

ìåíåíû ê èçó÷åíèþ óñðåäíåíèÿ ïàðàáîëè÷åñêèõ íà÷àëüíî-êðàåâûõ çàäà÷. Ýòî ïðèìåíåíèå îñ-
íîâàíî íà ïðåäñòàâëåíèè îïåðàòîðíîé ýêñïîíåíòû

e−AN,εt = − 1

2πi

∫
γ
e−ζt(AN,ε − ζI)−1 dζ,

ãäå γ ⊂ C � ïîäõîäÿùèé êîíòóð. Äëÿ îïåðàòîðîâ âòîðîãî ïîðÿäêà ïàðàáîëè÷åñêèå çàäà÷è
èçó÷àëèñü òàêèì ìåòîäîì â [MSu2]. Ïðèìåíåíèþ ðåçóëüòàòîâ ñòàòüè [Su4] è íàñòîÿùåé ðà-
áîòû ê èçó÷åíèþ ïàðàáîëè÷åñêèõ çàäà÷ (äëÿ îïåðàòîðîâ âûñîêîãî ïîðÿäêà) àâòîð ïëàíèðóåò
ïîñâÿòèòü îòäåëüíóþ ðàáîòó.

0.5. Ïëàí ñòàòüè. Ðàáîòà ñîñòîèò èç âîñüìè ïàðàãðàôîâ. �1 ïîñâÿùåí çàäà÷å â Rd. Çäåñü
ââåäåí êëàññ îïåðàòîðîâ Aε â L2(Rd;Cn), îïèñàí ýôôåêòèâíûé îïåðàòîð A0, ââåäåí ñãëàæèâà-
þùèé îïåðàòîð è ïðèâåäåíû ðåçóëüòàòû äëÿ çàäà÷è óñðåäíåíèÿ â Rd (èç ðàáîò [KuSu], [Su4]). Â
�2 îïðåäåëåí îïåðàòîð AN,ε ñ óñëîâèÿìè Íåéìàíà â îãðàíè÷åííîé îáëàñòè, îïèñàí ýôôåêòèâ-
íûé îïåðàòîð. Â �3 ïðèâåäåíû âñïîìîãàòåëüíûå óòâåðæäåíèÿ. Â �4 ñôîðìóëèðîâàíû îñíîâíûå
ðåçóëüòàòû äëÿ çàäà÷è Íåéìàíà � îöåíêè (0.9), (0.10) (òåîðåìû 4.1 è 4.2). Ïðîâåäåíû ïåðâûå
äâà ýòàïà äîêàçàòåëüñòâà: ðàññìîòðåíà àññîöèèðîâàííàÿ çàäà÷à â Rd è ââåäåíà ïîïðàâêà wε

òèïà ïîãðàíè÷íîãî ñëîÿ; âîïðîñû ñâåäåíû ê ïîëó÷åíèþ îöåíîê íîðì ïîïðàâêè â Hp(O;Cn) è
â L2(O;Cn). Â �5 óñòàíîâëåíû òðåáóåìûå îöåíêè íîðì ïîïðàâêè è çàâåðøåíî äîêàçàòåëüñòâî
òåîðåì 4.1 è 4.2. Â �6 âûäåëåí ñëó÷àé, êîãäà ìîæíî èçáàâèòüñÿ îò ñãëàæèâàþùåãî îïåðàòî-
ðà è èñïîëüçîâàòü ñòàíäàðòíûé êîððåêòîð. Ðàññìîòðåíû íåêîòîðûå ñïåöèàëüíûå ñëó÷àè. Â �7
ïîëó÷åíà àïïðîêñèìàöèÿ ðåçîëüâåíòû (AN,ε − ζI)−1 ïðè ζ ∈ C \ R+, |ζ| 6 1. Â �8 ðàññìîòðåíà
ðåçîëüâåíòà ïðè ζ ∈ C \ [c[,∞), ζ 6= 0, � óñòàíîâëåíû îöåíêè (0.11), (0.12).

0.6. Îáîçíà÷åíèÿ. Ïóñòü H, G � êîìïëåêñíûå ñåïàðàáåëüíûå ãèëüáåðòîâû ïðîñòðàíñòâà.
Ñèìâîë ‖·‖H îçíà÷àåò íîðìó, (·, ·)H � ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå â H; ñèìâîë ‖·‖H→G îçíà÷àåò
íîðìó ëèíåéíîãî íåïðåðûâíîãî îïåðàòîðà èç H â G.
Ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå è íîðìà â Cn îáîçíà÷àþòñÿ ÷åðåç 〈·, ·〉 è | · | ñîîòâåòñòâåííî, 1 = 1n

� åäèíè÷íàÿ (n×n)-ìàòðèöà. Åñëè a � ìàòðèöà ðàçìåðà m×n, òî |a| îçíà÷àåò íîðìó ìàòðèöû
a êàê îïåðàòîðà èç Cn â Cm. Êëàññû Lq âåêòîð-ôóíêöèé â îáëàñòè O ⊂ Rd ñî çíà÷åíèÿìè â
Cn îáîçíà÷àþòñÿ ÷åðåç Lq(O;Cn), 1 6 q 6 ∞. Êëàññû Ñîáîëåâà Cn-çíà÷íûõ ôóíêöèé â îáëà-

ñòè O ⊆ Rd îáîçíà÷àþòñÿ ÷åðåç Hs(O;Cn), s ∈ R. ×åðåç Hs
0(O;Cn) îáîçíà÷àåòñÿ çàìûêàíèå

êëàññà C∞0 (O;Cn) â ïðîñòðàíñòâå Hs(O;Cn). Â ñëó÷àå n = 1 ïèøåì Lq(O), Hs(O), íî èíî-
ãäà ìû ïðèìåíÿåì òàêèå óïðîùåííûå îáîçíà÷åíèÿ è äëÿ ïðîñòðàíñòâ âåêòîðíîçíà÷íûõ èëè
ìàòðè÷íîçíà÷íûõ ôóíêöèé.
Æèðíûì øðèôòîì îáîçíà÷àþòñÿ âåêòîðíûå âåëè÷èíû. Èñïîëüçóåì îáîçíà÷åíèÿ x =

(x1, . . . , xd) ∈ Rd, iDj = ∂j = ∂/∂xj , j = 1, . . . , d, D = −i∇ = (D1, . . . , Dd). Äàëåå, åñëè
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α = (α1, . . . , αd) ∈ Zd+ � ìóëüòèèíäåêñ, òî |α| =
∑d

j=1 αj , Dα = Dα1
1 · · ·D

αd
d . Äëÿ äâóõ ìóëüòè-

èíäåêñîâ α, β çàïèñü β 6 α îçíà÷àåò, ÷òî βj 6 αj , j = 1, . . . , d; äëÿ ÷èñëà ñî÷åòàíèé èñïîëüçóåì

îáîçíà÷åíèå Cβα = Cβ1α1 · · ·C
βd
αd .

Èñïîëüçóåì îáîçíà÷åíèå R+ = [0,∞). ×åðåç C, c, c, C, C (âîçìîæíî, ñ èíäåêñàìè è çíà÷êàìè)
îáîçíà÷àþòñÿ ðàçëè÷íûå îöåíî÷íûå ïîñòîÿííûå.

� 1. Çàäà÷à óñðåäíåíèÿ â Rd

1.1. Ðåøåòêè â Rd. Ïóñòü Γ � ðåøåòêà â Rd, ïîðîæäåííàÿ áàçèñîì n1, . . . ,nd:

Γ =

{
n ∈ Rd : n =

d∑
i=1

lini, li ∈ Z

}
,

è ïóñòü Ω � ýëåìåíòàðíàÿ ÿ÷åéêà ðåøåòêè Γ:

Ω =

{
x ∈ Rd : x =

d∑
i=1

tini, −
1

2
< ti <

1

2

}
.

Äâîéñòâåííûé ïî îòíîøåíèþ ê n1, . . . ,nd áàçèñ s1, . . . , sd â Rd îïðåäåëÿåòñÿ ñîîòíîøåíèÿìè

〈si,nj〉Rd = 2πδij . Ýòîò áàçèñ ïîðîæäàåò ðåøåòêó Γ̃, äâîéñòâåííóþ ê ðåøåòêå Γ. Íèæå èñ-
ïîëüçóþòñÿ îáîçíà÷åíèÿ

r0 =
1

2
min

06=s∈Γ̃
|s| , r1 =

1

2
diam Ω.

×åðåç H̃s(Ω;Cn) îáîçíà÷èì ïîäïðîñòðàíñòâî òåõ ôóíêöèé èç Hs(Ω;Cn), Γ-ïåðèîäè÷åñêîå
ïðîäîëæåíèå êîòîðûõ íà Rd ïðèíàäëåæèò Hs

loc(Rd;Cn). Åñëè ϕ(x) � Γ-ïåðèîäè÷åñêàÿ ôóíêöèÿ

â Rd, îáîçíà÷èì
ϕε(x) := ϕ(ε−1x), ε > 0.

1.2. Êëàññ îïåðàòîðîâ. Â ïðîñòðàíñòâå L2(Rd;Cn) ðàññìàòðèâàåòñÿ ÄÎ Aε ïîðÿäêà 2p, ôîð-
ìàëüíî çàäàííûé äèôôåðåíöèàëüíûì âûðàæåíèåì

Aε = b(D)∗gε(x)b(D), ε > 0. (1.1)

Çäåñü g(x) � ðàâíîìåðíî ïîëîæèòåëüíî îïðåäåëåííàÿ è îãðàíè÷åííàÿ ìàòðèöà-ôóíêöèÿ ðàç-
ìåðà m×m (âîîáùå ãîâîðÿ, g(x) � ýðìèòîâà ìàòðèöà ñ êîìïëåêñíûìè ýëåìåíòàìè):

g, g−1 ∈ L∞(Rd); g(x) > 0. (1.2)

Îïåðàòîð b(D) çàäàí âûðàæåíèåì

b(D) =
∑
|α|=p

bαDα, (1.3)

ãäå bα � ïîñòîÿííûå (m× n)-ìàòðèöû, âîîáùå ãîâîðÿ, ñ êîìïëåêñíûìè ýëåìåíòàìè. Ïðåäïî-
ëàãàåòñÿ, ÷òî m > n, à ñèìâîë b(ξ) =

∑
|α|=p bαξ

α ïîä÷èíåí óñëîâèþ

rank b(ξ) = n, 0 6= ξ ∈ Rd. (1.4)

Ýòî óñëîâèå ðàâíîñèëüíî ñóùåñòâîâàíèþ ïîñòîÿííûõ α0 è α1 òàêèõ, ÷òî

α01n 6 b(θ)∗b(θ) 6 α11n, θ ∈ Sd−1; 0 < α0 6 α1 <∞. (1.5)

Áåç îãðàíè÷åíèÿ îáùíîñòè áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî íîðìû ìàòðèö bα îãðàíè÷åíû êîíñòàíòîé α
1/2
1 :

|bα| 6 α1/2
1 , |α| = p. (1.6)



8

Ñòðîãîå îïðåäåëåíèå îïåðàòîðà Aε äàåòñÿ ÷åðåç êâàäðàòè÷íóþ ôîðìó

aε[u,u] =

∫
Rd

〈gε(x)b(D)u, b(D)u〉 dx, u ∈ Hp(Rd;Cn). (1.7)

Çàìåòèì, ÷òî âûïîëíåíû ýëåìåíòàðíûå íåðàâåíñòâà∑
|α|=p

|ξα|2 6 |ξ|2p 6 cp
∑
|α|=p

|ξα|2, ξ ∈ Rd, (1.8)

ãäå cp çàâèñèò ëèøü îò d è p. Ñ ïîìîùüþ ïðåîáðàçîâàíèÿ Ôóðüå è ñîîòíîøåíèé (1.2), (1.5) è
(1.8) ëåãêî ïðîâåðèòü ñïðàâåäëèâîñòü îöåíîê

c0

∫
Rd

|Dpu|2 dx 6 aε [u,u] 6 c1

∫
Rd

|Dpu|2 dx, u ∈ Hp(Rd;Cn),

ãäå èñïîëüçîâàíî îáîçíà÷åíèå |Dpu|2 :=
∑
|α|=p |Dαu|2. Çäåñü c0 = α0‖g−1‖−1

L∞
, c1 = cpα1‖g‖L∞ .

Ñëåäîâàòåëüíî, ôîðìà (1.7) çàìêíóòà è íåîòðèöàòåëüíà. Îòâå÷àþùèé åé ñàìîñîïðÿæåííûé
îïåðàòîð â L2(Rd;Cn) ìû è îáîçíà÷àåì ÷åðåç Aε.

1.3. Ýôôåêòèâíûé îïåðàòîð. Îïèøåì ýôôåêòèâíûé îïåðàòîð A0. Ïóñòü Λ ∈ H̃p(Ω) �
ìàòðèöà-ôóíêöèÿ ðàçìåðà n×m, ÿâëÿþùàÿñÿ (ñëàáûì) Γ-ïåðèîäè÷åñêèì ðåøåíèåì çàäà÷è

b(D)∗g(x) (b(D)Λ(x) + 1m) = 0,

∫
Ω

Λ(x) dx = 0. (1.9)

Òàê íàçûâàåìàÿ ýôôåêòèâíàÿ ìàòðèöà g0 ðàçìåðà m×m ñòðîèòñÿ ïî ñëåäóþùåìó ïðàâèëó:

g0 = |Ω|−1

∫
Ω

g̃(x) dx, (1.10)

ãäå

g̃(x) := g(x) (b(D)Λ(x) + 1m) . (1.11)

Îêàçûâàåòñÿ, ÷òî ìàòðèöà g0 ïîëîæèòåëüíà. Ýôôåêòèâíûé îïåðàòîð A0 äëÿ îïåðàòîðà (1.1)
çàäàåòñÿ äèôôåðåíöèàëüíûì âûðàæåíèåì

A0 = b(D)∗g0b(D) (1.12)

íà îáëàñòè îïðåäåëåíèÿ H2p(Rd;Cn). Íàì ïîíàäîáèòñÿ îöåíêà äëÿ ñèìâîëà L(ξ) = b(ξ)∗g0b(ξ)
ýôôåêòèâíîãî îïåðàòîðà:

L(ξ) 6 C∗|ξ|2p1n, ξ ∈ Rd, C∗ = α1‖g‖L∞ , (1.13)

âûòåêàþùàÿ èç (1.5) è îöåíêè íîðìû ìàòðèöû g0 (ñì. (1.15) íèæå).

1.4. Ñâîéñòâà ýôôåêòèâíîé ìàòðèöû. Ñëåäóþùèå ñâîéñòâà ýôôåêòèâíîé ìàòðèöû áûëè
ïðîâåðåíû â [KuSu, ïðåäëîæåíèå 5.3].

Ïðåäëîæåíèå 1.1. Îáîçíà÷èì

g := |Ω|−1
∫

Ω
g(x)dx, g :=

(
|Ω|−1

∫
Ω
g(x)−1dx

)−1

.

Òîãäà ýôôåêòèâíàÿ ìàòðèöà g0 óäîâëåòâîðÿåò íåðàâåíñòâàì

g 6 g0 6 g. (1.14)

Â ñëó÷àå, êîãäà m = n, èìååò ìåñòî ðàâåíñòâî g0 = g.
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Îöåíêè (1.14) èçâåñòíû â òåîðèè óñðåäíåíèÿ äëÿ êîíêðåòíûõ ÄÎ êàê âèëêà Ôîéãòà-Ðåéññà.
Èç (1.14) âûòåêàþò îöåíêè

|g0| 6 ‖g‖L∞ , |(g0)−1| 6 ‖g−1‖L∞ . (1.15)

Âûäåëèì òåïåðü ñëó÷àè, êîãäà â (1.14) êàêîå-ëèáî èç íåðàâåíñòâ ïðåâðàùàåòñÿ â ðàâåíñòâî.
Ñëåäóþùèå äâà óòâåðæäåíèÿ ïðîâåðåíû â [KuSu, ïðåäëîæåíèÿ 5.4 è 5.5].

Ïðåäëîæåíèå 1.2. Ïóñòü gk(x), k = 1, . . . ,m, � ñòîëáöû ìàòðèöû g(x). Ðàâåíñòâî g0 = g
ðàâíîñèëüíî ñîîòíîøåíèÿì

b(D)∗gk(x) = 0, k = 1, . . . ,m. (1.16)

Ïðåäëîæåíèå 1.3. Ïóñòü lk(x), k = 1, . . . ,m, � ñòîëáöû ìàòðèöû g(x)−1. Ðàâåíñòâî g0 = g
ðàâíîñèëüíî ïðåäñòàâëåíèÿì

lk(x) = l0k + b(D)vk(x), l0k ∈ Cm, vk ∈ H̃p(Ω;Cn); k = 1, . . . ,m. (1.17)

Ñëåäóþùåå ñâîéñòâî îòìå÷åíî â [KuSu, çàìå÷àíèå 5.6].

Çàìå÷àíèå 1.4. Ïðè óñëîâèè g0 = g ìàòðèöà (1.11) ïîñòîÿííà: g̃(x) = g0 = g.

1.5. Ñãëàæèâàþùèé îïåðàòîð ïî Ñòåêëîâó. Íàì ïîíàäîáèòñÿ âñïîìîãàòåëüíûé îïåðàòîð
Sε, äåéñòâóþùèé â L2(Rd;Cm) è çàäàííûé ñîîòíîøåíèåì

(Sεu)(x) = |Ω|−1

∫
Ω

u(x− εz) dz. (1.18)

Îïåðàòîð (1.18) íàçûâàþò ñãëàæèâàþùèì ïî Ñòåêëîâó. Îòìåòèì, ÷òî ‖Sε‖L2(Rd)→L2(Rd) 6 1.

Î÷åâèäíî, DαSεu = SεD
αu ïðè u ∈ Hs(Rd;Cm) äëÿ ëþáîãî ìóëüòèèíäåêñà α òàêîãî, ÷òî

|α| 6 s.
Óêàæåì íåêîòîðûå ñâîéñòâà îïåðàòîðà (1.18); ñì. [ZhPas1, ëåììû 1.1 è 1.2] èëè [PSu, ïðåä-

ëîæåíèÿ 3.1 è 3.2].

Ïðåäëîæåíèå 1.5. Äëÿ ëþáîé ôóíêöèè u ∈ H1(Rd;Cn) âûïîëíåíà îöåíêà

‖Sεu− u‖L2(Rd) 6 εr1‖Du‖L2(Rd).

Ïðåäëîæåíèå 1.6. Ïóñòü f(x) � Γ-ïåðèîäè÷åñêàÿ ôóíêöèÿ â Rd, ïðè÷åì f ∈ L2(Ω).
Ïóñòü [f ε] � îïåðàòîð óìíîæåíèÿ íà ôóíêöèþ f(ε−1x). Òîãäà îïåðàòîð [f ε]Sε íåïðåðûâåí
â L2(Rd;Cm), ïðè÷åì

‖[f ε]Sε‖L2(Rd)→L2(Rd) 6 |Ω|−1/2‖f‖L2(Ω), ε > 0.

1.6. Ðåçóëüòàòû äëÿ çàäà÷è óñðåäíåíèÿ â Rd. Â ýòîì ïóíêòå ìû ôîðìóëèðóåì ðåçóëüòàòû
îá óñðåäíåíèè îïåðàòîðà Aε â L2(Rd;Cn), ïîëó÷åííûå â [KuSu] è â [Su4].
Òî÷êà ζ ∈ C\R+ ÿâëÿåòñÿ ðåãóëÿðíîé òî÷êîé êàê äëÿ Aε, òàê è äëÿ A

0. Ïîëîæèì ζ = |ζ|eiϕ,
ϕ ∈ (0, 2π), è ââåäåì îáîçíà÷åíèå

c(ϕ) =

{
| sinϕ|−1, ϕ ∈ (0, π/2) ∪ (3π/2, 2π)

1, ϕ ∈ [π/2, 3π/2]
. (1.19)

Ñëåäóþùàÿ òåîðåìà áûëà ïîëó÷åíà â [KuSu, òåîðåìà 8.1].

Òåîðåìà 1.7. Ïóñòü Aε � îïåðàòîð (1.1) è A0 � ýôôåêòèâíûé îïåðàòîð (1.12). Ïóñòü ζ =
|ζ|eiϕ ∈ C \ R+ è c(ϕ) îïðåäåëåíî â (1.19). Òîãäà ïðè ε > 0 ñïðàâåäëèâà îöåíêà

‖(Aε − ζI)−1 − (A0 − ζI)−1‖L2(Rd)→L2(Rd) 6 C1c(ϕ)2ε|ζ|−1+1/2p.

Ïîñòîÿííàÿ C1 çàâèñèò ëèøü îò d, p, α0, α1, ‖g‖L∞ , ‖g−1‖L∞ è îò ïàðàìåòðîâ ðåøåòêè Γ.
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×òîáû àïïðîêñèìèðîâàòü ðåçîëüâåíòó (Aε − ζI)−1 ïî íîðìå îïåðàòîðîâ, äåéñòâóþùèõ èç
L2(Rd;Cn) â ïðîñòðàíñòâî Ñîáîëåâà Hp(Rd;Cn), íåîáõîäèìî ââåñòè êîððåêòîð

K(ζ; ε) := [Λε]Sεb(D)(A0 − ζI)−1. (1.20)

Íàïîìíèì, ÷òî Λ � ïåðèîäè÷åñêîå ðåøåíèå çàäà÷è (1.9), à Sε � ñãëàæèâàþùèé îïåðàòîð
(1.18). ×åðåç [Λε] îáîçíà÷åí îïåðàòîð óìíîæåíèÿ íà ìàòðèöó-ôóíêöèþ Λε(x). Îïåðàòîð (1.20)
íåïðåðûâíî îòîáðàæàåò L2(Rd;Cn) âHp(Rd;Cn). Ýòî ëåãêî ïðîâåðèòü ñ ïîìîùüþ ïðåäëîæåíèÿ

1.6, ó÷èòûâàÿ, ÷òî Λ ∈ H̃p(Ω). Ïðè ýòîì ‖K(ζ; ε)‖L2→Hp = O(ε−p).
Ñëåäóþùèé ðåçóëüòàò áûë ïîëó÷åí â [Su4, òåîðåìà 3.3].

Òåîðåìà 1.8. Ïóñòü âûïîëíåíû óñëîâèÿ òåîðåìû 1.7. Ïóñòü K(ζ; ε) � îïåðàòîð (1.20), à
g̃(x) � ìàòðèöà-ôóíêöèÿ (1.11). Òîãäà ïðè ζ ∈ C \ R+ è ε > 0 ñïðàâåäëèâû îöåíêè

‖(Aε − ζI)−1 − (A0 − ζI)−1 − εpK(ζ; ε)‖L2(Rd)→Hp(Rd)

6 C2

(
c(ϕ)2ε|ζ|−1/2+1/2p + c(ϕ)εp

)
(1 + |ζ|−1/2),

‖gεb(D)(Aε − ζI)−1 − g̃εSεb(D)(A0 − ζI)−1‖L2(Rd)→L2(Rd)

6 C3

(
c(ϕ)2ε|ζ|−1/2+1/2p + c(ϕ)εp

)
.

Ïîñòîÿííûå C2 è C3 çàâèñÿò ëèøü îò m, d, p, α0, α1, ‖g‖L∞ , ‖g−1‖L∞ è îò ïàðàìåòðîâ

ðåøåòêè Γ.

� 2. Çàäà÷à Íåéìàíà â îãðàíè÷åííîé îáëàñòè

2.1. Êîýðöèòèâíîñòü. Ïóñòü O ⊂ Rd � îãðàíè÷åííàÿ îáëàñòü êëàññà C2p. Íàëîæèì äîïîë-
íèòåëüíîå óñëîâèå íà ñèìâîë îïåðàòîðà (1.3) ïðè ξ ∈ Cd.

Óñëîâèå 2.1. Ìàòðèöà-ôóíêöèÿ b(ξ) =
∑
|α|=p bαξ

α, ξ ∈ Cd, èìååò ìàêñèìàëüíûé ðàíã:

rank b(ξ) = n, 0 6= ξ ∈ Cd. (2.1)

Îòìåòèì, ÷òî óñëîâèå (2.1) áîëåå îãðàíè÷èòåëüíî, íåæåëè óñëîâèå (1.4). Ñîãëàñíî [Ne, òåî-
ðåìà 7.8 â ðàçäåëå 3.7], óñëîâèå 2.1 ÿâëÿåòñÿ íåîáõîäèìûì è äîñòàòî÷íûì äëÿ êîýðöèòèâíîñòè
ôîðìû ‖b(D)u‖2L2(O) íà êëàññå H

p(O;Cn).

Ïðåäëîæåíèå 2.2. ([Ne]) Óñëîâèå 2.1 íåîáõîäèìî è äîñòàòî÷íî äëÿ ñóùåñòâîâàíèÿ ïîñòî-

ÿííûõ k1, k2 > 0 òàêèõ, ÷òî âûïîëíåíî íåðàâåíñòâî òèïà Ãîðäèíãà:

‖u‖2Hp(O) 6 k1‖b(D)u‖2L2(O) + k2‖u‖2L2(O), u ∈ Hp(O;Cn). (2.2)

Çàìå÷àíèå 2.3.
1) Ïðåäëîæåíèå 2.2 ñïðàâåäëèâî äëÿ ëþáîé îãðàíè÷åííîé ëèïøèöåâîé îáëàñòè O.
2) Ïîñòîÿííûå k1 è k2 çàâèñÿò îò ñèìâîëà b(ξ) è îò îáëàñòè O, íî â îáùåì ñëó÷àå èõ

òðóäíî êîíòðîëèðîâàòü ÿâíî. Îäíàêî, äëÿ íåêîòîðûõ êîíêðåòíûõ îïåðàòîðîâ îíè èçâåñòíû.

Ïîýòîìó íèæå ìû îòìå÷àåì çàâèñèìîñòü äðóãèõ ïîñòîÿííûõ îò k1 è k2.

2.2. Ïîñòàíîâêà çàäà÷è. Â ïðîñòðàíñòâå L2(O;Cn) ðàññìîòðèì êâàäðàòè÷íóþ ôîðìó

aN,ε[u,u] =

∫
O

〈gε(x)b(D)u, b(D)u〉 dx, u ∈ Hp(O;Cn). (2.3)

Â ñèëó (1.3) è (1.6) ñïðàâåäëèâà îöåíêà

aN,ε[u,u] 6 c̃pα1‖g‖L∞‖Dpu‖2L2(O), u ∈ Hp(O;Cn), (2.4)
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ãäå ïîñòîÿííàÿ c̃p çàâèñèò òîëüêî îò d è p. Èç (2.2) ñëåäóåò, ÷òî

aN,ε[u,u] > ‖g−1‖−1
L∞
‖b(D)u‖2L2(O) > ‖g

−1‖−1
L∞
k−1

1

(
‖u‖2Hp(O) − k2‖u‖2L2(O)

)
, u ∈ Hp(O;Cn).

(2.5)

Ñëåäîâàòåëüíî, ôîðìà (2.3) çàìêíóòà è (î÷åâèäíî) íåîòðèöàòåëüíà. Ïîðîæäåííûé åþ ñàìîñî-
ïðÿæåííûé îïåðàòîð â L2(O;Cn) ìû îáîçíà÷àåì ÷åðåç AN,ε. Ôîðìàëüíî îïåðàòîð AN,ε çàäàí
âûðàæåíèåì b(D)∗gε(x)b(D) ïðè óñëîâèÿõ Íåéìàíà (åñòåñòâåííûõ óñëîâèÿõ) íà ãðàíèöå.
Òî÷êà ζ ∈ C \ R+ ÿâëÿåòñÿ ðåãóëÿðíîé òî÷êîé äëÿ îïåðàòîðà AN,ε. Íàøà öåëü � íàéòè

àïïðîêñèìàöèþ ïðè ìàëîì ε ðåçîëüâåíòû (AN,ε − ζI)−1 â ðàçëè÷íûõ îïåðàòîðíûõ íîðìàõ.
Èíûìè ñëîâàìè, íàñ èíòåðåñóåò ïîâåäåíèå ðåøåíèÿ çàäà÷è Íåéìàíà uε := (AN,ε − ζI)−1F ïðè
F ∈ L2(O;Cn). Ñíà÷àëà ìû áóäåì äîïîëíèòåëüíî ïðåäïîëàãàòü, ÷òî |ζ| > 1.

Ëåììà 2.4. Ïóñòü ζ = |ζ|eiϕ ∈ C \ R+, |ζ| > 1, è c(ϕ) îïðåäåëåíî â (1.19). Ïóñòü uε =
(AN,ε − ζI)−1F, ãäå F ∈ L2(O;Cn). Òîãäà ïðè ε > 0 ñïðàâåäëèâû îöåíêè

‖uε‖L2(O) 6 c(ϕ)|ζ|−1‖F‖L2(O), (2.6)

‖uε‖Hp(O) 6 C0c(ϕ)|ζ|−1/2‖F‖L2(O). (2.7)

Ïîñòîÿííàÿ C0 çàâèñèò ëèøü îò ‖g−1‖L∞ , k1 è k2. Â îïåðàòîðíûõ òåðìèíàõ,

‖(AN,ε − ζI)−1‖L2(O)→L2(O) 6 c(ϕ)|ζ|−1, (2.8)

‖(AN,ε − ζI)−1‖L2(O)→Hp(O) 6 C0c(ϕ)|ζ|−1/2. (2.9)

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïîñêîëüêó ôîðìà (2.3) íåîòðèöàòåëüíà, òî ñïåêòð îïåðàòîðà AN,ε ñîäåðæèò-
ñÿ â R+. Íîðìà ðåçîëüâåíòû (AN,ε − ζI)−1 íå ïðåâîñõîäèò âåëè÷èíû, îáðàòíîé ê ðàññòîÿíèþ
îò òî÷êè ζ äî R+. Ýòî âëå÷åò (2.8).
×òîáû ïðîâåðèòü (2.7), çàïèøåì èíòåãðàëüíîå òîæäåñòâî äëÿ uε:

(gεb(D)uε, b(D)η)L2(O) − ζ(uε,η)L2(O) = (F,η)L2(O), η ∈ Hp(O;Cn). (2.10)

Ïîäñòàâëÿÿ ñþäà η = uε è èñïîëüçóÿ (2.6), ïðèõîäèì ê íåðàâåíñòâó

(gεb(D)uε, b(D)uε)L2(O) 6 2c(ϕ)2|ζ|−1‖F‖2L2(O).

Âìåñòå ñ (2.5) è (2.6) ýòî âëå÷åò

‖uε‖2Hp(O) 6 c(ϕ)2
(
2k1‖g−1‖L∞ |ζ|−1 + k2|ζ|−2

)
‖F‖2L2(O). (2.11)

Ñ ó÷åòîì îãðàíè÷åíèÿ |ζ| > 1 îòñþäà âûòåêàåò (2.7) ñ ïîñòîÿííîé C2
0 = 2k1‖g−1‖L∞ + k2. �

2.3. Ýôôåêòèâíûé îïåðàòîð A0
N . Â ïðîñòðàíñòâå L2(O;Cn) ðàññìîòðèì êâàäðàòè÷íóþ

ôîðìó

a0
N [u,u] =

∫
O

〈g0b(D)u, b(D)u〉 dx, u ∈ Hp(O;Cn). (2.12)

Çäåñü g0 � ýôôåêòèâíàÿ ìàòðèöà, îïðåäåëåííàÿ â (1.10). Ó÷èòûâàÿ (1.15), óáåæäàåìñÿ, ÷òî
ôîðìà (2.12) óäîâëåòâîðÿåò îöåíêàì âèäà (2.4) è (2.5) ñ òåìè æå ïîñòîÿííûìè. Òàêèì îáðàçîì,
ýòà ôîðìà çàìêíóòà è íåîòðèöàòåëüíà. Ñàìîñîïðÿæåííûé îïåðàòîð â L2(O;Cn), ïîðîæäåííûé
ôîðìîé (2.12), îáîçíà÷èì ÷åðåç A0

N .
Â ñèëó óñëîâèÿ ∂O ∈ C2p îáëàñòü îïðåäåëåíèÿ îïåðàòîðà A0

N ñîäåðæèòñÿ â H2p(O;Cn) è
ñïðàâåäëèâà îöåíêà

‖(A0
N + I)−1‖L2(O)→H2p(O) 6 ĉ, (2.13)

ãäå ïîñòîÿííàÿ ĉ çàâèñèò îò ‖g‖L∞ , ‖g−1‖L∞ , α0, α1, k1, k2 è îò îáëàñòè O. Äëÿ îïðàâäàíèÿ
ýòîãî ôàêòà äîñòàòî÷íî ñîñëàòüñÿ íà òåîðåìû 2.2 è 2.3 ñòàòüè [So].
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Çàìå÷àíèå 2.5. Âìåñòî óñëîâèÿ ∂O ∈ C2p äîñòàòî÷íî áûëî áû íàëîæèòü íåÿâíîå òðåáîâà-

íèå íà îáëàñòü: îãðàíè÷åííàÿ îáëàñòü O ⊂ Rd ñ ëèïøèöåâîé ãðàíèöåé òàêîâà, ÷òî âûïîëíåíà
îöåíêà (2.13). Äëÿ òàêîé îáëàñòè îñòàþòñÿ ñïðàâåäëèâûìè ðåçóëüòàòû ðàáîòû. Â ñëó÷àå

ñêàëÿðíûõ ýëëèïòè÷åñêèõ îïåðàòîðîâ øèðîêèå äîñòàòî÷íûå óñëîâèÿ íà ∂O, îáåñïå÷èâàþùèå
ñïðàâåäëèâîñòü îöåíêè (2.13), ìîæíî íàéòè â [KoE] è [MaSh, ãë. 7] (â ÷àñòíîñòè, äîñòàòî÷-
íî, ÷òîáû ∂O ∈ C2p−1,ν , ν > 1/2).

Ãëàâíûì ïðèáëèæåíèåì äëÿ uε ñëóæèò ôóíêöèÿ u0 := (A0
N − ζI)−1F.

Ëåììà 2.6. Ïóñòü ζ = |ζ|eiϕ ∈ C \ R+, |ζ| > 1, è c(ϕ) îïðåäåëåíî â (1.19). Ïóñòü u0 =
(A0

N − ζI)−1F, ãäå F ∈ L2(O;Cn). Òîãäà ïðè ε > 0 ñïðàâåäëèâû îöåíêè

‖u0‖L2(O) 6 c(ϕ)|ζ|−1‖F‖L2(O), (2.14)

‖u0‖Hp(O) 6 C0c(ϕ)|ζ|−1/2‖F‖L2(O), (2.15)

‖u0‖H2p(O) 6 2ĉc(ϕ)‖F‖L2(O). (2.16)

Â îïåðàòîðíûõ òåðìèíàõ,

‖(A0
N − ζI)−1‖L2(O)→L2(O) 6 c(ϕ)|ζ|−1, (2.17)

‖(A0
N − ζI)−1‖L2(O)→Hp(O) 6 C0c(ϕ)|ζ|−1/2,

‖(A0
N − ζI)−1‖L2(O)→H2p(O) 6 2ĉc(ϕ). (2.18)

Äîêàçàòåëüñòâî. Îöåíêè (2.14) è (2.15) ïðîâåðÿþòñÿ ïî àíàëîãèè ñ äîêàçàòåëüñòâîì ëåììû
2.4.
Îöåíêà (2.18) âûòåêàåò èç (2.13) è íåðàâåíñòâà

‖(A0
N + I)(A0

N − ζI)−1‖L2(O)→L2(O) 6 sup
x>0

x+ 1

|x− ζ|
6 2c(ϕ).

�

� 3. Âñïîìîãàòåëüíûå óòâåðæäåíèÿ

3.1. Òðàäèöèîííàÿ ëåììà òåîðèè óñðåäíåíèÿ.

Ëåììà 3.1. Ïóñòü fα(x), |α| = p, � Γ-ïåðèîäè÷åñêèå (n×m)-ìàòðèöû-ôóíêöèè â Rd, ïðè÷åì
fα ∈ L2(Ω), fα = 0, è âûïîëíåíî ðàâåíñòâî∑

|α|=p

∂αfα(x) = 0, (3.1)

ïîíèìàåìîå â ñìûñëå ðàñïðåäåëåíèé. Òîãäà ñóùåñòâóþò Γ-ïåðèîäè÷åñêèå (n ×m)-ìàòðèöû-
ôóíêöèè Mαβ(x), |α| = |β| = p, òàêèå ÷òî

Mαβ ∈ H̃p(Ω), Mαβ = 0, Mαβ(x) = −Mβα(x), |α| = |β| = p, (3.2)

fα(x) =
∑
|β|=p

∂βMαβ(x), |α| = p. (3.3)

Ïðè ýòîì âûïîëíåíû îöåíêè

‖Mαβ‖Hp(Ω) 6 čp
(
‖fα‖L2(Ω) + ‖fβ‖L2(Ω)

)
, |α| = |β| = p, (3.4)

ãäå ïîñòîÿííàÿ čp çàâèñèò ëèøü îò d, p è ïàðàìåòðîâ ðåøåòêè Γ.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü |α| = p è ïóñòü (n × m)-ìàòðèöà-ôóíêöèÿ Φα(x) ÿâëÿåòñÿ Γ-
ïåðèîäè÷åñêèì ðåøåíèåì çàäà÷è

∆̃pΦα(x) = fα(x),

∫
Ω

Φα(x) dx = 0, (3.5)



13

ãäå ∆̃p :=
∑
|β|=p ∂

2β . Ðåøåíèå ñóùåñòâóåò è åäèíñòâåííî. Ïðè ýòîì Φα ∈ H̃2p(Ω), ïðè÷åì

‖Φα‖H2p(Ω) 6 čp‖fα‖L2(Ω), (3.6)

ãäå ïîñòîÿííàÿ čp çàâèñèò ëèøü îò d, p è ïàðàìåòðîâ ðåøåòêè Γ. Ýòè ñâîéñòâà ëåãêî ïðîâåðÿ-
þòñÿ ñ ïîìîùüþ ðÿäîâ Ôóðüå.
Ïîëîæèì

Mαβ(x) := ∂βΦα(x)− ∂αΦβ(x), |α| = |β| = p. (3.7)

Ñâîéñòâà (3.2), î÷åâèäíî, âûïîëíåíû.
Äàëåå, çàìåòèì, ÷òî â ñèëó (3.1) è (3.5) ìàòðèöà-ôóíêöèÿ Ψ(x) :=

∑
|β|=p ∂

βΦβ(x) ÿâëÿåòñÿ

Γ-ïåðèîäè÷åñêèì ðåøåíèåì çàäà÷è ∆̃pΨ(x) = 0, Ψ = 0, à ïîòîìó Ψ(x) = 0. Âìåñòå ñ (3.5) è
(3.7) ýòî âëå÷åò∑

|β|=p

∂βMαβ(x) =
∑
|β|=p

∂2βΦα(x)−
∑
|β|=p

∂β∂αΦβ(x) = ∆̃pΦα(x)− ∂αΨ(x) = fα(x),

÷òî äîêàçûâàåò (3.3). Îöåíêè (3.4) âûòåêàþò èç (3.6) è (3.7). �

3.2. Ñâîéñòâà ìàòðèöû-ôóíêöèè Λ(x). Íèæå íàì ïîíàäîáÿòñÿ ñëåäóþùèå îöåíêè íîðì
ïåðèîäè÷åñêîãî ðåøåíèÿ Λ(x) çàäà÷è (1.9) (ñì. [KuSu, ñëåäñòâèå 5.8]):

‖b(D)Λ‖L2(Ω) 6 |Ω|1/2C
(1)
Λ , C

(1)
Λ = m1/2‖g‖1/2L∞

‖g−1‖1/2L∞
, (3.8)

‖Λ‖Hp(Ω) 6 |Ω|1/2CΛ, CΛ = C
(1)
Λ α

−1/2
0

(∑
|β|6p

(2r0)−2(p−|β|)
)1/2

. (3.9)

3.3. Îöåíêè â îêðåñòíîñòè ãðàíèöû. Â ýòîì ïóíêòå ìû ôîðìóëèðóåì äâà ïðîñòûõ âñïîìî-
ãàòåëüíûõ óòâåðæäåíèÿ, ñïðàâåäëèâûõ äëÿ îãðàíè÷åííûõ îáëàñòåé O ñ ëèïøèöåâîé ãðàíèöåé.
Òî÷íåå, ïðåäïîëàãàåòñÿ ñëåäóþùåå.

Óñëîâèå 3.2. Ïóñòü O ⊂ Rd � îãðàíè÷åííàÿ îáëàñòü. Ïîëîæèì (∂O)ε := {x ∈ Rd :
dist {x; ∂O} < ε}. Ïóñòü ñóùåñòâóåò ÷èñëî ε0 ∈ (0, 1] òàêîå, ÷òî ïîëîñêó (∂O)ε0 ìîæíî

ïîêðûòü êîíå÷íûì ÷èñëîì îêðåñòíîñòåé, äîïóñêàþùèõ äèôôåîìîðôèçìû êëàññà C0,1, ðàñ-

ïðÿìëÿþùèå ãðàíèöó ∂O. Îáîçíà÷èì ε1 = ε0(1 + r1)−1, ãäå 2r1 = diam Ω.

Î÷åâèäíî, óñëîâèå 3.2 ìåíåå îãðàíè÷èòåëüíî, ÷åì ñäåëàííîå âûøå ïðåäïîëîæåíèå ∂O ∈ C2p.

Ëåììà 3.3. Ïóñòü âûïîëíåíî óñëîâèå 3.2. Äëÿ ëþáîé ôóíêöèè u ∈ H1(Rd) ñïðàâåäëèâà îöåíêà∫
(∂O)ε

|u|2 dx 6 β0ε‖u‖H1(Rd)‖u‖L2(Rd), 0 < ε 6 ε0.

Ïîñòîÿííàÿ β0 çàâèñèò òîëüêî îò îáëàñòè O.

Ëåììà 3.4. Ïóñòü âûïîëíåíî óñëîâèå 3.2. Ïóñòü f(x) � Γ-ïåðèîäè÷åñêàÿ ôóíêöèÿ â Rd òà-
êàÿ, ÷òî f ∈ L2(Ω). Ïóñòü Sε � îïåðàòîð (1.18). Îáîçíà÷èì β∗ = β0(1 + r1), 2r1 = diam Ω.
Òîãäà ïðè 0 < ε 6 ε1 äëÿ ëþáîé ôóíêöèè u ∈ H1(Rd;Cm) ñïðàâåäëèâà îöåíêà∫

(∂O)ε

|f ε(x)|2|(Sεu)(x)|2 dx 6 β∗ε|Ω|−1‖f‖2L2(Ω)‖u‖H1(Rd)‖u‖L2(Rd).

Ëåììà 3.4 àíàëîãè÷íà ëåììå 2.6 èç [ZhPas1]. Ëåììû 3.3 è 3.4 áûëè ïðîâåðåíû â [PSu, �5]
ïðè óñëîâèè ∂O ∈ C1, íî äîêàçàòåëüñòâà àâòîìàòè÷åñêè ïåðåíîñÿòñÿ è íà ñëó÷àé óñëîâèÿ 3.2.
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� 4. Ðåçóëüòàòû äëÿ çàäà÷è Íåéìàíà

4.1. Àïïðîêñèìàöèÿ ðåçîëüâåíòû (AN,ε−ζI)−1 ïðè |ζ| > 1. Ñôîðìóëèðóåì íàøè îñíîâíûå
ðåçóëüòàòû.

Òåîðåìà 4.1. Ïóñòü O ⊂ Rd � îãðàíè÷åííàÿ îáëàñòü êëàññà C2p. Ïóñòü ζ = |ζ|eiϕ ∈ C \R+,

|ζ| > 1, è c(ϕ) îïðåäåëåíî â (1.19). Ïóñòü îïåðàòîðû AN,ε è A0
N îòâå÷àþò êâàäðàòè÷íûì

ôîðìàì (2.3) è (2.12) ñîîòâåòñòâåííî. Ïóñòü uε = (AN,ε − ζI)−1F è u0 = (A0
N − ζI)−1F, ãäå

F ∈ L2(O;Cn). Ïóñòü ÷èñëî ε1 âûáðàíî â ñîîòâåòñòâèè ñ óñëîâèåì 3.2. Òîãäà ïðè 0 < ε 6 ε1

ñïðàâåäëèâà îöåíêà

‖uε − u0‖L2(O) 6 C1c(ϕ)2ε|ζ|−1+1/2p‖F‖L2(O).

Â îïåðàòîðíûõ òåðìèíàõ,

‖(AN,ε − ζI)−1 − (A0
N − ζI)−1‖L2(O)→L2(O) 6 C1c(ϕ)2ε|ζ|−1+1/2p. (4.1)

Ïîñòîÿííàÿ C1 çàâèñèò ëèøü îò d, p, m, α0, α1, ‖g‖L∞ , ‖g−1‖L∞ , k1, k2, îò ïàðàìåòðîâ

ðåøåòêè Γ è îò îáëàñòè O.

Äëÿ àïïðîêñèìàöèè uε â H
p(O;Cn) íóæíî ââåñòè êîððåêòîð. Ôèêñèðóåì ëèíåéíûé íåïðå-

ðûâíûé îïåðàòîð ïðîäîëæåíèÿ

PO : Hs(O;Cn)→ Hs(Rd;Cn), s = 0, 1, . . . , 2p.

Òàêîé îïåðàòîð ñóùåñòâóåò (ñì., íàïðèìåð, [St]). Îáîçíà÷èì

‖PO‖Hs(O)→Hs(Rd) =: C
(s)
O , s = 0, 1, . . . , 2p. (4.2)

Ïîñòîÿííûå C
(s)
O çàâèñÿò ëèøü îò îáëàñòè O è îò s. ×åðåç RO îáîçíà÷èì îïåðàòîð ñóæåíèÿ

ôóíêöèé â Rd íà îáëàñòü O. Ââåäåì êîððåêòîð

KN (ζ; ε) = RO[Λε]Sεb(D)PO(A0
N − ζI)−1. (4.3)

Îïåðàòîð KN (ζ; ε) íåïðåðûâíî ïåðåâîäèò L2(O;Cn) â Hp(O;Cn). Äåéñòâèòåëüíî, îïåðàòîð
b(D)PO(AN,ε− ζI)−1 íåïðåðûâíî îòîáðàæàåò L2(O;Cn) â Hp(Rd;Cm), à îïåðàòîð [Λε]Sε íåïðå-

ðûâåí èç Hp(Rd;Cm) â Hp(Rd;Cn) (ýòî ñëåäóåò èç ïðåäëîæåíèÿ 1.6 è âêëþ÷åíèÿ Λ ∈ H̃p(Ω)).
Ïóñòü u0 = (A0

N − ζI)−1F. Îáîçíà÷èì ũ0 := POu0. Ïîëîæèì

ṽε(x) := ũ0(x) + εpΛε(x)(Sεb(D)ũ0)(x), x ∈ Rd, (4.4)

vε := ṽε|O. (4.5)

Òîãäà
vε = (A0

N − ζI)−1F + εpKN (ζ; ε)F. (4.6)

Òåîðåìà 4.2. Ïóñòü âûïîëíåíû óñëîâèÿ òåîðåìû 4.1. Ïóñòü KN (ζ; ε) � îïåðàòîð (4.3).
Ïóñòü ôóíêöèÿ vε îïðåäåëåíà â (4.6). Òîãäà ïðè 0 < ε 6 ε1 ñïðàâåäëèâà îöåíêà

‖uε − vε‖Hp(O) 6 C2

(
c(ϕ)ε1/2|ζ|−1/2+1/4p + c(ϕ)2ε|ζ|−1/2+1/2p + c(ϕ)εp

)
‖F‖L2(O). (4.7)

Â îïåðàòîðíûõ òåðìèíàõ,

‖(AN,ε − ζI)−1 − (A0
N − ζI)−1 − εpKN (ζ; ε)‖L2(O)→Hp(O)

6 C2

(
c(ϕ)ε1/2|ζ|−1/2+1/4p + c(ϕ)2ε|ζ|−1/2+1/2p + c(ϕ)εp

)
.

(4.8)

Ïóñòü g̃(x) � ìàòðèöà-ôóíêöèÿ (1.11). Äëÿ ïîòîêà pε = gεb(D)uε ïðè 0 < ε 6 ε1 ñïðàâåäëèâà

àïïðîêñèìàöèÿ

‖pε − g̃εSεb(D)ũ0‖L2(O) 6 C3

(
c(ϕ)ε1/2|ζ|−1/2+1/4p + c(ϕ)2ε|ζ|−1/2+1/2p + c(ϕ)εp

)
‖F‖L2(O).

(4.9)
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Ïîñòîÿííûå C2 è C3 çàâèñÿò ëèøü îò d, p, m, α0, α1, ‖g‖L∞ , ‖g−1‖L∞ , k1, k2, îò ïàðàìåòðîâ

ðåøåòêè Γ è îò îáëàñòè O.
Çàìå÷àíèå 4.3.
1) Ïðè ôèêñèðîâàííîì ζ ∈ C \ R+, |ζ| > 1, îöåíêè èç òåîðåìû 4.1 èìåþò òî÷íûé ïîðÿäîê

O(ε).

2) Ïðè ôèêñèðîâàííîì ζ ∈ C \ R+, |ζ| > 1, îöåíêè èç òåîðåìû 4.2 èìåþò ïîðÿäîê O(ε1/2).
Ýòî îáúÿñíÿåòñÿ âëèÿíèåì ãðàíèöû îáëàñòè.

3) Ñ ðîñòîì |ζ| ïîãðåøíîñòü àïïðîêñèìàöèé èç òåîðåì 4.1 è 4.2 óìåíüøàåòñÿ.
4) Îöåíêè èç òåîðåì 4.1 è 4.2 ðàâíîìåðíû ïî óãëó ϕ â îáëàñòè âèäà {ζ = |ζ|eiϕ : |ζ| > 1, ϕ0 6

ϕ 6 2π − ϕ0} ñî ñêîëü óãîäíî ìàëûì ϕ0 > 0.

4.2. Ïåðâûé ýòàï äîêàçàòåëüñòâà. Àññîöèèðîâàííàÿ çàäà÷à â Rd. Äîêàçàòåëüñòâî òåî-
ðåì 4.1 è 4.2 îïèðàåòñÿ íà ïðèìåíåíèå ðåçóëüòàòîâ äëÿ çàäà÷è â Rd è âûäåëåíèå ïîïðàâêè òèïà
ïîãðàíè÷íîãî ñëîÿ.
Â ñèëó ëåììû 2.6 è (4.2) ñïðàâåäëèâû îöåíêè

‖ũ0‖L2(Rd) 6 C
(0)
O c(ϕ)|ζ|−1‖F‖L2(O), (4.10)

‖ũ0‖Hp(Rd) 6 C
(p)c(ϕ)|ζ|−1/2‖F‖L2(O), (4.11)

‖ũ0‖H2p(Rd) 6 C
(2p)c(ϕ)‖F‖L2(O), (4.12)

ãäå C(p) = C
(p)
O C0, C

(2p) = 2C
(2p)
O ĉ. Èíòåðïîëèðóÿ ìåæäó (4.11) è (4.12), ïîëó÷àåì

‖ũ0‖Hp+k(Rd) 6 C
(p+k)c(ϕ)|ζ|−1/2+k/2p‖F‖L2(O), k = 0, 1, . . . , p. (4.13)

Çäåñü C(p+k) = (C(p))1−k/p(C(2p))k/p.
Ïîëîæèì

F̃ := A0ũ0 − ζũ0. (4.14)

Òîãäà F̃ ∈ L2(Rd;Cn) è F̃|O = F. Èç (1.13), (4.10) è (4.12) âûòåêàåò îöåíêà

‖F̃‖L2(Rd) 6 C∗‖ũ0‖H2p(Rd) + |ζ|‖ũ0‖L2(Rd) 6 C4c(ϕ)‖F‖L2(O), (4.15)

ãäå C4 = C∗C
(2p) + C

(0)
O . Ïóñòü ũε ∈ Hp(Rd;Cn) � îáîáùåííîå ðåøåíèå óðàâíåíèÿ â Rd:

Aεũε − ζũε = F̃, (4.16)

ò. å., ũε = (Aε − ζI)−1F̃. Ïðèìåíèìû òåîðåìû èç �1. Èç òåîðåì 1.7 è 1.8 ñ ó÷åòîì (4.14)�(4.16)
ñëåäóåò, ÷òî ïðè ε > 0 âûïîëíåíû îöåíêè

‖ũε − ũ0‖L2(Rd) 6 C1C4c(ϕ)3ε|ζ|−1+1/2p‖F‖L2(O), (4.17)

‖ũε − ṽε‖Hp(Rd) 6 2C2C4

(
c(ϕ)3ε|ζ|−1/2+1/2p + c(ϕ)2εp

)
‖F‖L2(O), (4.18)

‖gεb(D)ũε − g̃εSεb(D)ũ0‖L2(Rd) 6 C3C4

(
c(ϕ)3ε|ζ|−1/2+1/2p + c(ϕ)2εp

)
‖F‖L2(O). (4.19)

Ìû ó÷ëè îãðàíè÷åíèå |ζ| > 1.

4.3. Âòîðîé ýòàï äîêàçàòåëüñòâà. Ââåäåíèå ïîïðàâêè òèïà ïîãðàíè÷íîãî ñëîÿ. Ââå-
äåì ½ïîïðàâêó� wε ∈ Hp(O;Cn) êàê ôóíêöèþ, óäîâëåòâîðÿþùóþ èíòåãðàëüíîìó òîæäåñòâó

(gεb(D)wε, b(D)η)L2(O) − ζ(wε,η)L2(O)

= (g̃εSεb(D)ũ0, b(D)η)L2(O) − (ζu0 + F,η)L2(O), η ∈ Hp(O;Cn).
(4.20)

Ïîñêîëüêó ïðàâàÿ ÷àñòü çäåñü ÿâëÿåòñÿ àíòèëèíåéíûì íåïðåðûâíûì ôóíêöèîíàëîì íàä η ∈
Hp(O;Cn), ñòàíäàðòíûì îáðàçîì ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî ðåøåíèå wε ñóùåñòâóåò è åäèíñòâåííî.
Ïîêàæåì, ÷òî ó÷åò ïîïðàâêè wε ïîçâîëÿåò ïîëó÷èòü ïðèáëèæåíèå äëÿ uε ïî H

p-íîðìå ñ
òî÷íîé ïî ïîðÿäêó ïîãðåøíîñòüþ O(ε).
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Òåîðåìà 4.4. Ïóñòü âûïîëíåíû óñëîâèÿ òåîðåìû 4.2. Ïóñòü wε óäîâëåòâîðÿåò òîæäåñòâó

(4.20). Òîãäà ïðè ζ ∈ C \ R+, |ζ| > 1 è ε > 0 ñïðàâåäëèâà îöåíêà

‖uε − vε + wε‖Hp(O) 6 C5

(
c(ϕ)4ε|ζ|−1/2+1/2p + c(ϕ)3εp

)
‖F‖L2(O). (4.21)

Ïîñòîÿííàÿ C5 çàâèñèò ëèøü îò d, p, m, α0, α1, ‖g‖L∞ , ‖g−1‖L∞ , k1, k2, îò ïàðàìåòðîâ

ðåøåòêè Γ è îò îáëàñòè O.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü ũε = (Aε − ζI)−1F̃. Îáîçíà÷èì Vε := uε − ũε + wε. Â ñèëó (2.10) è
(4.20) ôóíêöèÿ Vε ∈ Hp(O;Cn) óäîâëåòâîðÿåò òîæäåñòâó

(gεb(D)Vε, b(D)η)L2(O) − ζ(Vε,η)L2(O)

= (g̃εSεb(D)ũ0 − gεb(D)ũε, b(D)η)L2(O) + ζ(ũε − u0,η)L2(O)
(4.22)

ïðè η ∈ Hp(O;Cn). Îáîçíà÷èì ïðàâóþ ÷àñòü â (4.22) ÷åðåç Iε[η]. Èç (4.17) è (4.19) ñëåäóåò, ÷òî

|Iε[η]| 6 C3C4

(
c(ϕ)3ε|ζ|−1/2+1/2p + c(ϕ)2εp

)
‖F‖L2(O)‖b(D)η‖L2(O)

+ C1C4c(ϕ)3ε|ζ|1/2p‖F‖L2(O)‖η‖L2(O).
(4.23)

Ïîäñòàâèì η = Vε â (4.22):

(gεb(D)Vε, b(D)Vε)L2(O) − ζ‖Vε‖2L2(O) = Iε[Vε]. (4.24)

Âîçüìåì ìíèìóþ ÷àñòü â (4.24) è âîñïîëüçóåìñÿ îöåíêîé (4.23). Òîãäà

|Im ζ|‖Vε‖2L2(O) 6 C3C4

(
c(ϕ)3ε|ζ|−1/2+1/2p + c(ϕ)2εp

)
‖F‖L2(O)‖b(D)Vε‖L2(O)

+ C1C4c(ϕ)3ε|ζ|1/2p‖F‖L2(O)‖Vε‖L2(O).
(4.25)

Åñëè Re ζ > 0 (à òîãäà Im ζ 6= 0), îòñþäà âûâîäèì íåðàâåíñòâî

|ζ|‖Vε‖2L2(O) 6 2C3C4

(
c(ϕ)4ε|ζ|−1/2+1/2p + c(ϕ)3εp

)
‖F‖L2(O)‖b(D)Vε‖L2(O)

+ C2
1C2

4c(ϕ)8ε2|ζ|−1+1/p‖F‖2L2(O), Re ζ > 0.
(4.26)

Åñëè Re ζ < 0, òî âîçüìåì âåùåñòâåííóþ ÷àñòü â (4.24) è ïîëó÷èì

|Re ζ|‖Vε‖2L2(O) 6 C3C4

(
ε|ζ|−1/2+1/2p + εp

)
‖F‖L2(O)‖b(D)Vε‖L2(O)

+ C1C4ε|ζ|1/2p‖F‖L2(O)‖Vε‖L2(O), Re ζ < 0.
(4.27)

Ìû ó÷ëè, ÷òî c(ϕ) = 1 ïðè Re ζ < 0. Ñêëàäûâàÿ (4.25) è (4.27), âûâîäèì íåðàâåíñòâî

|ζ|‖Vε‖2L2(O) 6 4C3C4

(
ε|ζ|−1/2+1/2p + εp

)
‖F‖L2(O)‖b(D)Vε‖L2(O)

+ 4C2
1C2

4ε
2|ζ|−1+1/p‖F‖2L2(O), Re ζ < 0.

(4.28)

Èç (4.26) è (4.28) âûòåêàåò, ÷òî ïðè âñåõ ðàññìàòðèâàåìûõ çíà÷åíèÿõ ïàðàìåòðà ζ âûïîëíåíî

|ζ|‖Vε‖2L2(O) 6 4C3C4

(
c(ϕ)4ε|ζ|−1/2+1/2p + c(ϕ)3εp

)
‖F‖L2(O)‖b(D)Vε‖L2(O)

+ 4C2
1C2

4c(ϕ)8ε2|ζ|−1+1/p‖F‖2L2(O).
(4.29)

Òåïåðü, ðàññìàòðèâàÿ âåùåñòâåííóþ ÷àñòü â (4.24) è èñïîëüçóÿ (4.23) è (4.29), ïðèõîäèì ê
íåðàâåíñòâó

(gεb(D)Vε, b(D)Vε)L2(O) 6 |Iε[Vε]|+ |ζ|‖Vε‖2L2(O)

6 9C3C4

(
c(ϕ)4ε|ζ|−1/2+1/2p + c(ϕ)3εp

)
‖F‖L2(O)‖b(D)Vε‖L2(O)

+ 9C2
1C2

4c(ϕ)8ε2|ζ|−1+1/p‖F‖2L2(O).
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Îòñþäà âûâîäèì îöåíêó

‖b(D)Vε‖L2(O) 6 C6

(
c(ϕ)4ε|ζ|−1/2+1/2p + c(ϕ)3εp

)
‖F‖L2(O), (4.30)

ãäå C2
6 = 81‖g−1‖2L∞

C2
3C2

4 + 18‖g−1‖L∞C
2
1C2

4 . Âìåñòå ñ (4.29) ýòî âëå÷åò

|ζ|1/2‖Vε‖L2(O) 6 C7

(
c(ϕ)4ε|ζ|−1/2+1/2p + c(ϕ)3εp

)
‖F‖L2(O), (4.31)

ãäå C2
7 = 4C3C4C6 + 4C2

1C2
4 .

Èç (2.2), (4.30) è (4.31) ñ ó÷åòîì íåðàâåíñòâà |ζ| > 1 âûòåêàåò, ÷òî

‖Vε‖Hp(O) 6 C8

(
c(ϕ)4ε|ζ|−1/2+1/2p + c(ϕ)3εp

)
‖F‖L2(O), (4.32)

ãäå C2
8 = k1C2

6 + k2C2
7 .

Íàêîíåö, îöåíêè (4.18) è (4.32) ïðèâîäÿò ê èñêîìîìó íåðàâåíñòâó (4.21) ñ ïîñòîÿííîé C5 =
2C2C4 + C8. �

Äàëüíåéøèé ïëàí äîêàçàòåëüñòâà òåîðåì 4.1 è 4.2 òàêîâ. Ìû ñíà÷àëà äîêàæåì îöåíêó (4.8)
ïðè Re ζ 6 0. Çàòåì óñòàíîâèì (4.1) òàêæå ïðè Re ζ 6 0, èñïîëüçóÿ óæå äîêàçàííóþ îöåíêó (4.8)
è ñîîáðàæåíèÿ äâîéñòâåííîñòè. Ïîñëå ýòîãî ìû çàâåðøèì äîêàçàòåëüñòâà òåîðåì, îïèðàÿñü íà
ïîäõîäÿùèå òîæäåñòâà äëÿ ðåçîëüâåíò, ïîçâîëÿþùèå ïåðåíîñèòü óæå äîêàçàííûå îöåíêè èç
òî÷êè ζ â ëåâîé ïîëóïëîñêîñòè â ñèììåòðè÷íóþ òî÷êó â ïðàâîé ïîëóïëîñêîñòè. (Ïîñëåäíèé
ïðèåì çàèìñòâîâàí èç [MSu3, � 10].)
Âûâîäû. 1) Èç (4.21) ñëåäóåò íåðàâåíñòâî

‖uε − vε‖Hp(O) 6 C5

(
ε|ζ|−1/2+1/2p + εp

)
‖F‖L2(O) + ‖wε‖Hp(O), Re ζ 6 0, |ζ| > 1. (4.33)

Ïîýòîìó äëÿ äîêàçàòåëüñòâà îöåíêè (4.8) (ïðè Re ζ 6 0) íóæíî îöåíèòü íîðìó ïîïðàâêè wε â
Hp(O;Cn).
2) Èç (4.17) è (4.31) âèäíî, ÷òî

‖uε − u0‖L2(O) 6 C̃7

(
ε|ζ|−1+1/2p + εp|ζ|−1/2

)
‖F‖L2(O) + ‖wε‖L2(O), Re ζ 6 0, |ζ| > 1, (4.34)

ãäå C̃7 = C7 +C1C4. Ïîýòîìó äëÿ äîêàçàòåëüñòâà òåîðåìû 4.1 (ïðè Re ζ 6 0) íåîáõîäèìî îöåíèòü
íîðìó ïîïðàâêè wε â L2(O;Cn).

� 5. Äîêàçàòåëüñòâî òåîðåì 4.1 è 4.2

5.1. Ñëó÷àé Re ζ 6 0. Îöåíêà ïîïðàâêè wε â Hp(O;Cn). Îáîçíà÷èì

Jε[η] := (g̃εSεb(D)ũ0 − g0b(D)u0, b(D)η)L2(O), η ∈ Hp(O;Cn). (5.1)

Ôóíêöèÿ u0 óäîâëåòâîðÿåò òîæäåñòâó

(g0b(D)u0, b(D)η)L2(O) − (ζu0 + F,η)L2(O) = 0, η ∈ Hp(O;Cn). (5.2)

Èç (4.20) è (5.2) âèäíî, ÷òî äëÿ wε âûïîëíåíî òîæäåñòâî

(gεb(D)wε, b(D)η)L2(O) − ζ(wε,η)L2(O) = Jε[η], η ∈ Hp(O;Cn). (5.3)

Ëåììà 5.1. Ïóñòü Re ζ 6 0 è |ζ| > 1. Ïóñòü ÷èñëî ε1 âûáðàíî â ñîîòâåòñòâèè ñ óñëîâèåì

3.2. Ïðè 0 < ε 6 ε1 ôóíêöèîíàë (5.1) ïîä÷èíåí îöåíêå

|Jε[η]| 6 C9

(
ε1/2|ζ|−1/2+1/4p + εp

)
‖F‖L2(O)‖Dpη‖L2(O), η ∈ Hp(O;Cn). (5.4)

Ïîñòîÿííàÿ C9 çàâèñèò ëèøü îò d, p, m, α0, α1, ‖g‖L∞ , ‖g−1‖L∞ , k1, k2, îò ïàðàìåòðîâ

ðåøåòêè Γ è îò îáëàñòè O.
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Äîêàçàòåëüñòâî. Ïðåäñòàâèì ôóíêöèîíàë (5.1) â âèäå

Jε[η] =J (1)
ε [η] + J (2)

ε [η], (5.5)

J (1)
ε [η] :=(g0Sεb(D)ũ0 − g0b(D)u0, b(D)η)L2(O), (5.6)

J (2)
ε [η] :=((g̃ε − g0)Sεb(D)ũ0, b(D)η)L2(O). (5.7)

×ëåí (5.6) ëåãêî îöåíèòü ñ ïîìîùüþ ïðåäëîæåíèÿ 1.5 è ñîîòíîøåíèé (1.3), (1.5), (1.6), (1.15)
è (4.13):

|J (1)
ε [η]| 6 |g0|‖(Sε − I)b(D)ũ0‖L2(Rd)‖b(D)η‖L2(O)

6 C10ε|ζ|−1/2+1/2p‖F‖L2(O)‖Dpη‖L2(O), η ∈ Hp(O;Cn),
(5.8)

ãäå C10 = ‖g‖L∞r1α1C
(p+1)c̃

1/2
p .

Èñïîëüçóÿ (1.3), ïðåîáðàçóåì ÷ëåí (5.7):

J (2)
ε [η] =

∑
|α|=p

(f εαSεb(D)ũ0,D
αη)L2(O), (5.9)

ãäå fα(x) := b∗α(g̃(x)− g0), |α| = p. Â ñèëó (1.6), (1.10), (1.11) è (3.8) ñïðàâåäëèâû îöåíêè

‖fα‖L2(Ω) 6 C, |α| = p, C = α
1/2
1 ‖g‖L∞ |Ω|1/2(C

(1)
Λ + 1). (5.10)

Èç (1.3) è (1.9)�(1.11) âèäíî, ÷òî ôóíêöèè fα(x), |α| = p, óäîâëåòâîðÿþò óñëîâèÿì ëåììû 3.1.
Ñëåäîâàòåëüíî, ñóùåñòâóþò Γ-ïåðèîäè÷åñêèå ìàòðèöû-ôóíêöèè Mαβ(x), |α| = |β| = p, òàêèå
÷òî âûïîëíåíû ñîîòíîøåíèÿ (3.2)�(3.4). Èç (3.4) è (5.10) âûòåêàþò îöåíêè

‖Mαβ‖Hp(Ω) 6 Č, Č := 2čpC, |α| = |β| = p. (5.11)

Â ñèëó (3.3) âûïîëíåíî

f εα(x) = εp
∑
|β|=p

∂βM ε
αβ(x), |α| = p,

à ïîòîìó ÷ëåí (5.9) ìîæíî ïðåäñòàâèòü â âèäå

J (2)
ε [η] = εp

∑
|α|=|β|=p

(
(∂βM ε

αβ)Sεb(D)ũ0,D
αη
)
L2(O)

. (5.12)

Èìååì:

(∂βM ε
αβ)Sεb(D)ũ0 = ∂β

(
M ε
αβSεb(D)ũ0

)
−

∑
γ6β:|γ|>1

Cγβ (∂β−γM ε
αβ)Sεb(D)∂γũ0.

Ñëåäîâàòåëüíî, ôóíêöèîíàë (5.12) ìîæíî çàïèñàòü â âèäå ñóììû äâóõ ñëàãàåìûõ:

J (2)
ε [η] =J̃ (2)

ε [η] + Ĵ (2)
ε [η], (5.13)

J̃ (2)
ε [η] :=εp

∑
|α|=|β|=p

(
∂β
(
M ε
αβSεb(D)ũ0

)
,Dαη

)
L2(O)

, (5.14)

Ĵ (2)
ε [η] :=−

∑
|α|=|β|=p

∑
γ6β:|γ|>1

ε|γ|Cγβ

(
(∂β−γMαβ)εSεb(D)∂γũ0,D

αη
)
L2(O)

. (5.15)

×ëåí (5.15) îöåíèì, ïðèìåíÿÿ ïðåäëîæåíèå 1.6 è ñîîòíîøåíèÿ (1.5), (5.11):

|Ĵ (2)
ε [η]| 6 c1(d, p)

∑
|α|=|β|=p

∑
γ6β:|γ|>1

ε|γ||Ω|−1/2‖∂β−γMαβ‖L2(Ω)‖b(D)∂γũ0‖L2(Rd)‖Dαη‖L2(O)

6 c2(d, p)|Ω|−1/2Čα
1/2
1

p∑
l=1

εl‖ũ0‖Hp+l(Rd)‖Dpη‖L2(O).
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Âìåñòå ñ (4.13) ýòî âëå÷åò

|Ĵ (2)
ε [η]| 6 C11

p∑
l=1

εl|ζ|−1/2+l/2p‖F‖L2(O)‖Dpη‖L2(O)

6 p C11

(
ε|ζ|−1/2+1/2p + εp

)
‖F‖L2(O)‖Dpη‖L2(O).

(5.16)

Çäåñü C11 = c2(d, p)|Ω|−1/2Čα
1/2
1 max16l6p{C(p+l)}.

Ðàññìîòðèì òåïåðü ÷ëåí (5.14). Ôèêñèðóåì ãëàäêóþ ñðåçêó θε â Rd òàêóþ, ÷òî

θε ∈ C∞0 (Rd), supp θε ⊂ (∂O)ε, 0 6 θε(x) 6 1,

θε(x) = 1 ïðè x ∈ (∂O)ε/2, εl|Dlθε(x)| 6 κ, l = 1, . . . , p.
(5.17)

Ïîñòîÿííàÿ κ çàâèñèò òîëüêî îò îáëàñòè O. Ñïðàâåäëèâî òîæäåñòâî∑
|α|=|β|=p

(
∂β
(
(1− θε)M ε

αβSεb(D)ũ0

)
,Dαη

)
L2(O)

= 0, η ∈ Hp(O;Cn),

÷òî ïðîâåðÿåòñÿ èíòåãðèðîâàíèåì ïî ÷àñòÿì ïðè ó÷åòå ñîîòíîøåíèé Mαβ = −Mβα (ñì. (3.2)).
Ñëåäîâàòåëüíî, ÷ëåí (5.14) äîïóñêàåò çàïèñü â âèäå

J̃ (2)
ε [η] =

∑
|α|=p

(ψα(ε),Dαη)L2(O) , (5.18)

ãäå

ψα(ε) := εp
∑
|β|=p

∂β
(
θεM

ε
αβSεb(D)ũ0

)
, |α| = p. (5.19)

Äàëåå, èìååì

ψα(ε) := εp
∑
|β|=p

∑
γ6β

∑
ν6β−γ

CγβC
ν
β−γ(∂γθε)(∂

β−γ−νM ε
αβ)Sεb(D)∂νũ0. (5.20)

Ïðè k = |ν| > 1 âîñïîëüçóåìñÿ ïðåäëîæåíèåì 1.6 è ñîîòíîøåíèÿìè (1.5), (4.13), (5.11) è (5.17):

εp‖(∂γθε)(∂β−γ−νM ε
αβ)Sεb(D)∂νũ0‖L2(Rd)

6 κεk‖(∂β−γ−νMαβ)εSεb(D)∂νũ0‖L2(Rd)

6 κεk|Ω|−1/2Čα
1/2
1 ‖ũ0‖Hp+k(Rd)

6 C(k)εk|ζ|−1/2+k/2p‖F‖L2(O),

(5.21)

ãäå C(k) = κ|Ω|−1/2Čα
1/2
1 C(p+k).

Ïðè ν = 0 ïðèìåíèì ëåììó 3.4. Ïóñòü 0 < ε 6 ε1. Ñ ó÷åòîì (5.17) èìååì:

εp‖(∂γθε)(∂β−γM ε
αβ)Sεb(D)ũ0‖L2(Rd)

6 κ‖(∂β−γMαβ)εSεb(D)ũ0‖L2((∂O)ε)

6 ε1/2κβ1/2
∗ |Ω|−1/2‖∂β−γMαβ‖L2(Ω)‖b(D)ũ0‖1/2H1(Rd)

‖b(D)ũ0‖1/2L2(Rd)
.

Âìåñòå ñ (1.5), (4.13) è (5.11) ýòî âëå÷åò

εp‖(∂γθε)(∂β−γM ε
αβ)Sεb(D)ũ0‖L2(Rd) 6 C12ε

1/2|ζ|−1/2+1/4p‖F‖L2(O), (5.22)

ãäå C12 = κβ1/2
∗ |Ω|−1/2Čα

1/2
1 (C(p+1)C(p))1/2.
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Îöåíèâàÿ ñëàãàåìûå èç (5.20) ïðè k = |ν| > 1 ñ ïîìîùüþ (5.21), à ñëàãàåìûå ñ ν = 0 ñ
ïîìîùüþ (5.22), ïðèõîäèì ê íåðàâåíñòâó

‖ψα(ε)‖L2(Rd) 6 C13

(
ε1/2|ζ|−1/2+1/4p +

p∑
k=1

εk|ζ|−1/2+k/2p

)
‖F‖L2(O),

ãäå C13 = c3(d, p) max{C12, C(1), . . . , C(p)}. Ëåãêî âèäåòü, ÷òî âûðàæåíèå â ñêîáêàõ îöåíèâàåòñÿ

÷åðåç (p+ 1)(ε1/2|ζ|−1/2+1/4p + εp). Ñëåäîâàòåëüíî,

‖ψα(ε)‖L2(Rd) 6 (p+ 1) C13

(
ε1/2|ζ|−1/2+1/4p + εp

)
‖F‖L2(O), |α| = p. (5.23)

Âìåñòå ñ (5.18) ýòî âëå÷åò

|J̃ (2)
ε [η]| 6 C14

(
ε1/2|ζ|−1/2+1/4p + εp

)
‖F‖L2(O)‖Dpη‖L2(O) (5.24)

ñ ïîñòîÿííîé C14 = c4(d, p)C13.
Â èòîãå, ñîîòíîøåíèÿ (5.5), (5.8), (5.13), (5.16) è (5.24) ïðèâîäÿò ê èñêîìîé îöåíêå (5.4) ñ

ïîñòîÿííîé C9 = C10 + 2p C11 + C14. �

Ëåììà 5.2. Ïóñòü Re ζ 6 0 è |ζ| > 1. Ïóñòü ÷èñëî ε1 âûáðàíî â ñîîòâåòñòâèè ñ óñëîâèåì

3.2. Ïóñòü ôóíêöèÿ wε ∈ Hp(O;Cn) óäîâëåòâîðÿåò òîæäåñòâó (4.20). Òîãäà ïðè 0 < ε 6 ε1

ñïðàâåäëèâà îöåíêà

‖wε‖Hp(O) 6 C15

(
ε1/2|ζ|−1/2+1/4p + εp

)
‖F‖L2(O). (5.25)

Ïîñòîÿííàÿ C15 çàâèñèò ëèøü îò d, p, m, α0, α1, ‖g‖L∞ , ‖g−1‖L∞ , k1, k2, îò ïàðàìåòðîâ

ðåøåòêè Γ è îò îáëàñòè O.

Äîêàçàòåëüñòâî. Â òîæäåñòâî (5.3) ïîäñòàâèì η = wε è ðàññìîòðèì ìíèìóþ ÷àñòü ïîëó÷èâ-
øåãîñÿ ðàâåíñòâà. Ñ ó÷åòîì (5.4) ïîëó÷àåì

|Im ζ|‖wε‖2L2(O) 6 |Jε[wε]| 6 C9

(
ε1/2|ζ|−1/2+1/4p + εp

)
‖F‖L2(O)‖Dpwε‖L2(O). (5.26)

Òåïåðü âîçüìåì âåùåñòâåííóþ ÷àñòü ïîëó÷åííîãî ðàâåíñòâà, ó÷èòûâàÿ óñëîâèå Re ζ 6 0. Íà-
õîäèì

|Re ζ|‖wε‖2L2(O) 6 C9

(
ε1/2|ζ|−1/2+1/4p + εp

)
‖F‖L2(O)‖Dpwε‖L2(O). (5.27)

Ñêëàäûâàÿ (5.26) è (5.27), ïîëó÷àåì

|ζ|‖wε‖2L2(O) 6 2C9

(
ε1/2|ζ|−1/2+1/4p + εp

)
‖F‖L2(O)‖Dpwε‖L2(O). (5.28)

Ñ äðóãîé ñòîðîíû, èç (5.3) (ïðè η = wε) è (5.4) âûòåêàåò îöåíêà

aN,ε[wε,wε] 6 C9

(
ε1/2|ζ|−1/2+1/4p + εp

)
‖F‖L2(O)‖Dpwε‖L2(O). (5.29)

Ñîïîñòàâëÿÿ (2.5), (5.28) è (5.29), ñ ó÷åòîì îãðàíè÷åíèÿ |ζ| > 1, ïîëó÷àåì íåðàâåíñòâî

‖wε‖2Hp(O) 6 C15

(
ε1/2|ζ|−1/2+1/4p + εp

)
‖F‖L2(O)‖Dpwε‖L2(O), (5.30)

ãäå C15 = C9(k1‖g−1‖L∞ + 2k2). Îòñþäà âûòåêàåò òðåáóåìàÿ îöåíêà (5.25). �
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5.2. Çàâåðøåíèå äîêàçàòåëüñòâà îöåíêè (4.8) ïðè Re ζ 6 0. Èç (4.33) è (5.25) âûòåêàåò,
÷òî ïðè Re ζ 6 0, |ζ| > 1, è 0 < ε 6 ε1 âûïîëíåíà îöåíêà

‖uε − vε‖Hp(O) 6 C5

(
ε|ζ|−1/2+1/2p + εp

)
‖F‖L2(O) + C15

(
ε1/2|ζ|−1/2+1/4p + εp

)
‖F‖L2(O)

6 C′2
(
ε1/2|ζ|−1/2+1/4p + εp

)
‖F‖L2(O), Re ζ 6 0, |ζ| > 1,

ãäå C′2 = 2C5 + C15. Ýòî äîêàçûâàåò îöåíêó (4.8) â ðàññìàòðèâàåìîì ñëó÷àå:

‖(AN,ε − ζI)−1 − (A0
N − ζI)−1 − εpKN (ζ; ε)‖L2(O)→Hp(O)

6 C′2
(
ε1/2|ζ|−1/2+1/4p + εp

)
, Re ζ 6 0, |ζ| > 1, 0 < ε 6 ε1.

(5.31)

5.3. Îöåíêà ïîïðàâêè wε â L2.

Ëåììà 5.3. Ïóñòü Re ζ 6 0 è |ζ| > 1. Ïóñòü ÷èñëî ε1 âûáðàíî â ñîîòâåòñòâèè ñ óñëîâèåì

3.2. Ïóñòü ôóíêöèÿ wε ∈ Hp(O;Cn) óäîâëåòâîðÿåò òîæäåñòâó (4.20). Òîãäà ïðè 0 < ε 6 ε1

ñïðàâåäëèâà îöåíêà

‖wε‖L2(O) 6 C16

(
ε|ζ|−1+1/2p + ε2p

)
‖F‖L2(O). (5.32)

Ïîñòîÿííàÿ C16 çàâèñèò ëèøü îò d, p, m, α0, α1, ‖g‖L∞ , ‖g−1‖L∞ , k1, k2, îò ïàðàìåòðîâ

ðåøåòêè Γ è îò îáëàñòè O.

Äîêàçàòåëüñòâî. Â òîæäåñòâî (5.3) â êà÷åñòâå ïðîáíîé ôóíêöèè ïîäñòàâèì

η = ηε = (AN,ε − ζI)−1Φ, Φ ∈ L2(O;Cn).

Òîãäà ëåâàÿ ÷àñòü (5.3) ìîæåò áûòü çàïèñàíà â âèäå (wε,Φ)L2(O). Ñëåäîâàòåëüíî,

(wε,Φ)L2(O) = Jε[ηε]. (5.33)

Ñ÷èòàåì, ÷òî 0 < ε 6 ε1. Èñïîëüçóÿ (5.5), (5.8), (5.13) è (5.16), èìååì

|Jε[ηε]| 6 (C10 + p C11)
(
ε|ζ|−1/2+1/2p + εp

)
‖F‖L2(O)‖Dpηε‖L2(O) + |J̃ (2)

ε [ηε]|.

Ïðèìåíÿÿ ëåììó 2.4 äëÿ îöåíèâàíèÿ ‖Dpηε‖L2(O), ïðèõîäèì ê íåðàâåíñòâó

|Jε[ηε]| 6 C17

(
ε|ζ|−1+1/2p + ε2p

)
‖F‖L2(O)‖Φ‖L2(O) + |J̃ (2)

ε [ηε]|, (5.34)

ãäå C17 = 2C0(C10 + p C11).

Ðàññìîòðèì ÷ëåí |J̃ (2)
ε [ηε]|, èñïîëüçóÿ ïðåäñòàâëåíèå (5.18). Äëÿ àïïðîêñèìàöèè ôóíêöèè ηε

ïðèìåíèì óæå äîêàçàííóþ îöåíêó (5.31) (â òî÷êå ζ). Ïîëîæèì η0 = (A0
N − ζI)−1Φ, η̃0 = POη0.

Èìååì
‖ηε − η0 − εpΛεSεb(D)η̃0‖Hp(O) 6 C′2

(
ε1/2|ζ|−1/2+1/4p + εp

)
‖Φ‖L2(O). (5.35)

Ñîãëàñíî (5.18),

J̃ (2)
ε [ηε] = L1(ε) + L2(ε) + L3(ε), (5.36)

L1(ε) =
∑
|α|=p

(ψα(ε),Dα(ηε − η0 − εpΛεSεb(D)η̃0))L2(O) ,

L2(ε) =
∑
|α|=p

(ψα(ε),Dαη0)L2(O) , (5.37)

L3(ε) =
∑
|α|=p

(ψα(ε),Dα(εpΛεSεb(D)η̃0))L2(O) . (5.38)

Ïðèìåíÿÿ (5.23) è (5.35), ïðèõîäèì ê îöåíêå

|L1(ε)| 6 C18

(
ε|ζ|−1+1/2p + ε2p

)
‖F‖L2(O)‖Φ‖L2(O), (5.39)
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ãäå C18 = 2c4(d, p)C′2C13.
Ñ ó÷åòîì (5.17), (5.19) è (5.23) äëÿ ÷ëåíà (5.37) ñïðàâåäëèâà îöåíêà

|L2(ε)| 6 c4(d, p)C13

(
ε1/2|ζ|−1/2+1/4p + εp

)
‖F‖L2(O)

(∫
(∂O)ε

|Dpη̃0|2 dx

)1/2

.

Ïðèìåíÿÿ ëåììó 3.3 è îöåíêè (4.11), (4.13) (äëÿ η̃0), îòñþäà ïîëó÷àåì

|L2(ε)| 6 C19

(
ε|ζ|−1+1/2p + ε2p

)
‖F‖L2(O)‖Φ‖L2(O), (5.40)

ãäå C19 = 2c4(d, p)C13β
1/2
0 (C(p)C(p+1))1/2.

Îñòàåòñÿ îöåíèòü ÷ëåí (5.38), êîòîðûé ìîæíî çàïèñàòü â âèäå

L3(ε) = L(1)
3 (ε) + L(2)

3 (ε), (5.41)

L(1)
3 (ε) =

∑
|α|=p

(ψα(ε), (DαΛ)εSεb(D)η̃0)L2(O) ,

L(2)
3 (ε) =

∑
|α|=p

∑
β6α:|β|>1

Cβαε
|β|
(
ψα(ε), (Dα−βΛ)εSεb(D)Dβη̃0

)
L2(O)

.

Â ñèëó (5.17), (5.19) è (5.23) èìååì

|L(1)
3 (ε)| 6 c4(d, p)C13

(
ε1/2|ζ|−1/2+1/4p + εp

)
‖F‖L2(O)

(∫
(∂O)ε

|(DpΛ)εSεb(D)η̃0|2 dx

)1/2

.

Ïðèìåíÿÿ ëåììó 3.4, ñîîòíîøåíèÿ (1.5), (3.9), è àíàëîãè îöåíîê (4.11), (4.13) äëÿ η̃0, ïðèõîäèì
ê íåðàâåíñòâó

|L(1)
3 (ε)| 6 C20

(
ε|ζ|−1+1/2p + ε2p

)
‖F‖L2(O)‖Φ‖L2(O), (5.42)

ãäå C20 = 2c4(d, p)CΛC13(β∗α1C
(p)C(p+1))1/2.

Äàëåå, â ñèëó ïðåäëîæåíèÿ 1.6, (1.5), (3.9) è (5.23) ñïðàâåäëèâî íåðàâåíñòâî

|L(2)
3 (ε)| 6 c5(d, p)C13

(
ε1/2|ζ|−1/2+1/4p + εp

)
‖F‖L2(O)α

1/2
1 CΛ

p∑
k=1

εk‖η̃0‖Hp+k(Rd).

Âìåñòå ñ àíàëîãîì (4.13) äëÿ η̃0 ýòî âëå÷åò

|L(2)
3 (ε)| 6 C21

(
ε1/2|ζ|−1/2+1/4p + εp

)( p∑
k=1

εk|ζ|−1/2+k/2p
)
‖F‖L2(O)‖Φ‖L2(O),

ãäå C21 = c5(d, p)C13α
1/2
1 CΛ max{C(p+1), . . . , C(2p)}. Îòñþäà âûòåêàåò îöåíêà

|L(2)
3 (ε)| 6 2p C21

(
ε|ζ|−1+1/2p + ε2p

)
‖F‖L2(O)‖Φ‖L2(O). (5.43)

Â èòîãå, ñîîòíîøåíèÿ (5.36) è (5.39)�(5.43) âëåêóò

|J̃ (2)
ε [ηε]| 6 C22

(
ε|ζ|−1+1/2p + ε2p

)
‖F‖L2(O)‖Φ‖L2(O), (5.44)

ãäå C22 = C18 + C19 + C20 + 2p C21. Òåïåðü íåðàâåíñòâà (5.34) è (5.44) ïðèâîäÿò ê îöåíêå

|Jε[ηε]| 6 C16

(
ε|ζ|−1+1/2p + ε2p

)
‖F‖L2(O)‖Φ‖L2(O),

ãäå C16 = C17 + C22. Ñ ó÷åòîì (5.33) ýòî äàåò èñêîìóþ îöåíêó (5.32). �
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5.4. Çàâåðøåíèå äîêàçàòåëüñòâà îöåíêè (4.1) ïðè Re ζ 6 0. Ïóñòü Re ζ 6 0 è |ζ| > 1. Èç
(4.34) è (5.32) âûòåêàåò, ÷òî

‖uε − u0‖L2(O) 6 C̃7

(
ε|ζ|−1+1/2p + εp|ζ|−1/2

)
‖F‖L2(O) + C16

(
ε|ζ|−1+1/2p + ε2p

)
‖F‖L2(O)

6 C23

(
ε|ζ|−1+1/2p + ε2p

)
‖F‖L2(O),

ãäå C23 = 2C̃7 + C16. Â îïåðàòîðíûõ òåðìèíàõ ýòî îçíà÷àåò, ÷òî

‖(AN,ε − ζI)−1 − (A0
N − ζI)−1‖L2(O)→L2(O) 6 C23

(
ε|ζ|−1+1/2p + ε2p

)
. (5.45)

Åñëè ε 6 |ζ|−1/2p, òî ε2p 6 ε|ζ|−1+1/2p, à ïîòîìó ïðàâàÿ ÷àñòü â (5.45) íå ïðåâîñõîäèò

2C23ε|ζ|−1+1/2p. Â ñëó÷àå, êîãäà ε > |ζ|−1/2p, ïðèìåíèì (2.8) è (2.17). Òîãäà ëåâàÿ ÷àñòü â

(5.45) íå ïðåâîñõîäèò 2|ζ|−1 6 2ε|ζ|−1+1/2p. Â èòîãå ïîëó÷àåì òðåáóåìóþ îöåíêó

‖(AN,ε − ζI)−1 − (A0
N − ζI)−1‖L2(O)→L2(O) 6 C′1ε|ζ|−1+1/2p, Re ζ 6 0, |ζ| > 1, (5.46)

ãäå C′1 = 2 max{C23, 1}.

5.5. Ñëó÷àé Re ζ > 0. Çàâåðøåíèå äîêàçàòåëüñòâà òåîðåìû 4.1. Ïóñòü òåïåðü ζ ∈ C\R+,

Re ζ > 0, |ζ| > 1. Ïîëîæèì ζ̂ = −Re ζ + iIm ζ. Òîãäà |ζ̂| = |ζ|. Ñïðàâåäëèâî òîæäåñòâî

(AN,ε − ζI)−1 − (A0
N − ζI)−1 = (AN,ε − ζ̂I)(AN,ε − ζI)−1

×
(

(AN,ε − ζ̂I)−1 − (A0
N − ζ̂I)−1

)
(A0

N − ζ̂I)(A0
N − ζI)−1.

(5.47)

Èç (5.46) (â òî÷êå ζ̂) è (5.47) âûòåêàåò îöåíêà

‖(AN,ε − ζI)−1 − (A0
N − ζI)−1‖L2(O)→L2(O) 6 C′1ε|ζ|−1+1/2p sup

x>0

|x− ζ̂|2

|x− ζ|2
. (5.48)

Âû÷èñëåíèå ïîêaçûâaåò, ÷òî

sup
x>0

|x− ζ̂|2

|x− ζ|2
6 4c(ϕ)2. (5.49)

Â èòîãå, (5.48) è (5.49) âëåêóò îöåíêó (4.1) ñ ïîñòîÿííîé C1 = 4C′1. Òåîðåìà 4.1 äîêàçàíà. �

5.6. Çàâåðøåíèå äîêàçàòåëüñòâà òåîðåìû 4.2. Ïóñòü ζ ∈ C \ R+, Re ζ > 0, |ζ| > 1. Ïóñòü

ζ̂ = −Re ζ + iIm ζ. Ñïðàâåäëèâî òîæäåñòâî

(AN,ε − ζI)−1 − (A0
N − ζI)−1 − εpKN (ζ; ε)

=
(

(AN,ε − ζ̂I)−1 − (A0
N − ζ̂I)−1 − εpKN (ζ̂; ε)

)
(A0

N − ζ̂I)(A0
N − ζI)−1

+ (ζ − ζ̂)(AN,ε − ζI)−1
(

(AN,ε − ζ̂I)−1 − (A0
N − ζ̂I)−1

)
(A0

N − ζ̂I)(A0
N − ζI)−1.

(5.50)

Èìååì

‖(AN,ε − ζI)−1 − (A0
N − ζI)−1 − εpKN (ζ; ε)‖L2(O)→Hp(O)

6 ‖(AN,ε − ζ̂I)−1 − (A0
N − ζ̂I)−1 − εpKN (ζ̂; ε)‖L2(O)→Hp(O)

× ‖(A0
N − ζ̂I)(A0

N − ζI)−1‖L2(O)→L2(O) + 2(Re ζ)‖(AN,ε − ζI)−1‖L2(O)→Hp(O)

× ‖(AN,ε − ζ̂I)−1 − (A0
N − ζ̂I)−1‖L2(O)→L2(O)‖(A0

N − ζ̂I)(A0
N − ζI)−1‖L2(O)→L2(O).
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Âìåñòå ñ (2.9), îöåíêàìè (5.31) è (5.46) (â òî÷êå ζ̂) è (5.49) ýòî âëå÷åò

‖(AN,ε − ζI)−1 − (A0
N − ζI)−1 − εpKN (ζ; ε)‖L2(O)→Hp(O)

6 2c(ϕ)C′2
(
ε1/2|ζ|−1/2+1/4p + εp

)
+ 4(Re ζ)C0C′1c(ϕ)2|ζ|−1/2ε|ζ|−1+1/2p

6 C2

(
c(ϕ)ε1/2|ζ|−1/2+1/4p + c(ϕ)2ε|ζ|−1/2+1/2p + c(ϕ)εp

)
,

ãäå C2 = 2C′2 + 4C0C′1. Ýòî äîêàçûâàåò îöåíêó (4.8).
Îñòàåòñÿ ïðîâåðèòü (4.9). Èç (4.7) ñ ó÷åòîì (1.3), (1.6) ñëåäóåò, ÷òî ïðè 0 < ε 6 ε1 âûïîëíåíà

îöåíêà

‖pε − gεb(D)vε‖L2(O) 6 C24

(
c(ϕ)ε1/2|ζ|−1/2+1/4p + c(ϕ)2ε|ζ|−1/2+1/2p + c(ϕ)εp

)
‖F‖L2(O),

(5.51)

ãäå C24 = c6(d, p)‖g‖L∞α
1/2
1 C2. Â ñèëó (1.3), (4.4) è (4.5) èìååì

gεb(D)vε = gεb(D)u0 + gε(b(D)Λ)εSεb(D)ũ0

+
∑
|α|=p

∑
β6α:|β|>1

gεbαC
β
αε
|β|(Dα−βΛ)εSεb(D)Dβũ0. (5.52)

Èç ïðåäëîæåíèÿ 1.5 è (1.5) âûòåêàåò, ÷òî

‖gεb(D)u0 − gεSεb(D)ũ0‖L2(O) 6 ‖gε(I − Sε)b(D)ũ0‖L2(Rd)

6 ε‖g‖L∞r1α
1/2
1 ‖ũ0‖Hp+1(Rd).

(5.53)

Òðåòüå ñëàãàåìîå â ïðàâîé ÷àñòè (5.52) îöåíèâàåòñÿ íà îñíîâàíèè ïðåäëîæåíèÿ 1.6 è ñîîòíî-
øåíèé (1.5), (1.6), (3.9):∥∥∑

|α|=p

∑
β6α:|β|>1

gεbαC
β
αε
|β|(Dα−βΛ)εSεb(D)Dβũ0

∥∥
L2(Rd)

6 C25

p∑
l=1

εl‖ũ0‖Hp+l(Rd), (5.54)

ãäå C25 = c7(d, p)‖g‖L∞α1CΛ. Ñîïîñòàâëÿÿ (1.11), (4.13) è (5.52)�(5.54), ïðèõîäèì ê íåðàâåíñòâó

‖gεb(D)vε − g̃εSεb(D)ũ0‖L2(O) 6 C26c(ϕ)
(
ε|ζ|−1/2+1/2p + εp

)
‖F‖L2(O), (5.55)

ãäå C26 = ‖g‖L∞r1α
1/2
1 C(p+1) + p C25 max{C(p+1), . . . , C(2p)}.

Â èòîãå èç (5.51) è (5.55) âûòåêàåò èñêîìîå íåðàâåíñòâî (4.9) ñ ïîñòîÿííîé C3 = C24 + C26.
Òåîðåìà 4.2 äîêàçàíà. �

� 6. Óñòðàíåíèå ñãëàæèâàþùåãî îïåðàòîðà.

Ñïåöèàëüíûå ñëó÷àè

6.1. Óñòðàíåíèå ñãëàæèâàþùåãî îïåðàòîðà.

Óñëîâèå 6.1. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî Γ-ïåðèîäè÷åñêîå ðåøåíèå Λ çàäà÷è (1.9) îãðàíè÷åíî è ÿâëÿ-
åòñÿ ìóëüòèïëèêàòîðîì èç Hp(Rd;Cm) â Hp(Rd;Cn):

Λ ∈ L∞(Rd) ∩M(Hp(Rd;Cm)→ Hp(Rd;Cn)).

Ââèäó ïåðèîäè÷íîñòè ìàòðèöû-ôóíêöèè Λ óñëîâèå 6.1 ðàâíîñèëüíî òîìó, ÷òî

Λ ∈ L∞(Ω) ∩M(Hp(Ω;Cm)→ Hp(Ω;Cn)).

Íîðìó îïåðàòîðà [Λ] óìíîæåíèÿ íà ìàòðèöó-ôóíêöèþ Λ(x) îáîçíà÷èì ÷åðåç

MΛ := ‖[Λ]‖Hp(Rd)→Hp(Rd). (6.1)
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Îïèñàíèå ïðîñòðàíñòâ ìóëüòèïëèêàòîðîâ â êëàññàõ Ñîáîëåâà ìîæíî íàéòè â êíèãå [MaSh].
Ìîæíî óêàçàòü íåêîòîðûå äîñòàòî÷íûå óñëîâèÿ, ãàðàíòèðóþùèå âûïîëíåíèå óñëîâèÿ 6.1
(ñì. [KuSu, ïðåäëîæåíèå 7.10]).

Ïðåäëîæåíèå 6.2. Ïóñòü âûïîëíåíî õîòÿ áû îäíî èç ñëåäóþùèõ äâóõ ïðåäïîëîæåíèé:
1◦. 2p > d;
2◦. g0 = g, ò. å. èìåþò ìåñòî ïðåäñòàâëåíèÿ (1.17).

Òîãäà óñëîâèå 6.1 çàâåäîìî âûïîëíåíî, ïðè÷åì ‖Λ‖L∞ è ìóëüòèïëèêàòîðíàÿ íîðìà (6.1) êîí-
òðîëèðóþòñÿ ÷åðåç m, n, d, p, α0, α1, ‖g‖L∞ , ‖g−1‖L∞ è ïàðàìåòðû ðåøåòêè Γ.

Ïðè âûïîëíåíèè óñëîâèÿ 6.1 âìåñòî êîððåêòîðà (4.3) ìîæíî èñïîëüçîâàòü ñòàíäàðòíûé êîð-
ðåêòîð

K0
N (ζ; ε) := [Λε]b(D)(A0

N − ζI)−1, (6.2)

êîòîðûé â ýòîì ñëó÷àå íåïðåðûâíî ïåðåâîäèò L2(O;Cn) âHp(O;Cn). Ñîîòâåòñòâåííî â êà÷åñòâå
ïðèáëèæåíèÿ ê uε âìåñòî ôóíêöèè (4.6) ìîæíî èñïîëüçîâàòü ôóíêöèþ

v0
ε := (A0

N − ζI)−1F + εpK0
N (ζ; ε)F = u0 + εpΛεb(D)u0. (6.3)

Òåîðåìà 6.3. Ïóñòü âûïîëíåíû óñëîâèÿ òåîðåìû 4.1, à òàêæå óñëîâèå 6.1. Ïóñòü K0
N (ζ; ε) �

îïåðàòîð (6.2), à v0
ε � ôóíêöèÿ (6.3). Òîãäà ïðè 0 < ε 6 ε1 ñïðàâåäëèâà îöåíêà

‖uε − v0
ε‖Hp(O) 6 C̃2

(
c(ϕ)ε1/2|ζ|−1/2+1/4p + c(ϕ)2ε|ζ|−1/2+1/2p + c(ϕ)εp

)
‖F‖L2(O), (6.4)

èëè, â îïåðàòîðíûõ òåðìèíàõ,

‖(AN,ε − ζI)−1 − (A0
N − ζI)−1 − εpK0

N (ζ; ε)‖L2(O)→Hp(O)

6 C̃2

(
c(ϕ)ε1/2|ζ|−1/2+1/4p + c(ϕ)2ε|ζ|−1/2+1/2p + c(ϕ)εp

)
.

(6.5)

Äëÿ ïîòîêà pε = gεb(D)uε ïðè 0 < ε 6 ε1 ñïðàâåäëèâà àïïðîêñèìàöèÿ

‖pε − g̃εb(D)u0‖L2(O) 6 C̃3

(
c(ϕ)ε1/2|ζ|−1/2+1/4p + c(ϕ)2ε|ζ|−1/2+1/2p + c(ϕ)εp

)
‖F‖L2(O). (6.6)

Ïîñòîÿííûå C̃2 è C̃3 çàâèñÿò ëèøü îò m, d, p, α0, α1, ‖g‖L∞ , ‖g−1‖L∞ , k1, k2, îò ïàðàìåòðîâ

ðåøåòêè Γ è îò îáëàñòè O, à òàêæå îò ‖Λ‖L∞ è MΛ.

Çàìåòèì, ÷òî

‖v‖2Hp(Rd) 6 ĉp

(
‖v‖2L2(Rd) + ‖Dpv‖2L2(Rd)

)
, v ∈ Hp(Rd;Cn), (6.7)

ãäå ĉp çàâèñèò ëèøü îò d è p.
Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà òåîðåìû 6.3 íàì ïîíàäîáèòñÿ ñëåäóþùàÿ ëåììà, óñòàíîâëåííàÿ â [Su4,

ëåììà 7.2].

Ëåììà 6.4. 1◦. Ïóñòü Λ ÿâëÿåòñÿ ìóëüòèïëèêàòîðîì èç Hp(Rd;Cm) â Hp(Rd;Cn) è MΛ �

íîðìà ýòîãî ìóëüòèïëèêàòîðà. Òîãäà äëÿ ëþáîãî u∈Hp(Rd;Cm) ïðè ε > 0 âûïîëíåíà îöåíêà

ε2p

∫
Rd

|Dp(Λε(x)u(x))|2 dx 6 ĉpM
2
Λ

∫
Rd

(
|u(x)|2 + ε2p|Dpu(x)|2

)
dx.

2◦. Ïóñòü âûïîëíåíî óñëîâèå 6.1. Òîãäà ìàòðèöà-ôóíêöèÿ (1.11) ÿâëÿåòñÿ ìóëüòèïëè-

êàòîðîì èç Hp(Rd;Cm) â L2(Rd;Cm), ïðè÷åì íîðìà ýòîãî ìóëüòèïëèêàòîðà îöåíèâàåòñÿ

êîíñòàíòîé Mg̃, çàâèñÿùåé ëèøü îò d, p, ‖g‖L∞ , α1, ‖Λ‖L∞ è MΛ. Ïðè ýòîì äëÿ ëþáîãî

u ∈ Hp(Rd;Cm) ïðè ε > 0 âûïîëíåíà îöåíêà∫
Rd

|g̃ε(x)u(x)|2 dx 6 ĉpM
2
g̃

∫
Rd

(
|u(x)|2 + ε2p|Dpu(x)|2

)
dx. (6.8)
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Äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû 6.3. Ïóñòü ôóíêöèè vε è v0
ε îïðåäåëåíû â (4.6) è (6.3) ñîîòâåòñòâåí-

íî. Îöåíèì èõ ðàçíîñòü ïî íîðìå â Hp(O;Cn). Ó÷èòûâàÿ (6.7), èìååì

‖vε − v0
ε‖2Hp(O) 6 ε

2p‖Λε(I − Sε)b(D)ũ0‖2Hp(Rd)

6 ĉpε
2p
(
‖Λε(I − Sε)b(D)ũ0‖2L2(Rd) + ‖Dp(Λε(I − Sε)b(D)ũ0)‖2L2(Rd)

)
.

(6.9)

Â ñèëó óñëîâèÿ 6.1, íåðàâåíñòâà ‖Sε‖L2→L2 6 1 è (1.5) âûïîëíåíî

‖Λε(I − Sε)b(D)ũ0‖L2(Rd) 6 2‖Λ‖L∞α
1/2
1 ‖ũ0‖Hp(Rd). (6.10)

Äàëåå, èç ëåììû 6.4 âûòåêàåò íåðàâåíñòâî

ε2p‖Dp(Λε(I − Sε)b(D)ũ0)‖2L2(Rd)

6 ĉpM
2
Λ

(
‖(I − Sε)b(D)ũ0‖2L2(Rd) + ε2p‖(I − Sε)Dpb(D)ũ0‖2L2(Rd)

)
.

(6.11)

Ïðèìåíÿÿ ïðåäëîæåíèå 1.5 è (1.5), èìååì

‖(I − Sε)b(D)ũ0‖L2(Rd) 6 εr1α
1/2
1 ‖ũ0‖Hp+1(Rd). (6.12)

Äàëåå, ñ ó÷åòîì íåðàâåíñòâà ‖Sε‖L2→L2 6 1 è (1.5) ñïðàâåäëèâà îöåíêà

‖(I − Sε)Dpb(D)ũ0‖L2(Rd) 6 2α
1/2
1 ‖ũ0‖H2p(Rd). (6.13)

Ñîïîñòàâëÿÿ (4.12), (4.13) è (6.9)�(6.13) è ó÷èòûâàÿ îãðàíè÷åíèå |ζ| > 1, ïðèõîäèì ê íåðà-
âåíñòâó

‖vε − v0
ε‖Hp(O) 6 C27c(ϕ)

(
ε|ζ|−1/2+1/2p + εp

)
‖F‖L2(O), (6.14)

ãäå C27 = α
1/2
1 max{̂cpMΛr1C

(p+1), 2̂c
1/2
p ‖Λ‖L∞C

(p) + 2̂cpMΛC
(2p)}.

Òåïåðü èç (4.7) è (6.14) âûòåêàåò òðåáóåìàÿ îöåíêà (6.4) ñ ïîñòîÿííîé C̃2 = C2 + C27.
Ïåðåéäåì ê äîêàçàòåëüñòâó íåðàâåíñòâà (6.6). Â ñèëó (6.8) âûïîëíåíî

‖g̃εb(D)u0 − g̃εSεb(D)ũ0‖2L2(O) 6 ‖g̃
ε(I − Sε)b(D)ũ0‖2L2(Rd)

6 ĉpM
2
g̃

(
‖(I − Sε)b(D)ũ0‖2L2(Rd) + ε2p‖(I − Sε)Dpb(D)ũ0‖2L2(Rd)

)
.

(6.15)

Îòñþäà è èç (4.12), (4.13), (6.12), (6.13) âûòåêàåò îöåíêà

‖g̃εb(D)u0 − g̃εSεb(D)ũ0‖L2(O) 6 C28c(ϕ)
(
ε|ζ|−1/2+1/2p + εp

)
‖F‖L2(O), (6.16)

ãäå C28 = ĉ
1/2
p Mg̃α

1/2
1 max{r1C

(p+1), 2C(2p)}.
Òåïåðü èç (4.9) è (6.16) ñëåäóåò èñêîìîå íåðàâåíñòâî (6.6) ñ ïîñòîÿííîé C̃3 = C3 + C28. �

Ñîïîñòàâëÿÿ òåîðåìó 6.3 è ïðåäëîæåíèå 6.2, ïðèõîäèì ê ñëåäóþùåìó óòâåðæäåíèþ.

Ñëåäñòâèå 6.5. Ïóñòü 2p > d. Òîãäà ïðè 0 < ε 6 ε1 ñïðàâåäëèâû îöåíêè (6.4)�(6.6), ïðè÷åì

ïîñòîÿííûå C̃2, C̃3 çàâèñÿò ëèøü îò m, n, d, p, α0, α1, ‖g‖L∞ , ‖g−1‖L∞ , k1, k2, îò ïàðàìåòðîâ

ðåøåòêè Γ è îò îáëàñòè O.

Çàìå÷àíèå 6.6.
1) Ïðè ôèêñèðîâàííîì ζ ∈ C \ R+, |ζ| > 1, îöåíêè èç òåîðåìû 6.3 èìåþò ïîðÿäîê O(ε1/2).

Ñ ðîñòîì |ζ| ïîãðåøíîñòü óìåíüøàåòñÿ.
2) Îöåíêè èç òåîðåìû 6.3 ðàâíîìåðíû ïî óãëó ϕ â îáëàñòè âèäà {ζ = |ζ|eiϕ : |ζ| > 1, ϕ0 6

ϕ 6 2π − ϕ0} ñî ñêîëü óãîäíî ìàëûì ϕ0 > 0.
3) Óñëîâèÿ ñëåäñòâèÿ 6.5 âûïîëíåíû â ñëåäóþùèõ èíòåðåñíûõ äëÿ ïðèëîæåíèé ñëó÷àÿõ: êî-

ãäà p = 2 è d = 2 èëè d = 3.
4) Êîãäà m = n, âûïîëíåíî g0 = g. Íàïðèìåð, ýòî âåðíî äëÿ îïåðàòîðà Aε = ∆gε(x)∆ â

L2(Rd) â ëþáîé ðàçìåðíîñòè. Â ýòîì ñëó÷àå ïðèìåíèìî ïðåäëîæåíèå 6.8 (ñì. íèæå).
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6.2. Ñïåöèàëüíûå ñëó÷àè. Ïóñòü g0 = g, ò. å. âûïîëíåíû ñîîòíîøåíèÿ (1.16). Òîãäà Γ-
ïåðèîäè÷åñêîå ðåøåíèå Λ(x) çàäà÷è (1.9) ðàâíî íóëþ. Â ñèëó (4.3)�(4.5) âûïîëíåíîKN (ζ; ε) = 0
è vε = u0. Ïðèìåíÿÿ òåîðåìó 4.2, ïðèõîäèì ê ñëåäóþùåìó óòâåðæäåíèþ.

Ïðåäëîæåíèå 6.7. Ïóñòü âûïîëíåíû óñëîâèÿ òåîðåìû 4.1. Ïóñòü g0 = g, ò. å. âûïîëíåíû
ñîîòíîøåíèÿ (1.16). Òîãäà ïðè ζ ∈ C \ R+, |ζ| > 1, è 0 < ε 6 ε1 ñïðàâåäëèâà îöåíêà

‖uε − u0‖Hp(O) 6 C2

(
c(ϕ)ε1/2|ζ|−1/2+1/4p + c(ϕ)2ε|ζ|−1/2+1/2p + c(ϕ)εp

)
‖F‖L2(O).

Ðàññìîòðèì òåïåðü ñëó÷àé, êîãäà g0 = g, ò. å. âûïîëíåíû ñîîòíîøåíèÿ (1.17). Â ñèëó çàìå÷à-

íèÿ 1.4 ñïðàâåäëèâî ðàâåíñòâî g̃(x) = g0 = g. Â ýòîì ñëó÷àå ðåçóëüòàòû äîïóñêàþò óñèëåíèå.

Ïðåäëîæåíèå 6.8. Ïóñòü âûïîëíåíû óñëîâèÿ òåîðåìû 4.1. Ïóñòü g0 = g, ò. å. âûïîëíåíû

ñîîòíîøåíèÿ (1.17). Ïóñòü v0
ε îïðåäåëåíî â (6.3). Ïóñòü pε = gεb(D)uε. Òîãäà ïðè ζ ∈ C\R+,

|ζ| > 1, è 0 < ε 6 ε1 ñïðàâåäëèâû îöåíêè

‖uε − v0
ε‖Hp(O) 6 Ĉ2

(
c(ϕ)2ε|ζ|−1/2+1/2p + c(ϕ)εp

)
‖F‖L2(O), (6.17)

‖pε − g0b(D)u0‖L2(O) 6 Ĉ3

(
c(ϕ)2ε|ζ|−1/2+1/2p + c(ϕ)εp

)
‖F‖L2(O). (6.18)

Ïîñòîÿííûå Ĉ2 è Ĉ3 çàâèñÿò ëèøü îò m, n, d, p, α0, α1, ‖g‖L∞ , ‖g−1‖L∞ , k1, k2, îò ïàðàìåò-

ðîâ ðåøåòêè Γ è îò îáëàñòè O.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ñíà÷àëà áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî Re ζ 6 0 è |ζ| > 1. Ïðè óñëîâèè g0 = g âûïîëíåíî

J (2)
ε [η] = 0 (ñì. (5.7)). Òîãäà â ñîîòâåòñòâèè ñ (5.5) è (5.8) ôóíêöèîíàë (5.1) ïîä÷èíåí îöåíêå

|Jε[η]| 6 C10ε|ζ|−1/2+1/2p‖F‖L2(O)‖Dpη‖L2(O), η ∈ Hp(O;Cn). (6.19)

Ïîäñòàâëÿÿ η = wε â òîæäåñòâî (5.3) è èñïîëüçóÿ (6.19) (àíàëîãè÷íî (5.26)�(5.30)), ïîëó÷àåì

‖wε‖Hp(O) 6 C′15ε|ζ|−1/2+1/2p‖F‖L2(O), 0 < ε 6 ε1, (6.20)

ãäå C′15 = C10(k1‖g−1‖L∞ + 2k2). Èç (4.33) è (6.20) âûòåêàåò îöåíêà

‖uε − vε‖Hp(O) 6 (C5 + C′15)
(
ε|ζ|−1/2+1/2p + εp

)
‖F‖L2(O), Re ζ 6 0, |ζ| > 1, 0 < ε 6 ε1. (6.21)

Ïóñòü òåïåðü ζ ∈ C \ R+, |ζ| > 1 è Re ζ > 0. Ïóñòü ζ̂ = −Re ζ + iIm ζ. Îöåíêà (6.21) â òî÷êå

ζ̂ îçíà÷àåò, ÷òî

‖(AN,ε − ζ̂I)−1 − (A0
N − ζ̂I)−1 − εpKN (ζ̂; ε)‖L2(O)→Hp(O) 6 (C5 + C′15)

(
ε|ζ|−1/2+1/2p + εp

)
(6.22)

ïðè 0 < ε 6 ε1. Èñïîëüçóÿ òîæäåñòâî (5.50) è îöåíêè (2.9), (5.46) (â òî÷êå ζ̂), (5.49) è (6.22),
ïîëó÷àåì

‖(AN,ε− ζI)−1− (A0
N − ζI)−1− εpKN (ζ; ε)‖L2(O)→Hp(O) 6 Ĉ′2

(
c(ϕ)2ε|ζ|−1/2+1/2p + c(ϕ)εp

)
(6.23)

ïðè 0 < ε 6 ε1, ãäå Ĉ′2 = 2(C5 + C′15) + 4C0C′1.
Â ñèëó ïðåäëîæåíèÿ 6.2(2◦) âûïîëíåíî óñëîâèå 6.1, ïðè÷åì ‖Λ‖L∞ è MΛ êîíòðîëèðóþòñÿ

÷åðåç m, n, d, p, α0, α1, ‖g‖L∞ , ‖g−1‖L∞ è ïàðàìåòðû ðåøåòêè Γ. Òîãäà ñïðàâåäëèâà îöåíêà

(6.14). Èç (6.14) è (6.23) âûòåêàåò èñêîìîå íåðàâåíñòâî (6.17) ñ ïîñòîÿííîé Ĉ2 = Ĉ′2 + C27.
Íåðàâåíñòâî (6.18) âûâîäèòñÿ èç (5.55), (6.16) è (6.23) ñ ó÷åòîì ðàâåíñòâà g̃(x) = g0. Ïðè

ýòîì Ĉ3 = c6(d, p)‖g‖L∞α
1/2
1 Ĉ′2 + C26 + C28. �
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� 7. Àïïðîêñèìàöèÿ ðåçîëüâåíòû (AN,ε − ζI)−1 ïðè |ζ| 6 1

7.1. Ñëó÷àé |ζ| 6 1. Â ýòîì ïàðàãðàôå ìû ðàñïðîñòðàíÿåì ðåçóëüòàòû òåîðåì 4.1 è 4.2 íà
îáëàñòü ζ ∈ C \ R+, |ζ| 6 1, ñ ïîìîùüþ ïîäõîäÿùèõ òîæäåñòâ äëÿ ðåçîëüâåíò.

Ëåììà 7.1. Ïóñòü ζ ∈ C \ R+, |ζ| 6 1. Òîãäà ïðè ε > 0 ñïðàâåäëèâû îöåíêè

‖(AN,ε − ζI)−1‖L2(O)→Hp(O) 6 C0c(ϕ)|ζ|−1, (7.1)

‖(A0
N − ζI)−1‖L2(O)→H2p(O) 6 2ĉc(ϕ)|ζ|−1. (7.2)

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïðè âñåõ ζ ∈ C\R+ ñïðàâåäëèâî íåðàâåíñòâî (2.11). Åñëè |ζ| 6 1, îíî âëå÷åò
(7.1).
Äàëåå, â ñèëó (2.13) èìååì

‖(A0
N − ζI)−1‖L2(O)→H2p(O) 6 ĉ‖(A0

N + I)(A0
N − ζI)−1‖L2(O)→L2(O) 6 ĉ sup

x>0

x+ 1

|x− ζ|
. (7.3)

Âû÷èñëåíèå ïîêàçûâàåò, ÷òî

sup
x>0

x+ 1

|x− ζ|
6 2c(ϕ)|ζ|−1, ζ ∈ C \ R+, |ζ| 6 1. (7.4)

Èç (7.3) è (7.4) âûòåêàåò îöåíêà (7.2). �

Òåîðåìà 7.2. Ïóñòü O ⊂ Rd � îãðàíè÷åííàÿ îáëàñòü êëàññà C2p. Ïóñòü ζ ∈ C\R+ è |ζ| 6 1.
Ïóñòü uε = (AN,ε−ζI)−1F, u0 = (A0

N−ζI)−1F, ãäå F ∈ L2(O;Cn). Ïóñòü KN (ζ; ε) � îïåðàòîð

(4.3), à vε îïðåäåëåíî â (4.4), (4.5). Ïóñòü ÷èñëî ε1 âûáðàíî ñîãëàñíî óñëîâèþ 3.2. Òîãäà ïðè
0 < ε 6 ε1 ñïðàâåäëèâû îöåíêè

‖uε − u0‖L2(O) 6 C1c(ϕ)2ε|ζ|−2‖F‖L2(O),

‖uε − vε‖Hp(O) 6 C2

(
c(ϕ)ε1/2|ζ|−1 + c(ϕ)2ε|ζ|−2

)
‖F‖L2(O), (7.5)

èëè, â îïåðàòîðíûõ òåðìèíàõ,

‖(AN,ε − ζI)−1 − (A0
N − ζI)−1‖L2(O)→L2(O) 6 C1c(ϕ)2ε|ζ|−2, (7.6)

‖(AN,ε − ζI)−1 − (A0
N − ζI)−1 − εpKN (ζ; ε)‖L2(O)→Hp(O) 6 C2

(
c(ϕ)ε1/2|ζ|−1 + c(ϕ)2ε|ζ|−2

)
.

(7.7)

Äëÿ ïîòîêà pε = gεb(D)uε ïðè 0 < ε 6 ε1 ñïðàâåäëèâà àïïðîêñèìàöèÿ

‖pε − g̃εSεb(D)ũ0‖L2(O) 6 C3

(
c(ϕ)ε1/2|ζ|−1 + c(ϕ)2ε|ζ|−2

)
‖F‖L2(O). (7.8)

Ïîñòîÿííûå C1, C2 è C3 çàâèñÿò ëèøü îò m, d, p, α0, α1, ‖g‖L∞ , ‖g−1‖L∞ , k1, k2, îò ïàðà-

ìåòðîâ ðåøåòêè Γ è îò îáëàñòè O.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïðèìåíèì òåîðåìó 4.1 ïðè ζ = −1:

‖(AN,ε + I)−1 − (A0
N + I)−1‖L2(O)→L2(O) 6 C1ε, 0 < ε 6 ε1. (7.9)

Èñïîëüçóÿ àíàëîã òîæäåñòâà (5.47), îòñþäà ïîëó÷àåì

‖(AN,ε − ζI)−1 − (A0
N − ζI)−1‖L2(O)→L2(O) 6 C1ε sup

x>0

(x+ 1)2

|x− ζ|2
, 0 < ε 6 ε1. (7.10)

Èç (7.4) è (7.10) âûòåêàåò èñêîìàÿ îöåíêà (7.6) ñ ïîñòîÿííîé C1 = 4C1.
Ïðèìåíèì òåïåðü òåîðåìó 4.2 ïðè ζ = −1: ïðè 0 < ε 6 ε1 âûïîëíåíî

‖(AN,ε + I)−1 − (A0
N + I)−1 − εpKN (−1; ε)‖L2(O)→Hp(O) 6 3C2ε

1/2. (7.11)
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Àíàëîãè÷íî (5.50), ñïðàâåäëèâî òîæäåñòâî

(AN,ε − ζI)−1 − (A0
N − ζI)−1 − εpKN (ζ; ε)

=
(
(AN,ε + I)−1 − (A0

N + I)−1 − εpKN (−1; ε)
)

(A0
N + I)(A0

N − ζI)−1

+ (ζ + 1)(AN,ε − ζI)−1
(
(AN,ε + I)−1 − (A0

N + I)−1
)

(A0
N + I)(A0

N − ζI)−1.

(7.12)

Ñ ó÷åòîì (7.4) èìååì

‖(AN,ε − ζI)−1 − (A0
N − ζI)−1 − εpKN (ζ; ε)‖L2(O)→Hp(O)

6 2c(ϕ)|ζ|−1‖(AN,ε + I)−1 − (A0
N + I)−1 − εpKN (−1; ε)‖L2(O)→Hp(O)

+ 2c(ϕ)|ζ|−1|ζ + 1|‖(AN,ε − ζI)−1‖L2(O)→Hp(O)‖(AN,ε + I)−1 − (A0
N + I)−1‖L2(O)→L2(O).

(7.13)

Âìåñòå ñ (7.1), (7.9) è (7.11) ñ ó÷åòîì îãðàíè÷åíèÿ |ζ| 6 1 ýòî âëå÷åò èñêîìóþ îöåíêó (7.7) ñ
ïîñòîÿííîé C2 = max{6C2, 4C0C1}.
Îñòàåòñÿ ïðîâåðèòü (7.8). Èç (1.3), (1.6) è (7.5) ñëåäóåò, ÷òî ïðè 0 < ε 6 ε1 ñïðàâåäëèâà

îöåíêà

‖pε − gεb(D)vε‖L2(O) 6 c6(d, p)‖g‖L∞α
1/2
1 C2

(
c(ϕ)ε1/2|ζ|−1 + c(ϕ)2ε|ζ|−2

)
‖F‖L2(O). (7.14)

Àíàëîãè÷íî (5.52)�(5.54) èìååì

‖gεb(D)vε − g̃εSεb(D)ũ0‖L2(O)

6 ε‖g‖L∞r1α
1/2
1 ‖ũ0‖Hp+1(Rd) + C25

p∑
l=1

εl‖ũ0‖Hp+l(Rd) 6 C4ε‖ũ0‖H2p(Rd),
(7.15)

ãäå C4 = ‖g‖L∞r1α
1/2
1 + p C25. Èç (4.2) è (7.2) âûòåêàåò îöåíêà

‖ũ0‖H2p(O) 6 2C
(2p)
O ĉc(ϕ)|ζ|−1‖F‖L2(O). (7.16)

Â èòîãå, ñîîòíîøåíèÿ (7.14)�(7.16) âëåêóò èñêîìóþ îöåíêó (7.8) ñ ïîñòîÿííîé C3 =

c6(d, p)‖g‖L∞α
1/2
1 C2 + 2C4C

(2p)
O ĉ. �

7.2. Óñòðàíåíèå ñãëàæèâàþùåãî îïåðàòîðà.

Òåîðåìà 7.3. Ïóñòü âûïîëíåíû óñëîâèÿ òåîðåìû 7.2 è óñëîâèå 6.1. Ïóñòü K0
N (ζ; ε) � îïå-

ðàòîð (6.2), à v0
ε � ôóíêöèÿ (6.3). Òîãäà ïðè 0 < ε 6 ε1 ñïðàâåäëèâà îöåíêà

‖uε − v0
ε‖Hp(O) 6 C̃2

(
c(ϕ)ε1/2|ζ|−1 + c(ϕ)2ε|ζ|−2

)
‖F‖L2(O). (7.17)

Â îïåðàòîðíûõ òåðìèíàõ,

‖(AN,ε − ζI)−1 − (A0
N − ζI)−1 − εpK0

N (ζ; ε)‖L2(O)→Hp(O)

6 C̃2

(
c(ϕ)ε1/2|ζ|−1 + c(ϕ)2ε|ζ|−2

)
.

Äëÿ ïîòîêà pε = gεb(D)uε ïðè 0 < ε 6 ε1 ñïðàâåäëèâà àïïðîêñèìàöèÿ

‖pε − g̃εb(D)u0‖L2(O) 6 C̃3

(
c(ϕ)ε1/2|ζ|−1 + c(ϕ)2ε|ζ|−2

)
‖F‖L2(O). (7.18)

Ïîñòîÿííûå C̃2 è C̃3 çàâèñÿò ëèøü îò m, d, p, α0, α1, ‖g‖L∞ , ‖g−1‖L∞ , k1, k2, îò ïàðàìåòðîâ

ðåøåòêè Γ è îò îáëàñòè O, à òàêæå îò ‖Λ‖L∞ è MΛ.

Äîêàçàòåëüñòâî. Àíàëîãè÷íî (6.9)�(6.13) èìååì

‖vε − v0
ε‖Hp(O) 6 C5ε‖ũ0‖H2p(Rd), (7.19)



30

ãäå C5 = 2̂c
1/2
p ‖Λ‖L∞α

1/2
1 + ĉpMΛα

1/2
1 (r1 + 2). Èç (7.16) è (7.19) âûòåêàåò îöåíêà

‖vε − v0
ε‖Hp(O) 6 2C5C

(2p)
O ĉ c(ϕ)ε|ζ|−1‖F‖L2(O). (7.20)

Íåðàâåíñòâà (7.5) è (7.20) âëåêóò èñêîìóþ îöåíêó (7.17) ñ ïîñòîÿííîé C̃2 = C2 + 2C5C
(2p)
O ĉ.

Îñòàåòñÿ ïðîâåðèòü (7.18). Àíàëîãè÷íî (6.12), (6.13), (6.15) èìååì

‖g̃εb(D)u0 − g̃εSεb(D)ũ0‖L2(O) 6 C6ε‖ũ0‖H2p(Rd), (7.21)

ãäå C6 = ĉ
1/2
p Mg̃α

1/2
1 (r1 + 2). Âìåñòå ñ (7.16) ýòî âëå÷åò

‖g̃εb(D)u0 − g̃εSεb(D)ũ0‖L2(O) 6 2C6C
(2p)
O ĉ c(ϕ)ε|ζ|−1‖F‖L2(O). (7.22)

Ñîïîñòàâëÿÿ (7.8) è (7.22), ïðèõîäèì ê èñêîìîé îöåíêå (7.18) ñ ïîñòîÿííîé C̃3 = C3 +2C6C
(2p)
O ĉ.
�

7.3. Ñïåöèàëüíûå ñëó÷àè. Ñëåäóþùåå óòâåðæäåíèå ïðîâåðÿåòñÿ àíàëîãè÷íî ïðåäëîæå-
íèþ 6.7 ñ ïîìîùüþ òåîðåìû 7.2.

Ïðåäëîæåíèå 7.4. Ïóñòü âûïîëíåíû óñëîâèÿ òåîðåìû 7.2. Ïóñòü g0 = g, ò. å. âûïîëíåíû
ñîîòíîøåíèÿ (1.16). Òîãäà ïðè ζ ∈ C \ R+, |ζ| 6 1, è 0 < ε 6 ε1 ñïðàâåäëèâà îöåíêà

‖uε − u0‖Hp(O) 6 C2

(
c(ϕ)ε1/2|ζ|−1 + c(ϕ)2ε|ζ|−2

)
‖F‖L2(O).

Ðàññìîòðèì òåïåðü ñëó÷àé, êîãäà g0 = g.

Ïðåäëîæåíèå 7.5. Ïóñòü âûïîëíåíû óñëîâèÿ òåîðåìû 7.2. Ïóñòü g0 = g, ò. å. âûïîëíåíû

ñîîòíîøåíèÿ (1.17). Ïóñòü v0
ε îïðåäåëåíî â (6.3). Ïóñòü pε = gεb(D)uε. Òîãäà ïðè ζ ∈ C\R+,

|ζ| 6 1, è 0 < ε 6 ε1 ñïðàâåäëèâû îöåíêè

‖uε − v0
ε‖Hp(O) 6 Ĉ2c(ϕ)2ε|ζ|−2‖F‖L2(O), (7.23)

‖pε − g0b(D)u0‖L2(O) 6 Ĉ3c(ϕ)2ε|ζ|−2‖F‖L2(O). (7.24)

Ïîñòîÿííûå Ĉ2 è Ĉ3 çàâèñÿò ëèøü îò m, n, d, p, α0, α1, ‖g‖L∞ , ‖g−1‖L∞ , k1, k2, îò ïàðà-

ìåòðîâ ðåøåòêè Γ è îò îáëàñòè O.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïðè óñëîâèè g0 = g âûïîëíåíî íåðàâåíñòâî (6.23) â òî÷êå ζ = −1. Êîìáèíè-
ðóÿ åãî ñ òîæäåñòâîì (7.12), àíàëîãè÷íî (7.13) ïîëó÷àåì

‖(AN,ε − ζI)−1 − (A0
N − ζI)−1 − εpKN (ζ; ε)‖L2(O)→Hp(O) 6 Ĉ′2c(ϕ)2ε|ζ|−2, 0 < ε 6 ε1, (7.25)

ãäå Ĉ′2 = 4Ĉ′2 + 4C0C1.
Â ñèëó ïðåäëîæåíèÿ 6.2(2◦) âûïîëíåíî óñëîâèå 6.1, ïðè÷åì ‖Λ‖L∞ è MΛ êîíòðîëèðóþòñÿ

÷åðåçm, n, d, p, α0, α1, ‖g‖L∞ , ‖g−1‖L∞ è ïàðàìåòðû ðåøåòêè Γ. Òîãäà ñïðàâåäëèâî íåðàâåíñòâî

(7.20). Âìåñòå ñ (7.25) îíî âëå÷åò èñêîìóþ îöåíêó (7.23) ñ ïîñòîÿííîé Ĉ2 = Ĉ′2 + 2C5C
(2p)
O ĉ.

Íåðàâåíñòâî (7.24) âûâîäèòñÿ èç (7.15), (7.16), (7.22) è (7.25) ñ ó÷åòîì g̃(x) = g0. �

� 8. Àïïðîêñèìàöèÿ ðåçîëüâåíòû (BN,ε − ζI)−1

8.1. Îïåðàòîð BN,ε. Ââåäåì îáîçíà÷åíèå

Z := Ker b(D) = {z ∈ Hp(O;Cn) : b(D)z = 0}.

Èç (2.2) âûòåêàåò íåðàâåíñòâî

‖z‖2Hp(O) 6 k2‖z‖2L2(O), z ∈ Z.
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Îòñþäà è èç êîìïàêòíîñòè âëîæåíèÿHp(O;Cn) â L2(O;Cn) ñëåäóåò, ÷òî ïðîñòðàíñòâî Z êîíå÷-
íîìåðíî. Îáîçíà÷èì dimZ = q. Çàâåäîìî Z ñîäåðæèò ïîäïðîñòðàíñòâî Cn-çíà÷íûõ ìíîãî÷ëå-
íîâ ñòåïåíè íå âûøå p− 1. Ïîëîæèì H(O) := L2(O;Cn)	 Z, Hp

⊥(O;Cn) := Hp(O;Cn) ∩H(O).
Ëåãêî ïðîâåðèòü (ñð. [Su2, ïðåäëîæåíèå 9.1]), ÷òî ôîðìà ‖b(D)u‖L2(O) çàäàåò â Hp

⊥(O;Cn)

íîðìó, ýêâèâàëåíòíóþ ñòàíäàðòíîé: ñóùåñòâóåò ïîñòîÿííàÿ k̃1 > 0 òàêàÿ, ÷òî

‖u‖2Hp(O) 6 k̃1‖b(D)u‖2L2(O), u ∈ Hp
⊥(O;Cn). (8.1)

Íàïîìíèì, ÷òî îïåðàòîð AN,ε ïîðîæäåí â L2(O;Cn) ôîðìîé (2.3), à îïåðàòîð A0
N ïîðîæäåí

ôîðìîé (2.12). Î÷åâèäíî, KerAN,ε = KerA0
N = Z. Îðòîãîíàëüíîå ðàçëîæåíèå L2(O;Cn) =

H(O) ⊕ Z ïðèâîäèò îáà îïåðàòîðà AN,ε è A0
N . Îáîçíà÷èì ÷åðåç BN,ε (ñîîòâåòñòâåííî, B

0
N )

÷àñòü îïåðàòîðà AN,ε (ñîîòâåòñòâåííî, A
0
N ) â ïîäïðîñòðàíñòâå H(O). Èíà÷å ãîâîðÿ, BN,ε �

ñàìîñîïðÿæåííûé îïåðàòîð â H(O), ïîðîæäåííûé êâàäðàòè÷íîé ôîðìîé

bN,ε[u,u] = (gεb(D)u, b(D)u)L2(O), u ∈ Hp
⊥(O;Cn).

Àíàëîãè÷íî, B0
N � îïåðàòîð, ïîðîæäåííûé â H(O) êâàäðàòè÷íîé ôîðìîé

b0N [u,u] = (g0b(D)u, b(D)u)L2(O), u ∈ Hp
⊥(O;Cn).

Â ñèëó (2.4) è (8.1) âûïîëíåíû îöåíêè

‖g−1‖−1
L∞

(k̃1)−1‖u‖2Hp(O) 6 bN,ε[u,u] 6 c̃pα1‖g‖L∞‖Dpu‖2L2(O), u ∈ Hp
⊥(O;Cn). (8.2)

Àíàëîãè÷íî,

‖g−1‖−1
L∞

(k̃1)−1‖u‖2Hp(O) 6 b
0
N [u,u] 6 c̃pα1‖g‖L∞‖Dpu‖2L2(O), u ∈ Hp

⊥(O;Cn). (8.3)

×åðåç P îáîçíà÷èì îðòîïðîåêòîð ïðîñòðàíñòâà L2(O;Cn) íà H(O), à ÷åðåç PZ � îðòîïðîåêòîð
íà Z; òîãäà P = I − PZ .
Ïóñòü ζ ∈ C\ [c[,∞), ãäå c[ > 0 � îáùàÿ íèæíÿÿ ãðàíü îïåðàòîðîâ BN,ε è B

0
N . Èíà÷å ãîâîðÿ,

0 < c[ 6 min{λ2,ε(N), λ0
2(N)}, ãäå λ2,ε(N) (ñîîòâåòñòâåííî, λ0

2(N)) � ïåðâîå íåíóëåâîå ñîáñòâåí-
íîå çíà÷åíèå îïåðàòîðà AN,ε (ñîîòâåòñòâåííî, A

0
N ). Åñëè íóìåðîâàòü ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ â

ïîðÿäêå íåóáûâàíèÿ ñ ó÷åòîì êðàòíîñòåé � ýòî (q + 1)-å ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ.

Çàìå÷àíèå 8.1. 1) Â ñèëó (8.2), (8.3) â êà÷åñòâå c[ ïîäõîäèò ÷èñëî ‖g−1‖−1
L∞

(k̃1)−1.

2) Ïóñòü δ > 0 � ñêîëü óãîäíî ìàëîå ÷èñëî. Åñëè ñ÷èòàòü ε äîñòàòî÷íî ìàëûì, òî â

êà÷åñòâå c[ ìîæíî ïðèíÿòü c[ = λ0
2(N)− δ.

3) Ëåãêî óêàçàòü âåðõíþþ îöåíêó ÷èñëà c[: èç (8.2), (8.3) è èç âàðèàöèîííîãî ïðèíöèïà

âèäíî, ÷òî c[ 6 c̃pα1‖g‖L∞µ
0
q+1(N), ãäå µ0

q+1(N) � (q + 1)-å ñîáñòâåííîå çíà÷åíèå îïåðàòîðà

(−1)p∆̃p = (−1)p
∑
|α|=p ∂

2α ñ óñëîâèÿìè Íåéìàíà â ïðîñòðàíñòâå L2(O;Cn). Òåì ñàìûì, c[
îöåíèâàåòñÿ âåëè÷èíîé, çàâèñÿùåé ëèøü îò d, p, n, q, α1, ‖g‖L∞ è îò îáëàñòè O.

Ïóñòü ϕε = (BN,ε − ζI)−1F, ãäå F ∈ H(O), è ïóñòü ϕ0 = (B0
N − ζI)−1F. Îáîçíà÷èì

KN (ζ; ε) := RO[Λε]Sεb(D)PO(B0
N − ζI)−1 (8.4)

è ïîëîæèì ϕ̃0 = POϕ0,

ψε = ϕ0 + εpΛεSεb(D)ϕ̃0 = (B0
N − ζI)−1F + εpKN (ζ; ε)F. (8.5)

Ëåììà 8.2. Ïóñòü ζ ∈ C \ [c[,∞), ãäå c[ > 0 � îáùàÿ íèæíÿÿ ãðàíü îïåðàòîðîâ BN,ε è B
0
N .

Ïîëîæèì ζ − c[ = |ζ − c[|eiϑ è ââåäåì îáîçíà÷åíèå

ρ[(ζ) =

{
c(ϑ)2|ζ − c[|−2, |ζ − c[| < 1,

c(ϑ)2, |ζ − c[| > 1.
(8.6)



32

Çäåñü c(ϑ) îïðåäåëåíî ñîãëàñíî (1.19). Òîãäà ïðè ε > 0 ñïðàâåäëèâû îöåíêè

‖(BN,ε − ζI)−1‖H(O)→Hp(O) 6 C7ρ[(ζ)1/2, (8.7)

‖(B0
N − ζI)−1‖H(O)→H2p(O) 6 C8ρ[(ζ)1/2. (8.8)

Ïîñòîÿííûå C7 è C8 çàâèñÿò ëèøü îò m, n, d, p, q, α0, α1, ‖g‖L∞ , ‖g−1‖L∞ , k1, k2, îò

ïàðàìåòðîâ ðåøåòêè Γ è îò îáëàñòè O.

Äîêàçàòåëüñòâî. Èç (2.9) (ïðè ζ = −1) ïîëó÷àåì

‖(BN,ε − ζI)−1‖H(O)→Hp(O)

6 ‖(BN,ε + I)−1‖H(O)→Hp(O)‖(BN,ε + I)(BN,ε − ζI)−1‖H(O)→H(O) 6 C0 sup
x>c[

x+ 1

|x− ζ|
.

(8.9)

Âû÷èñëåíèå ïîêàçûâàåò, ÷òî

sup
x>c[

x+ 1

|x− ζ|
6 č[ρ[(ζ)1/2, (8.10)

ãäå č[ = c[ + 2. Èç (8.9) è (8.10) âûòåêàåò îöåíêà (8.7) ñ ïîñòîÿííîé C7 = C0č[.
Îöåíêà (8.8) ñ ïîñòîÿííîé C8 = 2ĉč[ âûòåêàåò èç (2.18) (ïðè ζ = −1) è (8.10). �

Òåîðåìà 8.3. Ïóñòü O ⊂ Rd � îãðàíè÷åííàÿ îáëàñòü êëàññà C2p. Ïóñòü ÷èñëî ε1 > 0 âûáðàíî
ñîãëàñíî óñëîâèþ 3.2. Ïóñòü 0 < ε 6 ε1. Ïóñòü ζ ∈ C \ [c[,∞), ãäå c[ > 0 � îáùàÿ íèæíÿÿ

ãðàíü îïåðàòîðîâ BN,ε è B
0
N . Ïóñòü ϕε = (BN,ε− ζI)−1F è ϕ0 = (B0

N − ζI)−1F, ãäå F ∈ H(O).
Ïóñòü KN (ζ; ε) � îïåðàòîð (8.4) è ψε � ôóíêöèÿ (8.5). Òîãäà ñïðàâåäëèâû îöåíêè

‖ϕε −ϕ0‖L2(O) 6 C9ερ[(ζ)‖F‖L2(O),

‖ϕε −ψε‖Hp(O) 6 C10

(
ε1/2ρ[(ζ)1/2 + ε|ζ + 1|ρ[(ζ)

)
‖F‖L2(O). (8.11)

Â îïåðàòîðíûõ òåðìèíàõ,

‖(BN,ε − ζI)−1 − (B0
N − ζI)−1‖H(O)→H(O) 6 C9ερ[(ζ), (8.12)

‖(BN,ε − ζI)−1 − (B0
N − ζI)−1 − εpKN (ζ; ε)‖H(O)→Hp(O)

6 C10

(
ε1/2ρ[(ζ)1/2 + ε|ζ + 1|ρ[(ζ)

)
.

(8.13)

Äëÿ ïîòîêà gεb(D)ϕε ïðè 0 < ε 6 ε1 ñïðàâåäëèâà àïïðîêñèìàöèÿ

‖gεb(D)ϕε − g̃εSεb(D)ϕ̃0‖L2(O) 6 C11

(
ε1/2ρ[(ζ)1/2 + ε|ζ + 1|ρ[(ζ)

)
‖F‖L2(O). (8.14)

Ïîñòîÿííûå C9, C10 è C11 çàâèñÿò ëèøü îò m, n, d, p, q, α0, α1, ‖g‖L∞ , ‖g−1‖L∞ , k1, k2, îò

ïàðàìåòðîâ ðåøåòêè Γ è îò îáëàñòè O.

Äîêàçàòåëüñòâî. Â ñèëó (7.9) ïðè 0 < ε 6 ε1 âûïîëíåíà îöåíêà

‖(BN,ε + I)−1 − (B0
N + I)−1‖H(O)→H(O) = ‖

(
(AN,ε + I)−1 − (A0

N + I)−1
)
P‖L2(O)→L2(O) 6 C1ε.

(8.15)

Àíàëîãè÷íî (5.47), ñïðàâåäëèâî òîæäåñòâî

(BN,ε − ζI)−1 − (B0
N − ζI)−1

= (BN,ε + I)(BN,ε − ζI)−1
(
(BN,ε + I)−1 − (B0

N + I)−1
)

(B0
N + I)(B0

N − ζI)−1.

Îòñþäà è èç (8.15) âûòåêàåò íåðàâåíñòâî

‖(BN,ε − ζI)−1 − (B0
N − ζI)−1‖H(O)→H(O) 6 C1ε sup

x>c[

(x+ 1)2

|x− ζ|2 (8.16)

ïðè 0 < ε 6 ε1. Èç (8.10) è (8.16) ñëåäóåò èñêîìàÿ îöåíêà (8.12) ñ ïîñòîÿííîé C9 = C1č
2
[ .
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Äîìíîæàÿ îïåðàòîðû ïîä çíàêîì íîðìû â (7.11) ñïðàâà íà P, ïîëó÷àåì

‖(BN,ε + I)−1 − (B0
N + I)−1 − εpKN (−1; ε)‖H(O)→Hp(O) 6 3C2ε

1/2. (8.17)

Àíàëîãè÷íî (7.12), ñïðàâåäëèâî òîæäåñòâî

(BN,ε − ζI)−1 − (B0
N − ζI)−1 − εpKN (ζ; ε)

=
(
(BN,ε + I)−1 − (B0

N + I)−1 − εpKN (−1; ε)
)

(B0
N + I)(B0

N − ζI)−1

+ (ζ + 1)(BN,ε − ζI)−1
(
(BN,ε + I)−1 − (B0

N + I)−1
)

(B0
N + I)(B0

N − ζI)−1.

(8.18)

Ñ ó÷åòîì (8.10) îòñþäà âûòåêàåò íåðàâåíñòâî

‖(BN,ε − ζI)−1 − (B0
N − ζI)−1 − εpKN (ζ; ε)‖H(O)→Hp(O)

6 č[ρ[(ζ)1/2‖(BN,ε + I)−1 − (B0
N + I)−1 − εpKN (−1; ε)‖H(O)→Hp(O)

+ |ζ + 1|č[ρ[(ζ)1/2‖(BN,ε − ζI)−1‖H(O)→Hp(O)‖(BN,ε + I)−1 − (B0
N + I)−1‖H(O)→H(O).

(8.19)

Âìåñòå ñ (8.7), (8.15) è (8.17) ýòî ïðèâîäèò ê îöåíêå

‖(BN,ε − ζI)−1 − (B0
N − ζI)−1 − εpKN (ζ; ε)‖H(O)→Hp(O) 6 C12ε

1/2ρ[(ζ)1/2 + C13ε|ζ + 1|ρ[(ζ),
(8.20)

ãäå C12 = 3č[C2 è C13 = C7C1č[. Â èòîãå, íåðàâåíñòâî (8.20) âëå÷åò èñêîìóþ îöåíêó (8.13) ñ
ïîñòîÿííîé C10 = max{C12;C13}.
Îñòàåòñÿ ïðîâåðèòü (8.14). Â ñèëó (1.3), (1.6) è (8.11) ñïðàâåäëèâà îöåíêà

‖gεb(D)ϕε − gεb(D)ψε‖L2(O) 6 c6(d, p)‖g‖L∞α
1/2
1 C10

(
ε1/2ρ[(ζ)1/2 + ε|ζ + 1|ρ[(ζ)

)
‖F‖L2(O).

(8.21)
Àíàëîãè÷íî (5.52)�(5.54) (ñð. (7.15)) èìååì

‖gεb(D)ψε − g̃εSεb(D)ϕ̃0‖L2(O) 6 C4ε‖ϕ̃0‖H2p(Rd). (8.22)

Èç (4.2) è (8.8) âûòåêàåò îöåíêà

‖ϕ̃0‖H2p(O) 6 C
(2p)
O C8ρ[(ζ)1/2‖F‖L2(O). (8.23)

Â èòîãå, ñîîòíîøåíèÿ (8.21)�(8.23) âëåêóò èñêîìóþ îöåíêó (8.14) ñ ïîñòîÿííîé C11 =

c6(d, p)‖g‖L∞α
1/2
1 C10 + C4C8C

(2p)
O . �

8.2. Óñòðàíåíèå ñãëàæèâàþùåãî îïåðàòîðà. Ðàññìîòðèì ñëó÷àé, êîãäà âûïîëíåíî óñëî-
âèå 6.1. Ââåäåì êîððåêòîð

K0
N (ζ; ε) := [Λε]b(D)(B0

N − ζI)−1 (8.24)

è ïîëîæèì
ψ0
ε = ϕ0 + εpΛεb(D)ϕ0 = (B0

N − ζI)−1F + εpK0
N (ζ; ε)F. (8.25)

Òåîðåìà 8.4. Ïóñòü âûïîëíåíû óñëîâèÿ òåîðåìû 8.3 è óñëîâèå 6.1. Ïóñòü K0
N (ζ; ε) � îïå-

ðàòîð (8.24), à ψ0
ε � ôóíêöèÿ (8.25). Òîãäà ïðè ζ ∈ C \ [c[,∞) è 0 < ε 6 ε1 ñïðàâåäëèâà

îöåíêà

‖ϕε −ψ0
ε‖Hp(O) 6 C̃10

(
ε1/2ρ[(ζ)1/2 + ε|ζ + 1|ρ[(ζ)

)
‖F‖L2(O), (8.26)

èëè, â îïåðàòîðíûõ òåðìèíàõ,

‖(BN,ε − ζI)−1 − (B0
N − ζI)−1 − εpK0

N (ζ; ε)‖H(O)→Hp(O) 6 C̃10

(
ε1/2ρ[(ζ)1/2 + ε|ζ + 1|ρ[(ζ)

)
.

(8.27)

Äëÿ ïîòîêà gεb(D)ϕε ïðè 0 < ε 6 ε1 ñïðàâåäëèâà àïïðîêñèìàöèÿ

‖gεb(D)ϕε − g̃εb(D)ϕ0‖L2(O) 6 C̃11

(
ε1/2ρ[(ζ)1/2 + ε|ζ + 1|ρ[(ζ)

)
‖F‖L2(O). (8.28)
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Ïîñòîÿííûå C̃10 è C̃11 çàâèñÿò ëèøü îò m, n, d, p, q, α0, α1, ‖g‖L∞ , ‖g−1‖L∞ , k1, k2, îò

ïàðàìåòðîâ ðåøåòêè Γ, îò îáëàñòè O, à òàêæå îò ‖Λ‖L∞ è MΛ.

Äîêàçàòåëüñòâî. Àíàëîãè÷íî (6.9)�(6.13) èìååì

‖ψε −ψ0
ε‖Hp(O) 6 C5ε‖ϕ̃0‖H2p(Rd), (8.29)

ñð. (7.19). Èç (8.23) è (8.29) âûòåêàåò îöåíêà

‖ψε −ψ0
ε‖Hp(O) 6 C

(2p)
O C5C8ερ[(ζ)1/2‖F‖L2(O). (8.30)

Òåïåðü îöåíêè (8.11) è (8.30) âëåêóò (8.26) ñ ïîñòîÿííîé C̃10 = C10 + C
(2p)
O C5C8.

Ïðîâåðèì (8.28). Àíàëîãè÷íî (6.12), (6.13), (6.15) èìååì

‖g̃εb(D)ϕ0 − g̃εSεb(D)ϕ̃0‖L2(O) 6 C6ε‖ϕ̃0‖H2p(Rd),

ñð. (7.21). Âìåñòå ñ (8.23) ýòî äàåò

‖g̃εb(D)ϕ0 − g̃εSεb(D)ϕ̃0‖L2(O) 6 C
(2p)
O C6C8ερ[(ζ)1/2‖F‖L2(O). (8.31)

Â èòîãå, ñîîòíîøåíèÿ (8.14) è (8.31) ïðèâîäÿò ê íåðàâåíñòâó (8.28) ñ ïîñòîÿííîé C̃11 = C11 +

C
(2p)
O C6C8. �

8.3. Ñïåöèàëüíûå ñëó÷àè. Ñëó÷àé, êîãäà êîððåêòîð îáðàùàåòñÿ â íîëü, âûäåëÿåòñÿ ñëåäó-
þùèì óòâåðæäåíèåì.

Ïðåäëîæåíèå 8.5. Ïóñòü âûïîëíåíû óñëîâèÿ òåîðåìû 8.3. Ïóñòü g0 = g, ò. å. âûïîëíåíû
ñîîòíîøåíèÿ (1.16). Òîãäà ïðè ζ ∈ C \ [c[,∞) è 0 < ε 6 ε1 ñïðàâåäëèâà îöåíêà

‖ϕε −ϕ0‖Hp(O) 6 C10

(
ε1/2ρ[(ζ)1/2 + ε|ζ + 1|ρ[(ζ)

)
‖F‖L2(O).

Ðàññìîòðèì òåïåðü ñëó÷àé, êîãäà g0 = g.

Ïðåäëîæåíèå 8.6. Ïóñòü âûïîëíåíû óñëîâèÿ òåîðåìû 8.3. Ïóñòü g0 = g, ò. å. âûïîëíåíû

ñîîòíîøåíèÿ (1.17). Ïóñòü ψ0
ε îïðåäåëåíî â (8.25). Òîãäà ïðè ζ ∈ C \ [c[,∞) è 0 < ε 6 ε1

ñïðàâåäëèâû îöåíêè

‖ϕε −ψ0
ε‖Hp(O) 6 Ĉ10ε

(
ρ[(ζ)1/2 + |ζ + 1|ρ[(ζ)

)
‖F‖L2(O), (8.32)

‖gεb(D)ϕε − g0b(D)ϕ0‖L2(O) 6 Ĉ11ε
(
ρ[(ζ)1/2 + |ζ + 1|ρ[(ζ)

)
‖F‖L2(O). (8.33)

Ïîñòîÿííûå Ĉ10 è Ĉ11 çàâèñÿò ëèøü îò m, n, d, p, α0, α1, ‖g‖L∞ , ‖g−1‖L∞ , k1, k2, îò ïàðà-

ìåòðîâ ðåøåòêè Γ è îò îáëàñòè O.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïðè óñëîâèè g0 = g âûïîëíåíî íåðàâåíñòâî (6.23) â òî÷êå ζ = −1, îòêóäà

‖(BN,ε + I)−1 − (B0
N + I)−1 − εpKN (−1; ε)‖H(O)→Hp(O) 6 2Ĉ′2ε, 0 < ε 6 ε1. (8.34)

Ïðèìåíÿÿ òîæäåñòâî (8.18) è (8.34), àíàëîãè÷íî (8.19) ïîëó÷àåì

‖(BN,ε − ζI)−1 − (B0
N − ζI)−1 − εpKN (ζ; ε)‖H(O)→Hp(O) 6 Ĉ′10ε

(
ρ[(ζ)1/2 + |ζ + 1|ρ[(ζ)

)
, (8.35)

ãäå Ĉ′10 = max{2Ĉ′2č[,C13}.
Â ñèëó ïðåäëîæåíèÿ 6.2(2◦) âûïîëíåíî óñëîâèå 6.1, ïðè÷åì ‖Λ‖L∞ è MΛ êîíòðîëèðóþòñÿ

÷åðåç m, n, d, p, α0, α1, ‖g‖L∞ , ‖g−1‖L∞ è ïàðàìåòðû ðåøåòêè Γ. Òîãäà âûïîëíåíà îöåíêà

(8.30). Èç (8.30) è (8.35) âûòåêàåò îöåíêà (8.32) ñ ïîñòîÿííîé Ĉ10 = Ĉ′10 + C
(2p)
O C5C8.

Íåðàâåíñòâî (8.33) âûâîäèòñÿ èç (8.22), (8.23), (8.31) è (8.35) ñ ó÷åòîì g̃(x) = g0. �
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8.4. Ïðèìåíåíèå ðåçóëüòàòîâ îá îïåðàòîðå BN,ε ê îïåðàòîðó AN,ε. Òåîðåìà 8.3 ïîçâî-
ëÿåò ïîëó÷èòü àïïðîêñèìàöèþ ðåçîëüâåíòû (AN,ε − ζI)−1 â ðåãóëÿðíîé òî÷êå ζ ∈ C \ [c[,∞),
ζ 6= 0.

Òåîðåìà 8.7. Ïóñòü O ⊂ Rd � îãðàíè÷åííàÿ îáëàñòü êëàññà C2p. Ïóñòü ÷èñëî ε1 > 0 âû-

áðàíî ñîãëàñíî óñëîâèþ 3.2. Ïóñòü 0 < c[ 6 min{λ2,ε(N), λ0
2(N)}, ãäå λ2,ε(N) (ñîîòâåòñòâåí-

íî, λ0
2(N)) � ïåðâîå íåíóëåâîå ñîáñòâåííîå çíà÷åíèå îïåðàòîðà AN,ε (ñîîòâåòñòâåííî, A

0
N ).

Ïóñòü ζ ∈ C\[c[,∞), ζ 6= 0. Ïóñòü uε = (AN,ε−ζI)−1F è u0 = (A0
N−ζI)−1F, ãäå F ∈ L2(O;Cn).

Òîãäà ïðè 0 < ε 6 ε1 ñïðàâåäëèâà îöåíêà

‖uε − u0‖L2(O) 6 C9ερ[(ζ)‖F‖L2(O),

ãäå ρ[(ζ) îïðåäåëåíî â (8.6). Â îïåðàòîðíûõ òåðìèíàõ,

‖(AN,ε − ζI)−1 − (A0
N − ζI)−1‖L2(O)→L2(O) 6 C9ερ[(ζ). (8.36)

Ïîëîæèì v̂ε = u0+εpΛεSεb(D)û0, ãäå û0 = PO(A0
N−ζI)−1PF. Òîãäà ïðè 0 < ε 6 ε1 ñïðàâåäëèâà

îöåíêà

‖uε − v̂ε‖Hp(O) 6 C10

(
ε1/2ρ[(ζ)1/2 + ε|ζ + 1|ρ[(ζ)

)
‖F‖L2(O).

Â îïåðàòîðíûõ òåðìèíàõ,

‖(AN,ε − ζI)−1 − (A0
N − ζI)−1 − εpK̂N (ζ; ε)‖L2(O)→Hp(O)

6 C10

(
ε1/2ρ[(ζ)1/2 + ε|ζ + 1|ρ[(ζ)

)
,

(8.37)

ãäå K̂N (ζ; ε) = RO[Λε]Sεb(D)PO(A0
N − ζI)−1P. Äëÿ ïîòîêà pε = gεb(D)uε ïðè 0 < ε 6 ε1

ñïðàâåäëèâà àïïðîêñèìàöèÿ

‖pε − g̃εSεb(D)û0‖L2(O) 6 C11

(
ε1/2ρ[(ζ)1/2 + ε|ζ + 1|ρ[(ζ)

)
‖F‖L2(O). (8.38)

Ïîñòîÿííûå C9, C10 è C11 � òå æå, ÷òî â òåîðåìå 8.3.

Äîêàçàòåëüñòâî. Çàìåòèì, ÷òî ïðè ζ ∈ C \ [c[,∞), ζ 6= 0, âûïîëíåíî

(AN,ε − ζI)−1P = (BN,ε − ζI)−1P, (AN,ε − ζI)−1PZ = −ζ−1PZ .

Àíàëîãè÷íî,

(A0
N − ζI)−1P = (B0

N − ζI)−1P, (A0
N − ζI)−1PZ = −ζ−1PZ .

Îòñþäà ñ ó÷åòîì ðàâåíñòâà P + PZ = I ïîëó÷àåì

(AN,ε − ζI)−1 − (A0
N − ζI)−1 =

(
(BN,ε − ζI)−1 − (B0

N − ζI)−1
)
P. (8.39)

Îöåíêà (8.36) íåïîñðåäñòâåííî ñëåäóåò èç (8.12) è (8.39).

Îòìåòèì î÷åâèäíîå ðàâåíñòâî K̂N (ζ; ε) = KN (ζ; ε)P. Âìåñòå ñ (8.39) ýòî âëå÷åò

(AN,ε−ζI)−1−(A0
N−ζI)−1−εpK̂N (ζ; ε) =

(
(BN,ε − ζI)−1 − (B0

N − ζI)−1 − εpKN (ζ; ε)
)
P. (8.40)

Èç (8.13) è (8.40) âûòåêàåò (8.37).
Äàëåå, ïîñêîëüêó b(D)(AN,ε − ζI)−1PZ = 0, òî

gεb(D)(AN,ε − ζI)−1 − g̃εSεb(D)PO(A0
N − ζI)−1P

=
(
gεb(D)(BN,ε − ζI)−1 − g̃εSεb(D)PO(B0

N − ζI)−1
)
P.

(8.41)

Íåðàâåíñòâî (8.14) â îïåðàòîðíûõ òåðìèíàõ îçíà÷àåò, ÷òî

‖gεb(D)(BN,ε − ζI)−1 − g̃εSεb(D)PO(B0
N − ζI)−1‖H(O)→L2(O) 6 C11

(
ε1/2ρ[(ζ)1/2 + ε|ζ + 1|ρ[(ζ)

)
ïðè 0 < ε 6 ε1. Îòñþäà è èç (8.41) âûòåêàåò (8.38). �
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Çàìå÷àíèå 8.8. Îöåíêè (8.36)�(8.38) ïðåäñòàâëÿþò èíòåðåñ ïðè îãðàíè÷åííûõ çíà÷åíèÿõ

|ζ| è ìàëîì ερ[(ζ). Â ýòîì ñëó÷àå âåëè÷èíà ε1/2ρ[(ζ)1/2 + ε|ζ + 1|ρ[(ζ) ìàæîðèðóåòñÿ ÷åðåç

Cε1/2ρ[(ζ)1/2. Ïðè áîëüøîì |ζ| ïðåäïî÷òèòåëüíåå ïðèìåíÿòü îöåíêè èç òåîðåì 4.1 è 4.2.

Äàëåå, èç òåîðåìû 8.4 âûâîäèòñÿ ñëåäóþùèé ðåçóëüòàò.

Òåîðåìà 8.9. Ïóñòü âûïîëíåíû óñëîâèÿ òåîðåìû 8.7 è óñëîâèå 6.1. Ïóñòü îïåðàòîð K0
N (ζ; ε)

îïðåäåëåí â (6.2), à v0
ε � ôóíêöèÿ (6.3). Òîãäà ïðè ζ ∈ C\[c[,∞), ζ 6= 0, è 0 < ε 6 ε1 ñïðàâåäëèâà

îöåíêà

‖uε − v0
ε‖Hp(O) 6 C̃10

(
ε1/2ρ[(ζ)1/2 + ε|ζ + 1|ρ[(ζ)

)
‖F‖L2(O),

èëè, â îïåðàòîðíûõ òåðìèíàõ,

‖(AN,ε − ζI)−1 − (A0
N − ζI)−1 − εpK0

N (ζ; ε)‖L2(O)→Hp(O)

6 C̃10

(
ε1/2ρ[(ζ)1/2 + ε|ζ + 1|ρ[(ζ)

)
.

(8.42)

Äëÿ ïîòîêà pε = gεb(D)uε ïðè 0 < ε 6 ε1 ñïðàâåäëèâà àïïðîêñèìàöèÿ

‖pε − g̃εb(D)u0‖L2(O) 6 C̃11

(
ε1/2ρ[(ζ)1/2 + ε|ζ + 1|ρ[(ζ)

)
‖F‖L2(O). (8.43)

Ïîñòîÿííûå C̃10 è C̃11 � òå æå, ÷òî â òåîðåìå 8.4.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ñ ó÷åòîì (6.2), (8.24) è òîæäåñòâà b(D)PZ = 0 èìååì K0
N (ζ; ε) = K0

N (ζ; ε)P.
Âìåñòå ñ (8.39) ýòî äàåò òîæäåñòâî

(AN,ε−ζI)−1−(A0
N−ζI)−1−εpK0

N (ζ; ε) =
(
(BN,ε − ζI)−1 − (B0

N − ζI)−1 − εpK0
N (ζ; ε)

)
P. (8.44)

Èç (8.27) è (8.44) ïðÿìî âûòåêàåò (8.42).
Äàëåå, ïîñêîëüêó b(D)PZ = 0, òî

gεb(D)(AN,ε − ζI)−1 − g̃εb(D)(A0
N − ζI)−1

=
(
gεb(D)(BN,ε − ζI)−1 − g̃εb(D)(B0

N − ζI)−1
)
P.

(8.45)

Ñîîòíîøåíèÿ (8.28) è (8.45) âëåêóò (8.43). �

Ñëó÷àé, êîãäà êîððåêòîð îáðàùàåòñÿ â íîëü, âûäåëÿåòñÿ ñëåäóþùèì óòâåðæäåíèåì, âûòå-
êàþùèì èç òåîðåìû 8.7.

Ïðåäëîæåíèå 8.10. Ïóñòü âûïîëíåíû óñëîâèÿ òåîðåìû 8.7. Ïóñòü g0 = g, ò. å. âûïîëíåíû
ñîîòíîøåíèÿ (1.16). Òîãäà ïðè ζ ∈ C \ [c[,∞) è 0 < ε 6 ε1 ñïðàâåäëèâà îöåíêà

‖uε − u0‖Hp(O) 6 C10

(
ε1/2ρ[(ζ)1/2 + ε|ζ + 1|ρ[(ζ)

)
‖F‖L2(O).

Ñëåäóþùåå óòâåðæäåíèå âûâîäèòñÿ èç ïðåäëîæåíèÿ 8.6 ñ ïîìîùüþ òîæäåñòâ (8.44) è (8.45).

Ïðåäëîæåíèå 8.11. Ïóñòü âûïîëíåíû óñëîâèÿ òåîðåìû 8.7. Ïóñòü g0 = g, ò. å. âûïîëíåíû

ñîîòíîøåíèÿ (1.17). Ïóñòü v0
ε îïðåäåëåíî â (6.3). Òîãäà ïðè ζ ∈ C \ [c[,∞), ζ 6= 0, è 0 < ε 6 ε1

ñïðàâåäëèâû îöåíêè

‖uε − v0
ε‖Hp(O) 6 Ĉ10ε

(
ρ[(ζ)1/2 + |ζ + 1|ρ[(ζ)

)
‖F‖L2(O),

‖pε − g0b(D)u0‖L2(O) 6 Ĉ11ε
(
ρ[(ζ)1/2 + |ζ + 1|ρ[(ζ)

)
‖F‖L2(O).

Ïîñòîÿííûå Ĉ10 è Ĉ11 � òå æå, ÷òî â ïðåäëîæåíèè 8.6.
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