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ìåòðè÷åñêèõ ïðîñòðàíñòâàõ, III.

Äâóõòî÷å÷íî-îäíîðîäíûå ïðîñòðàíñòâà
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Ñàíêò-Ïåòåðáóðãñêîå îòäåëåíèå
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Ìû ïðîäîëæàåì èññëåäîâàíèå, íà÷àòîå â [28, 29], ðàñïðåäåëåíèé êî-
íå÷íûõ òî÷å÷íûõ ïîäìíîæåñòâ â êîìïàêòíûõ ìåòðè÷åñêèõ ïðîñòðàí-
ñòâàõ. Â íàñòîÿùåé ðàáîòå ðàññìàòðèâàþòñÿ òî÷å÷íûå ðàñïðåäåëåíèÿ â
êîìïàêòíûõ ñâÿçàííûõ äâóõòî÷å÷íî-îäíîðîäíûõ ïðîñòðàíñòâàõ. Âñå òà-
êèå ïðîñòðàíñòâà èçâåñòíû. Ýòî ñôåðû, âåùåñòâåííûå, êîìïëåêñíûå è
êâàòåðíèîííûå ïðîåêòèâíûå ïðîñòðàíñòâà è îêòîíèîííàÿ ïðîåêòèâíàÿ
ïëîñêîñòü.

Èñïîëüçóÿ àíàëèç Ôóðüå è òåîðèþ ñôåðè÷åñêèõ ôóíêöèé íà òàêèõ
ïðîñòðàíñòâàõ, ìû ïîëó÷àåì ïðåäåëüíî òî÷íûå îöåíêè äëÿ êâàäðàòè÷-
íûõ óêëîíåíèé òî÷å÷íûõ ðàñïðåäåëåíèé è äëÿ ñóìì ðàññòîÿíèé ìåæäó
òî÷êàìè ðàñïðåäåëåíèé.

Èñïîëüçóÿ îñîáåííîñòè ãåîìåòðèè äâóõòî÷å÷íî-îäíîðîäíûõ ïðî-
ñòðàíñòâ, ìû ïîêàçûâàåì, ÷òî èçâåñòíûé äëÿ ñôåð ïðèíöèï èíâàðèàíò-
íîñòè Ñòîëÿðñêîãî îáîáùàåòñÿ íà âñå ïðîåêòèâíûå ïðîñòðàíñòâà.

Ðàññìîòðåíû ïðèëîæåíèÿ ê t-äèçàéíàì è ÿäðàì Ëåâè�Ø¸íáåðãà íà
äâóõòî÷å÷íî-îäíîðîäíûõ ïðîñòðàíñòâàõ.

Êëþ÷åâûå ñëîâà: ãåîìåòðèÿ ðàññòîÿíèé, ðàâíîìåðíûå ðàñïðåäåëå-
íèÿ, t-äèçàéíû, äâóõòî÷å÷íî-îäíîðîäíûå ïðîñòðàíñòâà
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Ñïèñîê ëèòåðàòóðû

À. Îñíîâíûå ðåçóëüòàòû

1. Óêëîíåíèÿ è ìåòðèêè

Ïóñòü M êîìïàêòíîå ñâÿçàííîå ìåòðè÷åñêîå ïðîñòðàíñòâî ñ ôèêñèðî-
âàííûìè ìåòðèêîé θ è êîíå÷íîé áîðåëåâñêîé ìåðîé µ, íîðìèðîâàííûìè
óñëîâèÿìè

diam(θ,M) = π, µ(M) = 1, (1.1)

ìû îáîçíà÷àåì ÷åðåç

diam(ρ, E) = sup{ρ(x1, x2) : x1, x2 ∈ E} (1.2)

äèàìåòð ïîäìíîæåñòâà E ⊆M îòíîñèòåëüíî ìåòðèêè ρ.
Îáîçíà÷èì ÷åðåç Br(y) = {x : θ(x, y) < r} øàð ðàäèóñà r ∈ [0, π] ñ

öåíòðîì y ∈ M è îáúåìîì vr(y) = µ(Br(y)). Ïîñêîëüêó, ïðîñòðàíñòâî
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M ñâÿçàíî, ìû èìååì R = [0, π], ãäå R = {r = ρ(x1, x2) : x1, x2 ∈ M}
ìíîæåñòâî âñåâîçìîæíûõ ðàäèóñîâ.

Ïóñòü DN ⊂ M � êîíå÷íîå ïîäìíîæåñòâî, ñîñòîÿùåå èç N òî÷åê
(íåîáÿçàòåüíî ðàçëè÷íûõ). Ëîêàëüíîå óêëîíåíèå ïîäìíîæåñòâà DN â
øàðå Br(y) îïðåäåëÿåòñÿ ôîðìóëîé

Λ[Br(y),DN ] = #{Br(y) ∩ DN} −Nvr(y)

=
∑
x∈DN

Λ(Br(y), x), (1.3)

ãäå
Λ(Br(y), x) = χ(Br(y), x)− vr(y), (1.4)

è χ(E , x) îáîçíà÷àåò õàðàêòåðèñòè÷åñêóþ ôóíêöèþ ïîäìíîæåñòâà E ⊂
M.

Êâàäðàòè÷íûå óêëîíåíèÿ îïðåäåëÿþòñÿ ôîðìóëàìè

λr[DN ] =

∫
M

Λ[Br(y),DN ]2 dµ(y) =
∑

x1,x2∈DN

λr(x1, x2), (1.5)

ãäå

λr(x1, x2) =

∫
M

Λ(Br(y), x1)Λ(Br(y), x2) dµ(y) (1.6)

è, åñëè η(r), r ∈ [0, π] � íåîòðèöàòåëüíàÿ âåñîâàÿ ôóíêöèÿ, òî

λ[η,DN ] =

π∫
0

λr[DN ]η(r) dr =
∑

x1,x2∈DN

λ(η, x1, x2), (1.7)

ãäå

λ(η, x1, x2) =

π∫
0

λr(x1, x2)η(r) dr. (1.8)

Âåëè÷èíû λr[DN ]1/2 è λ[η,DN ]1/2 èçâåñòíû êàê L2-óêëîíåíèÿ. Íàì
óäîáíåå èìåòü äåëî íåïîñðåäñòâåííî ñ êâàäðàòè÷íûìè óêëîíåíèÿìè (1.5)
è (1.7).

Ââåäåì ñëåäóþùóþ ýêñòðåìàëüíóþ âåëè÷èíó

λN(η) = inf
DN

λ[η,DN ], (1.9)
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ãäå èíôèìóì âû÷èñëÿåòñÿ ïî âñåì N -òî÷å÷íûì ïîäìíîæåñòâàì DN ⊂
M.

Äëÿ ëþáîé ìåòðèêè ρ íàM ïîëîæèì

ρ[DN ] =
∑

x1,x2∈DN

ρ(x1, x2) (1.10)

è ââåäåì åùå îäíó ýêñòðåìàëüíóþ âåëè÷èíó

ρN = sup
DN

ρ[DN ], (1.11)

ãäå ñóïðåìóì âû÷èñëÿåòñÿ ïî âñåì N -òî÷å÷íûì ïîäìíîæåñòâàì DN ⊂
M.

Îáîçíà÷èì ÷åðåç 〈ρ〉 ñðåäíåå çíà÷åíèå ìåòðèêè ρ,

〈ρ〉 =

∫∫
M×M

ρ(y1, y2) dµ(y1) dµ(y2). (1.12)

Ââåäåì ñëåäóþùèå ìåòðèêè ñèììåòðè÷íîé ðàçíîñòè íà ïðîñòðàí-
ñòâåM

θ∆(η, y1, y2) =

π∫
0

θ∆
r (y1, y2)η(r) dr, (1.13)

ãäå

θ∆
r (y1, y2) =

1

2
µ(Br(y1)∆Br(y2))

=
1

2

(
vr(y1) + vr(y2)− 2µ(Br(y1) ∩Br(y2))

)
. (1.14)

Çäåñü
Br(y1)∆Br(y2) = Br(y1) ∪Br(y2) \B2(y1) ∩Br(y2) (1.15)

� ñèììåòðè÷íàÿ ðàçíîñòü øàðîâ Br(y1) è Br(y2).
Ìåòðèêó (1.14) óäîáíî òàêæå çàïèñûâàòü â òåðìèíàõ õàðàêòåðèñòè-

÷åñêèõ ôóíêöèé øàðîâ. Èç ñèììåòðèè ìåòðèêè θ ïîëó÷àåì ñëåäóþùóþ
ïîëåçíóþ ôîðìóëó

χ(Br(y), x) = χ(Br(x), y) = χ(r − θ(x, y)) = χr(θ(x, y)) (1.16)
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ãäå χ(z), z ∈ R � õàðàêòåðèñòè÷åñêàÿ ôóíêöèÿ ïîëóîñè [0,∞), à χr(·)
� õàðàêòåðèñòè÷åñêàÿ ôóíêöèÿ èíòåðâàëà [0, r], 0 ≤ r ≤ π. Ïîëüçóÿñü
(1.14), (1.15), (1.16), ïîëó÷àåì

θ∆
r (y1, y2) =

1

2

∫
M

χ(Br(y1)∆Br(y2)) dµ(y)

=
1

2

∫
M

[χ(Br(y1), y) + χ(Br(y2), y)− 2χ(Br(y1), y)χ(Br(y2), y)] dµ(y)

=
1

2

∫
M

|χ(Br(y1), y)− χ(Br(y2), y)| dµ(y) (1.17)

Äëÿ ñðåäíèõ çíà÷åíèé (1.12) ìåòðèê (1.14) è (1.13), íàõîäèì

〈θ∆(η)〉 =

π∫
0

〈θ∆
r 〉η(r) dr, (1.18)

〈θ∆
r 〉 =

1

2

∫∫
M×M

θ∆
r (y1, y2) dµ(y1) dµ(y2)

=

∫
M

(vr(y)− vr(y)2) dµ(y) (1.19)

Ëåãêî ïðîâåðèòü, ÷òî ñèììåòðè÷íàÿ ðàçíîñòü ëþáûõ äâóõ ïîäìíî-
æåñòâ ñîâïàäàåò ñ ñèììåòðè÷íîé ðàçíîñòüþ èõ äîïîëíåíèé. Ïîýòîìó
ìåòðèêó (1.14) ìîæíî òàêæå çàïèñàòü â âèäå

θ∆
r (y1, y2) =

1

2
µ(B′r(y1)∆B′r(y2))

=
1

2

(
v′r(y1) + v′r(y2)− 2µ(B′r(y1) ∩B′r(y2))

)
, (1.20)

ãäå B′r(y) =M\Br(y) � äîïîëíåíèå øàðà Br(y), à

v′r(y) = µ(B′r(y)) = 1− vr(y). (1.21)

Ôîðìóëó äëÿ ñðåäíåãî (1.19) ìîæíî çàïèñàòü â âèäå

〈θ∆
r 〉 =

∫
M

vr(y)v′r(y) dµ(y) (1.22)
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Â ôîðìóëå (1.17) øàðû Br(y) ìîæíî òàêæå çàìåíÿòü íà èõ äîïîëíåíèÿ
B′r(y).

Èññëåäîâàíèå ýêñòðåìàëüíûõ âåëè÷èí (1.9) è (1.11) ÿâëÿåòñÿ ïðåä-
ìåòîì òåîðèè ðàâíîìåðíûõ ðàñïðåäåëåíèé è, ñîîòâåòñòâåíî, ãåîìåòðèè
ðàññòîÿíèé, ñì. [?,1,2,5,6,12,27]. Â íàøåé íåäàâíåé ðàáîòå [28] áûëî ïî-
êàçàíî, ÷òî íåòðèâèàëüíûå ðåçóëüòàòû î âåëè÷èíàõ (1.9) è (1.11) ìîãóò
áûòü ïîëó÷åíû äëÿ âåñüìà îáùèõ ìåòðè÷åñêèõ ïðîñòðàíñòâ. Ïðèâåäåì
íåêîòîðûå èç ðåçóëüòàòîâ ðàáîòû [28], êîòîðûå ïîíàäîáÿòñÿ â íàñòîÿùåé
ðàáîòå.

Ìåòðè÷åñêîå ïðîñòðàíñòâî M íàçûâàåòñÿ äèñòàíöèîííî-

èíâàðèàíòíûì, åñëè îáúåì ëþáîãî øàðà vr = vr(y) íå çàâèñèò îò
y ∈M, ñì. [23].

Äëÿ òàêèõ ïðîñòðàíñòâ ôîðìóëû äëÿ óêëîíåíèé (1.5) è ìåòðèê ñèì-
ìåòðè÷íîé ðàçíîñòè (1.14) ñóùåñòâåííî óïðîùàþòñÿ. Ïîäñòàâëÿÿ (1.14)
â (1.6), ïîëó÷àåì

λr(y1, y2) =

∫
M

χ(Br(y1), y)χ(Br(y2), y) dµ(y)− v2
r

= µ(Br(y1) ∩Br(y2)− v2
r (1.23)

è, ñîîòâåòñòâåííî,

λr[DN ] =
∑

y1,y2∈DN

µ(Br(y1) ∩Br(y2))− v2
rN

2. (1.24)

Àíàëîãè÷íî, ôîðìóëû (1.14), (1.20) è (1.19), (1.22) ïðèáðåòàþò âèä

θ∆
r (y1, y2) = vr −

∫
M

χ(Br(y1), y)χ(Br(y2), y) dµ(y)

= vr − µ(Br(y1) ∩Br(y2)),

= v′r − µ(B′r(y1) ∩B′r(y2)) (1.25)

è
〈θ∆
r 〉 = vr − v2

r = vrv
′
r (1.26)

è, ñîîòâåòñòâåííî,

θ∆
r [DN ] = vrN

2 −
∑

y1,y2∈DN

µ(Br(y1) ∩Br(y2)). (1.27)
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Èíòåãðèðóÿ ýòè ñîîòíîøåíèÿ ñ âåñîì η(r), r ∈ [0, π], ïîëó÷èì ôîðìóëû
äëÿ âåëè÷èí (1.7), (1.8), (1.13), (1.18), â ñëó÷àå äèñòàíöèîííî èíâàðèàíò-
íûõ ïðîñòðàíñòâ.

Òèïè÷íûìè ïðèìåðàìè äèñòàíöèîííî-èíâàðèàíòíûõ ïðîñòðàíñòâ ÿâ-
ëÿþòñÿ îäíîðîäíûå ïðîñòðàíñòâàM = G/K, ãäå G � êîìïàêòíàÿ ãðóï-
ïà, K ⊂ G � çàìêíóòàÿ ïîäãðóïïà, à θ è µ � G-èíâàðèàíòíûå ìåòðèêè
è ìåðà íàM. Â ýòîì ñëó÷àå âåëè÷èíû (1.6), (1.8) è (1.13), (1.14) òàêæå,
î÷åâèäíî, G-èíâàðèàíòíû:

λr(gy1, gy2)= λr(y1, y2), λ(η, gy1, gy2) = λ(η, y1, y2),

θ∆
r (gy1, gy2)=θ∆

r (gy1, gy2), θ∆(η, gy1, gy2)=θ∆(η, y1, y2),

µ(Br(gy1) ∩Br(gy2))=µ(Br(y1) ∩Br(y2)), y1, y2∈µ, g∈G.

 (1.28)

Ñðàâíèâàÿ ôîðìóëû (1.23)�(1.27), ïðèõîäèì ê ñëåäóþùåìó óòâåð-
æäåíèþ.

Òåîðåìà 1.1 (Cëàáûé ïðèíöèï èíâàðèàíòíîñòè). Ïóñòü êîìïàêòíîå

ìåòðè÷åñêîå ïðîñòðàíñòâî M ñ ìåòðèêîé θ è ìåðîé µ ÿâëÿåòñÿ

äèñòàíöèîííî-èíâàðèàíòíûì. Òîãäà ñïðàâåäëèâû ñëåäóþùèå ðàâåíñòâà

λr(y1, y2) + θ∆
r (y1, y2) = 〈θ∆

r 〉, (1.29)

λ(η, y1, y2) + θ∆(η, y1, y2) = 〈θ∆(η)〉, (1.30)

λ(η,DN) + θ∆(η,DN) = 〈θ∆(η)〉N2, (1.31)

λN(η) + θ∆
N(η) = 〈θ∆(η)〉N2. (1.32)

Çäåñü r ∈ [0, π], à DN ⊂M � ëþáîå N-òî÷å÷íîå ïîäìíîæåñòâî. Ðàâåí-

ñòâà (1.30), (1.31) è (1.32) âûïîëíÿþòñÿ äëÿ ëþáîé âåñîâîé ôóíêöèè η,
äëÿ êîòîðîé ñõîäÿòñÿ èíòåãðàëû (1.7), (1.8) è (1.13), (1.18).

ßñíî ÷òî óêàçàííûå èíòåãðàëû ñõîäÿòñÿ äëÿ ëþáîé âåñîâîé ôóíê-
öèè η ñóììèðóåìîé íà îòðåçêå [0, π] . Äàëåå â Ëåììå 2.1 (i) áóäóò äà-
íû áîëåå îáùèå óñëîâèÿ ñõîäèìîñòè ýòèõ èíòåãðàëîâ äëÿ äâóõòî÷å÷íî-
îäíîðîäíûõ ïðîñòðàíñòâ.

Óêàçàííàÿ â Òåîðåìå 1.1 ñâÿçü êâàäðàòè÷íûõ óêëîíåíèé è ìåòðèê
ñèììåòðè÷íûõ ðàçíîñòåé äëÿ äèñòàíöèîííî-èíâàðèàíòíûõ ïðîñòðàíñòâ
áûëà óñòàíîâëåíà â [28, Thm. 2.1]. Òàì æå äàíî âåðîÿòíîñòíîå îáîáùå-
íèå ïðèíöèïà èíâàðèàíòíîñòè íà ïðîèçâîëüíûå êîìïàêòíûå ìåòðè÷å-
ñêèå ïðîñòðàíñòâà, ñì. [28, Thm. 3.1], îáñóæäåíèå ýòèõ ðåçóëüòàòîâ èìå-
åòñÿ òàêæå â [29].
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Â ñëåäóþùåì ðàçäåëå â Òåîðåìå 2.2 ìû ïðèâåäåì ñèëüíûé ïðèíöèï
èíâàðèàíòíîñòè äëÿ äâóõòî÷å÷íî-îäíîðîäíûõ ïðîñòðàíñòâ. Íàøà òåðìè-
íîëîãèÿ �ñëàáûé è ñèëüíûé ïðèíöèï èíâàðèàíòíîñòè� áóäåò îáúÿñíåíà
â êîììåíòàðèÿõ ê Òåîðåìå 2.2.

×òîáû ñôîðìóëèðîâàòü ñëåäóþùèé ðåçóëüòàò íàì ïîíàäîáèòñÿ ïîíÿ-
òèå d-ñïðÿìëÿåìîãî ìåòðè÷åñêîãî ïðîñòðàíñòâà M, ïîçâîëÿþùåå ñðàâ-
íèâàòü ìåòðèêó è ìåðó íàM ñ åâêëèäîâîé ìåòðèêîé è ëåáåãîâñêîé ìåðîé
íà Rd, ñì. [26].

Êîìïàêòíîå ìåòðè÷åñêîå ïðîñòðàíñòâî M ñ ìåòðèêîé θ è ìåðîé µ
íàçûâàåòñÿ d-ñïðÿìëÿåìûì, åñëè ñóùåñòâóþò ìåðà ν íà d-ìåðíîì åäè-
íè÷íîì êóáå Id = [0, 1]d àáñîëþòíî íåïðåðûâíàÿ îòíîñèòåëüíî d-ìåðíîé
ìåðû Ëåáåãà íà Id, èçìåðèìîå ïîäìíîæåñòâî O ⊂ Id è èíúåêòèâíîå
ëèïøåöåâñêîå îòîáðàæåíèå f : O → M, òàêèå ÷òî µ(M \ f(O)) = 0
è µ(E) = ν(f−1(E ∩ f(O)).

Íàïîìíèì, ÷òî îòîáðàæåíèå f : O → M íàçûâàåòñÿ ëèïøèöåâñêèì,
åñëè

θ(f(z1), f(z2)) ≤ C‖z1 − z2‖, z1, z2 ∈ O, (1.33)

ñ íåêîòîðîé ïîñòîÿííîé C, íàèìåíüøàÿ òàêàÿ ïîñòîÿííàÿ íàçûâàåòñÿ
ëèïøåöåâñêîé ïîñòîÿííîé îòîáðàæåíèÿ f è îáîçíà÷àåòñÿ Lip(f); â (1.33)
‖ · ‖ � åâêëèäîâî ðàññòîÿíèå â Rd.

Ñëåäóþùèé ðåçóëüòàò áûë äîêàçàí â [28, Thm.4.2].

Òåîðåìà 1.2. Ïóñòü êîìïàêòíîå ìåòðè÷åñêîå ïðîñòðàíñòâî M ñ

ìåòðèêîé θ è ìåðîé µ ÿâëÿåòñÿ d-ñïðÿìëÿåìûì. Òîãäà ñïðàâåäëèâû ñëå-

äóþùèå óòâåðæäåíèÿ.

(i) Åñëè ìåòðèêà ρ íà µ óäîâëåòâîðÿåò íåðàâåíñòâó

ρ(y1, y2) ≤ c0θ(y1y2) (1.34)

ñ ïîñòîÿííîé c0 > 0, òî ñïðàâåäëèâà îöåíêà

ρN ≥ 〈ρ〉N2 − c0CN
1− 1

d . (1.35)

(ii) Åñëè ìåòðèêà θ∆(η) óäîâëåòâîðÿåò íåðàâåíñòâó

θ∆(η, y1, y2) ≤ c0θ(y1, y2) (1.36)

ñ ïîñòîÿííîé c0, òî ñïðàâåäëèâû îöåíêè

θ∆
N(η) ≥ 〈θ∆(η)〉N2 − c0CN

1− 1
d (1.37)
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è

λN(η) ≤ c0CN
1− 1

d . (1.38)

Â (1.35), (1.37) è (1.38) ïîñòîÿííàÿ C = d2d−1 Lip(f), ãäå

Lip(f) � ëèïøåöåâñêàÿ ïîñòîÿííàÿ îòîáðàæåíèÿ f â îïðåäåëåíèè d-
ñïðÿìëÿåìîãî ïðîñòðàíñòâàM.

Ëþáîå ãëàäêîå (èëè êóñî÷íî-ãëàäêîå) êîìïàêòíîå d-ìåðíîå ìíîãîîá-
ðàçèå ÿâëÿåòñÿ d-ñïðÿìëÿåìûì, åñëè â ëîêàëüíûõ êîîðäèíàòàõ ñîîòâåò-
ñòâóþùàÿ ìåòðèêà óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ (1.33), à ìåðà ÿâëÿåòñÿ àáñî-
ëþòíî íåïðåðûâíîé îòíîñèòåëüíî d-ìåðíîé ìåðû Ëåáåãà. Â ÷àñòíîñòè,
ëþáîå êîìïàêòíîå d-ìåðíîå ðèìàíîâî ìíîãîîáðàçèå ñ ãåîäåçè÷åñêèì ðàñ-
ñòîÿíèåì θ è ðèìàíîâîé ìåðîé µ ÿâëÿåòñÿ d-ñïðÿìëÿåìûì. Â ýòî ñëó÷àå
èçâåñòíî, ÷òî óñëîâèå (1.33) âûïîëíÿåòñÿ, ñì. [22, Chap. I, Proposition
9.10], à óñëîâèå íà ìåðó î÷åâèäíî, ïîñêîëüêó ìåòðè÷åñêèé òåíçîð íåïðå-
ðûâåí.

Ïðèâåäåííàÿ â Òåîðåìà 1.2 îöåíêà (1.35) íå ÿâëÿåòñÿ ïðåäåëüíî òî÷-
íîé â ñëó÷àå îáùèõ ìåòðèê äàæå äëÿ ðèìàíîâûõ ìíîãîîáðàçèé. Ñîîò-
âåòñòâóþùèé êîíòðïðèìåð óêàçàí â ñëåäóþùåì ðàçäåëå, ñì. ôîðìóëó
(2.22).

Â òî æå âðåìÿ, ìû ïîêàæåì â íàñòîÿùåé ðàáîòå, ÷òî îöåíêè (1.37)
äëÿ ìåòðèê ñèììåòðè÷íîé ðàçíîñòè è îöåíêè (1.38) äëÿ êâàäðàòè÷íûõ
óêëîíåíèé ÿâëÿþòñÿ ïðåäåëüíî òî÷íûìè â ñëó÷àå êîìïàêòíûõ ñâÿçàí-
íûõ äâóõòî÷å÷íî-îäíîðîäíûõ ïðîñòðàíñòâ (ðèìàíîâûõ ñèììåòðè÷íûõ
ìíîãîîáðàçèé ðàíãà îäèí).

Ñëåäóåò îòìåòèòü, ÷òî Òåîðåìà 1.2 ãàðàíòèðóåò ñóùåñòâîâàíèå õîðî-
øî ðàñïðåäåëåííûõ òî÷å÷íûõ ïîäìíîæåñòâ íà âñåõ êîìïàêòíûõ ñïðÿì-
ëÿåìûõ ïðîñòðàíñòâàõ. ßâíîå ïîñòðîåíèå òàêèõ òî÷å÷íûõ ïîäìíîæåñòâ
ÿâëÿåòñÿ âåñüìà íåòðèâèàëüíîé è òðóäíîé ïðîáëåìîé. Äëÿ ñôåð ÿâíûå
êîíñòðóêöèè ðàâíîìåðíî ðàñïðåäåëåííûõ òî÷å÷íûõ ïîäìíîæåñòâ äàíû
â ðàáîòå [25].

2. Ïðèíöèïû èíâàðèàíòíîñòè è òî÷íûå îöåí-

êè óêëîíåíèé è ñóìì ðàññòîÿíèé

Â ýòîì ðàçäåëå ìû ñôîðìóëèðóåì è îáñóäèì íàøè îñíîâíûå ðåçóëüòàòû
î ñèëüíîì ïðèíöèïå èíâàðèàíòíîñòè è ïðåäåëüíî òî÷íûõ îöåíêàõ óêëî-
íåíèé è ñóìì ðàññòîÿíèé äëÿ äâóõòî÷å÷íî-îäíîðîäíûõ ïðîñòðàíñòâ.
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Íàïîìíèì ñíà÷àëà îïðåäåëåíèå è íåêîòîðûå ôàêòû î äâóõòî÷å÷íî-
îäíîðîäíûõ ïðîñòðàíñòâàõ íóæíûå äëÿ ôîðìóëèðîâêè íàøèõ ðåçóëüòà-
òîâ. Èõ ïîäðîáíîå èçëîæåíèå ìîæíî íàéòè â êíèãàõ [21,22,33,34]. Äîïîë-
íèòåëüíûå ôàêòû î ãåîìåòðèè è àíàëèçå Ôóðüå íà òàêèõ ïðîñòðàíñòâàõ
áóäóò ïðèâåäåíû â ðàçäåëàõ 5 è 8, òàì æå áóäóò óêàçàíû äîïîëíèòåëüíûå
ëèòåðàòóðíûå ññûëêè.

Ïóñòü G = G(M) � ãðóïïà èçîìåòðèé ìåòðè÷åñêîãî ïðîñòðàíñòâàM
ñ ìåòðèêîé θ, ò.å. θ(gx1, gx2) = θ(x1, x2) äëÿ âñåõ x1, x2 ∈ M è g ∈ G.
ÏðîñòðàíñòâîM íàçûâàåòñÿ äâóõòî÷å÷íî-îäíîðîäíûì, åñëè äëÿ ëþáûõ
äâóõ ïàð òî÷åê x1, x2 è y1, y2 ñ θ(x1, x2) = θ(y1, y2) ñóùåñòâóåò èçîìåòðèÿ
g ∈ G, òàêàÿ ÷òî y1 = gx1, y2 = gx2. Î÷åâèäíî, ÷òî â ýòîì ñëó÷àå ãðóïïà
G òðàíçèòèâíà íàM èM = G/K ÿâëÿåòñÿ îäíîðîäíûì ïðîñòðàíñòâîì,
ãäå ïîäãðóïïà K ⊂ G � ñòàáèëèçàòîð íåêîòîðîé òî÷êè x0 ∈ M. Áîëåå
òîãî, îäíîðîäíîå ïðîñòðàíñòâî M ñèììåòðè÷íî, ò.å. äëÿ ëþáûõ äâóõ
òî÷åê y1, y2 ∈ M ñóùåñòâóåò èçîìåòðèÿ g ∈ G, òàêàÿ ÷òî gy1 = y2,
gy2 = y1.

Ìû ðàññìàòðèâàåì êîìïàêòíûå ñâÿçàííûå äâóõòî÷å÷íî-îäíîðîäíûå
ïðîñòðàíñòâà. Èçâåñòíî, ÷òî äëÿ òàêèõ ïðîñòðàíñòâ ãðóïïû G è K ⊂ G
ÿâëÿþòñÿ ãðóïïàìè Ëè, àM = G/K ÿâëÿþòñÿ êîìïàêòíûìè ðèìàíîâû-
ìè ñèììåòðè÷íûìè ìíîãîîáðàçèÿìè ðàíãà îäèí. Âñå òàêèå ïðîñòðàíñòâà
ïîëíîñòüþ êëàññèôèöèðîâàíû, ñì. [33, Sec. 8.12]. Âîò èõ ñïèñîê:

(i) d-ìåðíûå ñôåðû Sd ⊂ Rd+1, Sd = SO(d + 1)/SO(d)× {1}, d ≥ 2, è
S1 = O(2)/O(1)× {1}.

(ii) âåùåñòâåííûå ïðîåêòèâíûå ïðîñòðàíñòâà RP n = O(n+ 1)/O(n)×
O(1),

(iii) êîìïëåêñíûå ïðîåêòèâíûå ïðîñòðàíñòâà CP n = U(n+ 1)/U(n)×
U(1),

(iv) Êâàòåðíèîííûå ïðîåêòèâíûå ïðîñòðàíñòâà HP n = Sp(n +
1)/SP (n)× Sp(1),

(v) îêòîíèîííàÿ ïðîåêòèâíàÿ ïëîñêîñòü OP 2 = F4/ Spin(9).
Çäåñü èñïîëüóþòñÿ ñòàíäàðòíûå îáîçíà÷åíèÿ òåîðèè ãðóïï Ëè, â

÷àñòíîñòè, F4 � îäíà èç èñêëþ÷èòåëüíûõ ïðîñòûõ ãðóïï Ëè â êëàññè-
ôèêàöèè Êàðòàíà, ñì. [21,22,33,34].

Âåùåñòâåííàÿ ðàçìåðíîñòü óêàçàííûõ âûøå ïðîåêòèâíûõ ïðî-
ñòðàíñòâ îïðåäåëÿåòñÿ ôîðìóëîé

d = dimR FP n = nd0, d0 = dimR F, (2.1)

d0 = 1, 2, 4, 8 äëÿ F = R, C, H, O, ñîîòâåòñòâåííî.
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Äëÿ ñôåð Sd ìû ïîëîæèì ïî îïðåäåëåíèþ d0 = d. Ïðîåêòèâíûå ïðî-
ñòðàíñòâà ðàçìåðíîñòè d0 (ò.å. n = 1) èçîìîðôíû d0-ìåðíûì ñôåðàì.
Óäîáíî, ïîýòîìó, ñ÷èòàòü, ÷òî äëÿ ïðîåêòèâíûõ ïðîñòðàíñòâ d > d0 (ò.å.
n ≥ 2), à ðàâåíñòâî d = d0 âûïîëíÿåòñÿ òîëüêî äëÿ ñôåð. Ñ ó÷åòîì
ýòîãî ñîãëàøåíèÿ, ðàçìåðíîñòè d = nd0 è d0 îäíîçíà÷íî (ñ òî÷íîñòüþ
äî èçîìîðôèçìà) îïðåäåëÿþò ñîîòâåòñòâóþùåå äâóòî÷å÷íî-îäíîðîäíîå
ïðîñòðàíñòâî, êîòîðîå ìû áóäåì îáîçíà÷àòü ÷åðåç Q = Q(d, d0). ×åðåç
θ îáîçíà÷àåòñÿ ãåîäåçè÷åñêîå ðàññòîÿíèå, à ÷åðåç µ ðèìàíîâà ìåðà íà
Q(d, d0). Ìåòðèêà θ è ìåðà µ èíâàðèàíòíû îòíîñèòåëüíî äåéñòâèÿ ñîîò-
âåòñòâóþùåé ãðóïïû èçîìåòðèé è íîðìèðîâàíû óñëîâèÿìè (1.1).

Ëþáîå ïðîñòðàíñòâî Q(d, d0) ÿâëÿåòñÿ äèñòàíöèîííî-èíâàðèàíòíûì
è îáúåì øàðà â òàêîì ïðîñòðàíñòâå îïðåäåëÿåòñÿ ôîðìóëîé

vr = κ(d, d0)

r∫
0

w(d, d0, u) du, r ∈ [0, π],

κ(d, d0, u) = (sin
1

2
u)d−1(cos

1

2
u)d0−1,

κ(d, d0) = B(d/2, d0/2)−1 =
Γ(d/2 + d0/2)

Γ(d/2)Γ(d0/2)
.


(2.2)

Çäåñü B(·, ·) è Γ(·) � áýòà è ãàììà ôóíêöèè. Ïðè òàêîé íîðìèðîâêå
vπ = µ(Q(d, d0)) = 1. Ñëåäóåò èìåòü â âèäó, ÷òî ðàçëè÷íûå àâòîðû çà-
ïèñûâàþò ýòó ôîðìóëó ïî-ðàçíîìó, ñì. [?, pp. 165�168], [19, pp. 177�
178], [23, pp. 508�510]. Ýêâèâàëåíòíîñòü ýòèõ çàïèñåé ëåãêî ïðîâåðÿåòñÿ.

Ðàçìåðíîñòè d è d0 îïðåäåëÿþò, â ÷àñòíîñòè, ïîâåäåíèå îáúåìà øàðà
Br(y) ⊂ Q(d, d0) â îêðåñòíîñòÿõ òî÷åê r = 0 è r = π. Èç ôîðìóëû (2.2)
íåïîñðåäñòâåííî ñëåäóåò

vr ' rd, v′r = 1− vr ' (π − r)d0 , r ∈ [0, π]. (2.3)

Ôàêòè÷åñêè, çäåñü èìåþò ìåñòî àñèìïòîòêè äëÿ vr è v′r ïðè r → 0 è π,
íî äëÿ íàøèõ öåëåé äîñòàòî÷íî òîëüêî äâóñòîðîííèõ îöåíîê (2.3).

Äëÿ óïðîùåíèÿ îáîçíà÷åíèé ìû áóäåì èíîãäà ïèñàòü A . B è A & B
âìåñòî A = O(B) è, ñîîòâåòñòâåííî, B = O(A); ìû ïèøåì A ' B, åñëè
îäíîâðåìåííî A = O(B) è B = O(A). Òàêæå ìû îáîçíà÷àåì ÷åðåç C è
c ðàçëè÷íûå äîñòàòî÷íî áîëüøèå è, ñîîòâåòñòâåííî, äîñòàòî÷íî ìàëûå
ïîëîæèòåëüíûå ïîñòîÿííûå è óêàçûâàåì, ïðè íåîáõîäèìîñòè, èõ çàâèñè-
ìîñòü èëè íåçàâèñèìîñòü îò äîïîëíèòåëüíûõ ïàðàìåòðîâ.
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Ââåäåì âàæíîå äëÿ íàñ ïîíÿòèå õîðäîâîé ìåòðèêè íà ïðîñòðàíñòâàõ
Q(d, d0). Ïîëîæèì

τ(x1, x2) = sin
1

2
θ(x1, x2), x1, x2 ∈ Q(d, d0). (2.4)

Ýòî ìåòðèêà, ïîñêîëüêó ôóíêöèÿ ϕ(θ) = sin θ/2, 0 ≤ θ ≤ π, âîãíóòàÿ;
âîçðàñòàþùàÿ è ϕ(0) = 0, ÷òî âëå÷åò íåðàâåíñòâî òðåóãîëüíèêà.

Äëÿ ñôåðû Sd = {x ∈ Rd+1 : ‖x‖ = 1} ìû, î÷åâèäíî, èìååì

cos θ(x1, x2) = (x1, x2), x1, x2 ∈ Sd

τ(x1, x2) = sin θ(x1, x2) =
1

2
‖x1 − x2‖, (2.5)

ãäå (·, ·) � ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå, à ‖ · ‖ � åâêëèäîâî ðàññòîÿíèå â Rd+1.
Ïðîåêòèâíûå ïðîñòðàíñòâà FP n òàêæå äîïóñêàþò âëîæåíèå â åäè-

íè÷íóþ ñôåðó

Π : Q(d, d0) 3 x→ Π(x) ∈ Sm−1 ⊂ Rm, m =
1

2
(n+ 1)(d+ 2), (2.6)

ïðè ýòîì

τ(x1, x2) =
1√
2
‖Π(x1)− Π(x2)‖, x1, x2 ∈ FP n, (2.7)

ãäå ‖ · ‖ � ýâêëèäîâî ðàññòîÿíèå â Rm+1.
Òàêèì îáðàçîì, τ(x1, x2) ñîâïàäàåò ñ åâêëèäîâîé äëèíîé õîð-

äû ñîåäèíÿþùåé ñîîòâåòñòâóþùèå òî÷êè íîðìèðîâàííîé óñëîâèåì
diam(τ,Q(d, d0)) = 1.

Âëîæåíèå (2.6) áóäåò îïèñàíî â ðàçäåëå 5.
Îòìåòèì, ÷òî äëÿ êîìïëåêñíûõ ïðîåêòèâíûõ ïðîñòðàíñòâ CP n õîð-

äîâàÿ ìåòðèêà ñîâïàäàåò (ñ òî÷íîñòüþ äî ïîñòîÿííîãî ìíîæèòåëÿ) ñ ìåò-
ðèêîé Ôóáèíè�Øòóäè. Â ñâÿçè ñ èññëåäîâàíèÿìè ñïåöèàëüíûõ òî÷å÷íûõ
êîíôèãóðàöèé â äâóõòî÷å÷íî-îäíîðîäíûõ ïðîñòðàíñòâàõ õîðäîâàÿ ìåò-
ðèêà äëÿ ïðîåêòèâíûõ ïðîñòðàíñòâ îáñóæäàåòñÿ â ðàáîòàõ [13, 14], ñì.
òàêæå ðàáîòó [15], ãäå õîðäîâàÿ ìåòðèêà îïðåäåëåíà äëÿ ãðàññìàíîâûõ
ìíîãîîáðàçèé.

Ìû ìîæåì òåïåðü ñôîðìóëèðîâàòü îñíîâíûå ðåçóëüòàòû íàñòîÿùåé
ðàáîòû.

Àíàëèç âëîæåíèé (2.6) ïðèâîäèò ê ñëåäóþùåìó óòâåðæäåíèþ.
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Òåîðåìà 2.1. Äëÿ ëþáîãî ïðîñòðàíñòâà Q = Q(d, d0) õîðäîâàÿ ìåòðèêà
(2.4) è ìåòðèêà ñèììåòðè÷íîé ðàçíîñòè (1.13) ñâÿçàíû ñîîòíîøåíèåì

τ(x1, x2) = γ(Q)θ∆(η\, x1, x2), x1, x2 ∈ Q, (2.8)

ãäå η\(r) = sin r, r ∈ [0, π], è

γ(Q) =
〈τ〉

〈θ∆(η∗)〉
=

diam(τ,Q)

diam(θ∆(η∗), Q)
. (2.9)

Òåîðåìà 2.1 áóäåò äîêàçàíà â ðàçäåëå 6.
Îòìåòèì, ÷òî ðàâåíñòâà (2.9) íåïîñðåäñòâåííî âûòåêàþò èç (2.8). Äî-

ñòàòî÷íî âû÷èñëèòü ñðåäíåå (1.12) îò îáåèõ ìåòðèê â (2.8) ÷òîáû ïî-
ëó÷èòü ïåðâîå ðàâåíñòâî â (2.9) è çàïèñàòü ðàâåíñòâî (2.8) äëÿ ëþáîé
ïàðû àíòèïîäàëüíûõ òî÷åê x1, x2, θ(x1, x2) = π, ÷òîáû ïîëó÷èòü âòîðîå
ðàâåíñòâî â (2.9).

Ñðàâíèâàÿ Òåîðåìû 1.1 è 2.1, ïðèõîäèì ê ñëåäóþùåìó óòâåðæäåíèþ.

Ñëåäñòâèå 2.1 (Ñèëüíûé ïðèíöèï èíâàðèàíòíîñòè). Äëÿ ëþáîãî ïðî-

ñòðàíñòâà Q = Q(d, d0) ñïðàâåäëèâî ñîîòíîøåíèå

γ(Q)λ[η\,DN ] + τ [DN ] = 〈τ〉N2, (2.10)

ãäå DN ⊂ Q � ïðîèçâîëüíîå N-òî÷å÷íîå ïîäìíîæåñòâî.

Â ÷àñòíîñòè, äëÿ ëþáîãî N ñïðàâåäëèâî ðàâåíñòâî

γ(Q)λN(η\) + τN = 〈τ〉N2. (2.11)

Îòìåòèì, ÷òî äëÿ ñôåðû Sd óêëîíåíèå λ[η\,DN ] ñî ñïåöèàëüíîé âå-
ñîâîé ôóíêöèåé η\(r) = sin r ìîæåò áûòü çàïèñàíî â âèäå

λ[η\,DN ] =

1∫
−1

dz

∫
M

[#{B(y, z) ∩ DN} −Nµ(B(y, z))]2 dµ(y), (2.12)

ãäå µ � ñòàíäàðòíàÿ íîðìàëèçîâàííàÿ d-ìåðíàÿ ìåðà íà Sd, à

B(y, z) = {x ∈ Sd : cos θ(x, y) ≥ z}, y ∈ Sd, z ∈ [−1, 1], (2.13)

� �ñôåðè÷åñêàÿ øàïî÷êà�, ïðè ýòîì B(y, z) = Br(y), z = cos r.
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Äëÿ ñôåð ñèëüíûé ïðèíöèï èíâàðèàíòíîñòè (2.10) áûë óñòàíîâëåí
Ñòîëÿðñêèì [30], ñì. òàêæå ðàáîòû [8, 11], ãäå äîêàçàòåüëñòâî ýòîãî ñî-
îòíîøåíèÿ áûëî ñóùåñòâåííî óïðîùåíî.

Ñëåäñòâèå 2.1 ÿâëÿåòñÿ îáîáùåíèåì ïðèíöèïà èíâàðèàíòíîñòè Ñòî-
ëÿðñêîãî íà ïðîåêòèâíûå ïðîñòðàíñòâà.

Íàïîìíèì, ÷òî ìåòðè÷åñêîå ïðîñòðàíñòâîM ñ ìåòðèêîé ρ íàçûâàåò-
ñÿ èçîìåòðè÷åñêè Lq-âëîæèìûì, åñëè ñóùåñòâóåò îòîáðàæåíèå ϕ :M 3
x → ϕ(x) ∈ Lq, òàêîå ÷òî ρ(x1, x2) = ‖ϕ(x1) − ϕ(x2)‖Lq äëÿ âñåõ x1,
x2 ∈ M. Äâóòî÷íî-îäíîðîäíîå ïðîñòðàíñòâî Q ÿâëÿåòñÿ èçîìåòðè÷å-
ñêè L1-âëîæèìûì ñ ëþáîé ìåòðèêîé θ∆(η), ñì. (1.17), è L2-âëîæèìûì
ñ õîðäîâîé ìåòðèêîé τ , ñì. (2.5), (2.7). Èçâåñòíî, ñì. [17, Sec. 6.3], ÷òî
L2-âëîæèìîñòü ñèëüíåå è âëå÷åò L1-âëîæèìîñòü. Ýòî îáúÿñíÿåò èñïîëü-
çîâàííóþ íàìè òåðìèíîëîãèþ.

Áûëî áû âåñüìà èíòåðåñíî âûÿñíèòü, ñóùåñòâóþò ëè âåñîâûå ôóíê-
öèè η 6= η\ äëÿ êîòîðûõ ïðîñòðàíñòâà Q ñ ìåòðèêîé θ∆(η) òàêæå ÿâëÿ-
þòñÿ L2-âëîæèìûìè.

Òåïåðü ìû ðàññìîòðèì îöåíêè äëÿ ýêñòðåìàëüíûõ âåëè÷èí (1.9) è
(1.11). Ñíà÷àëà ñôîðìóëèðóåì â Ëåììå 2.1 âàæíûå âñïîìîãàòåëüíûå ðå-
çóëüòàòû.

Ââåäåì ñëåäóþùèå êëàññû âåñîâûõ ôóíêöèé η(r), r ∈ [0, π],

W (a, b) = {η ≥ 0 : ‖η‖a,b <∞}, a ≥ b ≥ 1,

‖η‖a,b =

∫
0

(sin
1

2
r)a−1(cos

1

2
r)b−1η(r) dr.

 (2.14)

Âåñîâûå ôóíêöèè â êëàññàõ (2.14) ìîãóò èìåòü äîâîëüíî áîëüøèå ñèí-
ãóëÿðíîñòè ïðè r = 0 è r = π.

Ëåììà 2.1. Äëÿ ëþáîãî ïðîñòðàíñòâà Q(d, d0) ñïðàâåäëèâû ñëåäóþùèå

óòâåðæäåíèÿ:
(i) ÿäðî (1.6) è ìåòðèêà (1.14) óäîâëåòâîðÿþò îöåíêàì

|λr(y1, y2)| ≤ C(sin
1

2
r)d(cos

1

2
r)d0 ,

θ∆
r (y1, y2) ≤ C(sin

1

2
r)d(cos

1

2
r)d0 .

 (2.15)

Åñëè η ∈ W (d+1, d0 +1), òî ÿäðî (1.8) è ìåòðèêà (1.13) óäîâëåòâîðÿþò
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îöåíêàì

|λ(η, y1, y2)| ≤ C‖η‖d+1,d0+1,

θ∆(η, y1, y2) ≤ C‖η‖d+1,d0+1.

}
(2.16)

(ii) Ìåòðèêà (1.14) óäîâëåòâîðÿåò îöåíêå

θ∆
r (y1, y2) ≤ C(sin

1

2
r)d−1(cos

1

2
r)d0−1θ(y1, y2). (2.17)

Åñëè η ∈ W (d, d0), òî ìåòðèêà (1.13) óäîâëåòâîðÿåò îöåíêå

θ∆(η, y1, y2) ≤ C‖η‖d,d0θ(y1, y2). (2.18)

Ïîñòîÿííûå â îöåíêàõ (2.15), (2.16), (2.17) è (2.18) çàâèñÿò òîëüêî

îò d è d0.

Ëåììà 2.1 äîêàçàíà â ðàçäåëå 7.
Èç Ëåììû 2.1 ñëåäóåò, ÷òî ñëàáûå ïðèíöèïû èíâàðèàíòíîñòè (1.30),

(1.31) è (1.32) â Òåîðåìå 1.1 âûïîëíÿþòñÿ äëÿ âñåõ âåñîâûõ ôóíêöèé
η ∈ W (d+ 1, d0 + 1).

Íàø ðåçóëüòàò îá îöåíêàõ ýêñòðåìàëüíûõ âåëè÷èí (1.9) è (1.11) ôîð-
ìóëèðóåòñÿ òàê

Òåîðåìà 2.2. Äëÿ ëþáîãî ïðîñòðàíñòâà Q(d, d0) ñïðàâåäëèâî ñëåäóþùåå
óòâåðæäåíèå. Åñëè η ∈ W (d, d0), η 6= 0, òî ïðè ëþáîì N âûïîëíÿþòñÿ

îöåíêè

〈θ∆(η)〉N2 − c(η)N1− 1
d > θ∆

N(η) > 〈θ∆(η)〉N2 − C(η)N1− 1
d , (2.19)

c1(η)N1− 1
d < λN(η) < C1(η)N1− 1

d (2.20)

ñ ïîëîæèòåëüíûìè ïîñòîÿííûìè íåçàâèñÿùèìè îò N .

Â ÷àñòíîñòè, äëÿ õîðäîâîé ìåòðèêè τ íà Q(d, d0) âûïîëíÿþòñÿ

îöåíêè

〈τ〉N2 − cN1− 1
d > τN > 〈τ〉N2 − CN1− 1

d (2.21)

ñ ïîëîæèòåëüíûìè ïîñòîÿííûìè c = c(η\) è C = C(η\).

Òåîðåìà 2.2 áóäåò äîêàçàíà â ðàçäåëå 11.
Ïðàâûå îöåíêè â (2.19) è (2.20) íåïîñðåäñòâåííî âûòåêàþò èç Òåîðå-

ìû 1.2 (ii) è Ëåììû 2.1 (ii). Â ðàçäåëå 11 ìû äîêàæåì ëåâóþ îöåíêó â
(2.20). Îòñþäà, â ñèëó ïðèíöèïà èíâàðèàíòíîñòè (1.32), ñëåäóåò è ëåâàÿ
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îöåíêà â (2.19). Äîêàçàòåëüñòâî ëåâîé îöåíêè â (1.20) îñíîâàíî íà àíàëè-
çå Ôóðüå è òåîðèè ñôåðè÷åñêèõ ôóíêöèé äëÿ îäíîðîäíûõ ïðîñòðàíñòâ
Q(d, d0). Îòíîñÿùèåñÿ ñþäà íåîáõîäèìûå ôàêòû èçëîæåíû â ðàçäåëàõ 8
è 9.

Äëÿ õîðäîâîé ìåòðèêè τ íà ñôåðå Sd îöåíêè (2.21) áûëè èçâåñòíû
ðàíåå. Ïðàâàÿ îöåíêà â (2.21) áûëà óñòàíîâëåíà Àëåêñàíäåðîì [1], à ëåâàÿ
Áåêîì [5], ñì. òàêæå [6]. Â ïîäõîäå Áåêà áûëà äîêàçàíà ëåâàÿ îöåíêà â
(2.20) äëÿ êâàäðàòè÷íûõ óêëîíåíèé íà ñôåðå ñî ñïåöèàëüíîé âåñîâîé
ôóíêöèåé η\, ñì. (2.12), ÷òî â ñî÷åòàíèè ñ ïðèíöèïîì èíâàðèàíòíîñòè
Ñòîëÿðñêîãî âëå÷åò ëåâóþ îöåíêó â (2.21) äëÿ ñôåðè÷åñêîé õîðäîâîé
ìåòðèêè. Îòìåòèì, ÷òî â ðàáîòàõ [5,6] òàêæå èñïîëüçóåòñÿ àíàëèç Ôóðüå.
Îäíàêî, áëàãîäàðÿ ïðîñòîé ãåîìåòðèè ñôåð Sd êàê ïîäìíîãîîáðàçèé â
Rd+1 áûëî âîçìîæíûì îãðàíè÷èòüñÿ ñòàíäàðòíûì àíàëèçîì Ôóðüå íà
Rd+1.

Ïî Òåîðåìå 1.2 (i) îöåíêà (1.35) ÿâëÿåòñÿ óíèâåðñàëüíîé íà ïðîñòðàí-
ñòâàõ Q äëÿ âñåõ ìåòðèê ρ ëèïøåöåâñêè íåïðåðûâíûõ îòíîñèòåëüíî ãåî-
äåçè÷åñêîãî ðàññòîÿíèÿ θ. Ñëåäóåò, îäíàêî, èìåòü â âèäó, ÷òî íå âñå òàêèå
ìåòðèêè óäîâëåòâîðÿþò äâóñòîðîííèì îöåíêàì òèïà (2.19). Íàïðèìåð,
äëÿ ãåîäåçè÷åñêîãî ðàññòîÿíèÿ θ íà ñôåðàõ Sd ñïðàâåäëèâî òàêîå ñîîò-
íîøåíèå

θN = 〈θ〉N2 − εN , 〈θ〉 =
1

2
π, (2.22)

ãäå εN = 0 äëÿ ÷åòíûõ N è 0 ≤ εN ≤ π/2 äëÿ íå÷åòíûõ N . Êàê ãèïîòåçà
ýòî ñîîòíîøåíèå áûëî ñôîðìóëèðîâàíî Ôååøåì Òîòîì è äîêàçàíî â [?]
è [?], ñîîòâåòñòâåííî äëÿ ÷åòíûõ è íå÷åòíûõ N .

Â ðàçäåëàõ 4 è 9 ìû îáñóäèì ýòîò ïðèìåð ïîäðîáíåå è äàäèì åãî
î÷åíü ïðîñòûå äîêàçàòåëüñòâà, îñíîâàííûå íà ïðèíöèïå èíâàðèàíòíîñòè
è ðàçëîæåíèè ìåòðèêè θ ïî ñôåðè÷åñêèì ôóíêöèÿì.

Â çàêëþ÷åíèå ýòîãî ðàçäåëà îáðàòèì âíèìàíèå íà ñëåäóþùåå. Íåêîì-
ïàêòíûå ñâÿçàííûå äâóõòî÷å÷íî-îäíîðîäíûå ïðîñòðàíñòâà Q = G/K
òàêæå ïîëíîñòüþ êëàññèôèöèðîâàíû, ñì. [33, Sec. 8.12]. Ðàçóìååòñÿ, äëÿ
òàêèõ ïðîñòðàíñòâ çàäà÷è èññëåäîâàíèÿ óêëîíåíèé è ñóìì ðàññòîÿíèé
äëÿ êîíå÷íûõ òî÷å÷íûõ ïîäìíîæåñòâ íå ÿâëÿþòñÿ êîððåêòíî ïîñòàâ-
ëåííûìè. Îäíàêî, ìîæíî ðàññìîòðåòü ïðîñòðàíñòâà äâîéíûõ êëàññîâ
ñìåæíîñòè M = Γ \ Q = Γ \ G/K, ãäå Γ ⊂ G � äèñêðåòíàÿ ïîäãðóï-
ïà ãðóïïû èçîìåòðèé, òàêàÿ ÷òî èíâàðèàíòíàÿ ìåðà µ(M) <∞. Â ýòîì
ñëó÷àå ýêñòðåìàëüíûå óêëîíåíèÿ (1.9) è ýêñòðåìàëüíûå ñóììû ðàññòîÿ-
íèé (1.11) äëÿ ìåòðèê ñèììåòðè÷íîé ðàçíîñòè (1.13), (1.14) îïðåäåëåíû
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è èõ èññëåäîâàíèå ÿâëÿåòñÿ âåñüìà èíòåðåñíîé çàäà÷åé. Îñîáåííî èíòå-
ðåñíûì îêàçûâàåòñÿ ñëó÷àé íåêîìïàêòíûõ ïðîñòðàíñòâ M ñ êîíå÷íîé
èíâàðèàíòíîé ìåðîé µ(M) <∞. Ïîäðîáíîå ðàññìîòðåíèå ýòèõ âîïðîñîâ
âûõîäèò çà ðàìêè íàñòîÿùåé ðàáîòû.

3. Ïðèëîæåíèÿ ê t-äèçàéíàì

Â ëèòåðàòóðå îïèñàíû ðàçëè÷íûå ñïåöèàëüíûå òî÷å÷íûå êîíôèãóðàöèè
íà ñôåðàõ è äðóãèõ äâóõòî÷å÷íî-îäíîðîäíûõ ïðîñòðàíñòâàõ, ñì., íàïðè-
ìåð, [12, 27] è ïðèâåäåííóþ òàì áèáëèîãðàôèþ. Íàñêîëüêî ðàâíîìåðíî
ðàñïðåäåëåíû òî÷êè òàêèõ ñïåöèàëüíûõ êîíôèãóðàöèé ñ ñîîòâåòñòâó-
þùèõ ïðîñòðàíñòâàõ? ×òî ìîæíî ñêàçàòü î êâàäðàòè÷íûõ óêëîíåíèÿõ
(1.7) è ñóììàõ ðàññòîÿíèé (1.10) äëÿ òàêèõ òî÷å÷íûõ ïîäìíîæåñòâ?

Â íàñòîÿùåé ðàáîòå ìû ðàññìîòðèì ýòè âîïðîñû äëÿ t-äèçàéíîâ. Íà-
ïîìíèì, ÷òî N -òî÷å÷íîå ïîäìíîæåñòâî DN ⊂ Sd íàçûâàåòñÿ ñôåðè÷å-

ñêèì t-äèçàéíîì, åñëè òî÷íàÿ êâàäðàòóðíàÿ ôîðìóëà∑
x∈DN

F (x) = N

∫
Sd

F (y) dµ(y) (3.1)

âûïîëíÿåòñÿ äëÿ âñåõ îäíîðîäíûõ ïîëèíîìîâ F (x), x ∈ Rd+1 ñòåïåíè, íå
ïðåâîñõîäÿùåé t. Îáîáùåíèå ýòîãî ïîíÿòèÿ íà êîìïàêòíûå äâóõòî÷å÷íî-
îäíîðîäíûå ïðîñòðàíñòâà ïîäðîáíî îáñóæäàåòñÿ â îáçîðíûõ ðàáîòàõ [4,
23]. Â ýòîì ñëó÷àå N -òî÷å÷íîå ïîäìíîæåñòâî DN ⊂ Q(d, d0) íàçûâàåòñÿ
t-äèçàéíîì, åñëè òî÷íàÿ êâàäðàòóðíàÿ ôîðìóëà∑

x1,x2∈DN

f(cos θ(x1, x2)) = N2

∫∫
Q×Q

f(cos θ(t1, y2)) dµ(y1) dµ(y2) (3.2)

âûïîëíÿåòñÿ äëÿ âñåõ ïîëèíîìîâ f(z), z ∈ C, ñòåïåíè íå ïðåâîñõîäÿ-
ùåé t.

Óñëîâèå (3.2) ìîæíî çàïèñàòü â ðàçëè÷íûõ ýêâèâàëåíòíûõ ôîðìàõ,
íàïðèìåð, êàê òî÷íóþ êâàäðàòóðíóþ ôîðìóëó∑

x∈DN

f(cos θ(x, y1)) = N

∫
Q

f(cos θ(y1, y2)) dµ(y) (3.3)
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êîòîðàÿ âûïîëíÿåòñÿ äëÿ âñåõ y1, y2 ∈ Q. Ìîæíî ñôîðìóëèðîâàòü îïðå-
äåëåíèå t-äèçàéíîâ è â òåðìèíàõ ñôåðè÷åñêèõ ôóíêöèé íà îäíîðîä-
íûõ ïðîñòðàíñòâàõ Q(d, d0). Ìû âåðíåìñÿ ê ýòèì âîïðîñàì â ðàçäåëå
8, ñì. (8.35).

Èíòåãðàëû â ïðàâûõ ÷àñòÿõ (3.2) è (3.3) ðàâíû. Ýòî ëåãêî ñëåäóåò
èç îïðåäåëåíèÿ äâóõòî÷å÷íî-îäíîðîäíûõ ïðîñòðàíñòâ. Áóäåì ïèñàòü äëÿ
êðàòêîñòè

〈f〉Q =

∫
Q

f(cos θ(y, y2) dµ(y) =

∫∫
Q×Q

f(cos(y1, y2)) dµ(y1) dµ(y2). (3.4)

Èç (2.2) ñëåäóåò òàêàÿ ôîðìóëà

〈f〉Q = B(d/2, d0/2)−1

π∫
0

f(cos θ)(sin
1

2
θ)d−1(cos

1

2
θ)d0−1dθ. (3.5)

Äëÿ N -òî÷å÷íûõ t-äèçàéíîâ DN ⊂ Q(d, d0) èçâåñòíû òàê íàçûâàåìûå
óíèâåðñàëüíûå îöåíêè, ñì. [23, p. 520], èç êîòîðûõ ñëåäóåò, ÷òî N ≥ ctd

ñ ïîñòîÿííîé c > 0 íå çàâèñÿùåé îò N è t.
Íàçîâåì N -òî÷å÷íûå t-äèçàéíû DN ⊂ Q(d, d0) îïòèìàëüíûìè, åñëè

c+t
d ≥ N ≥ c−t

d (3.6)

ñ íåêîòîðûìè ïîëîæèòåëüíûìè ïîñòîÿííûìè c+ è c− íåçàâèñÿùèìè îò
N . Ôàêòè÷åñêè ðàññìàòðèâàþòñÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòè òî÷å÷íûõ ïîäìíî-
æåñòâ DN ñ N →∞.

Äëÿ ëþáîãî N -òî÷å÷íîãî ïîäìíîæåñòâà DN ⊂ Q(d, d0) ïîëîæèì

ν[DN , r] = max
y∈Q

#{Br(y) ∩ DN}, r ∈ [0, π], (3.7)

óäîáíî òàêæå ñ÷èòàòü, ÷òî ν[DN , r] = N ïðè r > π.
Íàø ðåçóëüòàò î t-äèçàéíàõ ôîðìóëèðóåòñÿ òàê.

Òåîðåìà 3.1. Ïóñòü âåñîâàÿ ôóíêöèÿ η ∈ W (d, d0), òîãäà ñïðàâåäëèâû
ñëåäóþùèå îöåíêè.

(i) Ñóùåñòâóåò ïîñòîÿííàÿ L ≥ 1, çàâèñÿùàÿ òîëüêî îò d è d0,

òàêàÿ ÷òî äëÿ ëþáîãî N-òî÷å÷íîãî t-äèçàéíà DN ⊂ Q(d, d0) ñ t ≥ 2L/π
ñïðàâåäëèâà îöåíêà

λ[η,DN ] < Ctd−1(ν[DN , Lt−1])2. (3.8)
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(ii) Äëÿ îïòèìàëüíûõ t-äèçàéíîâ DN ⊂ Q(d, d0) îöåíêà (3.8) ïðèîá-
ðåòàåò âèä

λ[η,DN ] < CN1− 1
d (ν[DN , c−1/d

+ LN−1/d])2, (3.9)

ãäå c+ � ïîñòîÿííàÿ èç îïðåäåëåíèÿ (3.6).
Ïîñòîÿííûå C â îöåíêàõ (3.8) è (3.9) çàâèñÿò òîëüêî îò d, d0 è η.

Òåîðåìà 3.1 áóäåò äîêàçàíà â ðàçäåëå 11. ßñíî, ÷òî îöåíêà (3.9) íåïî-
ñðåäñòâåííî âûòåêàåò èç (3.8) è îïðåäåëåíèÿ (3.6). Äîêàçàòåëüñòâî îöåí-
êè (3.8) îñíîâàíî íà àíàëèçå Ôóðüå è òåîðèè ñôåðè÷åñêèõ ôóíêöèé íà
ïðîñòðàíñòâàõ Q(d, d0).

Äëÿ ïðîèçâîëüíîãî N -òî÷å÷íîãî ïîäìíîæåñòâà DN ⊂ (d, d0) ïîëîæèì

δ[DN ] =
1

2
min{θ(x1, x2) : x1, x2 ∈ DN , x1 6= x2} (3.10)

Òàêèì îáðàçîì, øàðû Bδ(x), δ = δ[DN ], x ∈ DN , íå ïåðåñåêàþòñÿ è,
ñëåäîâàòåëüíî, vδN ≤ 1. Ââèäó (2.3), ïîëó÷àåì δ . N−1/d.

N -òî÷å÷íîå ïîäìíîæåñòâî DN ⊂ Q(d, d0) íàçûâàåòñÿ õîðîøî ðàçäå-

ëåííûì, åñëè δ[DN ] ≥ cN−1/d ñ ïîñòîÿííîé c > 0 íå çàâèñÿùåé îò N .
Óäîáíî ñ÷èòàòü, ÷òî øàð Br(y) = Q è vr = 1 ïðè r > π.

Ëåììà 3.1. Ïóñòü N � òî÷å÷íîå ïîäìíîæåñòâî DN ⊂ Q(d, d0) ÿâëÿ-
åòñÿ õîðîøî ðàçäåëåííûì. Òîãäà äëÿ ëþáîé ïîñòîÿííîé C âûïîëíÿåòñÿ

îöåíêà

ν[DN , CN−
1
d ] ≤ c1 (3.11)

ñ ïîñòîÿííîé c1, çàâèñÿùåé òîëüêî îò C, d è d0.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïîëîæèì äëÿ êðàòêîñòè a = CN−
1
d è ðàññìîòðèì øàð

Ba(y) ñ ïðîèçâîëüíûì öåíòðîì y ∈ Q. Ïîëîæèì E = Ba(y) ∩ DN è K =
#{E}. Â ñèëó (3.10) øàðû Bδ(x), δ = δ[DN ], x ∈ E , íå ïåðåñåêàþòñÿ è âñå
îíè ñîäåðæàòñÿ â øàðå Ba+δ(y). Ñëåäîâàòåëüíî, vδK ≤ va+δ. Ïîëüçóÿñü
îöåíêîé (2.9) è îïðåäåëåíèåì õîðîøî ðàçäåëåííîãî ïîäìíîæåñòâà DN ,
ïîëó÷àåì

K ≤ va+δ

vδ
'
(
C + c

c

)d
,

÷òî ñîâïàäàåò ñ (3.11), ïîñêîëüêó, y ∈ Q � ïðîèçâîëüíî.

Ñðàâíèâàÿ Òåîðåìó 3.1 è Ëåììó 3.1, ïðèõîäèì ê ñëåäóþùåìó óòåð-
æäåíèþ.
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Ñëåäñòâèå 3.1. Ïóñòü âåñîâàÿ ôóíêöèÿ η ∈ W (d, d0), η 6= 0, è ïóñòü

N � òî÷å÷íîå ïîäìíîæåñòâî DN ⊂ Q(d, d0) óäîâëåòâîðÿåò äâóì óñëî-

âèÿì:
(i) DN ÿâëÿåòñÿ îïòèìàëüíûì t-äèçàéíîì,
(ii) DN ÿâëÿåòñÿ õîðîøî ðàçäåëåííûì ïîäìíîæåñòâîì.

Òîãäà äëÿ âñåõ äîñòàòî÷íî áîëüøèõ N âûïîëíÿþòñÿ îöåíêè

〈θ∆(η)〉N2 − cN1− 1
d > θ∆[η,DN ] > 〈θ∆(η)〉N2 − CN1− 1

d , (3.12)

cN1− 1
d < λ[η,DN ] < CN1− 1

d (3.13)

ñ ïîëîæèòåëüíûìè ïîñòîÿííûìè, çàâèñÿùèìè òîëüêî îò d, d0 è η.
Â ÷àñòíîñòè, äëÿ õîðäîâîé ìåòðèêè τ íà Q(d, d0) âûïîëíÿþòñÿ

îöåíêè

〈r〉N2 − cN1− 1
d > τ [DN ] > 〈r〉N2 − CN1− 1

d (3.14)

ñ ïîëîæèòåëüíûìè ïîñòîÿííûìè, çàâèñÿùèìè òîëüêî îò d è d0.

Ñóùåñòâîâàíèå îïòèìàëüíûõ t-äèçàéíîâ äîëãîå âðåìÿ îñòàâàëîñü îò-
êðûòîé ïðîáëåìîé (ãèïîòåçà Êîðåâààðà�Ìååðà). Íåäàâíî ïðîáëåìà áûëà
ðåøåíà äëÿ ñôåðè÷åñêèõ t-äèçàéíîâ. Â ðàáîòàõ Áîíäàðåíêî, Ðàä÷åíêî è
Âèàçîâñêîé [9,10] áûëî äîêàçàíî ñóùåñòâîâàíèå îïòèìàëüíûõ t-äèçàéíîâ
DN ⊂ Sd äëÿ âñåõ äîñòàòî÷íî áîëüøèõ N . Áîëåå òîãî, â ðàáîòå [10] áû-
ëî ïîêàçàíî, ÷òî òàêèå îïòèìàëüíûå ñôåðè÷åñêèå t-äèçàéíû ìîæíî âû-
áðàòü êàê õîðîøî ðàçäåëåííûå ïîäìíîæåñòâà.

Ïî Ñëåäñòâèþ 3.1 ïîñòðîåííûå â [10] ñôåðè÷åñêèå t-äèçàéíû óäî-
âëåòâîðÿþò ïðåäåëüíî òî÷íûì îöåíêàì äëÿ êâàäðàòè÷íûõ óêëîíåíèé
è ñóìì ðàññòîÿíèé.

Èñïîëüçóÿ ñôåðè÷åñêèå t-äèçàéíû, íåòðóäíî îïðåäåëèòü [t/2]-
äèçàéíû íà âåùåñòâåííîì ïðîåêòèâíîì ïðîñòðàíñòâå RP d = Q(d, 1). Ðàñ-
ñìîòðèì êàíîíè÷åñêóþ ïðîåêöèþ ñôåðû Sd íà âåùåñòâåííîå ïðîåêòèâ-
íîå ïðîñòðàíñòâî RP d

p : Sd 3 x→ p(x) ∈ RP d, (3.15)

çäåñü p(x) îáîçíà÷àåò îäíîìåðíîå ïîäïðîñòðàíñòâî â Rd+1 ñîäåðæàùåå
òî÷êó x ∈ Sd, ïðè ýòîì p(−x) = p(x).

Óäîáíî ñåé÷àñ îáîçíà÷èòü ÷åðåç θ0 ãåîäåçè÷åñêîå ðàññòîÿíèå íà ñôå-
ðå Sd, à ÷åðåç θ ãåîäåçè÷åñêîå ðàññòîÿíèå íà RP d. Îáà ðàññòîÿíèÿ íîð-
ìèðîâàííû óñëîâèåì (1.1). Ïî îïðåäåëåíèþ, θ0(x1, x2) � óãîë ìåæäó
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âåêòîðàìè x1, x2 ∈ Sd, à 1
2
θ(x1, x2) � óãîë ìåæäó ïîäïðîñòðàíñòâàìè

p(x1), p(x2) ∈ RP d. Òàêèì îáðàçîì, cos θ0(x1, x2) = (x1, x2), ñì. (2.5), à
cos 1

2
θ(x1, x2) = |〈x1, x2〉|, ñì. (5.6), x1, x2 ∈ Sd. Îòñþäà ñëåäóþò òàêèå

ñîîòíîøåíèÿ
cos θ(x1, x2) = 2(cos θ0(x1, x2))2 − 1 (3.16)

è
θ(x1, x2) = 2 min{θ0(x1, x2), π − θ0(x1, x2)}. (3.17)

Â ÷àñòíîñòè, θ = 2θ0 ïðè 0 ≤ θ0 ≤ π/2.
Äëÿ ëþáîãî N -òî÷å÷íîãî ïîäìíîæåñòâà D0

N ⊂ Sd ïîëîæèì

DN = p(D0
N) = {p(x) : x ∈ D0

N} ⊂ RP d, (3.18)

ò.å. DN ÿâëÿåòñÿ íàáîðîì îäíîìåðíûõ ïîäïðîñòðàíñòâ â Rd+1, ïðîõîäÿ-
ùèõ ÷åðåç òî÷êè x ∈ D0

N ⊂ Sd.
Åñëè D0

N ñîäåðæèò ïàðû àíòèïîäàëüíûõ òî÷åê x è −x, òî ñîîòâåò-
ñòâóþùèå òî÷êè â DN ñîâïàäàþò è ó÷èòûâàþòñÿ ñ êðàòíîñòüþ 2. Ïîä-
÷åðêíåì, ÷òî åñëè ïîäìíîæåñòâî D0

N ÿâëÿåòñÿ õîðîøî ðàçäåëåííûì, òî,
âîîáùå ãîâîðÿ, ïîäìíîæåñòâî DN íå ÿâëÿåòñÿ õîðîøî ðàçäåëåííûì.

Ëåììà 3.2. (i) Åñëè ïîäìíîæåñòâî D0
N ⊂ Sd ÿâëÿåòñÿ îïòèìàëüíûì

t-äèçàéíîì, òî ïîäìíîæåñòâî DN = p(D0
N) ⊂ RP d ÿâëÿåòñÿ îïòèìàëü-

íûì [t/2]-äèçàéíîì.
(ii) Åñëè ïîäìíîæåñòâî D0

N ⊂ Sd ÿâëÿåòñÿ õîðîøî ðàçäåëåííûì,

òî ïîäìíîæåñòâî DN = p(D0
N) ⊂ RP d óäîâëåòâîðÿåò îöåíêè (3.11) ñ

ïðîèçâîëüíîé ïîñòîÿííîé C > 0 è ïîñòîÿííîé c1, çàâèñÿùåé òîëüêî îò

C è d.

Äîêàçàòåëüñòâî. (i) Åñëè f � ïîëèíîì ñòåïåíè m, òî â ñèëó (3.16)
f(cos θ) = f(2 cos2 θ0 − 1) = f1(cos θ0), ãäå f1 � ïîëèíîì ñòåïåíè 2m,
óäîâëåòâîðÿþùèé ñîîòíîøåíèþ f1(z) = f1(−z). Êðîìå òîãî,

κ(d, 1)

π∫
0

f(cos θ)(sin
1

2
θ)d−1dθ

= κ(d, d)

π∫
0

f1(cos θ0)(sin
1

2
θ0)d−1(cos

1

2
θ0)d−1dθ0, (3.19)
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ãäå ìû ó÷ëè èçâåñòíîå òîæäåñòâî B(z, z) = 21−2zB(z, 1/2) äëÿ áýòà ôóíê-
öèè. Èç (3.5) è (3.19) ñëåäóåò, ÷òî

〈f〉RP d = 〈f1〉Sd . (3.20)

Åñëè D0
N ⊂ Sd � ñôåðè÷åñêèé îïòèìàëüíûé t-äèçàéí è 2m ≤ t, òî èç

îïðåäåëåíèÿ (3.3) ïîëó÷àåì∑
x∈DN

f(cos θ(x, y)) =
∑
x∈D0

N

f1(cos θ0(x, y)) = 〈f1〉Sd = 〈f〉RP d ,

ãäå ìû ó÷ëè (3.20). Òàêèì îáðàçîì, DN ⊂ RP d ÿâëÿåòñÿ [t/2]-äèçàéíîì.
(ii) Îáîçíà÷èì ÷åðåç Br(y) ⊂ RP d øàð ðàäèóñà r ñ öåíòðîì â òî÷êå

p(y), à ÷åðåç B0
r (y) ⊂ Sd øàð ðàäèóñà r ñ öåíòðîì â òî÷êå y ∈ Sd. Èç

(3.15) ñëåäóåò, ÷òî òî÷êà p(x) ∈ RP d ïðèíàíäëåæèò øàðó Br(y) åñëè è
òîëüêî åñëè òî÷êà x ∈ Sd ïðèíàäëåæèò ëèáî øàðó B0

r/2(y), ëèáî øàðó
B0
r/2(−y). Ïîýòîìó

#{Br(y) ∩ Dn} = #{B0
r/2(y) ∩ D0

N}+ #{B0
r/2(−y) ∩ D0

N}
Èç ýòîãî ðàâåíñòâà è îïðåäåëåíèÿ (3.7) ïîëó÷àåì îöåíêó

ν[DN , r] ≤ 2ν[D0
N ,

1

2
r]. (3.21)

Åñëè ïîäìíîæåñòâî D0
N ⊂ Sd ÿâëÿåòñÿ õîðîøî ðàçäåëåííûì, òî ïî

Ëåììà 3.1 äëÿ ëþáîé ïîñòîÿííîé C âûïîëíÿåòñÿ îöåíêà ν[D0
N , CN

−1/d] ≤
c0

1 ñ ïîñòîÿííîé c0
1 = c0

1(C, d). Ñ ó÷åòîì (3.21) îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî äëÿ
ïîäìíîæåñòâà DN ⊂ RP d è ëþáîé ïîñòîÿííîé c âûïîëíÿåòñÿ îöåíêà
(3.11) ñ ïîñòîÿííîé c1 = 2c0

1(C/2, d).

Ñðàâíèâàÿ Òåîðåìó 3.1 è Ëåììó 3.2, ïðèõîäèì ê ñëåäóþùåìó óòâåð-
æäåíèþ.

Ñëåäñòâèå 3.2. Ïóñòü âåñîâàÿ ôóíêöèÿ η ∈ W (d, 1), η 6= 0, è ïóñòü

N-òî÷å÷íîå ïîäìíîæåñòâî D0
N ⊂ Sd óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèÿì (i) è (ii)

Ñëåäñòâèÿ 3.1.
Òîãäà äëÿ N-òî÷å÷íîãî ïîäìíîæåñòâà DN = p(D0

N) ⊂ RP d âûïîëíÿ-

þòñÿ îöåíêè (3.12), (3.13) è (3.14) Ñëåäñòâèÿ 3.1 äëÿ ìåòðèê è óêëîíå-

íèé íà âåùåñòâåííîì ïðîåêòèâíîì ïðîñòðàíñòâå RP d.

Ñîîòâåòñòâóþùèå îáîáùåíèÿ íà îñòàëüíûå ïðîåêòèâíûå ïðîñòðàí-
ñòâà CP n, HP n è QP 2 íå ÿâëÿþòñÿ ñòîëü ïðÿìîëèíåéíûìè, Äëÿ ýòî-
ãî òðåáóåòñÿ èñïîëüçîâàòü íåòðèâèàëüíûå ìåòîäû öèòèðîâàííûõ ðàáîò
[9, 10]. Îáñóæäåíèå ýòèõ âîïðîñîâ âûõîäèò çà ðàìêè íàñòîÿùåé ðàáîòû.
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4. Çàìå÷àíèÿ î ÿäðàõ Ëåâè�Ø¸íáåðãà

ßäðà Ëåâè�Ø¸íáåðãà âîçíèêàþò êàê êîâàðèàöèè ìíîãîïàðàìåòðè÷å-
ñêèõ ñëó÷àéíûõ ïðîöåññîâ (ïðîöåññîâ Ëåâè) ñ ïàðàìåòðàìè íà îäíîðîä-
íûõ ïðîñòðàíñòâàõ. Ïîäðîáíîå èçëîæåíèå ýòèõ âîïðîñîâ ìîæíî íàéòè
â ðàáîòå Ãàíãîëè [19]. Çäåñü ìû êðàòêî êîñíåìñÿ òîëüêî íåêîòîðûõ èç
ýòèõ âîïðîñîâ, ñâÿçàííûõ ñ ïðåäìåòîì íàñòîÿùåé ðàáîòû.

Íàïîìíèì îïðåäåëåíèå. Ïóñòü Q = G/K-êîìïàêòíîå îäíîðîäíîå ïðî-
ñòðàíñòâî ñ G-èíâàðèàíòíûìè ìåòðèêîé θ è ìåðîé µ, íîðìèðîâàííûìè
óñëîâèå.

Âåùåñòâåííàÿ ñèììåòðè÷íàÿ ôóíêöèÿ f(y1, y2), y1, y2 ∈ Q, íàçûâàåò-
ñÿ ÿäðîì Ëåâè�Ø¸íáåðãà, åñëè âûïîëíÿþòñÿ ñëåäóþùèå óñëîâèÿ:

(i) ñóùåñòâóåò òî÷êà y0 ∈ Q òàêàÿ, ÷òî f(y, y0) = 0 äëÿ âñåõ y ∈ Q,
(ii) f � ïîëîæèòåëüíî îïðåäåëåíà, ò.å. äëÿ ëþáûõ òî÷åê x1, . . . , xN ∈ Q

è ëþáûõ êîìïëåêñíûõ ÷èñåë z1, . . . , zN∑
1≤i,y≤N

z̄izjf(xi, xj) ≥ 0, (4.1)

(iii) ïîëÿðèçàöèÿ ρ(y1, y2) ÿäðà f(y1, y2), îïðåäåëåííàÿ ôîðìóëîé

ρ(y1, y2) = f(y1, y1) + f(y2, y2)− 2f(y1, y2) (4.2)

ÿâëÿåòñÿ G-èíâàðèàíòíîé, ò.å. ρ(gy1, gy2) = ρ(y1, y2) äëÿ âñåõ y1, y2 ∈ Q è
g ∈ G.

Îòìåòèì, ÷òî ÿäðî f âîññòàíàâëèâàåòñÿ ïî ïîëÿðèçàöèè ρ ïî ôîðìóëå

f(y1, y2) =
1

2
(ρ(y1, y0) + ρ(y2, y0)− ρ(y1, y2)) (4.3)

Åñëè ÿäðî Ëåâè�Ø¸íáåðãà f è åãî ïîëÿðèçàöèÿ ρ çàäàíû, òî ñòàíäàðò-
íûå ìåòîäû òåîðèè âåðîÿòíîñòåé ïîçâîëÿþò ïîñòðîèòü ñîîòâåòñòâóþùèé
ñëó÷àéíûé ïðîöåññ Ëåâè êàê îòîáðàæåíèå

Y : Q 3 x→ Yx = Yx(ω) ∈ L2(Ω, dω)

èç Q â ïðîñòðàíñòâî L2(Ω, dω) âåùåñòâåííûõ ñëó÷àéíûõ ïåðåìåííûõ íà
íåêîòîðîì âåðîÿòíîñòíîì ïðîñòðàíñòâå Ω ñ ìåðîé dω. Ïðè ýòîì EYx = 0
äëÿ âñåõ x ∈ Q è

EYx1Yx2 = f(x1, x2),

E(Yx1 − Yx2)2 = ρ(x1, x2)
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äëÿ âñåõ x1, x2 ∈ Q; çäåñü E îáîçíà÷àåò ìàòåìàòè÷åñêîå îæèäàíèå â
L2(Ω, dω).

Êðîìå òîãî, åñëè ïîëÿðèçàöèÿ ρ ã¸ëüäåðîâñêè íåïðåðûâíà îòíîñè-
òåëüíî ìåòðèêè θ, ò.å. ρ(y1, y2) < cθ(y1, y2)β ñ íåêîòîðûìè ïîñòîÿííûìè
c è β > 0, òî äëÿ ïî÷òè âñåõ ω ∈ Ω òðàåêòîðèÿ ïðîöåññà Yx(ω) ÿâëÿåòñÿ
íåïðåðûâíîé ôóíêöèåé x ∈ Q.

Â òåðìèíàõ íàñòîÿùåé ðàáîòû íåòðóäíî ÿâíî îïèñàòü áîëüøîå ÷èñëî
ÿäåð Ëåâè�Ø¸íáåðãà íà îäíîðîäíûõ ïðîñòðàíñòâàõ. Äëÿ ïðîèçâîëüíî
ôèêñèðîâàííîé òî÷êè y0 ∈ Q ðàññìîòðèì ÿäðî

fr(y1, y2) =

∫
Q

Fr(y1, y)Fr(y2, y) dµ(y), r ∈ [0, π], (4.4)

ãäå
Fr(x, y) = χ(Br(x), y)− χ(Br(y0), y) (4.5)

è χ(Br(x), ·) � õàðàêòåðèñòè÷åñêàÿ ôóíêöèÿ øàðà Br(x). Ïîëîæèì òàêæå

f(η, y1, y2) =

π∫
0

fr(y1, y2)η(r) dr, (4.6)

ãäå η � âåñîâàÿ ôóíêöèÿ, äëÿ êîòîðîé èíòåãðàë (4.6) ñõîäèòñÿ. Äëÿ Q =
Q(d, d0) èíòåãðàë (4.6) ñõîäèòñÿ äëÿ η ∈ W (d + 1, d0 + 1), ñì. Ëåììó 2.1
(i).

Òåîðåìà 4.1. (i) Äëÿ ëþáîãî êîìïàêòíîãî îäíîðîäíîãî ïðîñòðàíñòâà

Q ôóíêöèè (4.4) è (4.6) ÿâëÿþòñÿ ÿäðàìè Ëåâè�Ø¸íáåðãà. Èõ ïîëÿðè-

çàöèè ρr è ρ(η) èìåþò âèä

ρr(y1, y2) = 2θ∆
r (y1, y2), (4.7)

ρ(η, y1, y2) = 2θ∆(η, y1, y2), (4.8)

ãäå θ∆
r è θ∆(η) � ìåòðèêè ñèììåòðè÷íîé ðàçíîñòè (1.14) è (1.13). Èìå-

þò ìåñòî ôîðìóëû îáðàùåíèÿ

θ∆
r (y1, y0) + θ∆

r (y2, y0)− θ∆
r (y1, y2) = 2fr(y1, y2), (4.9)

θ∆(η, y1, y0) + θ∆(η, y2, y0)− θ∆(η, y1, y2) = 2f(η, y1, y2), (4.10)
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(ii) Äëÿ äâóõòî÷å÷íî-îäíîðîäíûõ ïðîñòðàíñòâ Q = Q(d, d0) ïîëÿðè-
çàöèè (4.7) óäîâëåòâîðÿþò îöåíêàì

ρr(y1, y2) ≤ C(sin
1

2
r)d−1(cos

1

2
r)d0−1θ(y1, y2), (4.11)

ρ(η, y1, y2) ≤ C‖η‖d,d0θ(y1, y2), (4.12)

ñ ïîñòîÿííûìè, çàâèñÿùèìè òîëüêî îò d è d0.

Äîêàçàòåëüñòâî. (i) Ïîäñòàâëÿÿ (4.5) â (4.4), ïîëó÷èì

fr(y1, y2) = µ(Br(y1) ∩Br(y2))− µ(Br(y1) ∩Br(y0)

− µ(Br(y2) ∩Br(y0)) + vr.

Ñëåäîâàòåëüíî, f(y, y) = 2vr − 2µ(Br(y) ∩Br(y0)).
Ïîëüçóÿñü ýòèìè ôîðìóëàìè, íàõîäèì äëÿ ïîëÿðèçàöèè (4.2) òàêîå

âûðàæåíèå ρ(y1, y2) = 2vr−2µ(Br(y1)∩Br(y2)). Ñðàâíèâàÿ ýòî âûðàæåíèå
ñ ôîðìóëîé (1.25), ïîëó÷àåì (4.7). Èíòåãðèðóÿ (4.7) ïî r ñ âåñîì η(r) è
ñðàâíèâàÿ ñ (1.13), ïîëó÷èì (4.8).

Ïîäñòàâëÿÿ (4.7) è (4.8) â (4.3), ïîëó÷èì (4.9) è (4.10).
(ii) Îöåíêè (4.11), (4.12) ñëåäóþò èç (4.7), (4.8) è Ëåììû 2.1 (ii).

Èññëåäîâàíèå ìíîãîïàðàìåòðè÷åñêèõ ñëó÷àéíûõ ïðîöåññîâ ñ êîâàðè-
àöèÿìè (4.4) è (4.6) âûõîäèò çà ðàìêè íàñòîÿùåé ðàáîòû. Âìåñòî ýòîãî
ìû ðàññìîòðèì íåêîòîðûå ïðîñòûå, íî ëþáîïûòíûå ôàêòû, ñâÿçàííûå
ñ ïðèâåäåííûìè âûøå ôîðìóëàìè.

Ðàññìîòðèì ñôåðó Sd ñ ìåòðèêîé áîëüøåãî êðóãà θ è ñòàíäàðòíîé
íîðìàëèçîâàííîé d-ìåðíîé ìåðîé µ. Ñïðàâåäëèâà ñëåäóþùàÿ ôîðìóëà,
ñì. [17, Sec. 6.4],

θ(x1, x2) = πµ(Bπ/2(x1)∆Bπ/2(x2)), x1, x2 ∈ Sd, (4.13)

ãäå Bπ/2(x) = {y ∈ Sd : θ(y, x) ≤ π/2} = {y ∈ Sd : (y, x) ≥ 0} � ïîëóñôåðà
ñ öåíòðîì x. Ïîëüçóÿñü (1.14), ìîæíî çàïèñàòü ôîðìóëó (4.13) â âèäå

θ(x1, x2) = π(1− 2µ(Bπ/2(x1) ∩Bπ/2(x2)) (4.14)

Â òàêîé ôîðìå ýòî ðàâåíñòâî ïî÷òè î÷åâèäíî � äîñòàòî÷íî çàìåòèòü, ÷òî
ìåðà ïåðåñå÷åíèÿ äâóõ ïîëóñôåð â (4.14) ÿâëÿåòñÿ ëèíåéíîé ôóíêöèåé
θ(x1, x2).
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Ñðàâíèâàÿ ôîðìóëû (4.13) è (1.14), ïîëó÷àåì

θ(x1, x2) = 2πθ∆
π/2(x1, x2). (4.15)

Èíûìè ñëîâàìè, ãåîäåçè÷åñêàÿ ìåòðèêà θ íà ñôåðå Sd ÿâëÿåòñÿ ìåòðèêîé
ñèììåòðè÷íîé ðàçíîñòè.

Ïîëüçóÿñü ôîðìóëàìè (4.15) è (4.5), ïîëó÷àåì

θ(x1, x0) + θ(x2, x0)− θ(x1, x2) = 4π

∫
Sd

Fπ/2(x1, y)Fπ/2(x2, y) dµ(y), (4.16)

ãäå Fπ/2(x, y) = χ(Bπ/2(x), y)− χ(Bπ/2(y0), y).
Èç ôîðìóë (4.16) ñðàçó æå ñëåäóåò, ÷òî ÿäðî

f(x1, x2) = θ(x1, x0) + θ(x2, x0)− θ(x1, x2) (4.17)

ÿâëÿåòñÿ ïîëîæèòåëüíî îïðåäåëåííûì. Ýòî èçâåñòíàÿ òåîðåìà Ëåâè.
Ïåðâîíà÷àëüíî åå äîêàçàòåëüñòâî áûëî ïîëó÷åíî íà îñíîâå èíòåãðàëîâ
�áåëîãî øóìà� ïðè èññëåäîâàíèè ñëó÷àéíûõ ïðîöåññîâ ïàðàìåòðèçîâàí-
íûõ òî÷êàìè ñôåðû, ñì. [24, Chap. 8; Appen. Chap. 3]. Ïðÿìîå äîêàçà-
òåëüñòâî ýòîé òåîðåìû áûëî äàíî â [19, Sec. 4] íà îñíîâå ðàçëîæåíèÿ
ìåòðèêè θ ïî ñôåðè÷åñêèì ôóíêöèÿì íà Sd (ïîëèíîìàì Ãåãåíáàóýðà).
Ïðèâåäåííîå âûøå äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû Ëåâè íà îñíîâå òîæäåñòâà
(4.16) ÿâëÿåòñÿ, ïî âèäèìîìó, íàèáîëåå ïðîñòûì.

Îòìåòèì, ÷òî ãåîäåçè÷åñêàÿ ìåòðèêà θ äëÿ ïðîåêòèâíûõ ïðîñòðàíñòâ
RP n, CP n, HP n, OP 2 íå ÿâëÿåòñÿ ìåòðèêîé ñèììåòðè÷íîé ðàçíîñòè è
äëÿ íåå íå èìååò ìåñòà àíàëîã òåîðåìû Ëåâè. Ýòî ñëåäóåò èç ðåçóëüòàòîâ
ðàáîòû [19, Sec. 4; pp. 225�226]. Â òîæå âðåìÿ, äëÿ õîðäîâîé ìåòðèêè
τ(x1, x2) = sin θ(x1, x2) ÿäðî

f(x1, x2) = τ(x1, x0) + τ(x2, x0)− τ(x1, x2) (4.18)

ÿâëÿåòñÿ ïîëîæèòåëüíî îïðåäåëåííûì äëÿ âñåõ äâóõ-òî÷å÷íî îäíîðîä-
íûõ ïðîñòðàíñòâ Q(d, d0). Ýòî ñëåäóåò èç Òåîðåì 2.1 è 4.1.

Â çàêëþ÷åíèå ìû îáúÿñíèì ïîÿâëåíèå àíîìàëüíî ìàëûõ îñòàòêîâ â
ôîðìóëå (2.22). Ïîëüçóÿñü ôîðìóëîé (4.15) è ïðèíöèïîì èíâàðèàíòíî-
ñòè (1.29) äëÿ ñôåðû Sd, ïîëó÷àåì

θ[DN ] = 〈θ〉N2 − 2πλπ/2[DN ],
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ãäå

λπ/2[DN ] =

∫
Sd

Λ[Bπ/2(y),DN ]2 dµ(y)

è
Λ[Bπ/2(y),DN ] = #{Bπ/2(y) ∩ DN} −Nvπ/2.

Ïîñêîëüêó vπ/2 = 1/2, òî ïîëüçóÿñü (1.26), íàõîäèì ÷òî 〈θ〉 = π/2.
N -òî÷å÷íîå ïîäìíîæåñòâîDN ⊂ Sd ïðåäñòàâèì êàê îáúåäèíåíèå äâóõ

íåïåðåñåêàþùèõñÿ ïîäìíîæåñòâ

DN = D(0)
2a ∪ D

(1)
b , N = 2a+ b,

D(0)
2a = {x ∈ DN : −x ∈ DN}, D(1)

b = {x ∈ DN : −x /∈ DN}, òîãäà

Λ[Bπ/2(y),DN ] = Λ[Bπ/2(y),D(0)
2a ] + Λ[Bπ/2(y),D(1)

b ].

ßñíî, ÷òî Λ[Bπ/2(y),D(0)
2a ] = 0 äëÿ âñåõ y ∈ Sd çà èñêëþ÷åíèåì òàêèõ y,

÷òî 〈y, x〉 = 0, x ∈ D(0)
2a . Ïîýòîìó

λπ/2[DN ] = λπ/2[D(1)
b ]. (4.19)

Ïóñòü N = 2a � ÷åòíîå è DN = D(0)
2a , òîãäà λπ/2[DN ] = 0. Ïóñòü

N = 2a+ 1 � íå÷åòíîå è DN = D(0)
2a ∪D

(0)
1 , ãäå D(1)

1 = {x1} � îäíîòî÷å÷íîå
ïîäìíîæåñòâî. Ïðîñòîå âû÷èñëåíèå ïîêàçûâàåò, ÷òî λπ/2[{x1}] = π/2 è,
â ñèëó (4.19), λπ/2[DN ] = π/2. Èç ñêàçàííîãî ñëåäóåò ñîîòíîøåíèå (2.22).

Ñîîòíîøåíèå (2.22) ëåãêî òàêæå ïîëó÷èòü èç ðàçëîæåíèÿ ìåòðèêè θ
ïî ñôåðè÷åñêèì ôóíêöèÿì, ñì. (9.22), (9.23).

B. Ãåîìåòðèÿ äâóõòî÷å÷íî-îäíîðîäíûõ ïðî-

ñòðàíñòâ è ñèëüíûé ïðèíöèï èíâàðèàíòíîñòè

5. Ìîäåëè ïðîåêòèâíûõ ïðîñòðàíñòâ è õîðäî-

âûå ðàññòîÿíèÿ

Â ýòîì ðàçäåëå äàåòñÿ îïðåäåëåíèå õîðäîâûõ ìåòðèê íà ïðîåêòèâíûõ
ïðîñòðàíñòâàõ FP n, F = R, C,H, n ≥ 2 è OP 2 â òåðìèíàõ ñïåöèàëü-
íûõ ìîäåëåé ýòèõ ïðîñòðàíñòâ. Äëÿ óäîáñòâà ÷èòàòåëåé ìû äîñòàòî÷íî
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ïîäðîáíî îïèøåì òàêèå ìîäåëè. Äàëüíåéøåå îáñóæäåíèå îòíîñÿùèõñÿ
ñþäà âîïðîñîâ è äåòàëüíûå äîêàçàòåëüñòâà ïðèâîäèìûõ íèæå ôàêòîâ
ìîæíî íàéòè â ëèòåðàòóðå, ñì., íàïðèìåð, êíèãè [7, 20] è îáçîðû [3,18].

Íàïîìíèì ñíà÷àëà íåêîòîðûå îáùèå ôàêòû îá àëãåáðàõ R,C,H,O.
Àëãåáðà îêòîíèîíîâ O ÿâëÿåòñÿ íåêîììóòàòèâíîé è íåàññîöèàòâíîé àë-
ãåáðîé âåùåñòâåííîé ðàçìåðíîñòè 8 ñ áàçèñîì 1, e1, . . . , e7, àëãåáðà êâà-
òåðíèîíîâ H ÿâëÿåòñÿ íåêîììóòàòèâíîé àññîöèàòèâíîé àëãåáðîé âåùå-
ñòâåííîé ðàçìåðíîñòè 4 ñ áàçèñîì 1, e1, . . . , e3, à C èìååò áàçèñ 1, e1. Òà-
êèì îáðàçîì, èìååò ìåñòî åñòåñòâåííîå âëîæåíèå

R ⊂ C ⊂ H ⊂ O. (5.1)

Ñòðîåíèå àëãåáðû îêòîíèîíîâ ïîäðîáíî îáñóæäàåòñÿ â [3]. Èç òàáëè-
öû óìíîæåíèÿ äëÿ ýëåìåíòîâ áàçèñà 1, e1, . . . , e7, ñì. [3, p. 150], [7, p. 90],
â ÷àñòíîñòè, ñëåäóåò, ÷òî äëÿ ëþáûõ i, j ≥ 1, i 6= j, ñóùåñòâóåò k ≥ 1,
òàêîå ÷òî

eiej = −ejei = ek, i 6= j, e2
i = −1. (5.2)

Åñëè a = α0 +
7∑
i=1

αiei ∈ O, αi ∈ R, 0 ≤ i ≤ 7, òî ìû ïèøåì Re a = α0 äëÿ

âåùåñòâåííîé ÷àñòè, ā = α0−
7∑
i=1

αiei äëÿ ñîïðÿæåíèÿ, |a| =
(
α2

0+
7∑
i−1

α2
i

)1/2

äëÿ íîðìû. Ïîëüçóÿñü (5.2), ëåãêî ïðîâåðèòü, ÷òî

Re ab = Re ba, ab = ba, |a|2 = aā = āa, |ab| = |a| |b|.

Èç ïîñëåäíåãî ðàâåíñòâà ñëåäóåò, ÷òî âñå àëãåáðû (5.1) íå èìåþò äåëè-
òåëåé íóëÿ. Ïîëåçíî òàêæå èìåòü â âèäó, ÷òî ëþáàÿ ïîäàëãåáðà, ïîðîæ-
äåííàÿ äâóìÿ ýëåìåíòàìè â O àññîöèàòèâíà è èçîìîðôíà ëèáî àëãåáðå
H, ëèáî C, ëèáî R (òåîðåìà Àðòèíà).

Ðàññìîòðèì ñíà÷àëà ñòàíäàðòíóþ ìîäåëü ïðîåêòèâíûõ ïðîñòðàíñòâ
FP n íàä àññîöèàòèâíûìè àëãåáðàìè F = R,C,H. Ïóñòü Fn+1 � ëèíåéíîå
ïðîñòðàíñòâî âåêòîðîâ a = (a0, . . . , an), ai ∈ F, a ≤ i ≤ n ñ ïðàâûì
óìíîæåíèåì íà ñêàëÿðû, ýðìèòîâûì ñêàëÿðíûì ïðîèçâåäåíèåì

(a,b) =
n∑
i=0

āibi, a,b ∈ Fn+1, (5.3)

è íîðìîé |a|,

|a|2 = (a, a) =
n∑
i=0

|ai|2. (5.4)
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Â ýòîì ñëó÷àå ïðîåêòèâíîå ïðîñòðàíñòâî FP n îïðåäåëÿåòñÿ êàê ìíî-
æåñòâî îäíîìåðíûõ (íàä F) ïîäïðîñòðàíñòâ â Fn+1:

FP n = {p(a) = aF : a ∈ Fn+1, |a| = 1}. (5.5)

Ðàññòîÿíèå θ íà FP n îïðåäåëÿåòñÿ ôîðìóëîé

cos
1

2
θ(a,b)= |(a,b)|, a,b ∈ Fn+1, |a|= |b|=1, 0 ≤ θ(a,b) ≤ π, (5.6)

ò.å. 1
2
θ(a,b) � óãîë ìåæäó ïîäïðîñòðàíñòâàìè p(a) è p(b).

Òðàíçèòèâíàÿ ãðóïïà èçîìåòðèé U(n+1,F) äëÿ ìåòðèêè θ ñîñòîèò èç
îáðàòèìûõ ëèíåéíûõ ïðåîáðàçîâàíèé ïðîñòðàíñòâà Fn+1, ñîõðàíÿþùèõ
ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå (5.3), à ñòàáèëèçàòîð íåêîòîðîé òî÷êè èçîìîð-
ôåí ïîäãðóïïå U(n,F)× U(1,F). Ñëåäîâàòåëüíî,

FP n = U(n+ 1,F)/U(n,F)× U(1,F). (5.7)

Ãðóïïû U(n+ 1,F) ëåãêî âû÷èñëÿþòñÿ è ñîâïàäàþò ñ îðòîãîíàëüíîé
ãðóïïîé O(n + 1) äëÿ F = R, óíèòàðíîé ãðóïïîé U(n + 1) äëÿ F = C
è ñèìïëåêòè÷åñêîé ãðóïïîé Sp(n + 1) äëÿ F = H, êàê è áûëî óêàçàíî
â ðàçäåëå 2 â ñïèñêå äâóòî÷å÷íî-îäíîðîäíûõ ïðîñòðàíñòâ. Íà îäíîðîä-
íûõ ïðîñòðàíñòâàõ (5.7) åñòåñòâåííûì îáðàçîì îïðåäåëÿåòñÿ U(n+1,F)-
èíâàðèàíòíàÿ ðèìàíîâà ñòðóêòóðà ñîîòâåòñòâóþùàÿ ðàññòîÿíèþ θ

Ñóùåñòâóåò äðóãàÿ ìîäåëü, â êîòîðîé ïðîåêòèâíûå ïðîñòðàíñòâà FP n

îòîæäåñòâëÿþòñÿ ñ ìíîæåñòâîì îðòîãîíàëüíûõ ïðîåêòîðîâ íà îäíîìåð-
íûå ïîäïðîñòðàíñòâà â Fn+1. Ýòà ìîäåëü äîïóñêàåò îáîáùåíèå íà îêòî-
íèîííóþ ïðîåêòèâíóþ ïëîñêîñòü OP 2. Áîëåå òîãî, èìåííî â òåðìèíàõ
ýòîé ìîäåëè îïèñûâàåòñÿ õîðäîâàÿ ìåòðèêà íà âñåõ ïðîåêòèâíûõ ïðî-
ñòðàíñòâàõ.

Îáîçíà÷èì ÷åðåç H(Fn+1) ìíîæåñòâî ýðìèòîâûõ ìàòðèö ðàçìåðà
(n+ 1)× (n+ 1) ñ ýëåìåíòàìè â àëãåáðå F,

H(Fn+1) = {A = ((aij)) : aij = aji, aij ∈ F, 0 ≤ i, j ≤ n}. (5.8)

Î÷åâèäíî, ÷òî H(Fn+1) ÿâëÿåòñÿ ëèíåéíûì ïðîñòðàíñòâîì íàä ïîëåì
âåùåñòâåííûì ÷èñåë ðàçìåðíîñòè

m = dimRH(Fn+1) =
1

2
(n+ 1)(d+ 2), d = nd0. (5.9)
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Ïðîñòðàíñòâî H(Fn+1) ñíàáæåíî ñèììåòðè÷íûì âåùåñòâåííî-çíà÷ûì
ñêàëÿðíûì ïðîèçâåäåíèåì

〈A,B〉 =
1

2
Tr(AB +BA) = Re TrAB = Re

n∑
i,j=0

aijbij (5.10)

è íîðìîé

‖A‖ = (TrA2)1/2 =

(
n∑

i,j=0

|aij|2
)1/2

, (5.11)

çäåñü TrA =
n∑
i=0

aii � ñëåä ìàòðèöû A.

Äëÿ ñîîòâåòñòâóþùåãî ðàññòîÿíèÿ ‖A−B‖ ìåæäó ìàòðèöàìè A,B ∈
H(Fn+1) ñïðàâåäëèâà ôîðìóëà

‖A−B‖2 = ‖A‖2 + ‖B‖2 − 2〈A,B〉. (5.12)

Òàêèì îáðàçîì, H(Fn+1) ìîæíî ðàññìàòðèâàòü êàê m-ìåðíîå åâêëè-
äîâî ïðîñòðàíñòâî.

Åñëè àëãåáðà àññîöèàòèâíà, F 6= O, òî îðòîãîíàëüíûé ïðîåêòîð Πa ∈
H(Fn+1) íà îäíîìåðíîå ïîäïðîñòðàíñòâî p(a) = aF, a = (a0, . . . , an) ∈
Fn+1, |a| = 1, çàäàåòñÿ ôîðìóëîé Πa = a(a, ·) èëè â ìàòðè÷íîé ôîðìå
Πa = ((aiāj)), 0 ≤ i, j ≤ n. Ñëåäîâàòåëüíî, îïðåäåëåíèå ïðîåêòèâíîãî
ïðîñòðàíñòâà (5.5) ìîæíî çàïèñàòü â âèäå

FP n = {Π ∈ H(Fn+1) : Π2 = Π, Tr Π = 1}. (5.13)

Îïðåäåëåííàÿ âûøå òðàíçèòèâíàÿ ãðóïïà èçîìåòðèé U(n+ 1,F) äåé-
ñòâóåò íà ïðîåêòîðû ïî ôîðìóëå g(Π) = gΠg−1, g ∈ U(n+ 1,F).

Äëÿ îêòîíèîííîé ïëîñêîñòè OP 2 èçâåñòíà ìîäåëü, ïðåëîæåííàÿ Ôðå-
äåíòàëåì è Éîðäàíîì. Å¸ ïîäðîáíîå îáñóæäåíèå ìîæíî íàéòè â [3,18,20].

Â ýòîé ìîäåëè ïîëàãàþò ïî îïðåäåëåíèþ

OP 2 = {Π ∈ H(O3) : Π2 = Π, Tr Π = 1}. (5.14)

Ôîðìóëû (5.13) è (5.14) âïîëíå àíàëîãè÷íû. Ìàòðèöû Πa ∈ OP 2,
a = (a0, a1, a2) ∈ O3, èìåþò âèä Πa = ((aiāj)), 0 ≤ i, j ≤ 2, |a|2 =
|a0|2 + |a1|2 + |a2|2 = 1, íî óäîâëåòâîðÿþò äîïîëíèòåëüíîìó óñëîâèþ
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(a0a1)a2 = a0(a1a2), ñì. [20, Lemma 14.90]. Äîïîëíèòåëüíîå óñëîâèå îçíà-
÷àåò, ÷òî ïîäàëãåáðà â O, ïîðîæäåííàÿ êîîðäèíàòàìè a0, a1, a2, àññîöè-
àòèâíà. Îòñþäà ëåãêî ñëåäóåò, ÷òî OP 2 ÿâëÿåòñÿ 16-ìåðíûì êîìïàêò-
íûì ñâÿçàííûì ïîäìíîãîîáðàçèåì â 27-ìåðíîì åâêëèäîâîì ïðîñòðàí-
ñòâå H(O3), ñì. [20, p. 290].

Ãðóïïà îáðàòèìûõ ëèíåéíûõ ïðåîáðàçîâàíèé g ïðîñòðàíñòâà H(O3)
ñîõðàíÿþùàÿ êâàäðàòû g(A2) = g(A)2, A ∈ H(O3), èçîìîðôíà 52-ìåðíîé
èñêëþ÷èòåëüíîé ãðóïïå Ëè F4. Ýòà ãðóïïà ñîõðàíÿåò òàêæå ñëåä, ñêà-
ëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå (5.10) è íîðìó (5.11) ìàòðèö A ∈ H(O3). Ãðóïïà
F4 äåéñòâóåò òðàíçèòèâíî íà OP 2, à ñòàáèëèçàòîð íåêîòîðîé òî÷êè èçî-
ìîðôåí ñïèíîðíîé ãðóïïå Spin(9), ñì. [20, Lemma 14.96 è Theorem 14.99].
Òàêèì îáðàçîì, OP 2 = F4/ Spin(9) ÿâëÿåòñÿ îäíîðîäíûì ïðîñòðàíñòâîì,
êàê è áûëî óêàçàíî â ðàçäåëå 2 â ñïèñêå äâóòî÷å÷íî-îäíîðîäíûõ ïðî-
ñòðàíñòâ.

Íà OP 2 åñòåñòâåííûì îáðàçîì îïðåäåëÿåòñÿ F4-èíâàðèàíòíàÿ ðèìà-
íîâà ñòðóêòóðà è ñîîòâåòñòâóþùåå ãåîäåçè÷åñêîå ðàññòîÿíèå θ(Π1,Π2),
Π1,Π2 ∈ OP 2.

Â òåðìèíàõ ìîäåëåé (5.13), (5.14) ëåãêî îïèñàòü ñòðîåíèå ãåîäåçè÷å-
ñêèõ íà ïðîåêòèâíûõ ïðîñòðàíñòâàõ. Èçâåñòíî, ñì. [7,21,33], ÷òî âñå ãåî-
äåçè÷åñêèå íà äâóòî÷å÷íî-îäíîðîäíûõ ïðîñòðàíñòâàõ Q(d, d0) çàìêíóòû
è ãîìåîìîðôíû åäèíè÷íîé îêðóæíîñòè. Ãðóïïà èçîìåòðèé òðàíçèòèâíà
íà ìíîæåñòâå ãåîäåçè÷åñêèõ, à ñòàáèëèçàòîð íåêîòîðîé òî÷êè òðàíçèòè-
âåí íà ìíîæåñòâå ãåîäåçè÷åñêèõ ïðîõîäÿùèõ ÷åðåç ýòó òî÷êó. Ïîýòîìó
âñå ãåîäåçè÷åñêèå èìåþò îäíó è òó æå äëèíó 2π (ïðè íîðìèðîâêå (1.1)
èíâàðèàíòíîãî ðèìàíîâîãî ðàññòîÿíèÿ).

Âëîæåíèÿ àëãåáð (5.1) èíäóöèðóþò âëîæåíèå ñîîòâåòñòâþóùèõ ïðî-
åêòèâíûõ ïðîñòðàíñòâ

F1P
n1 ⊆ FP n, F1 ⊆ F, n1 ≤ n, (5.15)

ïðè÷åì, ìåíüøåå ïðîäïðîñòðàíñòâî â (5.15) ÿâëÿåòñÿ ãåîäåçè÷åñêèì ïîä-
ìíîãîîáðàçèåì â áîëüøåì, ñì. [7, Sec. 3.24]. Â ÷àñòíîñòè, âåùåñòâåííàÿ
ïðîåêòèâíàÿ ïðÿìàÿ RP 1 ãîìåîìîðôíàÿ åäèíè÷íîé îêðóæíîñòè S1 âêëà-
äûâàåòñÿ êàê ãåîäåçè÷åñêàÿ âî âñå ïðîñòðàíñòâà FP n,

S1 ≈ RP 1 ⊂ FP n, (5.16)

ñì. [7, Proposition 3.32]. Â ôîðìóëå (5.16) n = 2 ïðè F = O.

32



Èñïîëüçóÿ ôîðìóëó (5.13), ìîæíî çàïèñàòü âåùåñòâåííóþ ïðîåêòèâ-
íóþ ïðÿìóþ RP 1 êàê ñëåäóþùåå ìíîæåñòâî ìàòðèö ðàçìåðà 2× 2:

RP 1 = {ζ(u), u ∈ R/πZ},

ζ(u)=

(
cos2 u sinu cosu

sinu cosu sin2 u

)
=

(
cosu − sinu
sinu cosu

)(
1 0
0 0

)(
cosu sinu
sinu cosu

)
,

(5.17)
Ïðè êàæäîì u ∈ R ìàòðèöà ζ(u) ÿâëÿåòñÿ îðòîãîíàëüíûì ïðîåêòîðîì
íà îäíîìåðíîå ïîäïðîñòðàíñòâî xR, x = (cosu, sinu) ∈ R2.

Âëîæåíèå RP 1 â FP n ìîæíî çàïèñàòü êàê ñëåäóþùåå ìíîæåñòâî ìàò-
ðèö ðàçìåðà (n+ 1)× (n+ 1):

Z = {Z(u), u ∈ R/πZ} ⊂ FP n,

Z(u) =

(
ζ(u) 0n−1,2

02,n−1 0n−1,n−1

)
, (5.18)

ãäå 0k,l îáîçíà÷àåò íóëåâóþ ìàòðèöó ðàçìåðà k × l.
Ïàðàìåòð u ñâÿçàí ñ ãåîäåçè÷åñêèì ðàññòîÿíèåì θ íà ïðîñòðàíñòâå

FP n ôîðìóëîé

θ(Z(u), Z(0)) = 2|u|, −1

2
π < u ≤ 1

2
π, (5.19)

à íà u ∈ R ýòà ôîðìóëà ïðîäîëæàåòñÿ ïî ïåðèîäè÷íîñòè. Â ÷àñòíîñòè,

θ(Z(u/2), Z(−u/2)) =

{
2 min{u, π − u} if 0 ≤ u ≤ π,

2u if 0 ≤ u ≤ 1
2
π.

è, ñëåäîâàòåëüíî,

θ(Z(v), Z(−v)) = 4v, 0 ≤ v ≤ π/4. (5.20)

Ïîäìíîæåñòâî ìàòðèö (5.18) ÿâëÿåòñÿ ãåîäåçè÷åñêîé â FP n. Âñå äðó-
ãèå ãåîäåçè÷åñêèå èìåþò âèä g(Z), ãäå g ∈ G � èçîìåòðèè ïðîñòðàíñòâà
FP n.

Òåïåðü ìû îïðåäåëèì õîðäîâîå ðàññòîÿíèå äëÿ ïðîåêòèâíûõ ïðî-
ñòðàíñòâ. Äëÿ ëþáîãî Π ∈ FP n èç ôîðìóë (5.13), (5.14) è (5.11) ñëåäóåò,
÷òî

‖Π‖2 = Tr Π2 = Tr Π = 1. (5.21)
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Òàêèì îáðàçîì, ïðîåêòèâíûå ïðîñòðàíñòâà FP n, îïðåäåëåíííûå ôîðìó-
ëàìè (5.13) è (5.14), ÿâëÿþòñÿ ïîäìíîãîîáðàçèÿìè åäèíè÷íîé ñôåðû

Sm−1 = {A ∈ H(Fn+1) : ‖A‖ = 1} ⊂ H(Fn+1) ≈ Rm. (5.22)

Ýòî îïðåäåëÿåò äëÿ ïðîåêòèâíûõ ïðîñòðàíñòâ óàçàííîå â ðàçäåëå 2
âëîæåíèå (2.6) àáñòðàêòíîãî äâóõòî÷å÷íî-îäíîðîäíîãî ïðîñòðàíñòâà
Q(d, d0) â åäèíè÷íóþ ñôåðó Sm−1. Îòìåòèì, ÷òî ôàêòè÷åñêè, èìååò ìå-
ñòî âëîæåíèå â (m−2)-ìåðíóþ ñôåðó, ÿâëÿþùóþñÿ ïåðåñå÷åíèåì ñôåðû
Sm−1 ñ ãèïåðïëîñêîñòüþ â H(Fn+1) îïðåäåëåííóþ óðàâíåíèåì TrA = 1,
ñì. (5.21).

Õîðäîâîå ðàññòîÿíèå τ(Π1,Π2) ìåæäó äâóìÿ ïðîåêòîðàìè Π1,Π2 ∈
FP n îïðåäåëÿåòñÿ êàê åâêëèäîâî ðàññòîÿíèå (5.12):

τ(Π1,Π2) =
1√
2
‖Π1 − Π2‖ = (1− 〈Π1,Π2〉)1/2. (5.23)

Ìíîæèòåëü 1/
√

2 âûáðàí çäåñü äëÿ óäîáñòâà, ïðè òàêîé íîðìèðîâêå
diam(τ,FP n) = 1.

Î÷åâèäíî, ÷òî τ(g(Π1), g(Π2)) = τ(Π1,Π2) äëÿ âñåõ èçîìåòðèé g ∈ G
ïðîñòðàíñòâà FP n.

Ïîñêîëüêó FP n ÿâëÿåòñÿ äâóõòî÷å÷íî-îäíîðîäíûì ïðîñòðàíñòâîì, òî
äëÿ ëþáûõ äâóõ ïðîåêòîðîâ Π1,Π2 ∈ FP n ñ θ(Π1,Π2) = 2u, 0 ≤ u ≤ 1

2
π,

ñóùåñòâóåò èçîìåòðèÿ g ∈ G òàêàÿ, ÷òî g(Π1) = Z(u), g(Π2) = Z(0). Èç
ôîðìóë (5.23), (5.18) è (5.17), ïîëó÷àåì

τ(Z(u), Z(0)) = sinu = sin
1

2
θ(Π(u),Π(0)).

Ñëåäîâàòåëüíî,

τ(Π1,Π2) = sin
1

2
θ(Π1,Π2) (5.24)

Èç ñîîòíîøåíèé (5.23), (5.24) ñëåäóåò, ÷òî àíòèïîäàëüíûå òî÷êè
Π+,Π− ∈ FP n ìîæíî îõàðàêòåðèçîâàòü êàê ïàðû âçàèìíî îðòîãîíàëü-
íûõ ïðîåêòîðîâ: óñëîâèÿ θ(Π+,Π−) = π è τ(Π+,Π−) = 1 ðàâíîñèëüíû
ñîîòíîøåíèþ 〈Π+,Π−〉 = 0.

6. Äîêàçàòåëüñòâî Òåîðåìû 2.1

Äîêàçàòåëüñòâî Òåîðåìû 2.1 îïèðàåòñÿ íà ñëäóþùåå ñïåöèàëüíîå ïðåä-
ñòàâëåíèå ìåòðèêè ñèììåòðè÷íîé ðàçíîñòè (1.13) íà ïðîñòðàíñòâå M,
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ñì. [28, Lemma 2.1]. Çäåñü ìû ïðèâåäåì ýòî ïðåäñòàâëåíèå â ôîðìå ïðè-
ñïîñîáëåíèé äëÿ õîðäîâîé ìåòðèêè (5.23) íà ïðîñòðàíñòâå Q(d, d0).

Ëåììà 6.1. Ïóñòü âåñîâàÿ ôóíêöèÿ η ñóììèðóåìà íà îòðåçêå [0, π],
òîãäà ñïðàâåäëèâî ðàâåíñòâî

θ∆(η, y1, y2) =
1

2

∫
M

|σ(θ(y1, y))− σ(θ(y2, y))| dµ(y), (6.1)

ãäå

σ(r) =

π∫
r

η(u) du. (6.2)

Â ÷àñòíîñòè, åñëèM ÿâëÿåòñÿ äâóõòî÷å÷íî-îäíîðîäíûì ïðîñòðàí-

ñòâîì Q = Q(d, d0), à âåñîâàÿ ôóíêöèÿ η\(r) = sin r, òî ñïðàâåäëèâî

ðàâåíñòâî

θ∆(η\, y1, y2) =

∫
Q

|τ(y1, y)2 − τ(y2, y)2| dµ(y), (6.3)

ãäå τ(·, ·) � õîðäîâàÿ ìåòðèêà íà Q(d, d0), ñì. (5.23).

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïîëîæèì äëÿ êðàòêîñòè θ(y1, y) = θ1 è θ(y2, y) = θ2.
Èñïîëüçóÿ (1.13), (1.17) è (1.16), ïîëó÷èì

θ∆(η, y1, y2)

=
1

2

∫
M

 π∫
0

(χ(r − θ1) + χ(r − θ2)− 2χ(r − θ1)χ(r − θ2))η(r) dr

 dµ(y)

=
1

2

∫
M

(σ(θ1) + σ(θ2)− 2σ(max{θ1, θ2})) dµ(y). (6.4)

Ïîñêîëüêó σ ÿâëÿåòñÿ íåâîçðàñòàþùåé ôóíêöèåé, ìû èìååì

2σ(max{θ1, θ2})=2 min{σ(θ1), σ(θ2)}=σ(θ1)+σ(θ2)−|σ(θ1)−σ(θ2)|. (6.5)

Ïîäñòàâëÿÿ (6.5) â (6.4), ïîëó÷èì (6.1).
Åñëè η\(r) = sin r, òî σ\(r) = 2− 2 sin2 1

2
r. Ïîäñòàâëÿÿ ýòî âûðàæåíèå

â (6.1) è ïîëüçóÿñü (5.24), ïîëó÷èì (6.3).

35



Äëÿ ïîëíîòû èçëîæåíèÿ ìû ïðèâåäåì ñíà÷àëà äîêàçàòåëüñòâî Òåî-
ðåìû 2.1 äëÿ ñôåð. Â ýòîì ñëó÷àå íàøå äîêàçàòåëüñòâî ñõîæå ñ äîêàçà-
òåëüñòâàìè, ïðåäëîæåííûìè â [8,11].

Äîêàçàòåëüñòâî Òåîðåìû 2.1 äëÿ ñôåð. Äëÿ ñôåðû Sd õîðäîâàÿ ìåòðè-
êà τ îïðåäåëåíà â (2.5). Ìû èìååì

τ(y1, y)2 − τ(y2, y) =
1

4
(‖y1 − y‖2 − ‖y2 − y‖2)

= −1

2
(y1 − y2, y) = −τ(y1, y2)(x, y), y1, y2 ∈ Sd, (6.6)

ãäå x = ‖y1 − y2‖−1(y1 − y2) ∈ Sd. Ïîäñòàâëÿÿ (6.6) â (6.3), ïîëó÷èì

θ∆(η\, y1, y2) = τ(y1, y2)

∫
Sd

|(x, y)| dµ(y). (6.7)

Î÷åâèäíî, ÷òî èíòåãðàë â (6.7) íå çàâèñèò îò x ∈ Sd. Ýòî äîêàçûâàåò
ðàâåíñòâî (2.8) äëÿ ñôåð Sd c ïîñòîÿííîé

γ(Sd) =

∫
Sd

|(x, y)| dµ(y)

−1

.

Äîêàçàòåëüñòâî Òåîðåìû 2.1 äëÿ ïðîåêòèâíûõ ïðîñòðàíñòâ. Ìû
ïîëüçóåìñÿ ìîäåëÿìè ïðîåêòèâíûõ ïðîñòðàíñòâ (5.13) è (5.14) è ïè-
øåì âìåñòî òî÷åê y1, y2, y ïðîåêòîðû Π1,Π2,Π. Â òàêèõ îáîçíà÷åíèÿõ
ôîðìóëà (6.3) èìååò âèä

θ∆(η\,Π1,Π2) =

∫
FPn

|τ(Π1,Π)2 − τ(Π2,Π)2| dµ(Π). (6.8)

Ïîñêîëüêó FP n ÿâëÿåòñÿ äâóòî÷å÷íî-îäíîðîäíûì ïðîñòðàíñòâîì, òî
äëÿ ëþáûõ äâóõ ïðîåêòîðîâ Π1,Π2 ∈ FP n ñ θ(Π1,Π2) = 4v, 0 ≤ 4v ≤ π/4,
ñóùåñòâóåò èçîìåòðèÿ g ∈ G, òàêàÿ, ÷òî g(Π1) = Z(v), g(Π2) = Z(−v),
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ñì. (5.20). Êðîìå òîãî, õîðäîâàÿ ìåòðèêà τ ÿâëÿåòñÿ G-èíâàðèàíòíîé.
Ïîýòîìó∫

FPn

|τ(Π1,Π)2 − τ(Π2,Π)2| dµ(Π)

=

∫
FPn

|τ(Z(v),Π)2 − τ(Z(−v),Π)2| dµ(Π). (6.9)

Õîðäîâàÿ ìåòðèêà τ îïðåäåëåíà â (5.23). Ìû èìååì

τ(Z(v),Π)2−τ(Z(−v),Π)2 =
1

2
(‖Z(v)− Π‖2−‖Z(−v)−Π‖2)

= 〈Z(v)− Z(−v),Π〉. (6.10)

Èç ôîðìóë (5.17) è (5.18) ïîëó÷àåì

Z(v)− Z(−v) =

(
ζ(v)− ζ(−v) 0n−1,2

02,n−1 0n−1,n−1

)
,

ζ(v)− ζ(−v) =

(
0 sin 2v

sin 2v 0

)
= sin 2v(ζ+ − ζ−),

ãäå

ζ+ =
1

2

(
1 1
1 1

)
, ζ− =

1

2

(
1 −1
−1 1

)
.

Ñëåäîâàòåëüíî,
Z(v)− Z(−v) = sin 2v(Z+ − Z−), (6.11)

ãäå

Z± =

(
ζ± 0n−1,2

02,n−1 0n−1,n−1

)
.

Íåïîñðåäñòâåííî ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî Z∗± = Z±, Z2
± = Z±, TrZ± = 1, ò.å.

Z± ∈ FP n, êðîìå òîãî, 〈Z+, Z−〉 = 0, ò.å. Z+ , Z− � àíòèïîäàëüíûå òî÷êè.
Ïîñêîëüêó õîðäîâàÿ ìåòðèêà G-èíâàðèàíòíà, òî ïîëüçóÿñü ôîðìóëîé

(5.24), ìû ìîæåì íàïèñàòü

τ(Π1,Π2) = τ(Z(v), Z(−v)) = sin 2v

è ôîðìóëà (6.11) ïðèîáðåòàåò âèä

Z(v)− Z(−v) = τ(Π1,Π2)(Z+ − Z−). (6.12)
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Ñ ó÷åòîì (6.12) ôîðìóëó (6.10) ìîæíî çàïèñàòü òàê

τ(Z(v),Π)2 − τ(Z(−v),Π)2 = τ(Π1,Π2)〈Z+ − Z−,Π〉. (6.13)

Ïîäñòàâëÿÿ (6.13) â (6.9) è ïîëüçóÿñü (6.8), ïîëó÷àåì

θ∆(η\,Π1,Π2) = τ(Π1,Π2)θ∆(η\, Z+, Z−). (6.14)

ãäå

θ∆(η\, Z+, Z−) =

∫
FPn

|〈Z+ − Z−,Π〉| dµ(Π). (6.15)

Î÷åâèäíî, ÷òî èíòåãðàë (6.15) íå çàâèñèò îò Π1,Π2, à â êà÷åñòâå Z+, Z−
ìîæíî âçÿòü ëþáóþ ïàðó àíòèïîäàëüíûõ òî÷åê â FP n. Ýòî äîêàçûâàåò
ðàâåíñòâî (2.8) äëÿ ïðîåêòèâíûõ ïðîñòðàíñòâ FP n ñ ïîñòîÿííîé

γ(FP n) =

∫
FPn

|〈Z+ − Z−,Π〉| dµ(Π)

−1

.

Òåîðåìà 2.1 ïîëíîñòüþ äîêàçàíà.

7. Äîêàçàòåëüñòâî Ëåììû 2.1

(i) Èç ôîðìóëû (1.23) íåïîñðåäñòâåííî âûòåêàåò ñîîòíîøåíèå

λr(y, y) = vr − v2
r = vrv

′
r. (7.1)

Ïðèìåíÿÿ íåðàâåíñòâî Êîøè�Áóíÿêîâñêîãî ê îïðåäåëåíèþ (1.6), ïîëó-
÷àåì

|λr(y1, y2)| ≤ (λr(y1, y2)λr(y2, y2))1/2 = vrv
′
r. (7.2)

Ïîëüçóÿñü ñëàáûì ïðèíöèïîì èíâàðèàíòíîñòè (1.29), ôîðìóëîé (1.26) è
îöåíêîé (7.2), ïîëó÷àåì

θ∆
r (y1, y2) ≤ 2vrv

′
r. (7.3)

Ïîäñòàâëÿÿ â (7.2) è (7.3) îöåíêè (2.3) äëÿ îáúåìîâ vr è v′r, ïîëó÷àåì
îöåíêè (2.15). Èíòåãðèðóÿ îöåíêè (2.15) ñ âåñîâîé ôóíêöèåé η ∈ W (d +
1, d0 + 1), ïîëó÷àåì îöåíêè (2.16).
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(ii) Ïðè r = 0 è r = π θ∆
r (y1, y2) = 0 òîæäåñòâåííî. Áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî

0 < r < π. Ïîëîæèì äëÿ êðàòêîñòè δ = θ(y1, y2)/2. Ïàðàìåòðû r è δ èç-
ìåíÿþòñÿ â îáëàñòè 0 < r < π, 0 ≤ δ ≤ π/2. Ýòó ïðÿìîóãîëüíóþ îáëàñòü
ïðåäñòàâèì â âèäå îáúåäèíåíèÿ òð¸õ íåïåðåñåêàþùèõñÿ òðåóãîëüíûõ îá-
ëàñòåé:

(A) 0 < r < δ, 0 ≤ δ ≤ 1
2
π,

(B) π > r ≥ π − δ, 0 ≤ δ ≤ 1
2
π,

(C) r > δ, 0 < r < π − δ, 0 ≤ δ < 1
2
π.

Â êàæäîé èç ýòèõ îáëàñòåé ìû äîêàæåì èíòåðåñóþùóþ íàñ îöåíêó
(2.17).

Îòìåòèì, ÷òî ïðè r ∈ [0, π] ôóíêöèÿ sin 1
2
r � âîçðàñòàþùàÿ, à ôóíê-

öèÿ cos 1
2
r � óáûâàþùàÿ, ïðè ýòîì

sin
1

2
r ' r, cos

1

2
r ' π − r. (7.4)

(A) Ïîëüçóÿñü ôîðìóëîé (1.25) è ñîîòíîøåíèÿìè (2.2), (2.3), (7.4),
ïîëó÷èì

θ∆
r (y1, y2) ≤ vr '

r∫
0

(sin
1

2
u)d−1(cos

1

2
u)d0−1 du

.

r∫
0

(sin
1

2
u)d−1 du ' (sin

1

2
r)d−1r

. (sin
1

2
r)d−1(cos

1

2
r)d0−1δ. (7.5)

(B) Àíàëîãè÷íî, èç ôîðìóëû (1.25) è ñîîòíîøåíèé (2.2), (2.3), (7.4)
ïîëó÷àåì

θ∆
r (y1, y2) ≤ v′r '

π∫
r

(sin
1

2
u)d−1(cos

1

2
u)d0−1 du

.

π∫
r

(cos
1

2
u)d0−1 du ' (cos

1

2
r)d0−1(π − r)

. (sin
1

2
r)d−1(cos

1

2
r)d0−1δ (7.6)
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(C) Ïîñêîëüêó θ(y1, y2) < π, òî ñóùåñòâóåò åäèíñòâåííàÿ ãåîäåçè÷å-
ñêàÿ γ ⊂ Q(d, d0) íàèìåíüøåé äëèíû θ(y1, y2) ñîåäèíÿþùàÿ òî÷êè y1, y2,
ñì. [21, Chap. VII, Sec. 10]. Îáîçíà÷èì ÷åðåç y0 å¸ ñðåäíþþ òî÷êó, ò.å.
y0 ∈ γ, θ(y1, y0) = θ(y2, y0) = δ. Èç íåðàâåíñòâà òðåóãîëüíèêà äëÿ ìåòðè-
êè θ ñëåäóåò, ÷òî øàð Br−δ(y0) ñîäåðæèòñÿ â ïåðåñå÷åíèè Br(y1)∩Br(y2).
Ïîýòîìó,

µ(Br(y1) ∩Br(y2)) ≥ vr−δ. (7.7)

Ïîëüçóÿñü ôîðìóëîé (1.25) è ñîîòíîøåíèÿìè (7.7), (2.2), (2.3), ïîëó-
÷àåì

θ∆
r (y1, y2) ≤ vr − vr−δ '

r∫
r−δ

(sin
1

2
u)d−1(cos

1

2
u)d0−1 du

. (sin
1

2
r)d−1(cos

1

2
(r − δ))d0−1 ' (sin

1

2
r)d−1(π − r + δ)d0−1

' (sin
1

2
r)d−1(π − r)d0−1

(
1 +

δ

π − r

)d0−1

. (sin
1

2
r)d−1(π − r)d0−1δ

' (sin
1

2
r)d−1(cos

1

2
r)d0−1δ. (7.8)

Èç îöåíîê (7.6), (7.7), (7.8) ñëåäóåò îöåíêà (2.17).
Èíòåãðèðóÿ îöåíêó (2.17) ñ âåñîâîé ôóíêöèåé η ∈ W (d, d0), ïîëó÷àåì

îöåíêó (2.18).
Ëåììà 2.1 äîêàçàíà.

C. Àíàëèç Ôóðüå íà äâóõòî÷å÷íî-îäíîðîäíûõ

ïðîñòðàíñòâàõ è òî÷íûå îöåíêè óêëîíåíèé è

ñóìì ðàññòîÿíèé

8. Êîììóòàòèâûå ïðîñòðàíñòâà è ñôåðè÷åñêèå

ôóíêöèè

Â ýòîì ðàçäåëå êðàòêî èçëîæåíû îñíîâíûå ñâåäåíèÿ îá àíàëèçå Ôóðüå
íà êîìïàêòíûõ êîììóòàòèâíûõ ïðîñòðàíñòâàõ. Èíòåðåñóþùèå íàñ äâóõ-
òî÷å÷íî-îäíîðîäíûå ïðîñòðàíñòâà Q(d, d0) îáðàçóþò âàæíûé ïîäêëàññ
êîììóòàòèâûõ ïðîñòðàíñòâ.
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Îáùàÿ òåîðèÿ êîììóòàòèâíûõ ïðîñòðàíñòâ èçëîæåíà â ìîíîãðàôèè
[34], ñì. òàêæå [22,32]. Äëÿ êîìïàêòíûõ ïðîñòðàíñòâ òåîðèÿ ñóùåñòâåííî
óïðîùàåòñÿ.

Ïóñòü G � êîìïàêòíàÿ ãðóïïà, à K ⊂ G � çàìêíóòàÿ ïîäãðóïïà. Îáî-
çíà÷èì ÷åðåç Lq(G), q = 1, 2, ïðîñòðàíñòâî ôóíêöèé íà G èíòåãðèðóåìûõ
ñî ñòåïåíüþ q îòíîñèòåëüíî íîðìèðîâàííîé ìåðû Õààðà íà G, à ÷åðåç
Lq(G/K) è Lq(K \ G/K) ïîäïðîñòðàíñòâà ôóíêöèé, óäîâëåòâîðÿþùèõ
óñëîâèÿì f(gk) = f(g), k ∈ K, è, ñîîòâåòñòâåííî, f(k1gk2) = f(g), k1, k2 ∈
K. ßñíî, ÷òî ôóíêöèè â ïðîñòðàíñòâàõ Lq(G/K) è Lq(K \G/K) ìîæíî
ðàññìàòðèâàòü êàê ôóíêöèè íà îäíîðîäíîì ïðîñòðàíñòâå Q = G/K.

Ìû îáîçíà÷àåì ÷åðåç µG è µK íîðìèðâàííûå ìåðû Õààðà íà ãðóïïàõ
G è K, ñîîòâåòñòâåííî, µG(G) = µK(K) = 1, êàê è ðàíåå, µ îáîçíà÷àåò
èíâàðèàíòíóþ íîðìèðîâàííóþ ìåðó íà îäíîðîäíîì ïðîñòðàíñòâå Q =
G/K, ïðè ýòîì µG = µK × µ.

Ïðîñòðàíñòâà L1(K \ G/K) ⊂ L1(G/K) ⊂ L1(G) ÿâëÿþòñÿ áàíàõî-
âûìè àëãåáðàìè îòíîñèòåëüíî óìíîæåíèÿ, îïðåäåëåííîãî êàê ñâåðòêà
ôóíêöèé

f1 ∗ f2(g) =

∫
G

f1(gh−1)f2(h) dµG(h). (8.1)

Ýòè àëãåáðû àññîöèàòèâíû, íî, âîîáùå ãîâîðÿ, íåêîììóòàòèâíû. Íàïðè-
ìåð, àëãåáðà L1(G) êîììóòàòèâíà òîëüêî åñëè ãðóïïà G êîììóòàòèâíà.

Åñëè àëãåáðà L1(K \ G/K) êîììóòàòèâíà, òî ãðóïïû G è K íàçû-
âàþòñÿ ïàðîé Ãåëüôàíäà, à ñîîòâåòñòâóþùåå îäíîðîäíîå ïðîñòðàíñòâî
Q = G/K íàçûâàåòñÿ êîììóòàòèâíûì ïðîñòðàíñòâîì, ñì. [34].

Äâóìÿ îáøèðíûìè êëàññàìè êîììóòàòèâíûõ ïðîñòðàíñòâ ÿâëÿþòñÿ
ðèìàíîâû ñèììåòðè÷íûå ìíîãîîáðàçèÿ è äâóõòî÷å÷íî-îäíîðäíûå ïðî-
ñòðàíñòâà, ñì. [22, 34]. Â ÷àñòíîñòè, èíòåðåñóþùèå íàñ ïðîñòðàíñòâà
Q(d, d0) êîììóòàòèâíû; îíè ïðèíàäëåæàò îáîèì óêàçàííûì êëàññàì.

Ðàññìîòðèì ñëåäóþùåå óíèòàðíîå ïðåäñòàâëåíèå ãðóïïû G â ïðî-
ñòðàíñòâå L2(G/K)

T (g)f(h) = f(g−1h), f ∈ L2(G/K), g, h ∈ G. (8.2)

Ïðåäñòàâëåíèå (8.2) ðàçëàãàåòñÿ â îðòîãîíàëüíóþ ñóììó

T =
⊕̂
l≥0

Tl, L2(G/K) =
⊕̂
l≥0

Vl (8.3)

41



óíèòàðíûõ íåïðèâîäèìûõ ïðåäñòàâëåíèé Tl â êîíå÷íî-ìåðíûõ ïðîñòðàí-
ñòâàõ Vl. Ïîëîæèì ml = dimVl, à ÷åðåç (·, ·) îáîçíà÷èì ñêàëÿðíîå ïðîèç-
âåäåíèå â Vl.

Åñëè Q = G/K êîììóòàòèâíîå ïðîñòðàíñòâî, òî ïðåäñòàâëåíèå Tl â
ðàçëîæåíèè (8.3) ïîïàðíî íåýêâèâàëåíòíû. Áîëåå òîãî, âñå Tl ÿâëÿþò-
ñÿ ïðåäñòàâëåíèÿìè êëàññà 1 îòíîñèòåëüíî ïîäãðóïïû K. Ýòî îçíà÷àåò,
÷òî â êàæäîì ïðîñòðàíñòâå ïðåäñòàâëåíèÿ Vl ñóùåñòâóåò åäèíñòâåííûé
åäèíè÷íûé âåêòîð e(l), òàêîé ÷òî Tl(k)e(l) = e(l) äëÿ âñåõ k ∈ K.

Âûáåðåì îðòîíîðìèðîâàíûé áàçèñ e1, . . . , eml
â ïðîñòðàíñòâå Vl, òàêîé

÷òî e1 = e(l) è ðàññìîòðèì ìàòðè÷íûå ýëåìåíòû t
(l)
ij (g) = (Tl(g)ei, ej).

Î÷åâèäíî, âûïîëíÿþòñÿ ñîîòíîøåíèÿ

t
(l)
ij (g1g2) =

ml∑
p=1

t
(l)
ip (g1)t

(l)
pj (g2),

t
(l)
ij (g−1) = t

(l)
ji (g)

 (8.4)

è, êðîìå òîãî, ñïðàâåäëèâû ñëåäóþùèå ñîîòíîøåíèÿ îðòîãîíàëüíîñòè∫
G

t
(l)
ij (g)t

(l′)
ij (g) dµG(g) = m−1

l δll′δii′δjj′ . (8.5)

Ñèñòåìà ôóíêöèé {m1/2
l t

(l)
1j (g), j = 1, . . . ,ml, l ≥ 0} îáðàçóåò îðòîíîð-

ìèðîâàííûé áàçèñ â L2(G/K), à ñèñòåìà ôóíêöèé {m1/2
l t

(l)
11(g), l ≥ 0}

îáðàçóåò îðòîíîðìèðîâàííûé áàçèñ â L2(K \G/K), ñì. [32].
Ìàòðè÷íûå ýëåìåíòû ϕl(g) = t

(l)
11(g) íàçûâàþòñÿ çîíàëüíûìè ñôåðè-

÷åñêèìè ôóíêöèÿìè, à t(l)1j (g), j = 2, . . . ,ml ïðèñîåäèíåííûìè ñôåðè÷å-
ñêèìè ôóíêöèÿìè. Èç îïðåäåëåíèÿ è ôîðìóë (8.4) ñëåäóåò, ÷òî çîíàëü-
íûå ñôåðè÷åñêèå ôóíêöèè íåïðåðûâíû, ϕl(1) = 1, çäåñü 1 � åäèíèöà
ãðóïïû G, |ϕl(g)| ≤ 1 äëÿ âñåõ g ∈ G è

ϕl(g1g
−1
2 ) =

ml∑
j=1

t
(l)
1j (g1)t

(l)
1j (g2),

ϕl(g) = ϕl(g−1).

 (8.6)

Èç (8.6) ñëåäóåò, ÷òî ϕl � ïîëîæèòåëüíî-îïðåäåëåííûå ôóíêöèè, ò.å.∑
1≤i,j≤N

cicjϕl(g
−1
i gj) ≥ 0 (8.7)
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äëÿ ëþáûõ ýëåìåíòîâ g1, . . . , gN ∈ G è ëþáûõ êîìïëåêñíûõ ÷èñåë
c1, . . . , cN . Èç (8.1), (8.5) è (8.6) ïîëó÷àåì

(ϕl ∗ ϕl′)(g) = δll′m
−1
l ϕl(g). (8.8)

Ðàçëîæèì ôóíêöèþ f ∈ L2(K \G/K) ïî îðòîíîðìèðîâàííîìó áàçèñó
{m1/2

l ϕl, l ≥ 0},
f(g) ∼

∑
l≥0

mlcl(f)ϕl(g) (8.9)

ñ êîýôôèöèåíòàìè Ôóðüå

cl(f) =

∫
G

f(g)ϕl(g) dµG(g). (8.10)

Çäåñü ∼ îáîçíà÷àåò ñõîäìîñòü ðÿäà (8.9) ïî L2-íîðìå. Èìååò ìåñòî ðà-
âåíñòâî Ïàðñåâàëÿ ∫

G

|f(g)|2 dµG(g) =
∑
l≥0

ml|cl(f)|2 (8.11)

Äëÿ äâóõ ôóíêöèé f1, f2 ∈ L2(K \ G/K) çàïèøåì ðàçëîæåíèå (8.9)
è ïîäñòàâèì â ôîðìóëó äëÿ ñâåðòêè (8.1). Ïîëüçóÿñü ôîðìóëîé (8.8),
ïîëó÷èì

f1 ∗ f2(g) =
∑
l≥0

mlcl(f1)cl(f2)ϕl(g). (8.12)

Ïîñêîëüêó ñôåðè÷åñêèå ôóíêöèè ϕl íåïðåðûâíû è |ϕl(g)| ≤ 1, òî ïîëü-
çóÿñü ðàâåíñòâîì Ïàðñåâàëÿ (8.11) äëÿ ôóíêöèé f1 è f2 è íåðàâåíñòâîì
Êîøè�Áóíÿêîâñêîãî, çàêëþ÷àåì, ÷òî ðÿä (8.12) ñõîäèòñÿ àáñîëþòíî è
ðàâîìåðíî è ñâåðòêà f1 ∗ f2 ÿâëÿåòñÿ íåïðåðûâíîé ôóíêöèåé.

Ïðèâåäåííûå âûøå ôàêòû ñïðàâåäëèâû äëÿ âñåõ êîìïàêòíûõ êîì-
ìóòàòèâíûõ ïðîñòðàíñòâ. Ìû õîòèì ñïåöèàëèçèðîâàòü ðàçëîæåíèÿ ïî
ñôåðè÷åñêèì ôóíêöèÿì (8.9)�(8.12) äëÿ äâóõòî÷å÷íî-îäíîðîäíûõ ïðî-
ñòðàíñòâ.

Ïóñòü Q = G/K � êîìïàêòíîå äâóõòî÷å÷íî-îäíîðîäíîå ïðîñòðàíñòâî
ñ G-èíâàðèàíòíîé ìåòðèêîé θ è K � ñòàáèëèçàòîð ôèêñèðîâàííîé òî÷-
êè y0 ∈ Q. Èç îïðåäåëåíèÿ Q, ñì. ðàçäåë 2, ñëåäóåò, ÷òî ïîäãðóïïà K
òðàíçèòèâíà íà êàæäîé ñôåðå Σr(y0) = {y : θ(y, y0) = r} ⊂ Q, r ∈ R,
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çäåñü R = {θ(y, y0) : y ∈ Q} � ìíîæåñòâî ðàäèóñîâ. Ñ äðóãîé ñòîðîíû,
ëþáàÿ ôóíêöèÿ f ∈ Lq(K \ G/K) ðàññìàòðèâàåòñÿ êàê ôóíêöèÿ íà Q,
ïîñòîÿííà íà ñôåðàõ Σr(y0) è, ñëåäîâàòåëüíî, ìîæåò áûòü çàïèñàíà â
âèäå

f(g) = F (θ(gy0, y0)) (8.13)

ñ íåêîòîðîé ôóíêöèåé F (r), r ∈ R. Äðóãèìè ñëîâàìè, äëÿ äâóòî÷å÷íî-
îäíîðîäíûõ ïðîñòðàíñòâ äâîéíûå êëàññû ñìåæíîñòè K \G/K ïàðàìåò-
ðèçóþòñÿ ðàäèóñàìè r ∈ R.

Èç G-èíâàðèàíòíîñòè è ñèììåòðè÷íîñòè ìåòðèêè θ ñëåäóåò, ÷òî

θ(gy0, y0) = θ(y0, g
−1y0) = θ(g−1y0, y0),

θ(g1y0, g2y0) = θ(y0, g
−1
1 g2y0) = θ(g−1

1 g2y0,0 ).

}
(8.14)

Ñðàâíèâàÿ (8.13) è (8.14), ïîëó÷àåì

f(g) = f(g−1). (8.15)

Êðîìå òîãî, äëÿ ñâåðòêè (8.1) ôóíêöèé f1, f2 ∈ L2(K \ G/K) èç (8.13)
ïîëó÷àåì ôîðìóëó

(f1 ∗ f2)(g−1
1 g2) =

∫
G

F1(θ(g1y0, gy0))F2(θ(gy0, g2y0)) dµ(g)

=

∫
Q

F1(θ(y1, y))F2(θ(y, y2)) dµ(y), (8.16)

ãäå y1 = g1y0, y2 = g2y0. Ñòîèò îòìåòèòü, ÷òî èç (8.16) ñëåäóåò êîììóòà-
òèâíîñòü ïðîñòðàíñòâà Q, ïîñêîëüêó ñâåðòêà (8.16) î÷åâèäíî êîììóòà-
òèâíà.

Äëÿ èíòåãðàëîâ îò ôóíêöèé âèäà (8.13) èìååò ìåñòî ôîðìóëà∫
G

f(g) dµG(g) =

∫
Q

F (θ(y, y0)) dµ(y) =

∫
R

F (r) dvr, (8.17)

ãäå ïîñëåäíèé èíòåãðàë ïîíèìàåòñÿ êàê èíòåãðàë Ñòèëòüåñà ñ íåóáûâà-
þùåé ôóíêöèåé vr = µ(Br(y0)), r ∈ R, îáúåìîì øàðà Br(y0) ⊂ Q.

Èç ôîðìóë (8.13) è (8.17) ñëåäóåò, ÷òî îòîáðàæåíèå f → F ÿâëÿåòñÿ
èçîìåòðèåé ïðîñòðàíñòâà L2(K/K) íà ïðîñòðàíñòâî L2(R, v) ôóíêöèé
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F (r), r ∈ R, ñ êîíå÷íîé íîðìîé

‖F‖ =

∫
R

|F (r)|2 dvr

1/2

(8.18)

Ïîñêîëüêó çîíàëüíûå ñôåðè÷åñêèå ôóíêöèè ϕl ∈ L2(K/K), èõ ìîæíî
çàïèñàòü â âèäå (8.13)

ϕl(g) = Φl(θ(gy0, y0)) (8.19)

ñ íåêîòîðûìè ôóíêöèÿìè Φl ∈ L2(R, v). Ôîðìóëó (8.19) ìîæíî çàïèñàòü
òàêæå â âèäå

ϕl(g
−1
1 g2) = Φl(θ(g1y0, g2y0)) = Φl(θ(y1, y2)), (8.20)

ãäå y1 = g1y0, y2 = g2y2.
Èç ñâîéñòâ ôóíêöèé ϕl ñëåäóåò, ÷òî Φl íåïðåðûâíû, Φl(0) = 1,

|Φl(r)| ≤ 1, à èç ñðàâíåíèÿ (8.6) è (8.15) ñëåäóåò, ÷òî Φl � âåùåñòâåííî-
çíà÷íû. Êðîìå òîãî, ñèñòåìà ôóíêöèé {m1/2

l Φl, l ≥ 0} îáðàçóåò îðòîíîð-
ìèðîâàííûé áàçèñ â ïðîñòðàíñòâå L2(R, v). Äëÿ ôóíêöèè F ∈ L2(R, v)
ðàçëîæåíèå (8.9) ïðèîáðåòàåò âèä

F (r) ∼
∑
l≥0

mlcl(F ) Φl(r) (8.21)

ñ êîýôôèöèåíòàìè Ôóðüå

cl(F ) =

∫
R

F (r)Φl(r) dvr. (8.22)

Ñðàâíèâàÿ ôîðìóëû (8.12), (8.16), (8.21), ïðèõîäèì ê òàêîìó ñîîòíî-
øåíèþ∫

Q

F1(θ(y1, y))F2(θ(y, y2)) dµ(y) =
∑
l≥0

mlcl(F1)cl(F2)Φl(θ(y1, y2)). (8.23)

Äëÿ âñåõ ïðîñòðàíñòâ Q = Q(d, d0) çîíàëüíûå ñôåðè÷åñêèå ôóíêöèè
èçâåñòíû, ñì. [16, Chp. 9, Sec. 2], [19, p. 178], [22, Chp. V, Thm. 4.5], [23,
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pp. 514�512, 543�544], [34, Thm. 11.4.21]. ßâíîå âûðàæåíèå äëÿ ôóíêöèé
Φl â (8.19) èìååò âèä

Φl(r) = Φ
(α,β)
l (r) =

P
(α,β)
l (cos r)

P
(α,β)
l (1)

, r ∈ [0, π] (8.24)

ãäå P (α,β)
l (z) � ñòàíäàðòíûå ïîëèíîìû ßêîáè ñòåïåíè l íîðìèðîâàííûå

óñëîâèåì

P
(α,β)
l (1) =

(
α + l
l

)
=

(α + 1) . . . (α + l)

l!
' lα (8.25)

Ïàðàìåòðû α, β ñâÿçàíû ñ ðàçìåðíîñòÿìè d, d0 ñîîòíîøåíèÿìè

α =
d

2
− 1, β =

d0

2
− 1 (8.26)

Íåîáõîäèìûå ñâåäåíèÿ î ïîëèíîìàõ ßêîáè ìîæíî íàéòè â ìîíîãðàôèè
[31]. Äàëåå â ôîðìóëàõ è âû÷èñëåíèÿõ ìû áóäåì èñïîëüçîâàòü êàê ðàç-
ìåðíîñòè d, d0 òàê è ïàðàìåòðû α, β, ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî îíè ñâÿçàíû
ñîîòíîøåíèÿìè (8.26). Ðàçóìååòñÿ, ïðèâîäèìûå ðåçóëüòàòû î ïîëèíîìàõ
ßêîáè ñïðàâåäëèâû â çíà÷èòåëüíî áîëüøèõ îáëàñòÿõ ïàðàìåòðîâ α è
β. Íàïðèìåð, max

−1≤z≤1
|P (α,β)
l (z)| = P

(α,β)
l (1) ïðè α ≥ β ≥ −1/2, ñì. [31,

Thm. 7.32.1]. Â ñèëó (8.26) ýòî óñëîâèå âûïîëíåíî, ñì. (2.1) è |Φl(r)| ≤ 1.
Èìåþò ìåñòî ñëåäóþùèå ñîîòíîøåíèÿ îðòîãîíàëüíîñòè äëÿ ïîëèíî-

ìîâ ßêîáè

π∫
0

P
(α,β)
l (cosu)P

(α,β)
l′ (cosu)(sin

1

2
u)d−1(cos

1

2
u)d0−1 du

= (
1

2
)α+β+1

1∫
−1

P
(α,β)
l (z)P

(α,β)
l′ (z)(1− z)α(1 + z)β dz = M−1

l δll′ , (8.27)

ãäå M0 = κ(d, d0), à ïðè l ≥ 1

Ml = (2l + α + β + 1)
Γ(l + 1)Γ(l + α + β + 1)

Γ(l + α + 1)Γ(l + β + 1)
' l, (8.28)

ñì. [31, Eq. (4.3.3)].
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Ñðàâíèâàÿ ñîîòíîøåíèå îðòîãîíàëüíîñòè (8.5) äëÿ çîíàëüíûõ ñôåðè-
÷åñêèõ ôóíêöèé (8.24) c (8.28), ïîëó÷àåì ÿâíóþ ôîðìóëó äëÿ ðàçìåðíî-
ñòåé ml íåïðèâîäèìûõ ïðåäñòàâëåíèé Tl â (8.3)

ml = MlB(d/2, d0/2)

(
α + l
l

)2

' ld−1. (8.29)

Äëÿ ëþáîé ôóíêöèè F ∈ L2([0, π], v) ðàçëîæåíèå (8.21) ïðèîáðåòàåò
âèä

F (r) ∼
∑
l≥0

MlCl(F )P
(α,β)
l (cos r), (8.30)

ãäå êîýôôèöèåíòû Ôóðüå�ßêîáè

Cl(F ) =

π∫
0

F (u)P
(α,β)
l (cosu)(sin

1

2
u)d−1(cos

1

2
u)d0−1 du. (8.31)

Êîýôôèöèåíòû Ôóðüå (8.22) äëÿ çîíàëüíûõ ñôåðè÷åñêèõ ôóíêöèé
(8.24) è êîýôôèöèåíòû Ôóðüå�ßêîáè (8.31), î÷åâèäíî, ñâÿçàíû ñîîòíî-
øåíèåì

cl(F ) = Cl(F )
κ(d, d0)

P
(α,β)
l (1)

, l ≥ 0. (8.32)

Ïîëüçóÿñü ñîîòíîøåíèÿìè (8.24), (8.31) è (8.32), çàïèøåì ôîðìóëó
(8.23) â âèäå∫

Q

F1(θ(y1, y))F2(θ(y, y2)) dµ(y)

= κ(d, d0)
∑
l≥0

MlCl(F1)Cl(F2)
P

(α,β)
l (cos θ(y1, y2))

P
(α,β)
l (1)

(8.33)

Ýòà ôîðìóëà áóäåò èñïîëüçîâàíà â ðàçäåëå 9 äëÿ ðàçëîæåíèÿ óêëîíåíèé
è ìåòðèê ïî çîíàëüíûì ñôåðè÷åñêèì ôóíêöèÿì.

Óñëîâèå ïîëîæèòåëüîé îïðåäåëåííîñòè (8.7) äëÿ çîíàëüíûõ ñôåðè÷å-
ñêèõ ôóíêöèé (8.24) áóäåò èñïîëüçîâàíî äàëåå â ðàçäåëå 11 â ñëåäóþùåé
ñïåöèàëüíîé ôîðìå

ϕl[DN ] =
∑

x1,x2∈DN

P
(α,β)
l (cos θ(x1, x2))

P
(α,β)
l (1)

≥ 0 (8.34)
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äëÿ ëþáîãî N -òî÷å÷íîãî ïîäìíîæåñòâà DN ⊂ Q(d, d0).
Óñëîâèÿ (3.2), (3.3), îïðåäåëÿþùèå t-äèçàéí DN ⊂ Q(d, d0) î÷åâèäíî

ýêâèâàëåíòíû ñëåäóþùèì ñîîòîøåíèÿì, ñì. [4, 23],

ϕl[DN ] = 0, l = 0, 1, . . . , t. (8.35)

9. Ðàçëîæåíèÿ ïî ñôåðè÷åñêèì ôóíêöèÿì

óêëîíåíèé è ìåòðèê

Â íàñòîÿùåì ðàçäåëå ìû ïîëó÷èì ÿâíûå ôîðìóëû ðàçëîæåíèé ïî çî-
íàëüíûì ñôåðè÷åñêèì ôóíêöèÿì (8.24) äëÿ ÿäåð (1.6), (1.8) è äëÿ ìåò-
ðèê ñèììåòðè÷íîé ðàçíîñòè (1.33), (1.14) â ïðîñòðàíñòâàõ Q(d, d0). Â
ñëåäóþùåì ðàçäåëå áóäóò äàíû òî÷íûå îöåíêè êîýôôèöèåíòîâ ýòèõ ðàç-
ëîæåíèé.

Íàì ïîíàäîáÿòñÿ îñíîâíûå ôàêòû îá àñèìïòîòè÷åñêîì ïîâåäåíèè ïî-
ëèíîìîâ ßêîáè P (α,β)

l (z), z ∈ [−1, 1], α ≥ −1/2, β ≥ −1/2, ïðè l → ∞.
Ýòî ïîâåäåíèå âåñüìà íåðàâíîìåðíî ïî z ∈ [−1, 1]. Âî âíóòðåííèõ òî÷êàõ
óêàçàííîãî èíòåðâàëà ïîëèíîìû îñöèëëèðóþò è èìåþò âåëè÷èíó ïîðÿä-
êà l−1/2, à âáëèçè êîíöîâ èíòåðâàëà z = 1 è z = −1 ðåçêî âîçðàñòàþò
äî âåëè÷èíû ïîðÿäêà lα è lβ, ñîîòâåòñòâåííî. Òàêîå ïîâåäåíèå óäîáíî
îïèñàòü â òåðìèíàõ âåñîâûõ îöåíîê. Ïîëîæèì

J
(α,β)
l (r) = (sin

1

2
r)α+ 1

2 (cos
1

2
r)β+ 1

2P
(α,β)
l (cos r), r ∈ [0, π] (9.1)

Äëÿ r ∈ [c0l
−1, π− c0l

−1], ãäå c0 > 0 � ïðîèçâîëüíàÿ ïîñòîÿííàÿ, ñïðà-
âåäëèâà àñèìïòîòè÷åñêàÿ ôîðìóëà

J
(α,β)
l (r) = (πl)−1/2{cos[(l + l0)r + r0] +O((l sin r)−1)}, (9.2)

ãäå l0 = (α + β + 1)/2, r0 = −π(2α + 1)/4, ñì. [31, Thm. 8.21.3].
Äëÿ r ∈ [0, c0l

−1] è r ∈ [π − c0l
−1, π] ñïðàâåäëèâà îöåíêà J (α,β)

l (r) =
O(l−1/2), ñì. [31, Thm. 7.32.2]. Èç ýòîé îöåíêè è èç ôîðìóëû (9.2) ñëåäóåò,
÷òî äëÿ âñåõ r ∈ [0, π] ñïðàâåäëèâà îöåíêà

|J (α,β)
l (r)| < c(l + 1)−1/2), l ≥ 0, (9.3)

ñ ïîñòîÿííîé, çàâèñÿùåé òîëüêî îò α è β.
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Ðàññìîòðèì èíâàðèàíòíóþ ìåðó ïåðåñå÷åíèÿ äâóõ øàðîâ Br(y1) è
Br(y2) â ïðîñòðàíñòâå Q = Q(d, d0)

µr(y1, y2) = µ(Br(y1) ∩Br(y2)) =

∫
Q

χr(θ(y1, y))χr(θ(y, y2)) dµ(y), (9.4)

ãäå χr(·) � õàðàêòåðèñòè÷åñêàÿ ôóíêöèÿ îòðåçêà [0, r], 0 ≤ r ≤ π. Ìû
âîñïîëüçîâàëèñü çäåñü ôîðìóëîé (1.16).

Ëåììà 9.1. Äëÿ ÿäðà (9.4) ñïðàâåäëèâî ñëåäóþùåå ðàçëîæåíèå ïî çî-

íàëüíûì ñôåðè÷åñêèì ôóíêöèÿì

µr(y1, y2) = v2
r + κ(d, d0)

∑
l≥1

l−2Mlal(r)
P (α,β)(cos θ(y1, y2))

P
(α,β)
l (1)

, (9.5)

ãäå vr = µ(Br(y)) è

al(r) = (sin
1

2
r)2d(cos

1

2
r)2d0

{
P

(α+1,β+1)
l−1 (cos r)

}2

= (sin
1

2
r)d−1(cos

1

2
r)d0−1

{
J

(α+1,β+1)
l−1 (r)

}2

. (9.6)

Êîýôôèöèåíòû ðÿäà (9.5) äîïóñêàþò îöåíêó

Mlal(r) ≤ c(sin
1

2
r)d−1(cos

1

2
r)d0−1 (9.7)

ñ ïîñòîÿííîé, çàâèñÿùåé òîëüêî îò d è d0.

Êðîìå òîãî, èìååò ìåñòî ðàâåíñòâî

κ(d, d0)
∑
l≥1

l−2Mlal(r) = vr − v2
r = vrv

′
r. (9.8)

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïðèìåíÿÿ ðàçëîæåíèå (8.33) ê èíòåãðàëó (9.4), ïîëó-
÷èì

µr(y1, y2) = κ(d, d0)
∑
l≥0

Ml{Cl(χr)}2 P
(α,β)
l (cos θ(y1, y2))

P
(α,β)
l (1)

, (9.9)
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ãäå Cl(χl) � êîýôôèöèåíòû Ôóðüå�ßêîáè (8.31) äëÿ õàðàêòåðèñòè÷åñêîé
ôóíêöèè χr. Èç (8.31) ïîëó÷àåì

Cl(χr) =

r∫
0

P
(α,β)
l (cosu)(sin

1

2
u)d−1(cos

1

2
u)d0−1 du

= (
1

2
)
d−1
z

+
d0−1

z

1∫
cos r

(1− z)α(a+ z)βP
(α,β)
l (z) dz. (9.10)

ñ ó÷åòîì (2.2) èìååì C0(χr) = κ(d, d0)−1vr. Ïðè l ≥ 1 âîñïîëüçóåìñÿ
ôîðìóëîé Ðîäðèãà äëÿ ïîëèíîìîâ ßêîáè, ñì. [31, Eq. (4.3.1)],

P
(α,β)
l (z) =

(−1)l

2ll!
(1− z)−α(1 + z)−β

dl

dzl
{

(1− z)l+α(1 + z)l+β
}
. (9.11)

Ïîäñòàâëÿÿ (9.11) â (9.10), ïîëó÷èì

1∫
cos r

(1− z)α(1 + z)βP
(α,β)
l (z) dz

= (2l)−1(1− cos r)α+1(1 + cos r)β+1P
(α+1,β+1)
l−1 (cos r)

= 2α+β+1l−1(sin
1

2
r)2α+2(cos

1

2
)2β+2P

(α+1,β+1)
l−1 (cos r).

Ñ ó÷åòîì (8.26) è (9.1) îêîí÷àòåëüíî íàõîäèì

Cl(χr) = l−1(sin
1

2
r)d(cos

1

2
r)d0P

(α+1,β+1)
l−1 (cos r)

= l−1(sin
1

2
r)

d−1
2 (cos

1

2
r)

d0−1
2 J

(α+1,β+1)
l−1 (r). (9.12)

Ïîäñòàâëÿÿ (9.12) â (9.9), ïîëó÷àåì ôîðìóëû (9.5) è (9.6).
Ïîñêîëüêó Ml ' l, ñì. (8.28), è J (α+1,β+1)

l−1 (r) . l−1/2, ñì. (9.3), òî èç
(9.6) ñðàçó ñëåäóåò îöåíêà (9.7).

Èç (9.4) ñëåäóåò, ÷òî µr(y, y) = vr. Ïîëàãàÿ â (9.5) y1 = y2 = y, ïî-
ëó÷àåì ðàâåíñòâî (9.8). Ôàêòè÷åñêè, ôîðìóëà (9.8) ÿâëÿåòñÿ ðàâåíñòâîì
Ïàðñåâàëÿ äëÿ ðàçëîæåíèÿ ïî ïîëèíîìàì ßêîáè (8.30) ôóíêöèè χr.

Èç Ëåììû 3.1 íåïîñðåäñòâåííî âûòåêàþò ñëåäóþùèå óòâåðæäåíèÿ.
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Òåîðåìà 9.1. Äëÿ ëþáîãî ïðîñòðàíñòâà Q(d, d0) ñïðàâåäëèâû ñëåäóþ-

ùèå ðàçëîæåíèÿ ïî çîíàëüíûì ñôåðè÷åñêèì ôóíêöèÿì.

(i) Äëÿ ÿäåð λr(y1, y2), ñì. (1.6), è ìåòðèê θ∆
r (y1, y2), ñì. (1.14), èìå-

þò ìåñòî ðàçëîæåíèÿ

λr(y1, y2) = κ(d, d0)
∑
l≥1

l−2Mlal(r)
P

(α,β)
l (cos θ(y1, y2))

P
(α,β)
l (1)

, (9.13)

θ∆
r (y1, y2) = 〈θ∆

r 〉 − κ(d, d0)
∑
l≥1

l−2Mlal(r)
P

(α,β)
l (cos θ(y1, y2))

P
(α,β)
l (1)

,

=
∑
l≥1

l−2Mlal(r)

[
1− P

(α,β)
l (cos θ(y1, y2))

P
(α,β)
l (1)

]
, (9.14)

ãäå 〈θ∆
r 〉 = vrv

′
r � ñðåäíåå çíà÷åíèå ìåòðèêè θ∆

r , ñì. (1.26), à êîýôôèöè-
åíòû al(r) îïðåäåëåíû â (9.6).

(ii) Åñëè âåñîâàÿ ôóíêöèÿ η ∈ W (d, d0), òî äëÿ ÿäåð λ(η, y1, y2), ñì.
(1.8) è ìåòðèê θ∆(η, y1, y2), ñì. (1.13) èìåþò ìåñòî ðàçëîæåíèÿ

λ(η, y1, y2) = κ(d, d0)
∑
l≥1

l−2MlAl(η)
P

(α,β)
l (cos θ(y1, y2))

P
(α,β)
l (1)

, (9.15)

θ∆(η, y1, y2) = 〈θ∆(η)〉 − κ(d, d0)
∑
l≥1

l−2MlAl(η)
P

(α,β)
l (cos θ(y1, y2))

P
(α,β)
l (1)

,

= κ(d, d0)
∑
l≥1

l−2MlAl(η)

[
1− P

(α,β)
l (cos θ(y1, y2))

P
(α,β)
l (1)

]
, (9.16)

ãäå 〈θ∆(η)〉 � ñðåäíåå çíà÷åíèå ìåòðèêè θ∆(η), ñì. (1.18), à êîýôôèöèåí-
òû Al(η) îïðåäåëåíû ôîðìóëîé

Al(η) =

π∫
0

η(a)al(u) du. (9.17)
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Äîêàçàòåëüñòâî. (i) Ïîäñòàâëÿÿ ðàçëîæåíèå (9.5) â ôîðìóëû (1.23) è
(1.25), ïîëó÷èì, ñîîòâåòñòâåííî, ðàçëîæåíèÿ (9.13) è (9.14). Âî âòîðîì
ðàâåíñòâå â (9.14) ó÷òåíî ñîîòíîøåíèå (9.8).

(ii) Â ñèëó îöåíêè (9.7) ðÿäû (9.13) è (9.14) ìîæíî ïî÷ëåííî ïðîèí-
òåãðèðîâàòü ñ âåñîâîé ôóíêöèåé η ∈ W (d, d0). Ýòî âëå÷åò ðàçëîæåíèÿ
(9.15) è (9.16).

Îòìåòèì, ÷òî â ñèëó Òåîðåìû 2.1 äëÿ õîðäîâîé ìåòðèêè τ òàêæå
ñïðàâåäëèâî ðàçëîæåíèå (9.16) ñ âåñîâîé ôóíêöèåé η\(r) = sin r. Êðîìå
òîãî, äëÿ õîðäîâîé ìåòðèêè ñïðàâåäëèâà ôîðìóëà

τ(y1, y2) = c(α, β)

[
1− P

(α,β)
1 (cos θ(y1, y2))

P
(α,β)
1 (1)

]1/2

, (9.18)

ñ ïîñòîÿííîé

c(α, β) =

(
α + 1

α + β + 2

)1/2

=

(
d

d+ d0

)1/2

. (9.19)

Äåéñòâèòåëüíî, èç ôîðìóëû Ðîäðèãà (9.11) ïîëó÷àåì P
(α,β)
1 (z) = 1

2
(α +

β + 2)z + 1
2
(α− β) è

1

2
(1− z) =

α + 1

α + β + 2

[
1− P

(α,β)
1 (z)

P
(α,β)
1 (1)

]
. (9.20)

Ñ äðóãîé ñòîðîíû, ïî îïðåäåëåíèÿì (2.4), (5.24) õîðäîâàÿ ìåòðèêà

τ(y1, y2) = sin
1

2
θ(y1, y2) =

[
1

2
(1− cos θ(y1, y2))

]1/2

. (9.21)

Ñðàâíèâàÿ ôîðìóëû (9.20) è (9.21), ïîëó÷àåì (9.18), (9.19).
Äëÿ ñôåð Sd ïî îïðåäåëåíèþ d0 = d, β = α = d

2
−1, à ïîëèíîìû ßêîáè

P
(α,α)
l (z) ñ òî÷íîñòüþ äî ÷èñëîâîãî ìíîæèòåëÿ ñîâïàäàþò ñ óëüòðàñôåðè-

÷åñêèìè ïîëèíîìàìè (ïîëèíîìàìè Ãåãåíáàóýðà), ñì. [31, Sec. 4.7]. Ïðè
ýòîì P

(α,α)
l (z) � ÷åòíàÿ èëè íå÷åòíàÿ ôóíêöèÿ z, ñîîòâåòñòâåííî, äëÿ

÷åòíûõ èëè íå÷åòíûõ l. Ñðàâíèâàÿ ôîðìóëó (4.5) è ðàçëîæåíèå (9.14) ñ
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r = π/2, ïîëó÷àåì ñëåäóþùåå ðàçëîæåíèå äëÿ ãåîäåçè÷åñêîãî ðàññòîÿ-
íèÿ íà ñôåðå

θ(y1, y2)=2π

[
1

4
−(

1

4
)d
∑
odd l≥1

l−2Ml

{
P

(α+1,α+1)
l−1 (0)

}2 P
(α,α)
l (cos θ(y1, y2))

P
(α,α)
l (1)

]

= 2π(
1

4
)d
∑
oddl≥1

l−2Ml

{
P

(α+1,α+1)
l−1 (0)

}2
[

1− P
(α,α)
l (cos θ(y1, y2))

P
(α,α)
l (1)

]
. (9.22)

Â ðàçëîæåíèè (9.20) ó÷àñòâóþò òîëüêî íå÷åòíûå çîíàëüíûå ñôåðè÷å-
ñêèå ôóíêöèè. Äëÿ ñîîòâåòñòâóþùèõ ñóìì (8.34) ëåãêî ïîëó÷èòü ñëåäó-
þùèå ôîðìóëû

ϕl[DN ] =

{
0 åñëè DN = D2a,

1 åñëè DN = D2a+1,
(9.23)

ãäå ïîäìíîæåñòâî D2a ⊂ Sd ñîñòîèò èç a ïàð àíòèïîäàëüíûõ òî÷åê, à
D2a+1 = D2a ∪ {x0}, x0 ∈ Sd � ëþáàÿ òî÷êà. Ïîëüçóÿñü (9.22) è (9.23),
íåïîñðåäñòâåííî ïîëó÷àåì åùå îäíî äîêàçàòåëüñòâî ñîîòíîøåíèé (2.22)
äëÿ ýêñòðåìàëüíûõ ñóìì ãåîäåçè÷åñêèõ ðàññòîÿíèé.

10. Îöåíêè êîýôôèöèåíòîâ Ôóðüå�ßêîáè

Â íàñòîÿùåì ðàçäåëå ïðèâîäÿòñÿ íóæíûå íàì îöåíêè äëÿ êîýôôèöèåí-
òîâ

al(r) = (sin
1

2
r)d−1(cos

1

2
r)d0−1

{
J

(α+1,β+1)
l−1 (r)

}2

, (10.1)

Al(η) =

π∫
0

η(u)al(u) du, (10.2)

Al(χr) =

π∫
0

χr(u)al(u) du =

r∫
0

al(u) du (10.3)

ñ J (α,β)
l (·) îïðåäåëåííûì â (9.1). Ôàêòè÷åñêè ìû äîêàçûâàåì ñïåöèàëüíûå

âåñîâûå îöåíêè äëÿ ïîëèíîìîâ ßêîáè, ñïðàâåäëèâûå ïðè ïðîèçâîëüíûõ
α+ 1 ≥ −1/2, β+ 1 ≥ −1/2 è ïàðàìåòðàõ α, β, d, d0 ñâÿçàííûõ ñîîòíîøå-
íèÿìè (8.26).
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Ëåììà 10.1. Ïóñòü âåñîâàÿ ôóíêöèÿ η ∈ W (d, d0), η 6= 0, òîãäà ñïðà-

âåäëèâû ñëåäóþùèå îöåíêè.

(i) Ïðè 0 < r ≤ π è l ≥ 1

Al(η) > cr−d+1al(r). (10.4)

(ii) Ñóùåñòâóåò ïîñòîÿííàÿ L ≥ 1, çàâèñÿùàÿ òîëüêî îò α è β,
òàêàÿ ÷òî ïðè 0 < r ≤ π/2 è lr > L

Al(η) < Cr−dAl(χr). (10.5)

Ïîëîæèòåëüíûå ïîñòîÿííûå c è C â (10.4) è (10.5) çàâèñÿò òîëüêî

îò α, β è η.

Äîêàçàòåëüñòâî. Èç àñèìïòîòè÷åñêîé ôîðìóëû (9.2) ïîëó÷àåì

J
(α+1,β+1)
l−1 (r) = (πl)−1

{
sin[(l + l0)r + r0] +O((l sin r)−1)

}
, (10.6)

{J (α+1,β+1)
l−1 (r)}2 =

{
1

2
− 1

2
cos 2[(l + l0)r + r0] +Rl(r)

}
, (10.7)

ãäå ïîïðàâî÷íûé ÷ëåí Rl(r) óäîâëåòâîðÿåò îöåíêàì

Rl(r) =

{
O(l−1) ïðè 0 < c0 ≤ r ≤ π − c0,

O((lr)−1) ïðè l−1 ≤ r ≤ π/2,
(10.8)

ãäå 0 < c0 < π/2 � ïðîèçâîëüíàÿ ïîñòîÿííàÿ.
(i) Âûáåðåì è ôèêñèðóåì äîñòàòî÷íî ìàëóþ ïîñòîÿííóþ 0 < c0 < π/2,

÷òîáû âûïîëíÿëîñü óñëîâèå

π−c0∫
c0

η(u)(sin
1

2
u)d−1(cos

1

2
u)d0−1 du

≥ 1

2

π∫
0

η(u)(sin
1

2
u)d−1(cos

1

2
u)d0−1 du =

1

2
‖η‖d,d0 > 0. (10.9)

Ýòî âîçìîæíî, ïîñêîëüêó, η ∈ W (d, d0), η 6= 0, ñì. (2.14).
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Ïîëüçóÿñü (10.9) è àñèìïòîòèêîé (10.7) ñ ïåðâîé îöåíêîé ïîïðàâî÷-
íîãî ÷ëåíà (10.8), ïîëó÷àåì

Al(η) ≥
π−c0∫
c0

η(u)(sin
1

2
u)d−1(cos

1

2
u)d0−1

{
J

(α+1,β+1)
l−1 (u)

}2

du

≥ (πl)−1
{1

4
‖η‖d,d0−

1

2

π−c0∫
c0

η(u)(sin
1

2
u)d−1(cos

1

2
u)d0−1 cos 2[(l+l0)u+r0] du

+O(l−1)
}

= (πl)−1 1

4
‖η‖d,d0 + ◦(1). (10.10)

Íà ïîñëåäíåì øàãå â (10.10) ìû âîñïîëüçîâàëèñü ëåììîé Ðèìàíà�Ëåáåãà.
Èç (10.10) ñëåäóåò îöåíêà

Al(η) ≥ (πl)−1 1

8
‖η‖d,d0 (10.11)

äëÿ âñåõ äîñòàòî÷íî áîëüøèõ l > l1. Âìåñòå ñ òåì,

min
1≤l≤l1

lAl(η) > 0, (10.12)

ïîñêîëüêó, Al(η) > 0 äëÿ âñåõ l ≥ 1. Èç (10.11) è (10.12) ñëåäóåò, ÷òî
îöåíêà

Al(η) ≥ c1l
−1 (10.13)

âûïîëíÿåòñÿ äëÿ âñåõ l ≥ 1 ñ íåêîòîðîé ïîñòîÿííîé c1 > 0.
Ñ äðóãîé ñòîðîíû, ïîëüçóÿñü îöåíêîé (9.3), ïîëó÷àåì

r−d+1al(r) = r−d+1(sin
1

2
r)d−1(cos

1

2
r)d0−1

{
J

(α+1,β+1)
l−1 (r)

}2

≤ c2l
−1 (10.14)

Ñðàâíèâàÿ îöåíêè (10.13) è (10.14), ïðèõîäèì ê îöåíêå (10.14) ñ c = c1c
−1
2 .

(ii) Ïóñòü 0 < r ≤ π/2 è lr ≥ L, ãäå L ≥ 1 � íåêîòîðàÿ ïîñòîÿííàÿ.
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Èç îïðåäåëåíèÿ (10.3) ïîëó÷àåì

r−dAl(χr) ≥ r−d
r∫

r/2

al(u) du

≥ r−d(sin
1

4
r)d−1(cos

1

2
r)d0−1

r∫
r/2

{
J

(α+1,β+1)
l−1 (u)

}2

du

> c1r
−1

r∫
r/2

{
J

(α+1,β+1)
l−1

}2

du, (10.15)

ãäå ìîæíî ïîëîæèòü c1 = (1/8)d−1(1/2)d0−1.
Ïîäñòàâëÿÿ â (10.15) àñèìïòîòèêó (10.7) ñî âòîðîé îöåíêîé ïîïðàâî÷-

íîãî ÷ëåíà (10.8), ïîëó÷èì

r−1

r∫
r/2

{
J

(α+1,β+1)
l−1 (u)

}2

du

= (πl)−1

1

4
− 1

2
r−1

r∫
r/2

cos 2[(l + l0)u+ r0] du+O(L−1)

 . (10.16)

Î÷åâèäíî, ÷òî èíòåãðàë â ïðàâîé ÷àñòè (10.16) èìååò ïîðÿäîê O((rl)−1 .
O(L−1). Ïîäñòàâëÿÿ (10.16) â (10.15), ïîëó÷èì

r−dAl(χr) > c1(πl)−1

{
1

4
+O(L−1)

}
. (10.17)

Â ñèëó (10.17) ìû ìîæåì âûáðàòü è ôèêñèðîâàòü äîñòàòî÷íî áîëüøîå L,
çàâèñÿùåå òîëüêî îò α è β, ÷òîáû âûïîëíÿëàñü îöåíêà

r−dAl(χr) >
1

8
c1(πl)−1 = c2l

−1. (10.18)

Ñ äðóãîé ñòîðîíû, ïîëüçóÿñü îöåíêîé (9.3) è îïðåäåëåíèåì (10.2), ïîëó-
÷àåì

Al(η) ≤ C2‖η‖d,d0l−1 = C3l
−1. (10.19)

Ñðàâíèâàÿ îöåíêè (10.18) è (10.19), ïðèõîäèì ê îöåíêå (10.15) c C =
C3c

−1
2 .

Ëåììà 10.1 äîêàçàíà.
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11. Äîêàçàòåëüñòâà Òåîðåì 2.2 è 3.1

Â íàñòîÿùåì ðàçäåëå ìû çàâåðøèì äîêàçàòåëüñòâà Òåîðåì 2.2 è 3.1. Ýòè
ðåçóëüòàòû áóäóò ïîëó÷åíû êàê íåïîñðåäñòâåííûå ñëåäñòâèÿ îáùåãî ðå-
çóëüòàòà îá óêëîíåíèÿõ ïðèâîäèìîãî íèæå â Òåîðåìå 11.1.

Ïîëüçóÿñü Òåîðåìîé 9.1 (ôîðìóëû (9.13) è (9.15)), çàïèøåì óêëîíå-
íèÿ (1.5), (1.7) ñëåäóþùèì îáðàçîì

λr[DN ] = κ(d, d0)
∑
l≥1

l−2Mlal(r)ϕl[DN ], (11.1)

λ[η,DN ] = κ(d, d0)
∑
l≥1

l−2MlAl(η)ϕl[DN ], (11.2)

λ[χr, DN ] = κ(d, d0)
∑
l≥1

l−2MlAl(χr)ϕl[DN ], (11.3)

çäåñü DN ⊂ Q(d, d0) � ïðîèçâîëüíîå N -òî÷å÷íîå ïîäìíîæåñòâî, à
ϕl[DN ] ≥ 0 îïðåäåëåíû â (8.34). Ðÿäû (11.1)�(11.3) ñõîäÿòñÿ è âñå èõ
÷ëåíû íåîòðèöàòåëüíû.

Òåîðåìà 11.1. Ïóñòü âåñîâàÿ ôóíêöèÿ η ∈ W (d, d0), η 6= 0, òîãäà ñïðà-
âåäëèâû ñëåäóþùèå îöåíêè.

(i) Äëÿ ëþáîãî N-òî÷å÷íîãî ïîäìíîæåñòâà DN ⊂ Q(d, d0) ñïðàâåä-
ëèâà îöåíêà

λ[η,DN ] > cr−d+1λr[DN ], (11.4)

ãäå 0 < r ≤ π � ïðîèçâîëüíî.

(ii) Ñóùåñòâóåò ïîñòîÿííàÿ L ≥ 1, çàâèñÿùàÿ òîëüêî îò d è d0

òàêàÿ, ÷òî äëÿ ëþáîãî N-òî÷å÷íîãî t-äèçàéíà DN ⊂ Q(d, d0) ñ t ≥ 2L/π
ñïðàâåäëèâà îöåíêà

λ[η,DN ] < Cr−dλ[χr, DN ], (11.5)

ãäå r = Lt−1.

Ïîëîæèòåëüíûå ïîñòîÿííûå c è C â (11.4) è (11.5) çàâèñÿò òîëüêî

îò d, d0 è η.

Äîêàçàòåëüñòâî. (i) Ïîëüçóÿñü îöåíêîé (10.4) è ñðàâíèâàÿ ðÿäû (11.1)
è (11.2), ïîëó÷àåì (11.4).

(ii) Åñëè DN ⊂ Q(d, d0) � t-äèçàéí, òî â ñèëó (8.35) ϕ[DN ] = 0 äëÿ l =
0, 1, . . . , t è ñóììèðîâàíèå âî âñåõ ðÿäàõ (11.1)�(11.3) ðàñïðîñòðàíÿåòñÿ
íà l > t.
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Âûáåðåì â êà÷åñòâå L ïîñòîÿííóþ, óêàçàííóþ â Ëåììà 10.1 (ii). Äëÿ
r = Lt−1 ïîëó÷àåì 0 < r ≤ π/2 ïðè t ≥ 2L/π è lr > L ïðè l > t.
Ïîëüçóÿñü îöåíêîé (10.5) è ñðàâíèâàÿ ðÿäû (11.2) è (11.3), ïîëó÷àåì
(11.5).

Òåîðåìà äîêàçàíà.

Òåïåðü ìû ìîæåì äîêàçàòü Òåîðåìû 2.2 è 3.1.

Äîêàçàòåëüñòâî Òåîðåìû 2.2. Íàì íóæíî äîêàçàòü òîëüêî ëåâóþ
îöåíêó â (2.20). Èç îïðåäåëåíèé óêëîíåíèé (1.5), (1.3) ïîëó÷àåì

λr[DN ] ≥ 〈〈Nvr〉〉2,

ãäå 〈〈z〉〉 = min{|z − n|, n ∈ Z} � ðàññòîÿíèå îò z ∈ R äî áëèæàéøåãî
öåëîãî. Îïðåäåëèì r èç óñëîâèÿ Nvr = 1/2, òîãäà λr[D] ≥ 1/2. Â ñèëó
(2.3), r ' N−1/d è îöåíêà (10.2) âëå÷åò ëåâóþ îöåíêó â (2.20).

Äîêàçàòåëüñòâî Òåîðåìû 3.1. Äëÿ êîëè÷åñòâà òî÷åê ïîäìíîæåñòâà
DN ⊂ Q(d, d0) â øàðå Br(y) ìû ìîæåì íàïèñàòü ôîðìóëó∫

Q

(#{Br(y) ∩DN})2 dµ(y) =

∫
Q

(∑
x∈DN

χ(Br(y), x)

)2

dµ(y)

=
∑

y1,y2∈DN

µ(Br(y1) ∩Br(y2)). (11.6)

Èç ôîðìóë (11.6), (1.24) è îïðåäåëåíèÿ (3.7) ïîëó÷àåì

λr[DN ] <

∫
Q

(#{Br(y) ∩DN})2 dµ(y) ≤ (ν[DN , r])
2. (11.7)

Ïîñêîëüêó ν[DN , r] ÿâëÿåòñÿ íåóáûâàþùåé ôóíêöèåé r, èç (11.7) âûòå-
êàåò îöåíêà

λ[χr, DN ] =

r∫
0

λu[DN ] du < r(ν[DN , r])
2. (11.8)

Ïîäñòàâëÿÿ (11.8) â (11.5), ïîëó÷àåì

λ[η,DN ] < Cr−d+1(ν[DN , r])
2. (11.9)

Äëÿ r = Lt−1 îöåíêà (11.9) ñîâïàäàåò ñ îöåíêîé (3.8).
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