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∞1 Z=2Z ÎÁ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Å �ÕÔÅÊ ÜÔÏÇÏ ÇÒÁÆÁ. äÏËÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ, ÞÔÏ ÜÔÉÄÅÊÓÔ×ÉÑ Ñ×ÌÑÀÔÓÑ ÕÎÉ×ÅÒÓÁÌØÎÙÍÉ ÄÌÑ ËÁÖÄÏÊ ÉÚ ÇÒÕ�� × ÓÌÅÄÕÀÝÅÍ ÓÍÙÓÌÅ: ×ÓÑËÏÅÜÒÇÏÄÉÞÅÓËÏÅ ÄÅÊÓÔ×ÉÅ ÕËÁÚÁÎÎÙÈ ÇÒÕ�� Ó ÉÎ×ÁÒÉÁÎÔÎÏÊ ÍÅÒÏÊ É Ä×ÕÞÌÅÎÎÏÊ ÏÂÒÁÚÕ-ÀÝÅÊ, �ÏÍÎÏÖÅÎÎÏÅ ÎÁ ÎÅËÏÔÏÒÏÅ Ó�Å�ÉÁÌØÎÏÅ ÄÅÊÓÔ×ÉÅ (\ÏÄÏÍÅÔÒ") ÍÅÔÒÉÞÅÓËÉ ÉÚÏ-ÍÏÒÆÎÏ ËÁÎÏÎÉÞÅÓËÏÍÕ ÁÄÉÞÅÓËÏÍÕ ÄÅÊÓÔ×ÉÀ ÎÁ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Å �ÕÔÅÊ ÜÔÏÇÏ ÇÒÁÆÁ ÓÎÅËÏÔÏÒÏÊ �ÅÎÔÒÁÌØÎÏÊ ÍÅÒÏÊ. òÁÓÓÍÁÔÒÉ×ÁÅÔÓÑ ÒÑÄ ÚÁÄÁÞ, Ó×ÑÚÁÎÎÙÈ Ó ÜÔÏÊ �ÒÏÂÌÅ-ÍÏÊ.ëÌÀÞÅ×ÙÅ ÓÌÏ×Á: çÒÁÆ Õ�ÏÒÑÄÏÞÅÎÎÙÈ �ÁÒ, ÕÎÉ×ÅÒÓÁÌØÎÏÅ ÄÅÊÓÔ×ÉÅ, ÁÄÉÞÅÓËÉÊÁ×ÔÏÍÏÒÆÉÚÍ, ÍÁÓÛÔÁÂÉÒÏ×ÁÎÎÁÑ ÜÎÔÒÏ�ÉÑ.òÁÂÏÔÁ ×Ù�ÏÌÎÅÎÁ �ÒÉ ÆÉÎÁÎÓÏ×ÏÊ �ÏÄÄÅÒÖËÅ ÇÒÁÎÔÁ òîæ 14-11-00581.
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ÛÔÁÂÉÒÕÀÝÉÈ �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔÅÊ × Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÉÍÁÓÛÔÁÂÉÒÏ×ÁÎÎÏÊ ÜÎÔÒÏ�ÉÉ, �ÒÉ ÜÔÏÍ ÔÏÔ ÖÅ ÒÏÓÔ ÉÍÅÅÔ ÜÎÔÒÏ�ÉÑ È×ÏÓÔÏ×ÏÊÆÉÌØÔÒÁ�ÉÉ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ÜÔÏÊ ÍÅÒÙ.ðÒÏËÏÍÍÅÎÔÉÒÕÅÍ ÜÔÉ ÚÁÄÁÞÉ É ÉÈ ÒÅÛÅÎÉÑ.1.1 õÎÉ×ÅÒÓÁÌØÎÁÑ ÁÄÉÞÅÓËÁÑ ÒÅÁÌÉÚÁ�ÉÑ÷ ËÌÁÓÓÉÞÅÓËÏÊ ÌÅÍÍÅ òÏÈÌÉÎÁ ÓÔÒÏÉÔÓÑ �ÅÒÉÏÄÉÞÅÓËÁÑ Á��ÒÏËÓÉÍÁ�ÉÑ �ÒÏÉÚ-×ÏÌØÎÏÇÏ �ÏÒÑÄËÁ ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ Á�ÅÒÉÏÄÉÞÅÓËÏÇÏ Á×ÔÏÍÏÒÆÉÚÍÁ Ó ÉÎ×ÁÒÉÁÎÔÎÏÊÍÅÒÏÊ. ÷ÏÚÍÏÖÎÏ �ÏÓÔÒÏÉÔØ ÓÏÇÌÁÓÏ×ÁÎÎÕÀ ÓÉÓÔÅÍÕ \ÂÁÛÅÎ òÏÈÌÉÎÁ", ÚÁÄÁÀ-ÝÕÀ ÉÓÞÅÒ�Ù×ÁÀÝÕÀ �ÅÒÉÏÄÉÞÅÓËÕÀ (ÎÁ�ÒÉÍÅÒ �ÏÒÑÄËÏ× 2n, n ∈ N) Á��ÒÏË-ÓÉÍÁ�ÉÀ: × [3, 4℄ �ÏÓÔÒÏÅÎÁ ÔÁË ÎÁÚÙ×ÁÅÍÁÑ \ÁÄÉÞÅÓËÁÑ ÒÅÁÌÉÚÁ�ÉÑ" ÌÀÂÏÇÏÜÒÇÏÄÉÞÅÓËÏÇÏ ÄÅÊÓÔ×ÉÑ. á ÉÍÅÎÎÏ, ÄÏËÁÚÁÎÏ, ÞÔÏ ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ ÜÒÇÏÄÉÞÅÓËÏÇÏÁ×ÔÏÍÏÒÆÉÚÍÁ S ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ÔÁËÉÅ ÇÒÁÄÕÉÒÏ×ÁÎÎÙÊ ÇÒÁÆ �, ÁÄÉÞÅÓËÁÑ ÓÔÒÕË-ÔÕÒÁ ÎÁ ÎÅÍ É �ÅÎÔÒÁÌØÎÁÑ ÍÅÒÁ � ÎÁ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Å T (�) ÅÇÏ �ÕÔÅÊ, ÞÔÏ ÁÄÉÞÅ-ÓËÉÊ ÓÄ×ÉÇ ÎÁ T (�) ÉÚÏÍÏÒÆÅÎ Á×ÔÏÍÏÒÆÉÚÍÕ S. ÷ÏÚÎÉËÁÅÔ ×Ï�ÒÏÓ, ÎÅÌØÚÑÌÉ ÕÔÏÞÎÉÔØ ÜÔÏ �ÏÓÔÒÏÅÎÉÅ É ÒÅÁÌÉÚÏ×ÁÔØ �ÒÏÉÚ×ÏÌØÎÙÅ ÜÒÇÏÄÉÞÅÓËÉÅ ÄÅÊ-ÓÔ×ÉÑ ÎÁ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Å �ÕÔÅÊ ÏÄÎÏÇÏ É ÔÏÇÏ ÖÅ ÇÒÁÆÁ, ÍÅÎÑÑ ÌÉÛØ ÉÎ×ÁÒÉ-ÁÎÔÎÕÀ ÍÅÒÕ? íÏÖÎÏ ËÏÎËÒÅÔÉÚÉÒÏ×ÁÔØ ×Ï�ÒÏÓ ÓÌÅÄÕÀÝÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ: ÒÁÓÓÍÏ-ÔÒÉÍ ÔÁË ÎÁÚÙ×ÁÅÍÏÅ ÓÉÍ×ÏÌÉÞÅÓËÏÅ ÄÅÊÓÔ×ÉÅ ÄÉÓËÒÅÔÎÏÊ ÇÒÕ��Ù G (ÌÅ×ÙÍÉ)4



ÓÄ×ÉÇÁÍÉ ÎÁ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Å 2G | ÜÔÏ ÕÎÉ×ÅÒÓÁÌØÎÁÑ ÍÏÄÅÌØ: ÌÀÂÏÅ ÄÅÊÓÔ×ÉÅ ÓÄ×ÕÞÌÅÎÎÏÊ ÏÂÒÁÚÕÀÝÅÊ ÒÅÁÌÉÚÕÅÔÓÑ ÔÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ. �ÏÇÄÁ ÎÁÛ ×Ï�ÒÏÓ ÆÁË-ÔÉÞÅÓËÉ Ó×ÏÄÉÔÓÑ Ë ÔÁËÏÍÕ: ÎÅÌØÚÑ ÌÉ �ÒÉÄÁÔØ �ÏÓÔÒÏÅÎÉÀ Á��ÒÏËÓÉÍÁ�ÉÉ ×ÌÅÍÍÅ òÏÈÌÉÎÁ ÕÎÉ×ÅÒÓÁÌØÎÙÊ ÈÁÒÁËÔÅÒ, Ô.Å. ÄÁÔØ ËÏÎÓÔÒÕË�ÉÀ �ÅÒÉÏÄÉÞÅÓËÏÊ(ÎÁ�ÒÉÍÅÒ, ÄÌÑ �ÅÒÉÏÄÏ× ÓÔÅ�ÅÎÅÊ Ä×ÏÊËÉ) Á��ÒÏËÓÉÍÁ�ÉÉ ÜÔÏÇÏ ÓÄ×ÉÇÁ ÓÒÁÚÕÄÌÑ ×ÓÅÈ ÜÒÇÏÄÉÞÅÓËÉÈ ÍÅÒ, ÉÎ×ÁÒÉÁÎÔÎÙÈ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ÓÄ×ÉÇÁ? ðÏÌÏÖÉÔÅÌØ-ÎÙÊ ÏÔ×ÅÔ ÎÁ ÜÔÏÔ ×Ï�ÒÏÓ ÏÚÎÁÞÁÌ ÂÙ ÓÕÝÅÓÔ×Ï×ÁÎÉÅ ÕÎÉ×ÅÒÓÁÌØÎÏÊ ÁÄÉÞÅÓËÏÊÒÅÁÌÉÚÁ�ÉÉ. îÏ ÎÁÓËÏÌØËÏ ÉÚ×ÅÓÔÎÏ Á×ÔÏÒÁÍ, ÏÔ×ÅÔ ÎÅÉÚ×ÅÓÔÅÎ; ÜÔÏÔ ×Ï�ÒÏÓ�ÏÄÎÉÍÁÌÓÑ × ÄÁ×ÎÉÈ ÒÁÚÇÏ×ÏÒÁÈ ÷. á. òÏÈÌÉÎÁ Ó �ÅÒ×ÙÍ Á×ÔÏÒÏÍ, É ×ÙÓËÁ-ÚÙ×ÁÌÁÓØ ÇÉ�ÏÔÅÚÁ, ÞÔÏ ÚÄÅÓØ ÍÏÇÕÔ ×ÏÚÎÉËÎÕÔØ �ÒÅ�ÑÔÓÔ×ÉÑ ÌÏÇÉÞÅÓËÏÇÏ ÈÁ-ÒÁËÔÅÒÁ.1 ëÁË �ÏËÁÚÁÎÏ × ÄÁÎÎÏÊ ÒÁÂÏÔÅ, ÔÁËÁÑ ÕÎÉ×ÅÒÓÁÌØÎÁÑ ËÏÎÓÔÒÕË�ÉÑ×ÏÚÍÏÖÎÁ, ÅÓÌÉ ÉÚÍÅÎÉÔØ ×Ï�ÒÏÓ ÓÌÅÄÕÀÝÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ: Á��ÒÏËÓÉÍÉÒÏ×ÁÔØ (ÉÌÉÓÔÒÏÉÔØ ÁÄÉÞÅÓËÕÀ ÒÅÁÌÉÚÁ�ÉÀ) ÎÅ �ÒÏÉÚ×ÏÌØÎÏÇÏ ÄÅÊÓÔ×ÉÑ ÇÒÕ��Ù Z, Á �ÒÑ-ÍÏÇÏ �ÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÑ �ÒÏÉÚ×ÏÌØÎÏÇÏ ÄÅÊÓÔ×ÉÑ ÎÁ \ÏÄÏÍÅÔÒ". ðÏÄ ÏÄÏÍÅÔÒÏÍÍÙ �ÏÎÉÍÁÅÍ Ï�ÅÒÁ�ÉÀ �ÒÉÂÁ×ÌÅÎÉÑ ÅÄÉÎÉ�Ù Ë ÜÌÅÍÅÎÔÕ ÇÒÕ��Ù Z2 ÄÉÁÄÉÞÅ-ÓËÉÈ ÞÉÓÅÌ; ÜÔÏÔ Á×ÔÏÍÏÒÆÉÚÍ ÅÓÔØ ÜÒÇÏÄÉÞÅÓËÉÊ Á×ÔÏÍÏÒÆÉÚÍ Ó ÄÉÁÄÉÞÅÓËÉÍÓ�ÅËÔÒÏÍ. ÷ ÒÁÓÓÍÁÔÒÉ×ÁÅÍÏÊ ÄÁÌÅÅ ÇÒÕ��Å D = ∑∞1 Z=2Z, × ÒÏÌÉ ÏÄÏÍÅÔÒÁ×ÙÓÔÕ�ÁÅÔ ÄÅÊÓÔ×ÉÅ D ÎÁ ÇÒÕ��Å (Z=2Z)N = ∏∞j=1(Z=2Z) | ÇÒÕ��Å ÅÅ ÈÁÒÁËÔÅ-ÒÏ×. �ÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ ÕÎÉ×ÅÒÓÁÌØÎÏÓÔØ Á��ÒÏËÓÉÍÁ�ÉÉ ÌÅÇËÏ ÄÏÓÔÉÇÁÅÔÓÑ ÚÁ ÓÞÅÔ�ÒÑÍÏÇÏ ÕÍÎÏÖÅÎÉÑ ÎÁ ÄÅÊÓÔ×ÉÅ ÓÁÍÏÇÏ �ÒÏÓÔÅÊÛÅÇÏ ×ÉÄÁ. ÷ ËÁÞÅÓÔ×Å ÕÎÉ-×ÅÒÓÁÌØÎÏÇÏ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Á �ÏÑ×ÌÑÅÔÓÑ �ÒÑÍÏÅ �ÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÅ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Á 2DÉ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Á ÏÄÏÍÅÔÒÁ, ËÏÔÏÒÏÅ × ÎÁÛÅÍ ÓÌÕÞÁÅ ÓÏ×�ÁÄÁÅÔ Ó �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×ÏÍ�ÕÔÅÊ ÇÒÁÆÁ Õ�ÏÒÑÄÏÞÅÎÎÙÈ �ÁÒ. �ÅÍ ÓÁÍÙÍ, ÓÔÒÏÉÔÓÑ ÕÎÉ×ÅÒÓÁÌØÎÁÑ ÄÉÁÄÉÞÅ-ÓËÁÑ Á��ÒÏËÓÉÍÁ�ÉÑ. éÎÔÅÒÅÓÎÏ ×ÙÑÓÎÉÔØ, ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ÌÉ ÔÁËÁÑ ×ÏÚÍÏÖÎÏÓÔØÄÌÑ ÎÅÁÂÅÌÅ×ÙÈ ÁÍÅÎÁÂÅÌØÎÙÈ ÇÒÕ��.1.2 éÎ×ÁÒÉÁÎÔÎÙÅ �ÅÎÔÒÁÌØÎÙÅ ÍÅÒÙïÔÙÓËÁÎÉÅ ÉÎ×ÁÒÉÁÎÔÎÙÈ ÍÅÒ ÄÌÑ ÄÅÊÓÔ×ÉÊ ÇÒÕ�� ÎÁ ÚÁÄÁÎÎÏÍ ËÏÍ�ÁËÔÅ ÉÌÉÔÏ�ÏÌÏÇÉÞÅÓËÏÍ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Å | ÔÒÁÄÉ�ÉÏÎÎÁÑ ÚÁÄÁÞÁ ÔÅÏÒÉÉ ÄÉÎÁÍÉÞÅÓËÉÈÓÉÓÔÅÍ. ÷ ÒÁÂÏÔÁÈ �ÏÓÌÅÄÎÉÈ ÌÅÔ �ÏËÁÚÁÎÏ, ÞÔÏ ×Ï ÍÎÏÇÉÈ ÓÌÕÞÁÑÈ ÅÅ ÍÏÖÎÏÓ×ÅÓÔÉ Ë Ï�ÉÓÁÎÉÀ ÔÁË ÎÁÚÙ×ÁÅÍÙÈ �ÅÎÔÒÁÌØÎÙÈ ÍÅÒ ÎÁ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Å �ÕÔÅÊÇÒÁÄÕÉÒÏ×ÁÎÎÙÈ ÇÒÁÆÏ× (ÉÌÉ ÄÉÁÇÒÁÍÍ âÒÁÔÔÅÌÉ). ÷ ÎÁÛÅÍ ÓÌÕÞÁÅ ÒÅÞØ ÉÄÅÔÏ ËÏÎËÒÅÔÎÏÍ ÇÒÁÆÅ | ÇÒÁÆÅ OP Õ�ÏÒÑÄÏÞÅÎÎÙÈ �ÁÒ. åÇÏ �ÏÓÔÒÏÅÎÉÅ (ÓÍ. �Á-ÒÁÇÒÁÆ 2) ÏÞÅÎØ �ÒÏÓÔÏ: ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï ×ÅÒÛÉÎ ÏÞÅÒÅÄÎÏÇÏ ÜÔÁÖÁ ÅÓÔØ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï×ÓÅÈ Õ�ÏÒÑÄÏÞÅÎÎÙÈ �ÁÒ ×ÅÒÛÉÎ �ÒÅÄÙÄÕÝÅÇÏ ÜÔÁÖÁ. ïÎ, ËÁË É ÂÏÌÅÅ ÓÌÏÖÎÏ1ïÂÝÁÑ �ÒÏÂÌÅÍÁ ÓÏÓÔÏÉÔ × ÓÌÅÄÕÀÝÅÍ: �ÕÓÔØ × ÓÔÁÎÄÁÒÔÎÏÍ ÂÏÒÅÌÅ×ÓËÏÍ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×ÅÉÌÉ, × ÞÁÓÔÎÏÓÔÉ, × ÓÅ�ÁÒÁÂÅÌØÎÏÍ ÍÅÔÒÉÞÅÓËÏÍ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Å ÚÁÄÁÎÏ ÇÉ�ÅÒËÏÎÅÞÎÏÅ ÏÔÎÏÛÅ-ÎÉÅ ÜË×É×ÁÌÅÎÔÎÏÓÔÉ (Ô.Å. ÔÒÁÅËÔÏÒÎÏÅ ÒÁÚÂÉÅÎÉÅ ÂÏÒÅÌÅ×ÓËÏÇÏ ÄÅÊÓÔ×ÉÑ ÇÒÕ��Ù Z -ÓÍ. [22℄);ÎÁÊÔÉ ÜÆÆÅËÔÉ×ÎÙÊ ÂÏÒÅÌÅ×ÓËÉÊ ÉÚÏÍÏÒÆÉÚÍ ÍÅÖÄÕ ÜÔÉÍ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×ÏÍ É �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×ÏÍ�ÕÔÅÊ ÎÅËÏÔÏÒÏÇÏ ÇÒÁÄÕÉÒÏ×ÁÎÎÏÇÏ ÌÏËÁÌØÎÏ-ËÏÎÅÞÎÏÇÏ ÇÒÁÆÁ, ËÏÔÏÒÙÊ �ÅÒÅ×ÏÄÉÔ È×ÏÓÔÏ×ÏÅÏÔÎÏÛÅÎÉÅ ÜË×É×ÁÌÅÎÔÎÏÓÔÉ ÎÁ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Å �ÕÔÅÊ ÇÒÁÆÁ × ÄÁÎÎÏÅ ÏÔÎÏÛÅÎÉÅ ÜË×É×ÁÌÅÎÔ-ÎÏÓÔÉ. äÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÒÅÛÉÔØ ÜÔÕ �ÒÏÂÌÅÍÕ ÄÌÑ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ× 2Z É ÏÂÙÞÎÏÇÏ ÄÅÊÓÔ×ÉÑ ÎÁ ÎÅÍÇÒÕ��Ù Z ÓÄ×ÉÇÁÍÉ. äÌÑ ËÁËÉÈ ÁÍÅÎÁÂÅÌØÎÙÈ ÇÒÕ�� ÔÁËÏÅ �ÏÓÔÒÏÅÎÉÅ ×ÏÏÂÝÅ ×ÏÚÍÏÖÎÏ, |ÎÅÉÚ×ÅÓÔÎÏ 5



ÕÓÔÒÏÅÎÎÙÊ ÇÒÁÆ ÎÅÕ�ÏÒÑÄÏÞÅÎÎÙÈ �ÁÒ (\ÂÁÛÎÑ ÍÅÒ"), ÉÚÕÞÁÌÓÑ × ÒÁÂÏÔÅ [31℄.óÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ÅÓÔÅÓÔ×ÅÎÎÁÑ ÂÉÅË�ÉÑ ÍÅÖÄÕ ÍÎÏÖÅÓÔ×ÏÍ �ÅÎÔÒÁÌØÎÙÈ ÍÅÒ ÎÁ�ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Å �ÕÔÅÊ ÇÒÁÆÁ Õ�ÏÒÑÄÏÞÅÎÎÙÈ �ÁÒ É ÍÎÏÖÅÓÔ×ÏÍ ÍÅÒ ÎÁ �ÒÏÓÔÒÁÎ-ÓÔ×Å 2Z × [0; 1℄, ÉÎ×ÁÒÉÁÎÔÎÙÈ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ �ÒÑÍÏÇÏ �ÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÑ ÄÅÊÓÔ×ÉÊÇÒÕ��Ù Z (ÓÄ×ÉÇ ÎÁ �ÅÒ×ÏÊ ËÏÍ�ÏÎÅÎÔÅ É ÏÄÏÍÅÔÒ ÎÁ ÏÔÒÅÚËÅ). ðÏÍÉÍÏ �ÒÑ-ÍÙÈ �ÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÊ ÉÎ×ÁÒÉÁÎÔÎÙÈ ÍÅÒ (ÄÌÑ ÏÄÏÍÅÔÒÁ ÉÎ×ÁÒÉÁÎÔÎÁÑ ÍÅÒÁ ÅÄÉÎ-ÓÔ×ÅÎÎÁ), ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ÓÅÒÉÑ ÎÁÉÂÏÌÅÅ ÉÎÔÅÒÅÓÎÙÈ ÜÒÇÏÄÉÞÅÓËÉÈ ÍÅÒ, ÏÔÎÏÓÉ-ÔÅÌØÎÏ ËÏÔÏÒÙÈ ÜÔÏ ÄÅÊÓÔ×ÉÅ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ËÏÓÙÍ �ÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÅÍ, ÉÈ ÍÙ �ÏÌÎÏÓÔØÀÏ�ÉÓÙ×ÁÅÍ. âÏÌÅÅ ÔÏÇÏ, ÕÄÁÅÔÓÑ �ÏÌÎÏÓÔØÀ Ï�ÉÓÁÔØ ÔÉ�Ù ÄÅÊÓÔ×ÉÑ ÇÒÕ��Ù ZÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ÜÔÉÈ ÍÅÒ | ÜÔÏ ÄÅÊÓÔ×ÉÑ, Õ ËÏÔÏÒÙÈ ÅÓÔØ ÆÁËÔÏÒ, ÉÚÏÍÏÒÆ-ÎÙÊ ÏÄÏÍÅÔÒÕ. ïÔÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ ÎÅÏÂÈÏÄÉÍÏÓÔØ ÜÔÏÇÏ ÕÓÌÏ×ÉÑ ÔÒÉ×ÉÁÌØÎÁ, × ÔÏ×ÒÅÍÑ ËÁË ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏÓÔØ ÎÅ ÓÔÏÌØ ÏÞÅ×ÉÄÎÁ. áÎÁÌÏÇÉÞÎÙÊ ÒÅÚÕÌØÔÁÔ ×ÅÒÅÎÄÌÑ ÇÒÕ��Ù D.éÚÕÞÁÅÍÙÊ ÓÌÕÞÁÊ ×ËÌÀÞÁÅÔÓÑ × ÓÌÅÄÕÀÝÉÊ ÏÂÝÉÊ ×Ï�ÒÏÓ: ÉÍÅÅÔÓÑ Ä×ÁÎÅ�ÒÅÒÙ×ÎÙÈ ÄÅÊÓÔ×ÉÑ ÇÒÕ��Ù G ÎÁ Ä×ÕÈ ËÏÍ�ÁËÔÁÈ X;Y ; Ï�ÉÓÁÔØ ×ÓÅ ÍÅÒÙ,ÉÎ×ÁÒÉÁÎÔÎÙÅ, ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ �ÒÑÍÏÇÏ �ÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÑ ÄÅÊÓÔ×ÉÊ ÇÒÕ��ÙG ÎÁ �ÒÏ-ÉÚ×ÅÄÅÎÉÉ X × Y �Ï ÍÏÄÕÌÀ ÉÎ×ÁÒÉÁÎÔÎÙÈ ÍÅÒ ÎÁ X É ÎÁ Y , �ÒÉ ÜÔÏÍ Õ ÎÁÓÄÏ�ÏÌÎÉÔÅÌØÎÏ ÉÚ×ÅÓÔÎÏ, ÞÔÏ ÎÁ ÏÄÎÏÍ ÉÚ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×, ÎÁ�ÒÉÍÅÒ X, ÉÎ×ÁÒÉ-ÁÎÔÎÁÑ ÍÅÒÁ ÅÄÉÎÓÔ×ÅÎÎÁ. îÏ ÄÁÖÅ �ÒÉ ÜÔÏÍ �ÒÅÄ�ÏÌÏÖÅÎÉÉ ÚÁÄÁÞÁ ×ÙÇÌÑÄÉÔÎÅÏÂÏÚÒÉÍÏÊ, ÔÁË ËÁË × ÏÔ×ÅÔ ÄÏÌÖÎÙ ×ÏÊÔÉ Ï�ÉÓÁÎÉÑ ×ÓÅÈ ÆÁËÔÏÒ-ÄÅÊÓÔ×ÉÑÇÒÕ��Ù G ÎÁ ÏÂÏÉÈ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×ÁÈ. ÷ ÉÚÕÞÁÅÍÏÍ ÎÁÍÉ ÓÌÕÞÁÅ ÉÓ�ÏÌØÚÏ×ÁÌÓÑÔÏÔ ÆÁËÔ, ÞÔÏ ×ÓÅ ÆÁËÔÏÒ-ÄÅÊÓÔ×ÉÑ ÏÄÏÍÅÔÒÁ ÈÏÒÏÛÏ ÉÚ×ÅÓÔÎÙ, É �ÏÔÏÍÕ ÚÁ-ÄÁÞÁ ÏÂ ÉÎ×ÁÒÉÁÎÔÎÙÈ ÍÅÒÁÈ ÉÍÅÅÔ ÈÏÒÏÛÏ ÏÂÏÚÒÉÍÙÊ ÏÔ×ÅÔ.1.3 íÁÓÛÔÁÂÉÒÏ×ÁÎÎÁÑ ÜÎÔÒÏ�ÉÑ ÄÅÊÓÔ×ÉÊ É ÆÉÌØÔÒÁ�ÉÊíÁÓÛÔÁÂÉÒÏ×ÁÎÎÁÑ ÜÎÔÒÏ�ÉÑ ÄÉÎÁÍÉÞÅÓËÉÈ ÓÉÓÔÅÍ Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÁ É ÉÓÓÌÅÄÏ×ÁÎÁ ×ÎÅÄÁ×ÎÉÈ ÒÁÂÏÔÁÈ �ÅÒ×ÏÇÏ Á×ÔÏÒÁ [10, 28℄. ðÏ×ÏÄÏÍ ÄÌÑ ÅÅ Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÑ �ÏÓÌÕ-ÖÉÌÁ ÔÅÏÒÉÑ ÆÉÌØÔÒÁ�ÉÊ (ÕÂÙ×ÁÀÝÉÈ �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔÅÊ ÓÉÇÍÁ-ÁÌÇÅÂÒ), ÉÓÎÁÞÁÌÁ ÏÎÁ Ï�ÒÅÄÅÌÑÌÁÓØ ËÁË ÉÎ×ÁÒÉÁÎÔ ÆÉÌØÔÒÁ�ÉÉ (ÓÍ. [1, 2, 6, 9℄). îÉÖÅ ÍÙÕÓÔÁÎÁ×ÌÉ×ÁÅÍ ÞÉÓÌÅÎÎÏÅ ÓÏ×�ÁÄÅÎÉÅ ÜÔÉÈ �ÏÎÑÔÉÊ × ÎÁÛÅÊ ÓÉÔÕÁ�ÉÉ. ïÄÎÁËÏ,×ÁÖÎÏÓÔØ �ÏÎÑÔÉÑ ÍÁÓÛÔÁÂÉÒÏ×ÁÎÎÏÊ ÜÎÔÒÏ�ÉÉ ÄÉÎÁÍÉÞÅÓËÉÈ ÓÉÓÔÅÍ ÚÁÓÔÁ-×ÉÌÁ ÎÁÓ ÄÁÔØ ÅÅ ÉÎÔÅÒ�ÒÅÔÁ�ÉÀ × ÔÅÒÍÉÎÁÈ ÁÄÉÞÅÓËÏÊ ÒÅÁÌÉÚÁ�ÉÉ ÄÅÊÓÔ×ÉÊ,ÜÔÏ É ÄÅÌÁÅÔÓÑ × ÄÁÎÎÏÊ ÒÁÂÏÔÅ. îÏ×ÉÚÎÁ �ÏÎÑÔÉÑ × ÔÏÍ, ÞÔÏ, ÈÏÔÑ ÜÔÏ ÞÉÓÔÏÍÅÔÒÉÞÅÓËÉÊ (Á ÎÅ ÔÏ�ÏÌÏÇÉÞÅÓËÉÊ) ÉÎ×ÁÒÉÁÎÔ ÄÅÊÓÔ×ÉÑ, ÏÎ Ï�ÒÅÄÅÌÑÅÔÓÑ ÎÅ ÞÅ-ÒÅÚ ÍÅÔÒÉÞÅÓËÕÀ ÜÎÔÒÏ�ÉÀ ÒÁÚÂÉÅÎÉÊ, Á ÞÅÒÅÚ Ü�ÓÉÌÏÎ-ÜÎÔÒÏ�ÉÉ ÍÅÔÒÉÞÅÓËÉÈ�ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×. óÎÁÞÁÌÁ Ï�ÒÅÄÅÌÑÅÔÓÑ ÍÁÓÛÔÁÂÉÒÕÀÝÁÑ �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØ ÄÌÑÁ×ÔÏÍÏÒÆÉÚÍÁ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Á Ó ÍÅÒÏÊ, ÄÏ�ÏÌÎÉÔÅÌØÎÏ ÓÎÁÂÖÅÎÎÏÇÏ ÍÅÔÒÉËÏÊ(Ô.Å. ÄÏ�ÕÓÔÉÍÏÊ ÔÒÏÊËÉ, 
Í., ÎÁ�ÒÉÍÅÒ, [29℄), ËÁË �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØ, ÎÏÒÍÉ-ÒÕÀÝÁÑ Ü�ÓÉÌÏÎ-ÜÎÔÒÏ�ÉÀ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Á, ÓÎÁÂÖÅÎÎÏÇÏ ÉÎ×ÁÒÉÁÎÔÎÏÊ ÍÅÒÏÊ ÉÉÔÅÒÉÒÏ×ÁÎÎÏÊ ÍÅÔÒÉËÏÊ. çÉ�ÏÔÅÚÁ �ÅÒ×ÏÇÏ Á×ÔÏÒÁ, ÄÏËÁÚÁÎÎÁÑ × ÄÉÓÓÅÒÔÁ�ÉÉ×ÔÏÒÏÇÏ Á×ÔÏÒÁ (ÓÍ. [16, 17℄) ÓÏÓÔÏÉÔ × ÔÏÍ, ÞÔÏ ÁÓÉÍ�ÔÏÔÉËÁ ÜÔÏÊ �ÏÓÌÅÄÏ×Á-ÔÅÌØÎÏÓÔÉ ÎÅ ÚÁ×ÉÓÉÔ ÏÔ ×ÙÂÏÒÁ ÎÁÞÁÌØÎÏÊ ÍÅÔÒÉËÉ. �ÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ ÍÁÓÛÔÁÂÉ-ÒÏ×ÁÎÎÁÑ ÜÎÔÒÏ�ÉÑ ÜÔÏ ÎÏ×ÙÊ ÍÅÔÒÉÞÅÓËÉÊ ÉÎ×ÁÒÉÁÎÔ ÄÅÊÓÔ×ÉÑ ÇÒÕ��, ÄÁÌÅËÏ6



ÏÂÏÂÝÁÀÝÉÊ ËÏÌÍÏÇÏÒÏ×ÓËÕÀ ÜÎÔÒÏ�ÉÊÎÕÀ ÔÅÏÒÉÀ.ëÁË ÓËÁÚÁÎÏ ×ÙÛÅ, �ÏÎÑÔÉÅ ÍÁÓÛÔÁÂÉÒÏ×ÁÎÎÏÊ ÜÎÔÒÏ�ÉÉ ×ÏÚÎÉËÌÏ × ÒÅÚÕÌØ-ÔÁÔÅ ÁÎÁÌÉÚÁ �ÒÅÄÛÅÓÔ×ÕÀÝÅÇÏ �ÏÎÑÔÉÑ | ÜÎÔÒÏ�ÉÉ ÆÉÌØÔÒÁ�ÉÉ, ËÏÔÏÒÏÅÂÙÌÏ �ÒÅÄÌÏÖÅÎÏ, ËÁË ÍÅÔÒÉÞÅÓËÉÊ ÉÎ×ÁÒÉÁÎÔ ÆÉÌØÔÒÁ�ÉÉ, Ô.Å. ÕÂÙ×ÁÀÝÅÊ�ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ ÓÉÇÍÁ-ÁÌÇÅÂÒ (ÉÌÉ ÉÚÍÅÒÉÍÙÈ ÒÁÚÂÉÅÎÉÊ). ÷ ÜÔÏÊ ÒÁÂÏÔÅÍÙ ÏÓÔÁÎÁ×ÌÉ×ÁÅÍÓÑ ÎÁ ÔÅÏÒÉÉ ÆÉÌØÔÒÁ�ÉÊ ÌÉÛØ × ÔÏÊ ÍÅÒÅ, × ËÁËÏÊ ÏÎÁ ÎÅÏÂ-ÈÏÄÉÍÁ ÄÌÑ ÏÓÎÏ×ÎÏÊ ÔÅÍÙ ÓÔÁÔØÉ. �ÅÍ ÂÏÌÅÅ, ÞÔÏ ×Ï ×ÓËÏÒÅ ×ÙÈÏÄÑÝÅÊ ÒÁÂÏÔÅ�ÅÒ×ÏÇÏ Á×ÔÏÒÁ ÜÔÁ ÔÅÏÒÉÑ × Å£ ÓÏ×ÒÅÍÅÎÎÏÍ ×ÁÒÉÁÎÔÅ ÂÕÄÅÔ �ÏÄÒÏÂÎÏ ÉÚÌÏÖÅÎÁ.÷ ÏÄÎÏÍ ÉÚ ÞÁÓÔÎÙÈ ÓÌÕÞÁÅ× (ÏÄÎÏÒÏÄÎÙÅ ÒÁÚÂÉÅÎÉÑ) ÜÎÔÒÏ�ÉÑ ÆÉÌØÔÒÁ�ÉÉÏ�ÒÅÄÅÌÑÌÁÓØ ÂÅÚ ÉÓ�ÏÌØÚÏ×ÁÎÉÑ ËÁËÉÈ ÂÙ ÔÏ ÎÉ ÂÙÌÏ ÍÅÔÒÉË ÎÁ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Å ÓÍÅÒÏÊ. ïÄÎÁËÏ, × ÏÂÝÅÍ ÓÌÕÞÁÅ ÕÄÏÂÎÏ Ï�ÒÅÄÅÌÑÔØ ÅÅ (ËÁË É ÍÁÓÛÔÁÂÉÒÏ×ÁÎÎÕÀÜÎÔÒÏ�ÉÀ ÄÅÊÓÔ×ÉÑ) ÓÎÁÞÁÌÁ × �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Å Ó ÍÅÔÒÉËÏÊ (ÉÌÉ �ÏÌÕÍÅÔÒÉËÏÊ),É ÚÁÔÅÍ ÄÏËÁÚÙ×ÁÔØ ÎÅÚÁ×ÉÓÉÍÏÓÔØ ÏÔ ×ÙÂÏÒÁ ÎÁÞÁÌØÎÏÊ ÍÅÔÒÉËÉ. ðÏÔÏÍÕ ×ÄÁÎÎÏÊ ÒÁÂÏÔÅ ÍÙ �ÒÉ×ÏÄÉÍ ÒÁÓÓÕÖÄÅÎÉÅ Ï ÎÅÚÁ×ÉÓÉÍÏÓÔÉ, ÁÎÁÌÏÇÉÞÎÏÅ ÔÏÍÕ,ËÏÔÏÒÏÅ ÉÓ�ÏÌØÚÏ×ÁÌÏÓØ ÄÌÑ ÍÁÓÛÔÁÂÉÒÕÀÝÅÊ �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ ÄÅÊÓÔ×ÉÑ. áÉÍÅÎÎÏ, ÍÙ �ÏËÁÚÙ×ÁÅÍ, ÞÔÏ × Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÉ ÍÁÓÛÔÁÂÉÒÕÀÝÅÊ �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏ-ÓÔÉ ÆÉÌØÔÒÁ�ÉÉ ÍÏÖÎÏ ÎÅ ÂÒÁÔØ ÓÕ�ÒÅÍÕÍ �Ï ×ÓÅÍ ÄÏ�ÕÓÔÉÍÙÍ �ÏÌÕÍÅÔÒÉËÁÍ,Á ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÏÇÒÁÎÉÞÉÔØÓÑ ÌÀÂÏÊ ÄÏ�ÕÓÔÉÍÏÊ ÍÅÔÒÉËÏÊ.÷ ÒÁÚÌÉÞÎÙÈ ÞÁÓÔÎÙÈ ÓÌÕÞÁÑÈ ÉÄÅÉ ÓÈÏÄÎÙÅ Ó ÉÄÅÅÊ ÍÁÓÛÔÁÂÉÒÏ×ÁÎÎÏÊÜÎÔÒÏ�ÉÉ ÄÅÊÓÔ×ÉÑ ÉÓ�ÏÌØÚÏ×ÁÌÁÓØ ÒÁÎÅÅ ÒÁÚÎÙÍÉ Á×ÔÏÒÁÍÉ (ÓÍ. [21℄ | �Ï-ÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔÎÁÑ ÜÎÔÒÏ�ÉÑ ÉÌÉ ÜÎÔÒÏ�ÉÑ ëÉÒÉÌÌÏ×Á{ëÕÛÎÉÒÅÎËÏ, [23, 27℄| ÍÅÄÌÅÎÎÁÑ ÂÅÒÎÕÌÌÉÅ×ÏÓÔØ, [26℄| ÍÅÄÌÅÎÎÁÑ ÜÎÔÒÏ�ÉÑ, [24℄ | ÓÌÏÖÎÏÓÔÎÁÑÜÎÔÒÏ�ÉÑ). ïÄÎÏ ÉÚ �ÅÒ×ÙÈ �ÒÉÍÅÎÅÎÉÊ ÉÄÅÉ ÍÁÓÛÔÁÂÉÒÏ×ÁÎÎÏÊ ÜÎÔÒÏ�ÉÉÓÏÓÔÏÉÔ × ÓÌÅÄÕÀÝÅÍ: ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÎÏÓÔØ ÍÁÓÛÔÁÂÉÒÕÀÝÅÊ �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔÉÒÁ×ÎÏÓÉÌØÎÁ ÞÉÓÔÏÊ ÔÏÞÅÞÎÏÓÔÉ Ó�ÅËÔÒÁ (ÓÍ. [21, 24, 29℄). ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÅ ÍÁÓ-ÛÔÁÂÉÒÏ×ÁÎÎÏÊ ÜÎÔÒÏ�ÉÉ �ÒÅÄÓÔÁ×ÌÑÅÔÓÑ ÎÁÉÂÏÌÅÅ ÏÂÝÉÍ É ÓÉÎÔÅÔÉÞÅÓËÉÍ:ÏÂßÅÄÉÎÑÀÝÉÍ �ÏÎÑÔÉÑ ÍÅÔÒÉÞÅÓËÏÊ É Ü�ÓÉÌÏÎ-ÜÎÔÒÏ�ÉÉ É ×ÓËÒÙ×ÁÀÝÉÍ ×Ó�Ï-ÍÏÇÁÔÅÌØÎÕÀ (Á ÎÅ �ÒÉÎ�É�ÉÁÌØÎÕÀ) ÒÏÌØ ÍÅÔÒÉËÉ.÷ ÒÁÂÏÔÅ ó. æÅÒÅÎ�É É ë. ë. ðÁÒË [25℄ ÂÙÌ ÎÁÍÅÞÅÎ ÒÅÚÕÌØÔÁÔ Ï ÔÏÍ, ÞÔÏÍÁÓÛÔÁÂÉÒÕÀÝÁÑ �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØ ÄÌÑ ÜÒÇÏÄÉÞÅÓËÉÈ Á×ÔÏÍÏÒÆÉÚÍÏ× ÍÏÖÅÔÉÍÅÔØ ÌÀÂÕÀ �ÒÏÍÅÖÕÔÏÞÎÕÀ ÁÓÉÍ�ÔÏÔÉËÕ, ÜÔÏ ÂÙÌÏ ÓÔÒÏÇÏ ÄÏËÁÚÁÎÏ × [17℄.�ÁÍ ÂÙÌÉ �ÏÓÔÒÏÅÎÙ �ÒÉÍÅÒÙ Ó�Å�ÉÁÌØÎÙÈ �ÅÎÔÒÁÌØÎÙÈ ÍÅÒ ÎÁ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Å�ÕÔÅÊ ÇÒÁÆÁ OP, ÄÌÑ ËÏÔÏÒÙÈ ÁÄÉÞÅÓËÏÅ �ÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÅ ÉÍÅÌÏ �ÒÏÉÚ×ÏÌØÎÙÊÎÁ�ÅÒÅÄ ÚÁÄÁÎÎÙÊ ÓÕÂÁÄÄÉÔÉ×ÎÙÊ ÒÏÓÔ ÍÁÓÛÔÁÂÉÒÕÀÝÅÊ �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ,Á × ÒÁÂÏÔÅ [19℄ �ÏËÁÚÁÎÏ, ÞÔÏ × ÎÅ�ÕÓÔÏÍ ËÌÁÓÓÅ ÍÁÓÛÔÁÂÉÒÕÀÝÉÈ �ÏÓÌÅÄÏ×Á-ÔÅÌØÎÏÓÔÅÊ ÏÂÑÚÁÎÁ ÓÕÝÅÓÔ×Ï×ÁÔØ ÓÕÂÁÄÄÉÔÉ×ÎÁÑ �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØ. ÷ �ÒÉ-×ÅÄÅÎÎÙÈ �ÒÉÍÅÒÁÈ Ó �ÒÏÍÅÖÕÔÏÞÎÙÍ ÒÏÓÔÏÍ Ó×ÏÂÏÄÎÏÅ ÄÅÊÓÔ×ÉÅ ÇÒÕ��Ù DÓÔÒÏÉÔÓÑ ÎÁ ÏÓÎÏ×Å ÎÅÓ×ÏÂÏÄÎÏÇÏ ÄÅÊÓÔ×ÉÑ ÎÁ 2D, �ÒÉ ËÏÔÏÒÏÍ ÍÅÒÁ ÓÏÓÒÅÄÏÔÏ-ÞÅÎÁ ÎÁ ÍÎÏÖÅÓÔ×Å ÆÕÎË�ÉÊ, �ÏÓÔÏÑÎÎÙÈ ÎÁ ËÌÁÓÓÁÈ ÓÍÅÖÎÏÓÔÉ �Ï ÎÅËÏÔÏÒÏÊ�ÏÄÇÒÕ��Å ÇÒÕ��Ù D, ËÏÔÏÒÁÑ × Ó×ÏÀ ÏÞÅÒÅÄØ ×ÙÂÉÒÁÅÔÓÑ �Ï ÚÁÄÁÎÎÏÊ ÍÁÓÛÔÁ-ÂÉÒÕÀÝÅÊ �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ. âÏÌÅÅ ÇÒÏÍÏÚÄËÏ ÜÔÏÔ ÜÆÆÅËÔ �ÒÏÍÅÖÕÔÏÞÎÏÇÏÒÏÓÔÁ ÍÏÖÎÏ ÏÂßÑÓÎÉÔØ É ÄÌÑ ÇÒÕ��Ù Z | ËÁË ÜÆÆÅËÔ ÄÅÊÓÔ×ÉÑ ÎÁ ËÁËÏÍ-ÔÏËÌÁÓÓÅ ÆÕÎË�ÉÊ (Ô.Å. ÎÁ 2Z) ÓÏ ÓËÒÙÔÙÍÉ ÓÉÍÍÅÔÒÉÑÍÉ | ÎÏ ÈÏÒÏÛÅÊ ÆÏÒÍÕ-ÌÉÒÏ×ËÉ �ÏËÁ ÎÁÊÔÉ ÎÅ ÕÄÁÌÏÓØ. 7



òÅÚÕÌØÔÁÔ Ï �ÒÏÉÚ×ÏÌØÎÏÓÔÉ ÁÓÉÍ�ÔÏÔÉËÉ ÍÁÓÛÔÁÂÉÒÕÀÝÅÊ �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØ-ÎÏÓÔÉ ÄÌÑ ÇÒÕ��Ù Z ÂÙÌ ÄÏËÁÚÁÎ × [19℄, Ó ÉÓ�ÏÌØÚÏ×ÁÎÉÅÍ ÁÄÉÞÅÓËÏÊ ÒÅÁÌÉÚÁ-�ÉÉ ÄÅÊÓÔ×ÉÑ; ÚÄÅÓØ ÏÎ ÄÏËÁÚÁÎ ÔÁËÖÅ É ÄÌÑ ÌÏËÁÌØÎÏ-ËÏÎÅÞÎÙÈ ÁÂÅÌÅ×ÙÈ ÇÒÕ��.äÌÑ ÎÅËÏÔÏÒÙÈ Ó�Å�ÉÁÌØÎÙÈ ÍÅÒ ÜÔÁ ÁÓÉÍ�ÔÏÔÉËÁ ÄÌÑ ÁÄÉÞÅÓËÏÇÏ �ÒÅÏÂÒÁÚÏ×Á-ÎÉÑ ÓÏ×�ÁÄÁÅÔ Ó ÁÓÉÍ�ÔÏÔÉËÏÊ ÜÎÔÒÏ�ÉÉ È×ÏÓÔÏ×ÏÊ ÆÉÌØÔÒÁ�ÉÉ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Á�ÕÔÅÊ ÇÒÁÆÁ Õ�ÏÒÑÄÏÞÅÎÎÙÈ �ÁÒ. ÷ÏÚÍÏÖÎÏ, ÜÔÏ ÓÏ×�ÁÄÅÎÉÅ ÉÍÅÅÔ ÂÏÌÅÅ ÏÂÝÕÀ�ÒÉÒÏÄÕ É ÎÅ Ó×ÑÚÁÎÏ ÓÏ Ó�Å�ÉÆÉËÏÊ ÇÒÁÆÁ É ÒÁÓÓÍÁÔÒÉ×ÁÅÍÙÈ ÎÁ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×ÅÅÇÏ �ÕÔÅÊ ÍÅÒ.îÁÛÅ ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÉÅ ÇÒÁÆÏÍ Õ�ÏÒÑÄÏÞÅÎÎÙÈ �ÁÒ É ÄÉÁÄÉÞÅÓËÉÍÉ ÇÒÕ��ÁÍÉ,ÒÁÚÕÍÅÅÔÓÑ, ÌÅÇËÏ ÏÂÏÂÝÁÅÔÓÑ. íÏÖÎÏ ÒÁÓÓÍÁÔÒÉ×ÁÔØ ÇÒÁÆ Õ�ÏÒÑÄÏÞÅÎÎÙÈÔÒÏÅË ÉÌÉ n-ÏË, ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÅÎÎÏ ÄÉÁÄÉÞÅÓËÉÅ ÇÒÕ��Ù ÍÏÖÎÏ ÚÁÍÅÎÉÔØ ÎÁ ÔÒÉ-ÁÄÉÞÅÓËÉÅ É Ô.�. üÔÏ ÎÅ ×ÎÏÓÉÔ ÎÉËÁËÉÈ �ÒÉÎ�É�ÉÁÌØÎÙÈ ÉÚÍÅÎÅÎÉÊ × ÒÅÚÕÌØ-ÔÁÔÙ, ÌÉÛØ ÍÅÎÑÅÔ ÞÉÓÌÅÎÎÙÅ ÈÁÒÁËÔÅÒÉÓÔÉËÉ. âÏÌÅÅ ÔÏÇÏ, ÍÏÖÎÏ ÒÁÓÓÍÁÔÒÉ-×ÁÔØ rn-ÁÄÉÞÅÓËÉÊ ÓÌÕÞÁÊ × ËÏÔÏÒÏÍ ÞÉÓÌÏ ÏÂßÅÄÉÎÑÅÍÙÈ ÔÏÞÅË (×ÍÅÓÔÏ �ÁÒ)ÍÅÎÑÅÔÓÑ ÏÔ ÜÔÁÖÁ Ë ÜÔÁÖÕ, ÎÏ ÏÓÔÁÅÔÓÑ �ÏÓÔÏÑÎÎÙÍ ÎÁ ËÁÖÄÏÍ ÜÔÁÖÅ. üÔÏÓÌÕÞÁÊ ÔÁË ÎÁÚÙ×ÁÅÍÙÈ {rn}-ÁÄÉÞÅÓËÉÈ ÆÉÌØÔÒÁ�ÉÊ (ÓÍ. [6℄). çÒÕ��Ù, ÓÏÏÔ×ÅÔ-ÓÔ×ÕÀÝÉÅ ÇÒÕ��Å D, ÂÕÄÕÔ �ÒÑÍÙÍÉ ÓÕÍÍÁÍÉ ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÝÉÈ ÇÒÕ�� Z=rnZ.ïÄÏÍÅÔÒ ÚÁÍÅÎÑÅÔÓÑ ÎÁ Á×ÔÏÍÏÒÆÉÚÍ, ÄÉÓËÒÅÔÎÙÊ Ó�ÅËÔÒ ËÏÔÏÒÏÇÏ ÅÓÔØ ÓÏÏÔ-×ÅÔÓÔ×ÕÀÝÁÑ ÓÞÅÔÎÁÑ �ÏÄÇÒÕ��Á ËÏÒÎÅÊ ÉÚ ÅÄÉÎÉ�Ù. îÁËÏÎÅ�, ÍÏÖÎÏ ÒÁÓÓÍÏ-ÔÒÅÔØ ×ÅÓØ �ÒÏÅËÔ ÄÌÑ ÏÄÏÍÅÔÒÁ, Ó�ÅËÔÒ ËÏÔÏÒÏÇÏ ÅÓÔØ ÇÒÕ��Á ×ÓÅÈ ËÏÒÎÅÊ ÉÚÅÄÉÎÉ�Ù ÎÁÔÕÒÁÌØÎÙÈ ÓÔÅ�ÅÎÅÊ, ÚÁÍÅÎÉ× ÇÒÕ��ÕD ÎÁ ÇÒÕ��Õ ÁÄÅÌÅÊ, Á ÇÒÁÆ OPÎÁ ÂÏÌÅÅ ÓÌÏÖÎÙÊ ÇÒÁÆ, ËÏÔÏÒÙÊ �ÏËÁ ÎÅ ÉÚÕÞÅÎ.1.4 ðÌÁÎ ÒÁÂÏÔÙ÷ �ÁÒÁÇÒÁÆÅ 2 ÍÙ �ÒÉ×ÏÄÉÍ ÎÅÏÂÈÏÄÉÍÙÅ Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÑ É ËÏÎÓÔÒÕË�ÉÉ ÉÚ ÔÅÏÒÉÉÄÉÁÇÒÁÍÍ âÒÁÔÔÅÌÉ, ÓÔÒÏÉÍ ÇÒÁÆ OP Õ�ÏÒÑÄÏÞÅÎÎÙÈ �ÁÒ, Ï�ÒÅÄÅÌÑÅÍ ÄÅÊÓÔ×ÉÅÇÒÕ�� Z É D = ∑

Z=2Z ÎÁ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Å T (OP) ÂÅÓËÏÎÅÞÎÙÈ �ÕÔÅÊ ÇÒÁÆÁ OP.÷ �ÁÒÁÇÒÁÆÅ 3 ÍÙ �ÒÉ×ÏÄÉÍ ÎÅÚÁ×ÉÓÉÍÏÅ Ï�ÉÓÁÎÉÅ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Á �ÕÔÅÊÇÒÁÆÁ OP, ÕÄÏÂÎÏÅ ÄÌÑ ÉÚÕÞÅÎÉÑ ÄÅÊÓÔ×ÉÑ ÇÒÕ��Ù D. íÙ ÔÁËÖÅ �ÒÉ×ÏÄÉÍÓÅÒÉÀ �ÒÉÍÅÒÏ× �ÅÎÔÒÁÌØÎÙÈ ÍÅÒ ÎÁ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Å T (OP), ËÏÔÏÒÙÅ, ËÁË ÂÕ-ÄÅÔ ×ÉÄÎÏ ÎÉÖÅ, ÄÁÀÔ �ÒÏÍÅÖÕÔÏÞÎÙÊ ÒÏÓÔ ÍÁÓÛÔÁÂÉÒÕÀÝÉÈ �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØ-ÎÏÓÔÅÊ.÷ �ÁÒÁÇÒÁÆÅ 4 ÍÙ �ÒÉÓÔÕ�ÁÅÍ Ë ÉÚÕÞÅÎÉÀ ÄÅÊÓÔ×ÉÑ ÁÄÉÞÅÓËÏÇÏ �ÒÅÏÂÒÁ-ÚÏ×ÁÎÉÑ ÎÁ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Å T (OP). äÅÌÁÑ �ÏÄÈÏÄÑÝÕÀ ÚÁÍÅÎÕ �ÅÒÅÍÅÎÎÙÈ, ÍÙÓ×ÏÄÉÍ ÚÁÄÁÞÕ Ï�ÉÓÁÎÉÑ �ÅÎÔÒÁÌØÎÙÈ ÍÅÒ ÎÁ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Å �ÕÔÅÊ T (OP) ÇÒÁÆÁÕ�ÏÒÑÄÏÞÅÎÎÙÈ �ÁÒ OP Ë ÉÚÕÞÅÎÉÀ ÍÅÒ ÎÁ IZ×IN, ÉÎ×ÁÒÉÁÎÔÎÙÈ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ�ÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÑ ÓÄ×ÉÇÁ S É ÏÄÏÍÅÔÒÁ O.ðÁÒÁÇÒÁÆ 5 �ÏÓ×ÑÝÅÎ ÉÚÕÞÅÎÉÀ ÍÎÏÖÅÓÔ×Á ÉÎ×ÁÒÉÁÎÔÎÙÈ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ S×
O ÍÅÒ ÎÁ IZ×IN. ïËÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ, ÔÁËÉÅ ÍÅÒÙ ÄÅÌÑÔÓÑ ÎÁ Ä×Á ÔÉ�Á | ÍÅÒÙ �ÅÒÉÏ-ÄÉÞÅÓËÏÇÏ ÔÉ�Á É Á�ÅÒÉÏÄÉÞÅÓËÉÅ ÍÅÒÙ. íÙ �ÒÉ×ÏÄÉÍ Ï�ÉÓÁÎÉÅ ÜÒÇÏÄÉÞÅÓËÉÈÍÅÒ ÏÂÏÉÈ ÔÉ�Ï× É ÉÓÓÌÅÄÕÅÍ ÉÈ Ó×ÏÊÓÔ×Á.÷ �ÁÒÁÇÒÁÆÅ 6 ÍÙ ÏÂÓÕÖÄÁÅÍ ÍÁÓÛÔÁÂÉÒÕÀÝÉÅ �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ ÄÅÊ-ÓÔ×ÉÊ ÇÒÕ��Ù Z É D ÎÁ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Å T (OP) ÓÏ Ó�Å�ÉÁÌØÎÙÍÉ ÍÅÒÁÍÉ ��, ÄÏ-8



ËÁÚÙ×ÁÅÍ ÎÅÚÁ×ÉÓÉÍÏÓÔØ ÍÁÓÛÔÁÂÉÒÕÀÝÅÊ �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ ÆÉÌØÔÒÁ�ÉÉ ÏÔ×ÙÂÏÒÁ ÉÔÅÒÉÒÕÅÍÏÊ ÍÅÔÒÉËÉ, Á ÔÁËÖÅ �ÒÉ×ÏÄÉÍ ×ÙÞÉÓÌÅÎÉÅ ÍÁÓÛÔÁÂÉÒÕÀÝÅÊ�ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ È×ÏÓÔÏ×ÏÊ ÆÉÌØÔÒÁ�ÉÉ ÎÁ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Å T (OP) Ó ÜÔÉÍÉ Ó�Å-�ÉÁÌØÎÙÍÉ ÍÅÒÁÍÉ.2 çÒÁÆ Õ�ÏÒÑÄÏÞÅÎÎÙÈ �ÁÒ É ÄÅÊÓÔ×ÉÑ ÎÁ ÎÅÍ2.1 äÉÁÇÒÁÍÍÙ âÒÁÔÔÅÌÉ, �ÅÎÔÒÁÌØÎÙÅ ÍÅÒÙ, ÆÉÌØÔÒÁ�ÉÑðÕÓÔØ � | ÎÅËÏÔÏÒÙÊ ÇÒÁÄÕÉÒÏ×ÁÎÎÙÊ ÇÒÁÆ (ÄÉÁÇÒÁÍÍÁ âÒÁÔÔÅÌÉ), ÜÔÁÖÉËÏÔÏÒÏÇÏ ËÏÎÅÞÎÙ É ÚÁÎÕÍÅÒÏ×ÁÎÙ �ÅÌÙÍÉ ÎÅÏÔÒÉ�ÁÔÅÌØÎÙÍÉ ÞÉÓÌÁÍÉ. òÅ-ÂÒÁ (ÏÒÉÅÎÔÉÒÏ×ÁÎÎÙÅ) × ÜÔÏÍ ÇÒÁÆÅ ÍÏÇÕÔ ÓÏÅÄÉÎÑÔØ ÌÉÛØ ×ÅÒÛÉÎÙ ÓÏÓÅÄÎÉÈÜÔÁÖÅÊ, �ÒÉÞÅÍ ÎÁÞÁÌÏ ÒÅÂÒÁ ÌÅÖÉÔ ÎÁ ÜÔÁÖÅ Ó ÍÅÎØÛÉÍ ÎÏÍÅÒÏÍ. íÎÏÖÅÓÔ×Ï×ÅÒÛÉÎ ÜÔÁÖÁ n ÏÂÏÚÎÁÞÉÍ ÓÉÍ×ÏÌÏÍ �n, Á ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï ÒÅÂÅÒ, ÉÄÕÝÉÈ ÉÚ ×ÅÒÛÉÎÜÔÁÖÁ �n × ×ÅÒÛÉÎÙ ÜÔÁÖÁ �n+1, ÓÉÍ×ÏÌÏÍ En. óÉÍ×ÏÌÏÍ T (�) ÂÕÄÅÍ ÏÂÏÚÎÁ-ÞÁÔØ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï ÂÅÓËÏÎÅÞÎÙÈ (ÏÒÉÅÎÔÉÒÏ×ÁÎÎÙÈ) �ÕÔÅÊ × ÇÒÁÆÅ �, ÉÄÕÝÉÈ ÉÚ×ÅÒÛÉÎ ÎÕÌÅ×ÏÇÏ ÜÔÁÖÁ.îÁ ÍÎÏÖÅÓÔ×Å T (�) ÓÔÁÎÄÁÒÔÎÙÍ ÏÂÒÁÚÏÍ ÚÁÄÁÅÔÓÑ ÔÏ�ÏÌÏÇÉÑ. âÁÚÏÊ ÜÔÏÊÔÏ�ÏÌÏÇÉÉ Ñ×ÌÑÀÔÓÑ ÔÁË ÎÁÚÙ×ÁÅÍÙÅ ÜÌÅÍÅÎÔÁÒÎÙÅ �ÉÌÉÎÄÒÉÞÅÓËÉÅ ÍÎÏÖÅÓÔ×Á| ÍÎÏÖÅÓÔ×Á �ÕÔÅÊ, ÉÍÅÀÝÉÈ ÆÉËÓÉÒÏ×ÁÎÎÏÅ ÎÁÞÁÌÏ. ÷ ÜÔÏÊ ÔÏ�ÏÌÏÇÉÉ ÜÌÅ-ÍÅÎÔÁÒÎÙÅ �ÉÌÉÎÄÒÉÞÅÓËÉÅ ÍÎÏÖÅÓÔ×Á Ñ×ÌÑÀÔÓÑ ÔÁËÖÅ É ÚÁÍËÎÕÔÙÍÉ, ×ÓÅ �ÒÏ-ÓÔÒÁÎÓÔ×Ï T (�) | ËÏÍ�ÁËÔÏÍ.äÌÑ ËÁÖÄÏÇÏ n ≥ 0 ÒÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÒÁÚÂÉÅÎÉÅ �n �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Á T (�) ÎÁ ÍÎÏ-ÖÅÓÔ×Á �ÕÔÅÊ, ÓÏ×�ÁÄÁÀÝÉÈ, ÎÁÞÉÎÁÑ Ó ÜÔÁÖÁ n. üÔÉ ÒÁÚÂÉÅÎÉÑ Ñ×ÌÑÀÔÓÑ ×ÎÅËÏÔÏÒÏÍ ÓÍÙÓÌÅ ÎÅÚÁ×ÉÓÉÍÙÍÉ ÄÏ�ÏÌÎÅÎÉÑÍÉ Ë ÁÌÇÅÂÒÁÍ �ÉÌÉÎÄÒÉÞÅÓËÉÈÍÎÏÖÅÓÔ×. ïÂÏÚÎÁÞÉÍ ÓÉÍ×ÏÌÏÍ � È×ÏÓÔÏ×ÕÀ ÆÉÌØÔÒÁ�ÉÀ, ÓÏÓÔÏÑÝÕÀ ÉÚ �Ï-ÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ ÜÔÉÈ ÒÁÚÂÉÅÎÉÊ | (�n)n≥0. ïÔÎÏÛÅÎÉÅ ÜË×É×ÁÌÅÎÔÎÏÓÔÉ, �Ï-ÒÏÖÄÅÎÎÏÅ ÔÅÏÒÅÔÉËÏ-ÍÎÏÖÅÓÔ×ÅÎÎÙÍ �ÅÒÅÓÅÞÅÎÉÅÍ ×ÓÅÈ ÒÁÚÂÉÅÎÉÊ �n, ÎÁÚÙ-×ÁÅÔÓÑ È×ÏÓÔÏ×ÙÍ ÏÔÎÏÛÅÎÉÅÍ ÜË×É×ÁÌÅÎÔÎÏÓÔÉ ÇÒÁÆÁ �: Ä×Á �ÕÔÉ ÜË×É×Á-ÌÅÎÔÎÙ ÔÏÇÄÁ É ÔÏÌØËÏ ÔÏÇÄÁ, ËÏÇÄÁ ÏÎÉ ÓÏ×�ÁÄÁÀÔ, ÎÁÞÉÎÁÑ Ó ÎÅËÏÔÏÒÏÇÏ ÍÅ-ÓÔÁ.äÏ�ÏÌÎÉÔÅÌØÎÏÊ (ÁÄÉÞÅÓËÏÊ) ÓÔÒÕËÔÕÒÏÊ ÎÁ ÇÒÁÄÕÉÒÏ×ÁÎÎÏÍ ÇÒÁÆÅ Ñ×ÌÑ-ÅÔÓÑ ÏÂÒÁÔÎÏÅ ÌÅËÓÉËÏÇÒÁÆÉÞÅÓËÏÅ Õ�ÏÒÑÄÏÞÅÎÉÅ �ÕÔÅÊ (ÓÍ. [3℄). ïÎÏ Ï�ÒÅÄÅ-ÌÑÅÔÓÑ Ó �ÏÍÏÝØÀ ××ÅÄÅÎÉÑ ÌÉÎÅÊÎÏÇÏ �ÏÒÑÄËÁ ÎÁ ÍÎÏÖÅÓÔ×Å ÒÅÂÅÒ, ×ÈÏÄÑÝÉÈ ×ËÁÖÄÕÀ ×ÅÒÛÉÎÕ ÉÚ ×ÅÒÛÉÎ �ÒÅÄÙÄÕÝÅÇÏ ÕÒÏ×ÎÑ. çÏ×ÏÒÑÔ, ÞÔÏ �ÕÔØ y ∈ T (�)ÂÏÌØÛÅ �ÕÔÉ x ∈ T (�), ÅÓÌÉ ÄÌÑ ÎÅËÏÔÏÒÏÇÏ ÎÁÔÕÒÁÌØÎÏÇÏ n ÏÎÉ ÓÏ×�ÁÄÁÀÔ,ÎÁÞÉÎÁÑ Ó ÜÔÁÖÁ n, É ÒÅÂÒÏ, �Ï ËÏÔÏÒÏÍÕ �ÕÔØ y �ÒÉÈÏÄÉÔ ÎÁ ÜÔÁÖ n, ÂÏÌØÛÅÒÅÂÒÁ, �Ï ËÏÔÏÒÏÍÕ �ÕÔØ x �ÒÉÈÏÄÉÔ ÔÕÄÁ ÖÅ. áÄÉÞÅÓËÉÊ �ÏÒÑÄÏË Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÌÉ-ÎÅÊÎÙÍ �ÏÒÑÄËÏÍ ÎÁ ËÁÖÄÏÍ ËÌÁÓÓÅ È×ÏÓÔÏ×ÏÊ ÜË×É×ÁÌÅÎÔÎÏÓÔÉ. îÁ ÞÁÓÔÉÞÎÏÕ�ÏÒÑÄÏÞÅÎÎÏÍ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Å �ÕÔÅÊ T (�) Ï�ÒÅÄÅÌÑÅÔÓÑ ÁÄÉÞÅÓËÏÅ �ÒÅÏÂÒÁÚÏ×Á-ÎÉÅ A. ïÎÏ ÓÏ�ÏÓÔÁ×ÌÑÅÔ ËÁÖÄÏÍÕ �ÕÔÉ ÓÌÅÄÕÀÝÉÊ ÚÁ ÎÉÍ × ÜÔÏÍ �ÏÒÑÄËÅ.ïÔÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ ÓÌÅÄÕÀÝÉÊ �ÕÔØ ÍÏÖÎÏ ÎÁÊÔÉ ÎÅ ÄÌÑ ËÁÖÄÏÇÏ �ÕÔÉ, �ÏÜÔÏÍÕÁÄÉÞÅÓËÏÅ �ÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÅ Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÏ ÎÅ ÎÁ ×ÓÅÍ ÍÎÏÖÅÓÔ×Å T (�).îÁ ÔÏ�ÏÌÏÇÉÞÅÓËÏÍ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Å T (�) ÍÏÖÎÏ ÒÁÓÓÍÁÔÒÉ×ÁÔØ ÂÏÒÅÌÅ×ÓËÉÅ9



ÍÅÒÙ. ïÔÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ ÒÁÚÂÉÅÎÉÑ �n Á×ÔÏÍÁÔÉÞÅÓËÉ Ñ×ÌÑÀÔÓÑ ÉÚÍÅÒÉÍÙÍÉ �ÏÌÀÂÏÊ ÂÏÒÅÌÅ×ÓËÏÊ ÍÅÒÅ. ÷ÁÖÎÙÊ ËÌÁÓÓ ÍÅÒ ÓÏÓÔÁ×ÌÑÀÔ ÔÁË ÎÁÚÙ×ÁÅÍÙÅ �ÅÎ-ÔÒÁÌØÎÙÅ ÍÅÒÙ (ÉÌÉ ÍÅÒÙ Ó ÍÁËÓÉÍÁÌØÎÏÊ ÜÎÔÒÏ�ÉÅÊ). íÅÒÁ � ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ�ÅÎÔÒÁÌØÎÏÊ, ÅÓÌÉ �ÒÉ ÆÉËÓÉÒÏ×ÁÎÎÏÍ È×ÏÓÔÅ �ÕÔÉ ÅÇÏ ÎÁÞÁÌÁ ÒÁ×ÎÏ×ÅÒÏÑÔÎÙ,ÔÏ ÅÓÔØ ÕÓÌÏ×ÎÙÅ ÍÅÒÙ ÎÁ ÜÌÅÍÅÎÔÁÈ ÒÁÚÂÉÅÎÉÑ �n ÒÁ×ÎÏÍÅÒÎÙ. ïÔÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ�ÅÎÔÒÁÌØÎÏÓÔØ ÍÅÒÙ ÒÁ×ÎÏÓÉÌØÎÁ ÅÅ ÉÎ×ÁÒÉÁÎÔÎÏÓÔÉ �ÏÄ ÄÅÊÓÔ×ÉÅÍ ÁÄÉÞÅÓËÏÇÏ�ÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÑ. íÎÏÖÅÓÔ×Ï ×ÓÅÈ �ÅÎÔÒÁÌØÎÙÈ ÍÅÒ ÇÒÁÆÁ � ÏÂÏÚÎÁÞÁÅÔÓÑ ÓÉÍ-×ÏÌÏÍ Inv(�). íÎÏÖÅÓÔ×Ï ÜÒÇÏÄÉÞÅÓËÉÈ �ÅÎÔÒÁÌØÎÙÈ ÍÅÒ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÇÒÁÎÉ�ÅÊûÏËÅ ÍÎÏÖÅÓÔ×Á Inv(�) É ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÁÂÓÏÌÀÔÏÍ ÇÒÁÆÁ �.ðÏÄÒÏÂÎÏ ÏÂ ÏÂÝÅÊ ÔÅÏÒÉÉ ÇÒÁÄÕÉÒÏ×ÁÎÎÙÈ ÇÒÁÆÏ× É �ÅÎÔÒÁÌØÎÙÈ ÍÅÒÁÈÓÍ. [5, 11, 12, 13, 14, 30℄.2.2 ï�ÉÓÁÎÉÅ ÇÒÁÆÁ OP Õ�ÏÒÑÄÏÞÅÎÎÙÈ �ÁÒ É ÄÅÊÓÔ×ÉÊ ÎÁ �ÒÏ-ÓÔÒÁÎÓÔ×Å ÅÇÏ �ÕÔÅÊ2.2.1 ï�ÉÓÁÎÉÅ ÇÒÁÆÁ OP Õ�ÏÒÑÄÏÞÅÎÎÙÈ �ÁÒòÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÏÄÉÎ ËÏÎËÒÅÔÎÙÊ ÇÒÁÄÕÉÒÏ×ÁÎÎÙÊ ÇÒÁÆ | ÇÒÁÆ Õ�ÏÒÑÄÏÞÅÎÎÙÈ�ÁÒ OP. ïÎ Ï�ÒÅÄÅÌÑÅÔÓÑ ÓÌÅÄÕÀÝÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ. íÎÏÖÅÓÔ×Ï ×ÅÒÛÉÎ ÎÕÌÅ×ÏÇÏÜÔÁÖÁ Ï�ÒÅÄÅÌÉÍ ËÁË OP0 = I = {0; 1}. äÁÌÅÅ, ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï ×ÅÒÛÉÎ ÜÔÁÖÁ n+ 1�ÏÌÏÖÉÍ ÒÁ×ÎÙÍ OPn+1 = OPn × OPn, n ≥ 0, | ÍÎÏÖÅÓÔ×Õ ×ÓÅ×ÏÚÍÏÖÎÙÈÕ�ÏÒÑÄÏÞÅÎÎÙÈ �ÁÒ ×ÅÒÛÉÎ ÜÔÁÖÁ n. íÎÏÖÅÓÔ×Ï ÒÅÂÅÒ En, n ≥ 0, ×ÅÄÕÝÉÈÉÚ ×ÅÒÛÉÎ ÜÔÁÖÁ n × ×ÅÒÛÉÎÙ ÜÔÁÖÁ n + 1, ÕÓÔÒÏÅÎÏ ÓÌÅÄÕÀÝÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ.ðÕÓÔØ v ∈ OPn+1, v = (v0; v1), ÇÄÅ v0; v1 ∈ OPn. ðÒÏ×ÅÄÅÍ ÒÅÂÒÁ ÉÚ ×ÅÒÛÉÎ v0É v1 × ×ÅÒÛÉÎÕ v, �ÒÉ ÜÔÏÍ ÚÁÄÁÄÉÍ ÅÓÔÅÓÔ×ÅÎÎÙÊ �ÏÒÑÄÏË ÎÁ ÜÔÉÈ ÒÅÂÒÁÈ |ÒÅÂÒÏ ÉÚ v0 × v ÂÕÄÅÍ ÓÞÉÔÁÔØ ÎÕÌÅ×ÙÍ, Á ÒÅÂÒÏ ÉÚ v1 × v �ÅÒ×ÙÍ. åÓÌÉ v0 = v1,ÔÏ ÉÚ ×ÅÒÛÉÎÙ v0 × ×ÅÒÛÉÎÕ v = (v0; v0) ÉÄÕÔ ÓÒÁÚÕ Ä×Á ÒÅÂÒÁ.ðÏ ÉÎÄÕË�ÉÉ ÌÅÇËÏ �ÒÏ×ÅÒÉÔØ, ÞÔÏ ËÏÌÉÞÅÓÔ×Ï ×ÅÒÛÉÎ ÎÁ ÜÔÁÖÅ n ÇÒÁÆÁ OPÒÁ×ÎÏ 22n , É × ËÁÖÄÕÀ ×ÅÒÛÉÎÕ ÜÔÁÖÁ n �ÒÉÈÏÄÉÔ ÒÏ×ÎÏ 2n �ÕÔÅÊ, ÎÁÞÉÎÁÀ-ÝÉÈÓÑ ÎÁ ÜÔÁÖÅ 0. �ÁË ËÁË × ËÁÖÄÕÀ ×ÅÒÛÉÎÕ, ËÒÏÍÅ ×ÅÒÛÉÎ ÎÕÌÅ×ÏÇÏ ÜÔÁÖÁ,×ÈÏÄÉÔ ÒÏ×ÎÏ Ä×Á ÒÅÂÒÁ, È×ÏÓÔÏ×ÁÑ ÆÉÌØÔÒÁ�ÉÑ � ÄÌÑ ÔÁËÏÇÏ ÇÒÁÆÁ Ñ×ÌÑÅÔÓÑÄÉÁÄÉÞÅÓËÏÊ.îÁ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Å T (OP) Ï�ÒÅÄÅÌÅÎ ÁÄÉÞÅÓËÉÊ Á×ÔÏÍÏÒÆÉÚÍ A (ÄÅÊÓÔ×ÉÅÇÒÕ��Ù Z) É ÍÏÖÎÏ Ï�ÒÅÄÅÌÉÔØ ËÁÎÏÎÉÞÅÓËÏÅ (ÁÄÉÞÅÓËÏÅ) ÄÅÊÓÔ×ÉÅ ÇÒÕ��Ù
D = ∞

⊕i=0 Z=2Z:2.2.2 ï�ÉÓÁÎÉÅ ÁÄÉÞÅÓËÏÇÏ �ÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÑ ÎÁ ÇÒÁÆÅ OP÷ ÇÒÁÆÅ Õ�ÏÒÑÄÏÞÅÎÎÙÈ �ÁÒ OP ÚÁÄÁÎ �ÏÒÑÄÏË ÎÁ ×ÈÏÄÑÝÉÈ × ËÁÖÄÕÀ ×ÅÒÛÉÎÕÒÅÂÒÁÈ, �ÏÜÔÏÍÕ Á×ÔÏÍÁÔÉÞÅÓËÉ (ÓÍ. ÏÂÝÅÅ Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÅ × �ÕÎËÔÅ 2.1) Ï�ÒÅÄÅ-ÌÅÎÏ ÁÄÉÞÅÓËÏÅ �ÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÅ A. âÏÌÅÅ ËÏÎËÒÅÔÎÏ, ÄÌÑ �ÕÔÉ x ∈ T (OP),�ÒÏÈÏÄÑÝÅÇÏ �Ï ×ÅÒÛÉÎÁÍ vn ∈ OPn, n ≥ 0, ÍÏÖÎÏ ÎÁÊÔÉ �ÅÒ×ÏÅ ÒÅÂÒÏ ÜÔÏÇÏ10



�ÕÔÉ, ÎÏÍÅÒ ËÏÔÏÒÏÇÏ | 0. ðÕÓÔØ ÜÔÏ ÒÅÂÒÏ ÉÚ ×ÅÒÛÉÎÙ vn × vn+1. ï�ÒÅÄÅ-ÌÉÍ �ÕÔØ Ax ÔÁË, ÞÔÏ ÏÎ ÓÏ×�ÁÄÁÅÔ Ó x, ÎÁÞÉÎÁÑ Ó ÜÔÁÖÁ n + 1, �ÒÉÈÏÄÉÔ ××ÅÒÛÉÎÕ vn+1 �Ï ÒÅÂÒÕ Ó ÎÏÍÅÒÏÍ 1, Á ×ÓÅ �ÒÅÄÙÄÕÝÉÅ ÒÅÂÒÁ ÉÍÅÀÔ ÎÏÍÅÒÁ 0.üÔÏ �ÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÅ Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÏ ÌÉÛØ ÄÌÑ ÔÅÈ �ÕÔÅÊ, × ËÏÔÏÒÙÈ ÅÓÔØ ÈÏÔØ ÏÄÎÏÒÅÂÒÏ Ó ÎÏÍÅÒÏÍ 0.2.2.3 ï�ÉÓÁÎÉÅ ËÁÎÏÎÉÞÅÓËÏÇÏ ÄÅÊÓÔ×ÉÑ ÇÒÕ��Ù D ÎÁ ÇÒÁÆÅ OPëÁÎÏÎÉÞÅÓËÏÅ (ÁÄÉÞÅÓËÏÅ) ÄÅÊÓÔ×ÉÅ � ÇÒÕ��Ù D �ÒÏÝÅ ×ÓÅÇÏ Ï�ÒÅÄÅÌÉÔØ ÎÁÏÂÒÁÚÕÀÝÉÈ. äÅÊÓÔ×ÉÅ ÜÌÅÍÅÎÔÁ g ÇÒÕ��Ù D ÎÁ T (OP) ÍÙ ÂÕÄÅÍ ÏÂÏÚÎÁÞÁÔØÓÉÍ×ÏÌÏÍ �(g). ðÕÓÔØ ÇÒÕ��Á D = ⊕∞i=0Z=2Z �ÏÒÏÖÄÅÎÁ ÏÂÒÁÚÕÀÝÉÍÉ gi, i ≥ 0.óÉÍ×ÏÌÏÍ Dn, n ≥ 0, ÏÂÏÚÎÁÞÉÍ ËÏÎÅÞÎÕÀ �ÏÄÇÒÕ��Õ, �ÏÒÏÖÄÅÎÎÕÀ ÏÂÒÁÚÕÀ-ÝÉÍÉ g0; : : : ; gn−1. ðÕÓÔØ gn | ÏÂÒÁÚÕÀÝÁÑ ÇÒÕ��Ù D, Á x ∈ T (OP) | �ÕÔØ.ï�ÒÅÄÅÌÉÍ �ÕÔØ �(gn)x ÔÁË, ÞÔÏ ÏÎ ÓÏ×�ÁÄÁÅÔ Ó x, ÎÁÞÉÎÁÑ Ó ÜÔÁÖÁ n+1; ÎÏÍÅÒÅÇÏ ÒÅÂÒÁ, ×ÈÏÄÑÝÅÇÏ × ×ÅÒÛÉÎÕ ÜÔÁÖÁ n+ 1, ÏÔÌÉÞÁÅÔÓÑ ÏÔ ÎÏÍÅÒÁ ÁÎÁÌÏÇÉÞ-ÎÏÇÏ ÒÅÂÒÁ × �ÕÔÉ x, Á ÎÏÍÅÒÁ ÒÅÂÅÒ ÍÅÖÄÕ ÜÔÁÖÁÍÉ i É i+1, 0 ≤ i < n, × �ÕÔÑÈ xÉ �(gn)x ÓÏ×�ÁÄÁÀÔ. úÁÄÁÎÎÙÅ ÔÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ ÄÅÊÓÔ×ÉÑ ÏÂÒÁÚÕÀÝÉÈ ÕÄÏ×ÌÅ-Ô×ÏÒÑÀÔ ËÏÍÍÕÔÁ�ÉÏÎÎÙÍ ÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÑÍ ÇÒÕ��Ù D, �ÏÜÔÏÍÕ ÚÁÄÁÀÔ ÄÅÊÓÔ×ÉÅ.ïÔÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ ÄÅÊÓÔ×ÉÅ � ÇÒÕ��Ù D ÔÅÓÎÏ Ó×ÑÚÁÎÏ Ó È×ÏÓÔÏ×ÏÊ ÆÉÌØÔÒÁ-�ÉÅÊ � É ÍÎÏÖÅÓÔ×ÏÍ �ÅÎÔÒÁÌØÎÙÈ ÍÅÒ Inv(OP). á ÉÍÅÎÎÏ, ÒÁÚÂÉÅÎÉÅ �n ÅÓÔØ× ÔÏÞÎÏÓÔÉ ÒÁÚÂÉÅÎÉÅ ÎÁ ÏÒÂÉÔÙ ÄÅÊÓÔ×ÉÑ �ÏÄÇÒÕ��Ù Dn. òÁÚÂÉÅÎÉÅ ÎÁ ÏÒ-ÂÉÔÙ ×ÓÅÊ ÇÒÕ��Ù D Ñ×ÌÑÅÔÓÑ È×ÏÓÔÏ×ÙÍ ÄÌÑ ÇÒÁÆÁ OP. âÏÒÅÌÅ×ÓËÁÑ ÍÅÒÁ ÎÁ�ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Å T (OP) Ñ×ÌÑÅÔÓÑ �ÅÎÔÒÁÌØÎÏÊ ÔÏÇÄÁ É ÔÏÌØËÏ ÔÏÇÄÁ, ËÏÇÄÁ ÏÎÁÉÎ×ÁÒÉÁÎÔÎÁ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ÄÅÊÓÔ×ÉÑ � ÇÒÕ��Ù D.3 îÅÚÁ×ÉÓÉÍÏÅ Ï�ÉÓÁÎÉÅ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Á �ÕÔÅÊÇÒÁÆÁ OP3.1 ðÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Ï ID × IN, ÄÅÊÓÔ×ÉÅ ÇÒÕ��Ù D, ÆÉÌØÔÒÁ�ÉÑ, ÔÅ-ÏÒÅÍÁ ÏÂ ÉÚÏÍÏÒÆÉÚÍÅòÁÓÓÍÏÔÒÉÍ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Ï ID × IN, ÓÏÓÔÏÑÝÅÅ ÉÚ ×ÓÅ×ÏÚÍÏÖÎÙÈ �ÁÒ (w;�),ÇÄÅ w ∈ ID | ËÏÎÆÉÇÕÒÁ�ÉÑ ÎÁ ÇÒÕ��Å D, Á � ∈ IN | ÂÅÓËÏÎÅÞÎÁÑ �ÏÓÌÅÄÏ×Á-ÔÅÌØÎÏÓÔØ ÎÕÌÅÊ É ÅÄÉÎÉ�. îÁ ÜÔÏÍ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Å ÓÔÁÎÄÁÒÔÎÙÍ ÏÂÒÁÚÏÍ Ï�ÒÅ-ÄÅÌÑÀÔÓÑ �ÉÌÉÎÄÒÉÞÅÓËÉÅ ÍÎÏÖÅÓÔ×Á, Á ÔÁËÖÅ ÔÏ�ÏÌÏÇÉÑ �ÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÑ ËÏÍ�ÁË-ÔÏ×. ãÉÌÉÎÄÒÉÞÅÓËÉÅ ÍÎÏÖÅÓÔ×Á Ñ×ÌÑÀÔÓÑ ÏÔËÒÙÔÙÍÉ É ÚÁÍËÎÕÔÙÍÉ × ÜÔÏÊÔÏ�ÏÌÏÇÉÉ.ðÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Ï IN Ó �ÏËÏÏÒÄÉÎÁÔÎÙÍ ÓÌÏÖÅÎÉÅÍ ÏÂÒÁÚÕÅÔ ËÏÍÍÕÔÁÔÉ×ÎÕÀÇÒÕ��Õ, Á ÇÒÕ��Á D ÉÚÏÍÏÒÆÎÁ ÅÅ �ÏÄÇÒÕ��Å, ÓÏÓÔÏÑÝÅÊ ÉÚ ÆÉÎÉÔÎÙÈ �ÏÓÌÅÄÏ-×ÁÔÅÌØÎÏÓÔÅÊ (ÎÕÌÉ, ÎÁÞÉÎÁÑ Ó ÎÅËÏÔÏÒÏÇÏ ÍÅÓÔÁ).ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÅ 1. óÉÍ×ÏÌÏÍ � ÏÂÏÚÎÁÞÉÍ ×ÌÏÖÅÎÉÅ ÇÒÕ��Ù D × ÇÒÕ��Õ IN, ËÏ-ÔÏÒÏÅ ËÁÖÄÙÊ ÜÌÅÍÅÎÔ g ∈ D, g = ∑�igi−1, ÏÔÏÂÒÁÖÁÅÔ × ÆÉÎÉÔÎÕÀ �ÏÓÌÅÄÏ-×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØ (�i)i≥1 ËÏÜÆÆÉ�ÉÅÎÔÏ× ÅÅ ÒÁÚÌÏÖÅÎÉÑ �Ï ÏÂÒÁÚÕÀÝÉÍ.11



çÒÕ��Á D ÄÅÊÓÔ×ÕÅÔ ÎÁ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Å ID ÓÄ×ÉÇÏÍ ÁÒÇÕÍÅÎÔÁw(·) 7→ w(·+ g); g ∈ D; w ∈ ID;Á ÎÁ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Å IN ÓÌÏÖÅÎÉÅÍ� 7→ �+ �(g); � ∈ IN; g ∈ D:ðÒÑÍÏÅ �ÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÅ ÜÔÉÈ ÄÅÊÓÔ×ÉÊ, ÄÅÊÓÔ×ÉÅ ÇÒÕ��ÙD ÎÁ �ÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÉ ID×IN, ÚÁÄÁÅÔÓÑ ÆÏÒÍÕÌÏÊ:diag(g) : (w(·); �)

7→
(w(·+ g); � + �(g)); g ∈ D; w ∈ ID; � ∈ IN: (1)üÔÏ ÄÅÊÓÔ×ÉÅ É ÄÉÁÄÉÞÅÓËÁÑ ÓÔÒÕËÔÕÒÁ (�ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØ ×ÌÏÖÅÎÎÙÈ �ÏÄ-ÇÒÕ�� Dn) ÇÒÕ��Ù D ÚÁÄÁÅÔ ÄÉÁÄÉÞÅÓËÕÀ ÆÉÌØÔÒÁ�ÉÀ ÎÁ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Å ID×IN| È×ÏÓÔÏ×ÕÀ ÆÉÌØÔÒÁ�ÉÀ ÄÌÑ ÜÔÏÇÏ ÄÅÊÓÔ×ÉÑ. á ÉÍÅÎÎÏ, ÄÌÑ n ≥ 0 Ï�ÒÅÄÅÌÉÍÒÁÚÂÉÅÎÉÅ �n �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Á ID × IN ËÁË ÒÁÚÂÉÅÎÉÅ ÎÁ ÏÒÂÉÔÙ �ÏÄ ÄÅÊÓÔ×ÉÅÍ�ÏÄÇÒÕ��Ù Dn. óÔÏÉÔ ÏÔÍÅÔÉÔØ, ÞÔÏ ÜÔÁ ÆÉÌØÔÒÁ�ÉÑ ÎÅ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ �ÒÑÍÙÍ �ÒÏ-ÉÚ×ÅÄÅÎÉÅÍ È×ÏÓÔÏ×ÙÈ ÆÉÌØÔÒÁ�ÉÊ ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÝÉÈ ÄÅÊÓÔ×ÉÊ ÇÒÕ��Ù D ÎÁ IDÉ IN.�ÅÏÒÅÍÁ 1. ðÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Ï T (OP) �ÕÔÅÊ ÇÒÁÆÁ OP Õ�ÏÒÑÄÏÞÅÎÎÙÈ �ÁÒ Ó ÄÅÊ-ÓÔ×ÉÅÍ � É �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Ï ID × IN Ó ÄÅÊÓÔ×ÉÅÍ diag ÉÚÏÍÏÒÆÎÙ ËÁË ÔÏ�ÏÌÏ-ÇÉÞÅÓËÉÅ D-�ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Á.äÌÑ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Á ÜÔÏÊ ÔÅÏÒÅÍÙ ÎÁÍ ÎÅÏÂÈÏÄÉÍÙ ÎÅËÏÔÏÒÙÅ �ÒÅÄ×ÁÒÉ-ÔÅÌØÎÙÅ ÒÁÓÓÕÖÄÅÎÉÑ.3.2 íÅÔËÉ ÎÁ ×ÅÒÛÉÎÁÈ ÇÒÁÆÁ É ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×ÏÔÅÏÒÅÍÙ 1ëÏÎÓÔÒÕË�ÉÑ ÇÒÁÆÁ OP Õ�ÏÒÑÄÏÞÅÎÎÙÈ �ÁÒ �ÏÚ×ÏÌÑÅÔ ÅÓÔÅÓÔ×ÅÎÎÙÍ ÏÂÒÁÚÏÍÚÁ�ÁÒÁÍÅÔÒÉÚÏ×ÁÔØ ×ÅÒÛÉÎÙ ÇÒÁÆÁ OP ËÏÎÆÉÇÕÒÁ�ÉÑÍÉ ÎÁ ËÏÎÅÞÎÙÈ �ÏÄÇÒÕ�-�ÁÈ ÇÒÕ��Ù D. ï�ÒÅÄÅÌÉÍ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ �, ËÏÔÏÒÏÅ ×ÅÒÛÉÎÁÍ ÜÔÁÖÁ n, n ≥ 0,ÂÉÅËÔÉ×ÎÏ ÓÏ�ÏÓÔÁ×ÌÑÅÔ ËÏÎÆÉÇÕÒÁ�ÉÉ ÎÁ Dn, ÉÎÄÕËÔÉ×ÎÏ. äÌÑ v ∈ OP0 = IÏ�ÒÅÄÅÌÉÍ �[v℄ ËÁË ËÏÎÆÉÇÕÒÁ�ÉÀ, ËÏÔÏÒÁÑ ÏÔÏÂÒÁÖÁÅÔ ÅÄÉÎÓÔ×ÅÎÎÙÊ ÜÌÅÍÅÎÔ�ÏÄÇÒÕ��Ù D0 = {0} × v. äÁÌÅÅ, �ÕÓÔØ ÍÙ ÕÖÅ Ï�ÒÅÄÅÌÉÌÉ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ �ÎÁ OPn. ðÕÓÔØ v ∈ OPn+1, v = (v0; v1), ÇÄÅ v0; v1 ∈ OPn. ï�ÒÅÄÅÌÉÍ ËÏÎÆÉÇÕ-ÒÁ�ÉÀ �[v℄ ÎÁ Dn+1 ÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÅÍ�[v℄(h) = {�[v0℄(h); h ∈ Dn;�[v1℄(gn + h); h ∈ Dn+1 \ Dn: (2)úÁÍÅÞÁÎÉÅ 1. äÌÑ ËÁÖÄÏÇÏ n ≥ 0 ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ � Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÂÉÅË�ÉÅÊ ÍÅÖÄÕÜÔÁÖÏÍ OPn ÇÒÁÆÁ OP É ÍÎÏÖÅÓÔ×ÏÍ IDn ËÏÎÆÉÇÕÒÁ�ÉÊ ÎÁ �ÏÄÇÒÕ��Å Dn.12



ïÔÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ ÄÌÑ Ä×ÕÈ ×ÅÒÛÉÎ v ∈ OPn É v′ ∈ OPn+1, ÓÏÅÄÉÎÅÎÎÙÈ ÒÅ-ÂÒÏÍ Ó ÎÏÍÅÒÏÍ � ∈ {0; 1}, ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÝÉÅ ÉÍ ËÏÎÆÉÇÕÒÁ�ÉÉ ÎÁ Dn Ó×ÑÚÁÎÙÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÅÍ �[v℄(h) = �[v′℄(h+ �gn); h ∈ Dn: (3)äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï ÔÅÏÒÅÍÙ 1. äÌÑ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Á ÔÅÏÒÅÍÙ ÍÙ �ÏÓÔÒÏÉÍ ÉÚÏ-ÍÏÒÆÉÚÍ 	: T (OP) → ID × IN Ñ×ÎÏ. äÌÑ ÜÔÏÇÏ ÍÙ ÚÁÄÁÄÉÍ Ä×Á ÏÔÏÂÒÁÖÅ-ÎÉÑ | ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ F �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Á T (OP) ÎÁ ID É ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ A �ÒÏÓÔÒÁÎ-ÓÔ×Á T (OP) ÎÁ IN. éÈ �ÁÒÁ, ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ 	 = (F;A), É ÂÕÄÅÔ ÉÓËÏÍÙÍ ÇÏÍÅÏ-ÍÏÒÆÉÚÍÏÍ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Á T (OP) ÎÁ ID × IN.ðÕÓÔØ x ∈ T (OP) | ÎÅËÏÔÏÒÙÊ �ÕÔØ, �ÒÏÈÏÄÑÝÉÊ �Ï ×ÅÒÛÉÎÁÍ vn ∈ OPn, n ≥0, É ÒÅÂÒÁÍ en ∈ En, n ≥ 0 (ÒÅÂÒÏ en ÓÏÅÄÉÎÑÅÔ ×ÅÒÛÉÎÙ vn É vn+1). îÁ�Ï-ÍÎÉÍ, ÞÔÏ �Ï ËÏÎÓÔÒÕË�ÉÉ ÇÒÁÆÁ Õ�ÏÒÑÄÏÞÅÎÎÙÈ �ÁÒ, ÎÁ Ä×ÕÈ ÒÅÂÒÁÈ, ×ÅÄÕÝÉÈ× ÄÁÎÎÕÀ ×ÅÒÛÉÎÕ, ÚÁÄÁÎ �ÏÒÑÄÏË (ÎÏÍÅÒÁ 0 ÉÌÉ 1). äÌÑ n ≥ 1 �ÏÌÏÖÉÍ �nÒÁ×ÎÙÍ �ÏÒÑÄËÏ×ÏÍÕ ÎÏÍÅÒÕ ÒÅÂÒÁ en−1. �ÅÍ ÓÁÍÙÍ Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÁ �ÏÓÌÅÄÏ×Á-ÔÅÌØÎÏÓÔØ � = (�n)n≥1 ∈ IN, ËÏÔÏÒÕÀ ÍÙ É ÎÁÚÏ×ÅÍ ÏÂÒÁÚÏÍ �ÕÔÉ x �ÒÉ ÏÔÏ-ÂÒÁÖÅÎÉÉ A: A[x℄ := �:ïÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ F Ï�ÒÅÄÅÌÑÅÔÓÑ ÎÅÓËÏÌØËÏ ÓÌÏÖÎÅÅ. îÁÍ ÎÅÏÂÈÏÄÉÍÏ Ï�ÒÅ-ÄÅÌÉÔØ ÎÅËÏÔÏÒÕÀ ËÏÎÆÉÇÕÒÁ�ÉÀ F [x℄ ∈ ID ÎÁ ÇÒÕ��Å D. ðÒÉ ÜÔÏÍ ËÁÖÄÏÊ×ÅÒÛÉÎÅ vn, n ≥ 0, �ÕÔÉ x ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ � ÓÏ�ÏÓÔÁ×ÌÑÅÔ ËÏÎÆÉÇÕÒÁ�ÉÀ �[vn℄ÎÁ ËÏÎÅÞÎÏÊ �ÏÄÇÒÕ��Å Dn. ïÔÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ, ×ÏÏÂÝÅ ÇÏ×ÏÒÑ, �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØËÏÎÆÉÇÕÒÁ�ÉÊ �[vn℄ n ≥ 0, ÎÅ ÓÏÇÌÁÓÏ×ÁÎÁ, ÔÏ ÅÓÔØ ËÏÎÆÉÇÕÒÁ�ÉÑ �[vn℄ ÎÅ Ñ×ÌÑ-ÅÔÓÑ ÓÕÖÅÎÉÅÍ ËÏÎÆÉÇÕÒÁ�ÉÉ �[vn+1℄ ÎÁ �ÏÄÇÒÕ��Õ Dn. ðÒÑÍÙÍ ÓÌÅÄÓÔ×ÉÅÍÒÁ×ÅÎÓÔ×Á (3) É Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÑ ÞÉÓÌÁ �n+1 Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÔÏÖÄÅÓÔ×Ï�[vn℄(·) = �[vn+1℄(·+ �n+1gn) ÎÁ Dn; n ≥ 0:ïÔÓÀÄÁ ÓÌÅÄÕÅÔ ÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÅ�[vn℄(·+ n−1
∑i=0 �i+1gi) = �[vn+1℄(·+ n

∑i=0 �i+1gi) ÎÁ Dn; n ≥ 0;ËÏÔÏÒÏÅ ÏÚÎÁÞÁÅÔ, ÞÔÏ �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØ ËÏÎÆÉÇÕÒÁ�ÉÊ �[vn℄(·+∑n−1i=0 �i+1gi),n ≥ 0, ÓÏÇÌÁÓÏ×ÁÎÁ. óÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏ, ÍÏÖÎÏ ÚÁÄÁÔØ ËÏÎÆÉÇÕÒÁ�ÉÀ ÎÁ D, ÓÕÖÅ-ÎÉÅ ËÏÔÏÒÏÊ ÎÁ ËÁÖÄÕÀ �ÏÄÇÒÕ��Õ Dn ÓÏ×�ÁÄÁÅÔ Ó ËÏÎÆÉÇÕÒÁ�ÉÅÊ �[vn℄(· +
∑n−1i=0 �i+1gi). üÔÕ ËÏÎÆÉÇÕÒÁ�ÉÀ ÎÁ D ÍÙ É ÚÁÄÁÄÉÍ ËÁË ÏÂÒÁÚ F [x℄ �ÕÔÉ x�ÒÉ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÉ F :F [x℄(g) = �[vn℄(g + n−1

∑i=0 �i+1gi); g ∈ Dn; n ≥ 1: (4)ëÁË ÕÖÅ ÂÙÌÏ ÕËÁÚÁÎÏ ×ÙÛÅ, ÍÙ Ï�ÒÅÄÅÌÑÅÍ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ 	 ËÁË �ÁÒÕ (F;A):	[x℄ = (F [x℄; A[x℄); x ∈ T (OP):13



ðÒÏ×ÅÒÉÍ, ÞÔÏ ÄÁÎÎÏÅ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ 	 Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÂÉÅË�ÉÅÊ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Á �Õ-ÔÅÊ T (OP) ÇÒÁÆÁ OP ÎÁ ID × IN. ïÔÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ ÆÏÒÍÕÌÁ (4) �ÏÚ×ÏÌÑÅÔ ÏÄÎÏ-ÚÎÁÞÎÏ ×ÏÓÓÔÁÎÏ×ÉÔØ ×ÅÒÛÉÎÙ vn, n ≥ 0, �ÕÔÉ x �Ï ËÏÎÆÉÇÕÒÁ�ÉÉ F [x℄ É �ÏÓÌÅ-ÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ � = A[x℄. äÁÌÅÅ, ÒÅÂÒÏ en, n ≥ 0, ÏÄÎÏÚÎÁÞÎÏ ×ÏÓÓÔÁÎÁ×ÌÉ×ÁÅÔÓÑ�Ï Ó×ÏÅÍÕ ËÏÎ�Õ vn+1 É �ÏÒÑÄËÏ×ÏÍÕ ÎÏÍÅÒÕ �n+1. âÏÌÅÅ ÔÏÇÏ, ËÏÎÆÉÇÕÒÁ�ÉÑÍÏÖÅÔ ÂÙÔØ ×ÙÂÒÁÎÁ �ÒÏÉÚ×ÏÌØÎÏ ÉÚ ID, Á �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØ � �ÒÏÉÚ×ÏÌØÎÏÉÚ IN. �ÅÍ ÓÁÍÙÍ ÄÏËÁÚÁÎÏ, ÞÔÏ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ 	 Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÂÉÅË�ÉÅÊ.ïÂÒÁÚÏÍ �ÉÌÉÎÄÒÉÞÅÓËÏÇÏ ÍÎÏÖÅÓÔ×Á × T (OP) �ÒÉ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÉ 	 Ñ×ÌÑÅÔÓÑ�ÉÌÉÎÄÒÉÞÅÓËÏÅ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï × ID × IN, ÜÔÏ ÏÞÅ×ÉÄÎÏ ÉÚ Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÑ ÏÔÏÂÒÁÖÅ-ÎÉÑ 	. ïÔÓÀÄÁ ÓÌÅÄÕÅÔ, ÞÔÏ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ 	 Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÇÏÍÅÏÍÏÒÆÉÚÍÏÍ.ïÓÔÁÌÏÓØ �ÒÏ×ÅÒÉÔØ, ÞÔÏ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ 	 Ñ×ÌÑÅÔÓÑ D-ÜË×É×ÁÒÉÁÎÔÎÙÍ. äÌÑ�ÒÏÉÚ×ÏÌØÎÏÇÏ m ≥ 0 �ÒÏ×ÅÒÉÍ ÎÅÏÂÈÏÄÉÍÏÅ ËÏÍÍÕÔÁ�ÉÏÎÎÏÅ ÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÅ:	[�(gm)x℄ = diag(gm)	[x℄; x ∈ T (OP): (5)ðÏ Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÀ ËÁÎÏÎÉÞÅÓËÏÇÏ ÄÅÊÓÔ×ÉÑ �, �ÕÔØ �(gm)x ÓÏ×�ÁÄÁÅÔ Ó �Õ-ÔÅÍ x, ÎÁÞÉÎÁÑ Ó ÜÔÁÖÁ m + 1, �ÏÒÑÄËÏ×ÙÅ ÎÏÍÅÒÁ ÒÅÂÅÒ ÄÏ ÜÔÁÖÁ m × ÜÔÉÈ�ÕÔÑÈ ÓÏ×�ÁÄÁÀÔ, Á �ÏÒÑÄËÏ×ÙÊ ÎÏÍÅÒ ÒÅÂÒÁ, ÉÄÕÝÅÇÏ Ó ÜÔÁÖÁ m ÎÁ ÜÔÁÖ m+1ÏÔÌÉÞÁÅÔÓÑ. ðÏ Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÀ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÑ A ÏÔÓÀÄÁ ÓÌÅÄÕÅÔ, ÞÔÏA[�(gm)x℄i = A[x℄i; i 6= m+ 1;A[�(gm)x℄m+1 6= A[x℄m+1:éÎÙÍÉ ÓÌÏ×ÁÍÉ, A[�(gm)x℄ = A[x℄ + �(gm). òÁ×ÅÎÓÔ×ÏF [�(gm)x℄(·) = F [x℄(· + gm)ÓÌÅÄÕÅÔ ÉÚ ÆÏÒÍÕÌÙ (4). �ÅÍ ÓÁÍÙÍ, ÍÙ ÄÏËÁÚÁÌÉ ÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÅ (5) É D-ÜË×É-×ÁÒÉÁÎÔÎÏÓÔØ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÑ 	.3.3 ðÒÉÍÅÒÙ �ÅÎÔÒÁÌØÎÙÈ ÍÅÒ ÎÁ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Å T (OP) �ÕÔÅÊÇÒÁÆÁ OP, ÍÅÒÙ ��ïÄÎÉÍ ÉÚ �ÅÎÔÒÁÌØÎÙÈ ×Ï�ÒÏÓÏ× ÔÅÏÒÉÉ ÇÒÁÄÕÉÒÏ×ÁÎÎÙÈ ÇÒÁÆÏ× Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ×Ï-�ÒÏÓ Ï�ÉÓÁÎÉÑ �ÅÎÔÒÁÌØÎÙÈ ÍÅÒ ÎÁ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Å �ÕÔÅÊ ÇÒÁÆÁ. äÅÔÁÌØÎÏÍÕÉÚÕÞÅÎÉÀ ÍÎÏÖÅÓÔ×Á Inv(OP) �ÅÎÔÒÁÌØÎÙÈ ÍÅÒ ÎÁ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Å T (OP) �ÕÔÅÊÇÒÁÆÁ OP �ÏÓ×ÑÝÅÎ �ÁÒÁÇÒÁÆ 5. ÷ ÄÁÎÎÏÍ �ÕÎËÔÅ ÍÙ ÏÂÓÕÄÉÍ ÎÅËÏÔÏÒÙÊ ËÌÁÓÓ�ÒÉÍÅÒÏ× �ÅÎÔÒÁÌØÎÙÈ ÍÅÒ.üË×É×ÁÒÉÁÎÔÎÙÊ ÇÏÍÅÏÍÏÒÆÉÚÍ 	 �ÅÒÅ×ÏÄÉÔ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï Inv(OP) �ÅÎÔÒÁÌØ-ÎÙÈ ÍÅÒ × ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï ÍÅÒ ÎÁ ID×IN, ÉÎ×ÁÒÉÁÎÔÎÙÈ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ÄÅÊÓÔ×ÉÑ diagÇÒÕ��Ù D, ÚÁÄÁÎÎÏÇÏ ÆÏÒÍÕÌÏÊ (1). ðÒÏÅË�ÉÉ ÔÁËÉÈ ÍÅÒ ÎÁ ID É IN ÔÏÖÅ ÉÎ-×ÁÒÉÁÎÔÙ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÝÉÈ ÄÅÊÓÔ×ÉÊ ÇÒÕ��Ù D. åÄÉÎÓÔ×ÅÎÎÏÊÍÅÒÏÊ ÎÁ IN, ÉÎ×ÁÒÉÁÎÔÎÏÊ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ÔÁËÏÇÏ ÄÅÊÓÔ×ÉÑ ÇÒÕ��Ù D, Ñ×ÌÑÅÔÓÑÍÅÒÁ ìÅÂÅÇÁ m. 14



ðÒÉÍÅÒÁÍÉ ÍÅÒ ÎÁ ID×IN, ÉÎ×ÁÒÉÁÎÔÎÙÈ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ÄÅÊÓÔ×ÉÑ diag ÇÒÕ�-�ÙD, ÍÏÇÕÔ ÓÌÕÖÉÔØ ÍÅÒÙ ×ÉÄÁ �×m, ÇÄÅ �|ÎÅËÏÔÏÒÁÑ D-ÉÎ×ÁÒÉÁÎÔÎÁÑ ÍÅÒÁÎÁ ID, Á m | ÍÅÒÁ ìÅÂÅÇÁ ÎÁ IN. óÒÅÄÉ ÔÁËÉÈ ÍÅÒ ÍÙ ×ÙÄÅÌÉÍ Ó�Å�ÉÁÌØÎÙÊËÌÁÓÓ.ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÅ 2. ðÕÓÔØ � = (�i)i≥0 | ÎÅËÏÔÏÒÁÑ �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØ ÎÕÌÅÊ ÉÅÄÉÎÉ�. ðÕÓÔØ
D� = 〈gi : �i = 0; i ≥ 0〉| �ÏÄÇÒÕ��Á ÇÒÕ��Ù D, �ÏÒÏÖÄÅÎÎÁÑ ÔÏÌØËÏ ÔÅÍÉ ÏÂÒÁÚÕÀÝÉÍÉ gi, ÄÌÑ ËÏÔÏ-ÒÙÈ �i = 0. òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÆÁËÔÏÒ-ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ D → D=D� É ÉÎÄÕ�ÉÒÏ×ÁÎÎÏÅÉÍ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ ËÏÎÆÉÇÕÒÁ�ÉÊ ID=D�

→ ID. íÅÒÕ ÎÁ ID, ËÏÔÏÒÁÑ Ñ×ÌÑÅÔÓÑÏÂÒÁÔÎÙÍ ÏÂÒÁÚÏÍ ÍÅÒÙ ìÅÂÅÇÁ ÎÁ ID=D� �ÒÉ ÜÔÏÍ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÉ, ÏÂÏÚÎÁÞÉÍÓÉÍ×ÏÌÏÍ m�. ðÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÅ m�×m ÜÔÏÊ ÍÅÒÙ É ÍÅÒÙ ìÅÂÅÇÁ ÎÁ IN ÏÂÏÚÎÁÞÉÍÓÉÍ×ÏÌÏÍ !�.íÅÒÙ �� ÎÁ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Å T (OP) �ÕÔÅÊ ÇÒÁÆÁ OP, ÏÂÒÁÔÎÙÅ ÏÂÒÁÚÙ ÍÅÒ !��ÒÉ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÉ 	−1, ÉÚÕÞÁÌÉÓØ × ÒÁÂÏÔÅ [18℄. �ÁÍ ÂÙÌÉ ×ÙÞÉÓÌÅÎÙ ÍÁÓÛÔÁ-ÂÉÒÕÀÝÉÅ �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ (ÓÍ. �ÁÒÁÇÒÁÆ 6) ÁÄÉÞÅÓËÏÇÏ Á×ÔÏÍÏÒÆÉÚÍÁ ÎÁ�ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Å (T (OP); ��), Á ÔÁËÖÅ ÍÁÓÛÔÁÂÉÒÕÀÝÉÅ �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ ËÁ-ÎÏÎÉÞÅÓËÏÇÏ ÄÅÊÓÔ×ÉÑ � ÇÒÕ��Ù D ÎÁ ÎÅÍ.4 äÅÊÓÔ×ÉÅ ÇÒÕ��Ù Z4.1 äÅÊÓÔ×ÉÅ ÇÒÕ��Ù Z ÎÁ ID × INðÅÒÅÊÄÅÍ Ë ÉÚÕÞÅÎÉÀ ÄÅÊÓÔ×ÉÑ ÇÒÕ��Ù Z ÎÁ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Å �ÕÔÅÊ T (OP) ÇÒÁÆÁOP | ÁÄÉÞÅÓËÏÇÏ �ÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÑ A, Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÎÏÇÏ × �ÕÎËÔÅ 2.2.ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÅ 3. óÉÍ×ÏÌÏÍ IN0 ÂÕÄÅÍ ÏÂÏÚÎÁÞÁÔØ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï ×ÓÅÈ �ÏÓÌÅÄÏ×Á-ÔÅÌØÎÏÓÔÅÊ ÉÚ IN, ÓÏÄÅÒÖÁÝÉÈ ÌÉÛØ ËÏÎÅÞÎÏÅ ËÏÌÉÞÅÓÔ×Ï ÎÕÌÅÊ ÉÌÉ ÅÄÉÎÉ�.åÇÏ ÄÏ�ÏÌÎÅÎÉÅ, ÔÏ ÅÓÔØ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔÅÊ, ÓÏÄÅÒÖÁÝÉÈ ÂÅÓËÏ-ÎÅÞÎÏÅ ËÏÌÉÞÅÓÔ×Ï ÎÕÌÅÊ É ÅÄÉÎÉ�, ÂÕÄÅÍ ÏÂÏÚÎÁÞÁÔØ ÓÉÍ×ÏÌÏÍ IN
∞.îÁ�ÏÍÎÉÍ Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÅ ÏÄÏÍÅÔÒÁ.ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÅ 4. îÁ ÍÎÏÖÅÓÔ×Å IN Ï�ÒÅÄÅÌÑÅÔÓÑ �ÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÅ O | ÏÄÏÍÅÔÒ.ðÕÓÔØ � ∈ IN ÔÁËÏ×Ï, ÞÔÏ �1 = �2 = · · · = �n−1 = 1, �n = 0 ÄÌÑ ÎÅËÏÔÏÒÏÇÏ n ≥0. �ÏÇÄÁ �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØ O[�℄ Ï�ÒÅÄÅÌÑÅÔÓÑ ÔÁË, ÞÔÏ O[�℄i = �i �ÒÉ i >n, O[�℄n = 1 É O[�℄i = 0 �ÒÉ i < n.ïÂÌÁÓÔØÀ Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÑ ÏÄÏÍÅÔÒÁ × ÔÁËÏÍ Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÉ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ, ×ÏÏÂÝÅ ÇÏ-×ÏÒÑ, ÎÅ ×ÓÅ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï IN. ïÔÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï IN ÅÓÔØ ÇÒÕ��Á Z2 �Å-ÌÙÈ 2-ÁÄÉÞÅÓËÉÈ ÞÉÓÅÌ × \�ÉÆÒÏ×ÏÊ" ÚÁ�ÉÓÉ. ðÒÉ ÜÔÏÍ ÏÄÏÍÅÔÒ O Ñ×ÌÑÅÔÓÑ�ÒÉÂÁ×ÌÅÎÉÅÍ ÅÄÉÎÉ�Ù × ÇÒÕ��Å Z2. ïÄÏÍÅÔÒ, ÚÁÄÁÎÎÙÊ ÎÁ IN �ÒÉ �ÏÍÏÝÉÓÔÒÕËÔÕÒÙ 2-ÁÄÉÞÅÓËÉÈ ÞÉÓÅÌ, Ï�ÒÅÄÅÌÅÎ ÕÖÅ ÎÁ ×ÓÅÍ ÍÎÏÖÅÓÔ×Å. ïÄÎÁËÏ, ÍÙÎÅ ÂÕÄÅÍ �ÏÌØÚÏ×ÁÔØÓÑ ÔÁËÉÍ �ÒÏÄÏÌÖÅÎÉÅÍ, Á ÏÇÒÁÎÉÞÉÍÓÑ Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÅÍ 4.�ÁËÏÊ �ÏÄÈÏÄ ÂÏÌÅÅ ÕÄÏÂÅÎ �ÒÉ ÒÁÂÏÔÅ Ó ÇÒÁÆÏÍ OP.15



úÁÍÅÞÁÎÉÅ 2. ÷ÓÅ O
n �, n ∈ Z, Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÙ ÄÌÑ � ∈ IN ÔÏÇÄÁ É ÔÏÌØËÏ ÔÏÇÄÁ,ËÏÇÄÁ � ∈ IN

∞.îÁ�ÏÍÎÉÍ, ÞÔÏ ÁÄÉÞÅÓËÏÅ �ÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÅ ÔÁËÖÅ Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÏ ÎÅ ÎÁ ×ÓÅÍ �ÒÏ-ÓÔÒÁÎÓÔ×Å T (OP) �ÕÔÅÊ ÇÒÁÆÁ OP, Á ÌÉÛØ ÎÁ ÅÇÏ �ÏÄÍÎÏÖÅÓÔ×Å.ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÅ 5. ðÕÓÔØ T0(OP) ⊂ T (OP) | ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï ×ÓÅ×ÏÚÍÏÖÎÙÈ �Õ-ÔÅÊ x ∈ T (OP), ÄÌÑ ËÏÔÏÒÙÈ Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÙ ×ÓÅ Anx, n ∈ Z.úÁÍÅÞÁÎÉÅ 3. ðÕÔØ x ∈ T (OP). �ÏÇÄÁ x ∈ T0(OP) ÔÏÇÄÁ É ÔÏÌØËÏ ÔÏÇÄÁ, ËÏ-ÇÄÁ A[x℄ ∈ IN
∞. ïÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ 	 ÕÓÔÁÎÁ×ÌÉ×ÁÅÔ ÂÉÅË�ÉÀ ÍÅÖÄÕ T0(OP) É ID×IN

∞.éÚÕÞÉÍ �ÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÅ A	 = 	◦A◦	−1 ÎÁ ID×IN
∞. éÚ Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÑ ÁÄÉÞÅ-ÓËÏÇÏ �ÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÑ ÓÌÅÄÕÅÔ, ÞÔÏ ÄÌÑ x ∈ T0(OP) �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØ A[Ax℄ÅÓÔØ ÓÌÅÄÕÀÝÁÑ ÚÁ A[x℄ × ÏÂÒÁÔÎÏÍ ÌÅËÓÉËÏÇÒÁÆÉÞÅÓËÏÍ �ÏÒÑÄËÅ. éÎÙÍÉ ÓÌÏ-×ÁÍÉ, �ÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÅ A	 : ID× IN

∞ → ID× IN
∞ ÄÅÊÓÔ×ÕÅÔ ÎÁ ×ÔÏÒÏÊ ËÏÏÒÄÉÎÁÔÅËÁË ÏÄÏÍÅÔÒ O. ó ÄÒÕÇÏÊ ÓÔÏÒÏÎÙ, ÏÒÂÉÔÙ ÄÅÊÓÔ×ÉÊ ÇÒÕ�� Z É D ÎÁ �ÒÏ-ÓÔÒÁÎÓÔ×Å T0(OP) ÓÏ×�ÁÄÁÀÔ, É ÏÂÁ ÄÅÊÓÔ×ÉÑ Ó×ÏÂÏÄÎÙ. óÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏ, ÄÌÑËÁÖÄÏÇÏ x ∈ T0(OP) ÎÁÊÄÅÔÓÑ ÅÄÉÎÓÔ×ÅÎÎÙÊ ÜÌÅÍÅÎÔ g ∈ D, ÔÁËÏÊ, ÞÔÏ Ax =�(g)x. �ÏÇÄÁ O[A[x℄℄ = A[Ax℄ = A[�(g)x℄ = A[x℄+� (g), ÔÏ ÅÓÔØ g = �−1(O[A[x℄℄−A[x℄). óÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏ,F [Ax℄(·) = F [�(g)x℄(·) = F [x℄(· + g):éÔÏÇÏ, ÍÙ ÄÏËÁÚÁÌÉ ÓÌÅÄÕÀÝÅÅ ÕÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÅ.ðÒÅÄÌÏÖÅÎÉÅ 1. ðÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÅ A	 ÎÁ ID×IN

∞ ÕÄÏ×ÌÅÔ×ÏÒÑÅÔ ÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÀ
A	(f; �) = (f(

·+ �−1(O[�℄ − �));O[�℄); f ∈ ID; � ∈ IN
∞: (6)4.2 éÚÏÍÏÒÆÉÚÍ �ÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÑ A	 É �ÒÑÍÏÇÏ �ÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÑÄÅÊÓÔ×ÉÊ ÎÁ IZ × IN. ïÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ �äÌÑ ÂÏÌÅÅ ÄÅÔÁÌØÎÏÇÏ ÉÚÕÞÅÎÉÑ ÄÅÊÓÔ×ÉÑ ÇÒÕ��Ù Z ÒÁÚÕÍÎÏ ÚÁÍÅÎÉÔØ ÆÁÚÏ×ÏÅ�ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Ï ID × IN ÎÁ IZ × IN. ðÒÉ ÜÔÏÍ ÍÙ ÓÄÅÌÁÅÍ ÜÔÏ ÔÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ,ÞÔÏÂÙ �ÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÑ A	 �ÅÒÅÈÏÄÉÌÏ × �ÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÅ S×O, ÇÄÅ S | ÌÅ×ÙÊÓÄ×ÉÇ ÎÁ IZ.íÙ ÈÏÔÉÍ �ÏÓÔÒÏÉÔØ ÔÁËÏÅ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ �: ID × IN

∞ → IZ × IN
∞, ËÏÔÏÒÏÅÚÁÍÙËÁÅÔ ËÏÍÍÕÔÁÔÉ×ÎÕÀ ÄÉÁÇÒÁÍÍÕ

T0(OP) 	
−−−−→ ID × IN

∞
�

−−−−→ IZ × IN
∞





y
A





yA	 



y
S×O

T0(OP) 	
−−−−→ ID × IN

∞
�

−−−−→ IZ × IN
∞

(7)åÓÌÉ ÍÅÒÁ � ÎÁ ID × IN Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÉÎ×ÁÒÉÁÎÔÎÏÊ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ÄÅÊÓÔ×ÉÑÇÒÕ��Ù D, ÔÏ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï ID × IN
∞ ÉÍÅÅÔ �ÏÌÎÕÀ �-ÍÅÒÕ, �ÏÓËÏÌØËÕ �ÒÏÅË�ÉÑ �ÎÁ IN Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÍÅÒÏÊ ìÅÂÅÇÁ m. óÔÁÌÏ ÂÙÔØ, ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ � ÂÕÄÅÔ Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÏmod 0 �Ï ÍÅÒÅ �. 16



ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÅ 6. âÏÒÅÌÅ×ÓËÉ ÉÚÍÅÒÉÍÏÅ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ ÉÚ �ÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÑ ID×IN
∞× �ÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÅ IZ× IN

∞ ÂÕÄÅÍ ÎÁÚÙ×ÁÔØ �ÏÓÌÏÊÎÙÍ, ÅÓÌÉ ÏÎÏ ÓÏÈÒÁÎÑÅÔ ×ÔÏÒÕÀËÏÍ�ÏÎÅÎÔÕ, ÔÏ ÅÓÔØ ÄÌÑ ËÁÖÄÏÇÏ � ∈ IN
∞ ÏÂÒÁÚ ÓÌÏÑ ID×{�} ÌÅÖÉÔ × ÓÌÏÅ IZ×

{�}.ïÇÒÁÎÉÞÉÍÓÑ ËÌÁÓÓÏÍ �ÏÓÌÏÊÎÙÈ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÊ �, ÓÌÏÉ �(·; �) : ID → IZ ËÏ-ÔÏÒÙÈ �ÒÉ � ∈ IN
∞ ÉÎÄÕ�ÉÒÏ×ÁÎÙ ÎÅËÏÔÏÒÙÍÉ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÑÍÉ �� : Z → D, ÔÏÅÓÔØ Ñ×ÌÑÀÔÓÑ ÚÁÍÅÎÁÍÉ ÁÒÇÕÍÅÎÔÁ ËÏÎÆÉÇÕÒÁ�ÉÊ:�(f; �) = (f ◦ ��; �); f ∈ ID; � ∈ IN

∞: (8)äÌÑ ÔÁËÉÈ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÊ � ËÏÍÍÕÔÁÔÉ×ÎÁÑ ÄÉÁÇÒÁÍÍÁ (7), ÏÞÅ×ÉÄÎÏ, ÒÁ×ÎÏ-ÓÉÌØÎÁ ÓÌÅÄÕÀÝÅÍÕ ÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÀ ÎÁ ÓÅÍÅÊÓÔ×Ï ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÊ(��)�∈IN
∞

: �O[�℄(k) + �−1(O[�℄− �) = ��(k + 1); � ∈ IN
∞; k ∈ Z: (9)ìÅÍÍÁ 1. ïÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ �: ID × IN

∞ → IZ × IN
∞, Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÎÏÅ ÒÁ×ÅÎÓÔ×ÏÍ (8)É ÕÄÏ×ÌÅÔ×ÏÒÑÀÝÅÅ ËÏÍÍÕÔÁ�ÉÏÎÎÏÍÕ ÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÀ (7), Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÂÏÒÅÌÅ×ÓËÉÉÚÍÅÒÉÍÙÍ ÔÏÇÄÁ É ÔÏÌØËÏ ÔÏÇÄÁ, ËÏÇÄÁ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ � : � 7→ ��(0) ÉÚ IN

∞× D ÂÏÒÅÌÅ×ÓËÉ ÉÚÍÅÒÉÍÏ. ðÒÉ ÜÔÏÍ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ � �ÏÌÎÏÓÔØÀ ÚÁÄÁÅÔÓÑÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅÍ �.Proof. ðÕÓÔØ k ∈ Z, w0 ∈ I. ðÕÓÔØ W = {w ∈ IZ : w(k) = w0}. �ÏÇÄÁ�−1(W × IN
∞) = ⋃�∈IN

∞

{f ∈ ID : f(��(k)) = w0} × {�}= ⋃g∈D{f ∈ ID : f(g) = w0} × {� ∈ IN
∞ : ��(k) = g}: (10)éÚÍÅÒÉÍÏÓÔØ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÑ � ÒÁ×ÎÏÓÉÌØÎÁ ÔÏÍÕ, ÞÔÏ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï × ÆÏÒÍÕÌÅ (10)ÉÚÍÅÒÉÍÏ ÄÌÑ ÌÀÂÙÈ k ∈ Z, w0 ∈ I.åÓÌÉ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ � ÉÚÍÅÒÉÍÏ, ÔÏ ÄÌÑ k = 0; w0 = 1 ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï ÉÚ ÆÏÒ-ÍÕÌÙ (10) ÉÚÍÅÒÉÍÏ. ðÕÓÔØ g0 ∈ D. ÷ÙÂÅÒÅÍ f0 ∈ ID ÔÁË, ÞÔÏ f0(g) = 1ÄÌÑ g ∈ D ÔÏÌØËÏ ÄÌÑ g = g0. �ÏÇÄÁ ÉÚÍÅÒÉÍÙÍ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï

{� ∈ IN
∞ : (f0; �) ∈ �−1(W × IN

∞)} = {� ∈ IN
∞ : f0 ◦ �� ∈W}= {� ∈ IN

∞ : f0(��(0)) = 1} = {� ∈ IN
∞ : ��(0) = g0}= {� ∈ IN

∞ : �(�) = g0}: (11)�ÅÍ ÓÁÍÙÍ, ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ � ÉÚÍÅÒÉÍÏ.åÓÌÉ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ � ÉÚÍÅÒÉÍÏ, ÔÏ ÉÚ ÆÏÒÍÕÌÙ (9) ×ÉÄÎÏ, ÞÔÏ ÄÌÑ ËÁÖÄÏÇÏ k ∈
Z ÉÚÍÅÒÉÍÙÍ ÔÁËÖÅ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ � 7→ ��(k) ÉÚ IN

∞ × D. îÏ × ÔÁËÏÍÓÌÕÞÁÅ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï × �ÒÁ×ÏÊ ÞÁÓÔÉ ÆÏÒÍÕÌÙ (10) Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÓÞÅÔÎÙÍ ÏÂßÅÄÉÎÅ-ÎÉÅÍ ÉÚÍÅÒÉÍÙÈ ÍÎÏÖÅÓÔ×, ÔÏ ÅÓÔØ ÉÚÍÅÒÉÍÏ. óÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏ, ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ �ÉÚÍÅÒÉÍÏ.ðÏÓÌÅÄÎÅÅ ÕÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÅ ÌÅÍÍÙ ÔÒÉ×ÉÁÌØÎÏ, ÔÁË ËÁË ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÑ �� ÏÄÎÏ-ÚÎÁÞÎÏ Ï�ÒÅÄÅÌÑÀÔÓÑ ÞÅÒÅÚ � �ÒÉ �ÏÍÏÝÉ ÆÏÒÍÕÌÙ (9).17



÷ÙÂÅÒÅÍ ÔÁËÏÅ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ � : IN
∞ → D, ËÏÔÏÒÏÅ ÏÔÏÂÒÁÖÁÅÔ ×ÓÅ × ÎÕÌÅ×ÏÊÜÌÅÍÅÎÔ ÇÒÕ��Ù D. ïÎÏ �ÒÉ �ÏÍÏÝÉ ÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÊ (9) �ÏÒÏÖÄÁÅÔ ÓÅÍÅÊÓÔ×ÏÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÊ �� : Z→ D;� ∈ IN

∞, ËÏÔÏÒÏÅ, × Ó×ÏÀ ÏÞÅÒÅÄØ, �ÒÉ �ÏÍÏÝÉ ÆÏÒÍÕÌÙ (8) Ï�ÒÅÄÅÌÑÅÔ �ÏÓÌÏÊ-ÎÏÅ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ �: ID×IN
∞ → IZ×IN

∞. úÁËÒÅ�ÉÍ ÏÂÏÚÎÁÞÅÎÉÑ �� É � ÚÁ ÜÔÉÍÉÏÂßÅËÔÁÍÉ.�ÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ÄÅÊÓÔ×ÉÅ ÁÄÉÞÅÓËÏÇÏ �ÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÑ A ÎÁ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Å�ÕÔÅÊ T (OP) ÇÒÁÆÁ OP ÂÏÒÅÌÅ×ÓËÉ ÉÚÏÍÏÒÆÎÏ ÄÅÊÓÔ×ÉÀ �ÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÑ S×OÎÁ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Å IZ × IN.ïÔÓÀÄÁ ÓÌÅÄÕÅÔ ÔÅÏÒÅÍÁ ÏÂ ÕÎÉ×ÅÒÓÁÌØÎÏÊ ÁÄÉÞÅÓËÏÊ Á��ÒÏËÓÉÍÁ�ÉÉ Á×ÔÏ-ÍÏÒÆÉÚÍÏ×.�ÅÏÒÅÍÁ 2. ðÕÓÔØ T | Á×ÔÏÍÏÒÆÉÚÍ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Á ìÅÂÅÇÁ (X; p), ÉÍÅÀ-ÝÉÊ Ä×ÕÞÌÅÎÎÕÀ ÏÂÒÁÚÕÀÝÕÀ. �ÏÇÄÁ ÎÁÊÄÅÔÓÑ ÔÁËÁÑ ÍÅÒÁ � ∈ Inv(OP), ÞÔÏÁÄÉÞÅÓËÏÅ �ÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÅ A ÎÁ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Å T (OP) �ÕÔÅÊ ÇÒÁÆÁ OP Ó ÍÅ-ÒÏÊ � ÉÚÏÍÏÒÆÎÏ �ÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÀ T × O ÎÁ �ÒÑÍÏÍ �ÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÉ X × IN ÓÍÅÒÏÊ p×m.ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÅ 7. óÉÍ×ÏÌÏÍ M ÏÂÏÚÎÁÞÉÍ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï ÂÏÒÅÌÅ×ÓËÉÈ ×ÅÒÏÑÔÎÏÓÔ-ÎÙÈ ÍÅÒ ÎÁ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Å IZ × IN, ÉÎ×ÁÒÉÁÎÔÎÙÈ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ �ÒÅÏÂÒÁÚÏ×Á-ÎÉÑ S × O. óÉÍ×ÏÌÏÍ Ex(M) ÏÂÏÚÎÁÞÉÍ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï ÜÒÇÏÄÉÞÅÓËÉÈ ÍÅÒ ÉÚ M |ÇÒÁÎÉ�Õ ûÏËÅ, ÓÏÓÔÏÑÝÕÀ ÉÚ ËÒÁÊÎÉÈ ÔÏÞÅË.úÁÍÅÞÁÎÉÅ 4. ïÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ � ◦ 	 Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÂÉÅË�ÉÅÊ ÍÅÖÄÕ ÍÎÏÖÅÓÔ×ÏÍ �ÅÎ-ÔÒÁÌØÎÙÈ ÍÅÒ Inv(OP) ÎÁ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Å T (OP) ÇÒÁÆÁ OP É ÍÎÏÖÅÓÔ×ÏÍ M.óÌÅÄÕÀÝÅÅ ÚÁÍÅÞÁÎÉÅ ÄÁÅÔ Ñ×ÎÕÀ ÆÏÒÍÕÌÕ ÄÌÑ �ÏÓÌÏÊÎÏÇÏ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÑ �.úÁÍÅÞÁÎÉÅ 5. äÌÑ ËÁÖÄÏÇÏ � ∈ IN
∞ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ �� ÕÄÏ×ÌÅÔ×ÏÒÑÅÔ ÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÀ��(

n
∑i=0(−1)�i+1�i2i) = n

∑i=0 �igi; (12)ÇÄÅ n ≥ 0, �i ∈ {0; 1}.ðÒÏÏÂÒÁÚÏÍ �ÏÄÇÒÕ��Ù Dn �ÒÉ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÉ �� Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÏÔÒÅÚÏË �ÅÌÙÈÞÉÓÅÌ {−an; : : : ;−an+2n− 1}, ÇÄÅ an = ∑ni=1 �i2i−1, �ÒÉÞÅÍ �−1� (Dn) ÅÓÔØ ÌÅ×ÁÑ�ÏÌÏ×ÉÎÁ �−1� (Dn+1), ÅÓÌÉ �n+1 = 0, É �ÒÁ×ÁÑ, ÅÓÌÉ �n+1 = 1.5 éÎ×ÁÒÉÁÎÔÎÙÅ ÍÅÒÙ ÎÁ IZ × IN5.1 ðÒÑÍÙÅ �ÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÑ É ÍÅÒÙ �ÅÒÉÏÄÉÞÅÓËÏÇÏ ÔÉ�Á÷ ÜÔÏÊ ÞÁÓÔÉ ÍÙ ÉÚÕÞÉÍ ÍÅÒÙ ÎÁ IZ × IN, ÉÎ×ÁÒÉÁÎÔÎÙÅ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ÄÅÊ-ÓÔ×ÉÑ S × O. îÁ�ÏÍÎÉÍ, ÍÙ ÏÂÏÚÎÁÞÉÌÉ ÉÈ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï ÓÉÍ×ÏÌÏÍ M. üÔÏ ÍÎÏ-ÖÅÓÔ×Ï ÍÅÒ �ÒÉ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÉ �−1 �ÅÒÅÈÏÄÉÔ × ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï ×ÓÅÈ ÍÅÒ ÎÁ ID ×18



IN, ÉÎ×ÁÒÉÁÎÔÎÙÈ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ÄÅÊÓÔ×ÉÑ diag ÇÒÕ��Ù D. á �ÒÉ ÏÔÏÂÒÁÖÅ-ÎÉÉ 	−1 ◦�−1 ÜÔÏ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï �ÅÒÅÈÏÄÉÔ × ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï �ÅÎÔÒÁÌØÎÙÈ ÍÅÒ ÎÁ �ÒÏ-ÓÔÒÁÎÓÔ×Å T (OP) �ÕÔÅÊ ÇÒÁÆÁ OP Õ�ÏÒÑÄÏÞÅÎÎÙÈ �ÁÒ.ðÒÏÓÔÅÊÛÉÍÉ �ÒÉÍÅÒÁÍÉ ÍÅÒ ÉÚ M Ñ×ÌÑÀÔÓÑ �ÒÑÍÙÅ �ÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÑ. åÓÌÉ �| ×ÅÒÏÑÔÎÏÓÔÎÁÑ ÂÏÒÅÌÅ×ÓËÁÑ ÍÅÒÁ ÎÁ IZ, ÉÎ×ÁÒÉÁÎÔÎÁÑ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ÓÄ×ÉÇÁ S,ÔÏ ÅÅ �ÒÑÍÏÅ �ÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÅ Ó ÍÅÒÏÊ ìÅÂÅÇÁ m ÎÁ IN, ÍÅÒÁ � × m, Ñ×ÌÑÅÔÓÑÉÎ×ÁÒÉÁÎÔÎÏÊ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ �ÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÑ S×O.ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÅ 8. ðÕÓÔØ � | ÎÅËÏÔÏÒÁÑ ÍÅÒÁ ÎÁ IZ × IN. óÉÍ×ÏÌÏÍ P[�℄ ÂÕ-ÄÅÍ ÏÂÏÚÎÁÞÁÔØ �ÒÏÅË�ÉÀ ÍÅÒÙ � ÎÁ IZ. ðÕÓÔØ k ≥ 0, 0 ≤ r ≤ 2k − 1.ðÕÓÔØ Ar;k = {� ∈ IN : ∑ki=1 �i2i−1 = r} | �ÉÌÉÎÄÒ × IN. óÉÍ×ÏÌÏÍ Pr;k[�℄ÂÕÄÅÍ ÏÂÏÚÎÁÞÁÔØ ÎÏÒÍÉÒÏ×ÁÎÎÕÀ �ÒÏÅË�ÉÀ ÎÁ IZ ÓÕÖÅÎÉÑ ÍÅÒÙ � ÎÁ ÍÎÏÖÅ-ÓÔ×Ï IZ × Ar;k . óÉÍ×ÏÌÏÍ �k[�℄ ÂÕÄÅÍ ÏÂÏÚÎÁÞÁÔØ ÍÅÒÕ P0;k[�℄. óÉÍ×ÏÌÏÍ �[�℄ÏÂÏÚÎÁÞÉÍ �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØ ÍÅÒ (�k[�℄)k≥0.þÕÔØ ÂÏÌÅÅ ÓÌÏÖÎÙÊ �ÒÉÍÅÒ ÍÅÒÙ ÉÚ M ÄÁÅÔ ÓÌÅÄÕÀÝÁÑ ËÏÎÓÔÒÕË�ÉÑ, ËÏ-ÔÏÒÕÀ ÍÙ ÎÁÚÙ×ÁÅÍ ÍÅÒÏÊ �ÅÒÉÏÄÉÞÅÓËÏÇÏ ÔÉ�Á.ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÅ 9. óÉÍ×ÏÌÏÍMk, k ≥ 0, ÏÂÏÚÎÁÞÉÍ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï ×ÓÅÈ ÂÏÒÅÌÅ×ÓËÉÈ×ÅÒÏÑÔÎÏÓÔÎÙÈ ÍÅÒ ÎÁ IZ, ÉÎ×ÁÒÉÁÎÔÎÙÈ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ S
2k . óÉÍ×ÏÌÏÍ Ex(Mk)ÏÂÏÚÎÁÞÉÍ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï ËÒÁÊÎÉÈ ÔÏÞÅË ×Mk.úÁÍÅÞÁÎÉÅ 6. äÌÑ ËÁÖÄÏÇÏ k ≥ 0 ÍÎÏÖÅÓÔ×ÏMk Ó ÔÏ�ÏÌÏÇÉÅÊ ÓÌÁÂÏÊ ÓÈÏÄÉÍÏ-ÓÔÉ ÍÅÒ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÓÉÍ�ÌÅËÓÏÍ ðÏÌÓÅÎÁ, ÔÏ ÅÓÔØ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï Ex(Mk) ÅÇÏ ËÒÁÊÎÉÈÔÏÞÅË �ÌÏÔÎÏ × ÎÅÍ.ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÅ 10. ðÕÓÔØ k ≥ 0 É � ∈Mk. íÅÒÕDk[�℄ = 2k−1

∑i=0 S
i� × (�Ai;km) (13)ÎÁ IZ × IN ÂÕÄÅÍ ÎÁÚÙ×ÁÔØ ÍÅÒÏÊ �ÅÒÉÏÄÉÞÅÓËÏÇÏ ÔÉ�Á k Ó ÂÁÚÏÊ �.ïÔÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ ÍÅÒÙ �ÅÒÉÏÄÉÞÅÓËÏÇÏ ÔÉ�Á 0 | ÜÔÏ �ÒÏÓÔÏ �ÒÑÍÙÅ �ÒÏÉÚ×Å-ÄÅÎÉÑ.úÁÍÅÞÁÎÉÅ 7. åÓÌÉ k ≥ 0 É � ∈Mk, ÔÏ Dk[�℄ ∈M.úÁÍÅÞÁÎÉÅ 8. äÌÑ 0 ≤ k ≤ n É � ∈Mk ×Ù�ÏÌÎÅÎÏ ÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï Dn[�℄ = Dk[�℄:ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÅ 11. âÕÄÅÍ ÇÏ×ÏÒÉÔØ, ÞÔÏ ÍÅÒÁ � ÎÁ IZ × IN Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÍÅÒÏÊ�ÅÒÉÏÄÉÞÅÓËÏÇÏ ÔÉ�Á k, ÅÓÌÉ k | ÎÁÉÍÅÎØÛÅÅ ×ÏÚÍÏÖÎÏÅ ÞÉÓÌÏ, ÄÌÑ ËÏÔÏÒÏÇÏÎÁÊÄÅÔÓÑ ÔÁËÁÑ ÍÅÒÁ � ∈ Mk, ÞÔÏ � = Dk[�℄. íÎÏÖÅÓÔ×Ï ×ÓÅÈ ÍÅÒ ÎÁ IZ × IN�ÅÒÉÏÄÉÞÅÓËÏÇÏ ÔÉ�Á ÎÅ ÂÏÌØÛÅ k ÂÕÄÅÍ ÏÂÏÚÎÁÞÁÔØ ÓÉÍ×ÏÌÏÍ Mk, Á ÍÎÏÖÅÓÔ×ÏÅÇÏ ËÒÁÊÎÉÈ ÔÏÞÅË | ÓÉÍ×ÏÌÏÍ Ex(Mk).âÕÄÅÍ ÇÏ×ÏÒÉÔØ, ÞÔÏ ÍÅÒÁ � Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÍÅÒÏÊ �ÅÒÉÏÄÉÞÅÓËÏÇÏ ÔÉ�Á, ÅÓÌÉ ÏÎÁÑ×ÌÑÅÔÓÑ ÍÅÒÏÊ �ÅÒÉÏÄÉÞÅÓËÏÇÏ ÔÉ�Á k ÄÌÑ ÎÅËÏÔÏÒÏÇÏ k ≥ 0.íÅÒÕ � ∈ M, ÎÅ Ñ×ÌÑÀÝÕÀÓÑ ÍÅÒÏÊ �ÅÒÉÏÄÉÞÅÓËÏÇÏ ÔÉ�Á, ÂÕÄÅÍ ÎÁÚÙ-×ÁÔØ Á�ÅÒÉÏÄÉÞÅÓËÏÊ. íÎÏÖÅÓÔ×Ï Á�ÅÒÉÏÄÉÞÅÓËÉÈ ÍÅÒ ÂÕÄÅÍ ÏÂÏÚÎÁÞÁÔØ ÓÉÍ-×ÏÌÏÍ M∞. 19



úÁÍÅÞÁÎÉÅ 9. íÎÏÖÅÓÔ×Ï M ÉÎ×ÁÒÉÁÎÔÎÙÈ ÍÅÒ ÎÁ IZ × IN ÒÁÚÌÁÇÁÅÔÓÑ × ÄÉÚß-ÀÎËÔÎÏÅ ÏÂßÅÄÉÎÅÎÉÅ ÍÎÏÖÅÓÔ×Á Á�ÅÒÉÏÄÉÞÅÓËÉÈ ÍÅÒ, Á ÔÁËÖÅ ÍÎÏÖÅÓÔ× ÍÅÒ�ÅÒÉÏÄÉÞÅÓËÏÇÏ ÔÉ�Á k, k ≥ 0:
M = M∞ ∪M0 ∪ ⋃k≥1(Mk \Mk−1):äÌÑ ËÁÖÄÏÇÏ k, k ≥ 0, ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ Dk Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÁÆÆÉÎÎÙÍ ÇÏÍÅÏÍÏÒÆÉÚ-ÍÏÍ ÍÅÖÄÕ ÍÎÏÖÅÓÔ×ÁÍÉMk É Mk, É, ÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏ, ÂÉÅË�ÉÅÊ ÍÅÖÄÕ Ex(Mk)É Ex(Mk).5.2 á��ÒÏËÓÉÍÁ�ÉÑ ÍÅÒÁÍÉ �ÅÒÉÏÄÉÞÅÓËÏÇÏ ÔÉ�ÁðÒÉÓÔÕ�ÉÍ Ë ÉÚÕÞÅÎÉÀ ÍÅÒ ÉÚ M ÏÂÝÅÇÏ ×ÉÄÁ.úÁÍÅÞÁÎÉÅ 10. äÌÑ ÌÀÂÏÊ ÍÅÒÙ � ∈ M ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÝÅÅ ÅÊ ÓÅÍÅÊÓÔ×Ï ÍÅÒ

Pr;k[�℄, k ≥ 0, 0 ≤ r < 2k, ÎÁ IZ ÕÄÏ×ÌÅÔ×ÏÒÑÅÔ ÓÌÅÄÕÀÝÉÍ ÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÑÍ:
SP[�℄ = P[�℄; S

2kPr;k[�℄ = Pr;k[�℄; (14)
SPr;k[�℄ = Pr+1;k[�℄; 0 ≤ r < 2k − 1; SP2k−1;k[�℄ = P0;k[�℄; (15)

Pr;k[�℄ = 12(

Pr;k+1[�℄ + Pr+2k;k+1[�℄) = 12(

Pr;k+1[�℄ + S
2kPr;k+1[�℄): (16)óÌÅÄÓÔ×ÉÅ 1. ðÕÓÔØ � ∈M. ðÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØ ÍÅÒ �k[�℄, k ≥ 0, ÏÄÎÏÚÎÁÞÎÏÚÁÄÁÅÔ ×ÓÅ ÓÅÍÅÊÓÔ×Ï ÍÅÒ Pr;k[�℄ É, ÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏ, ÍÅÒÕ �. ëÒÏÍÅ ÔÏÇÏ, ×Ù-�ÏÌÎÅÎÙ ÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÑ

S
2k�k = �k; �k = 12(�k+1 + S

2k�k+1); k ≥ 0: (17)äÁÌÅÅ, ÅÓÌÉ ÎÅËÏÔÏÒÁÑ �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØ ÍÅÒ �k, k ≥ 0, ÎÁ IZ ÕÄÏ×ÌÅÔ×Ï-ÒÑÅÔ ÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÑÍ (17), ÔÏ ÎÁÊÄÅÔÓÑ ÅÄÉÎÓÔ×ÅÎÎÁÑ ÍÅÒÁ � ∈ M, ÄÌÑ ËÏÔÏ-ÒÏÊ �k = �k[�℄, k ≥ 0.ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÅ 12. óÉÍ×ÏÌÏÍ projk ÏÂÏÚÎÁÞÉÍ �ÒÏÅË�ÉÀ ÍÎÏÖÅÓÔ×Á Mk+1 ÎÁÍÎÏÖÅÓÔ×ÏMk, ÚÁÄÁ×ÁÅÍÕÀ ÆÏÒÍÕÌÏÊprojk� = 12(� + S
2k�); � ∈Mk+1:ìÅÍÍÁ 2. ïÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ � Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÁÆÆÉÎÎÙÍ ÇÏÍÅÏÍÏÒÆÉÚÍÏÍ �ÒÏÓÔÒÁÎ-ÓÔ×Á ÍÅÒ M ÓÏ ÓÌÁÂÏÊ ÔÏ�ÏÌÏÇÉÅÊ ÎÁ �ÒÏÅËÔÉ×ÎÙÊ �ÒÅÄÅÌ lim

←−
(Mk;projk).ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÅ 13. âÕÄÅÍ ÇÏ×ÏÒÉÔØ, ÞÔÏ �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØ ÍÅÒ (�k)k≥0 ÎÁ IZÓÔÁÂÉÌÉÚÉÒÕÅÔÓÑ × ÍÏÍÅÎÔ n, n ≥ 0, ÅÓÌÉ �k = �k+1 �ÒÉ k ≥ n É �n−1 6= �n.úÁÍÅÞÁÎÉÅ 11. äÌÑ ËÁÖÄÏÇÏ k ≥ 0 ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ � Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÂÉÅË�ÉÅÊ ÍÅÖÄÕÍÎÏÖÅÓÔ×ÏÍ Mk \ Mk−1 ÍÅÒ �ÅÒÉÏÄÉÞÅÓËÏÇÏ ÔÉ�Á k É �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔÑÍÉ,ÓÔÁÂÉÌÉÚÉÒÕÀÝÉÍÉÓÑ × ÍÏÍÅÎÔ k. ðÒÉ ÜÔÏÍ ÄÌÑ � ∈Mk ×Ù�ÏÌÎÅÎÏ ÔÏÖÄÅÓÔ×Ï�n[Dk[�℄℄ = �; n ≥ k:20



óÌÅÄÓÔ×ÉÅ 2. íÅÒÙ �ÅÒÉÏÄÉÞÅÓËÏÇÏ ÔÉ�Á �ÌÏÔÎÙ × M.Proof. ìÅÇËÏ �ÏÎÑÔØ, ÞÔÏ ÍÅÒÁ � ∈ M Á��ÒÏËÓÉÍÉÒÕÅÔÓÑ × ÓÌÁÂÏÊ ÔÏ�ÏÌÏÇÉÉ�ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØÀ ÍÅÒ Dk[�k[�℄℄, k →∞.ëÁË ÂÙÌÏ ÏÔÍÅÞÅÎÏ × ÚÁÍÅÞÁÎÉÉ 6, ÄÌÑ ËÁÖÄÏÇÏ k ≥ 0 ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï Mk Ñ×ÌÑ-ÅÔÓÑ ÓÉÍ�ÌÅËÓÏÍ ðÏÌÓÅÎÁ, ÔÏ ÅÓÔØ ÅÇÏ ÇÒÁÎÉ�ÁûÏËÅ, ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï Ex(Mk), �ÌÏÔÎÏ× Mk. óÌÅÄÓÔ×ÉÅ 2 ÏÚÎÁÞÁÅÔ, ÞÔÏ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï ∪k≥0Mk ÍÅÒ �ÅÒÉÏÄÉÞÅÓËÏÇÏ ÔÉ�Á�ÌÏÔÎÏ × ÓÉÍ�ÌÅËÓÅ M ×ÓÅÈ ÉÎ×ÁÒÉÁÎÔÎÙÈ ÍÅÒ ÎÁ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Å IZ × IN. ïÔ-ÓÀÄÁ ÓÌÅÄÕÅÔ, ÞÔÏ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï ∪k≥0Ex(Mk) �ÌÏÔÎÏ × M. ïÄÎÁËÏ, ÎÅ ×ÓÅ ÍÅÒÙÉÚ ∪k≥0Ex(Mk) Ñ×ÌÑÀÔÓÑ ËÒÁÊÎÉÍÉ ÔÏÞËÁÍÉ × M (ÓÍ. ÌÅÍÍÕ 5 ÎÉÖÅ). �ÁËÉÍÏÂÒÁÚÏÍ ×ÏÚÎÉËÁÅÔ ÅÓÔÅÓÔ×ÅÎÎÙÊ ×Ï�ÒÏÓ | Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÌÉ ÓÉÍ�ÌÅËÓ M ÓÉÍ�ÌÅË-ÓÏÍ ðÏÌÓÅÎÁ? á×ÔÏÒÁÍ × ÄÁÎÎÙÊ ÍÏÍÅÎÔ ÎÅÉÚ×ÅÓÔÅÎ ÏÔ×ÅÔ ÎÁ ÜÔÏÔ ×Ï�ÒÏÓ.÷Ï�ÒÏÓ Ï ÔÏÍ, ÓÏÈÒÁÎÑÅÔÓÑ ÌÉ �ÏÌÓÅÎÏ×ÏÓÔØ �ÒÉ ÔÅÈ ÉÌÉ ÉÎÙÈ Ï�ÅÒÁ�ÉÑÈ ÎÁÄÓÉÍ�ÌÅËÓÁÍÉ ÉÎ×ÁÒÉÁÎÔÎÙÈ ÍÅÒ ËÁË ÂÕÄÔÏ ÂÙ ÎÅ ÉÚÕÞÅÎ.5.3 üÒÇÏÄÉÞÅÓËÉÅ ÉÎ×ÁÒÉÁÎÔÎÙÅ ÍÅÒÙ ÎÁ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Å IZ × INðÅÒÅÊÄÅÍ Ë ÉÚÕÞÅÎÉÀ ÍÎÏÖÅÓÔ×Á Ex(M) | ÍÎÏÖÅÓÔ×Á ÍÅÒ ÉÚ M, ÜÒÇÏÄÉÞÅÓËÉÈÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ S×O.óÌÅÄÕÀÝÁÑ ÌÅÍÍÁ ÄÁÅÔ ÈÁÒÁËÔÅÒÉÚÁ�ÉÀ ÜÒÇÏÄÉÞÅÓËÉÈ ÍÅÒ ÉÚ M × ÔÅÒÍÉÎÁÈÉÈ ÞÁÓÔÉÞÎÙÈ �ÒÏÅË�ÉÊ �k[·℄, k ≥ 0.ìÅÍÍÁ 3. ðÕÓÔØ � ∈M. �ÏÇÄÁ ÓÌÅÄÕÀÝÉÅ ÕÓÌÏ×ÉÑ ÒÁ×ÎÏÓÉÌØÎÙ:1. � ∈ Ex(M);2. �k[�℄ ∈ Ex(Mk) ÄÌÑ ËÁÖÄÏÇÏ k ≥ 0;3. ÄÌÑ ÎÅËÏÔÏÒÏÇÏ n ≥ 0 ÄÌÑ ËÁÖÄÏÇÏ k ≥ n ×Ù�ÏÌÎÅÎÏ �k[�℄ ∈ Ex(Mk).Proof. ðÏËÁÖÅÍ, ÞÔÏ ÉÚ (1) ÓÌÅÄÕÅÔ (2). ðÕÓÔØ k ≥ 0. îÁ�ÏÍÎÉÍ, ÞÔÏ ÓÉÍ-×ÏÌÏÍ Ar;k ÍÙ ÏÂÏÚÎÁÞÁÌÉ ËÏÏÒÄÉÎÁÔÎÙÅ �ÉÌÉÎÄÒÙ × IN (ÓÍ. Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÅ 8).ðÕÓÔØ B ⊂ IZ | ÎÅËÏÔÏÒÏÅ S
2k-ÉÎ×ÁÒÉÁÎÔÎÏÅ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï. �ÏÇÄÁ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï2k−1

⋃r=0 (SrB)×Ar;kÑ×ÌÑÅÔÓÑ S × O-ÉÎ×ÁÒÉÁÎÔÎÙÍ. óÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏ, × ÓÉÌÕ ÜÒÇÏÄÉÞÎÏÓÔÉ ÍÅÒÙ �ÅÅ ÚÎÁÞÅÎÉÅ ÎÁ ÜÔÏÍ ÍÎÏÖÅÓÔ×Å ÒÁ×ÎÏ ÎÕÌÀ ÉÌÉ ÅÄÉÎÉ�Å. ïÔÓÀÄÁ ÓÌÅÄÕÅÔ,ÞÔÏ �k[�℄(B) ÔÏÖÅ ÒÁ×ÎÏ ÎÕÌÀ ÉÌÉ ÅÄÉÎÉ�Å.ïÞÅ×ÉÄÎÏ, ÞÔÏ ÉÚ (2) ÓÌÅÄÕÅÔ (3). ðÒÅÄ�ÏÌÏÖÉÍ ÔÅ�ÅÒØ, ÞÔÏ ÕÓÌÏ×ÉÅ (3) ×Ù-�ÏÌÎÅÎÏ, É ÄÏËÁÖÅÍ (1). ðÒÅÄ�ÏÌÏÖÉÍ �ÒÏÔÉ×ÎÏÅ, �ÕÓÔØ � | ÎÅ ÜÒÇÏÄÉÞÎÁ.�ÏÇÄÁ ÎÁÊÄÕÔÓÑ ÒÁÚÌÉÞÎÙÅ �1; �2 ∈ M, ÄÌÑ ËÏÔÏÒÙÈ �1 + �2 = 2�. îÏ ÔÏÇÄÁ ÄÌÑËÁÖÄÏÇÏ k ≥ n ÉÍÅÅÍ �k[�1℄ + �k[�2℄ = 2�k[�℄. ÷ ÓÉÌÕ ÜÒÇÏÄÉÞÎÏÓÔÉ ÍÅÒÙ �k[�℄ÉÍÅÅÍ ÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï �k[�1℄ = �k[�2℄ �ÒÉ k ≥ n. ÷ ÓÉÌÕ ÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÑ 17 ÜÔÏ ×Ù�ÏÌ-ÎÅÎÏ É ÄÌÑ ×ÓÅÈ k ≥ 0. îÏ ÔÏÇÄÁ ÍÅÒÙ �1 É �2 ÓÏ×�ÁÄÁÀÔ, ÞÔÏ �ÒÏÔÉ×ÏÒÅÞÉÔ�ÒÏ�ÅÄÕÒÅ ÉÈ �ÏÓÔÒÏÅÎÉÑ. 21



óÌÅÄÓÔ×ÉÅ 3. ðÕÓÔØ � ∈ Ex(M). �ÏÇÄÁ ÄÌÑ ËÁÖÄÏÇÏ k, k ≥ 0, É ÒÁÚÌÉÞ-ÎÙÈ r1; r2 ÉÚ ÍÎÏÖÅÓÔ×Á {0; : : : ; 2k−1} ÍÅÒÙ Pr1;k[�℄ É Pr2;k[�℄ ÌÉÂÏ ÓÏ×�ÁÄÁÀÔ,ÌÉÂÏ ×ÚÁÉÍÎÏ ÓÉÎÇÕÌÑÒÎÙ.Proof. ëÁÖÄÁÑ ÉÚ ÍÅÒ Pr;k[�℄, 0 ≤ r ≤ 2k−1, Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÜÒÇÏÄÉÞÅÓËÏÊ ÄÌÑ �ÒÅÏÂÒÁ-ÚÏ×ÁÎÉÑ S
2k . á ÌÀÂÙÅ Ä×Å ÜÒÇÏÄÉÞÅÓËÉÅ ÍÅÒÙ ÌÉÂÏ ÓÏ×�ÁÄÁÀÔ, ÌÉÂÏ ×ÚÁÉÍÎÏÓÉÎÇÕÌÑÒÎÙ.5.3.1 üÒÇÏÄÉÞÅÓËÉÅ ÍÅÒÙ �ÅÒÉÏÄÉÞÅÓËÏÇÏ ÔÉ�ÁîÁÍ �ÏÎÁÄÏÂÉÔÓÑ ÓÌÅÄÕÀÝÁÑ �ÒÏÓÔÁÑ ÌÅÍÍÁ.ìÅÍÍÁ 4. ðÕÓÔØ T | Á×ÔÏÍÏÒÆÉÚÍ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Á ìÅÂÅÇÁ (X;�). åÓÌÉ �ÒÅ-ÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÅ T 2 Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÜÒÇÏÄÉÞÅÓËÉÍ ÎÁ (X;�), ÔÏ ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ k ≥ 1 �ÒÅ-ÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÅ T 2k ÔÏÖÅ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÜÒÇÏÄÉÞÅÓËÉÍ ÎÁ (X;�).Proof. éÚ ÜÒÇÏÄÉÞÎÏÓÔÉ �ÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÑ T 2 ÓÌÅÄÕÅÔ ÜÒÇÏÄÉÞÎÏÓÔØ ÓÁÍÏÇÏ Á×ÔÏ-ÍÏÒÆÉÚÍÁ T Á ÔÁËÖÅ ÔÏ, ÞÔÏ −1 ÎÅ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÓÏÂÓÔ×ÅÎÎÙÍ ÞÉÓÌÏÍ ÕÎÉÔÁÒÎÏÇÏÏ�ÅÒÁÔÏÒÁ UT ÎÁ L2(X;�), ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÝÅÇÏ Á×ÔÏÍÏÒÆÉÚÍÕ T . �ÁË ËÁË ÓÏÂ-ÓÔ×ÅÎÎÙÅ ÞÉÓÌÁ Ï�ÅÒÁÔÏÒÁ UT ÏÂÒÁÚÕÀÔ ÇÒÕ��Õ, ÏÔÓÀÄÁ ÓÌÅÄÕÅÔ, ÞÔÏ ÅÄÉÎÓÔ×ÅÎ-ÎÙÍ ÓÏÂÓÔ×ÅÎÎÙÍ ÞÉÓÌÏÍ Ï�ÅÒÁÔÏÒÁ UT , ËÏÔÏÒÏÅ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ËÏÒÎÅÍ ÓÔÅ�ÅÎÉ 2kÉÚ 1, Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÞÉÓÌÏ 1. óÔÁÌÏ ÂÙÔØ, 1 Ñ×ÌÑÅÔÓÑ �ÒÏÓÔÙÍ ÓÏÂÓÔ×ÅÎÎÙÍ ÞÉÓÌÏÍÏ�ÅÒÁÔÏÒÁ T 2k .óÌÅÄÕÀÝÁÑ ÌÅÍÍÁ ÄÁÅÔ Ï�ÉÓÁÎÉÅ ÍÎÏÖÅÓÔ×Á ÍÅÒ �ÅÒÉÏÄÉÞÅÓËÏÇÏ ÔÉ�Á ÉÚEx(M).ìÅÍÍÁ 5. ðÕÓÔØ k ≥ 0, � ∈Mk. �ÏÇÄÁ Dk[�℄ ∈ Ex(M) ÔÏÇÄÁ É ÔÏÌØËÏ ÔÏÇÄÁ,ËÏÇÄÁ � ∈ Ex(Mk+1).Proof. éÚ ÚÁÍÅÞÁÎÉÑ 11 ÓÌÅÄÕÅÔ, ÞÔÏ ÄÌÑ n ≥ k ×Ù�ÏÌÎÅÎÏ ÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï �n[Dk[�℄℄ =�. åÓÌÉ ÍÅÒÁ Dk[�℄ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÜÒÇÏÄÉÞÅÓËÏÊ ÄÌÑ S×O, ÔÏ × ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÉÉ Ó ÌÅÍ-ÍÏÊ 3 ÍÅÒÁ � = �k+1[Dk[�℄℄ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÜÒÇÏÄÉÞÅÓËÏÊ ÄÌÑ S

2k+1 .åÓÌÉ ÍÅÒÁ � Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÜÒÇÏÄÉÞÅÓËÏÊ ÄÌÑ S
2k+1 , ÔÏ × ÓÉÌÕ ÌÅÍÍÙ 4 ÏÎÁ Ñ×ÌÑÅÔÓÑÜÒÇÏÄÉÞÅÓËÏÊ ÄÌÑ S

2n , n > k. óÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏ, ÍÅÒÁ Dk[�℄ ÕÄÏ×ÌÅÔ×ÏÒÑÅÔ ÕÓÌÏ×ÉÀ(3) ÌÅÍÍÙ 3. ïÔÓÀÄÁ ÓÌÅÄÕÅÔ, ÞÔÏ ÏÎÁ ÜÒÇÏÄÉÞÎÁ ÄÌÑ S×O.óÌÅÄÓÔ×ÉÅ 4. ðÕÓÔØ k ≥ 0. �ÏÇÄÁ (ÚÄÅÓØ É ÄÁÌÅÅ ÍÙ �ÏÄÒÁÚÕÍÅ×ÁÅÍ M−1 = ∅)Ex(M) ∩Mk \Mk−1 = Ex(Mk) ∩ Ex(Mk+1) \Ex(Mk−1): (18)Proof. ðÒÏ×ÅÒÉÍ, ÞÔÏ ÌÅ×ÁÑ ÞÁÓÔØ ÒÁ×ÅÎÓÔ×Á (18) ÓÏÄÅÒÖÉÔÓÑ × �ÒÁ×ÏÊ. åÓÌÉ � ∈Ex(M) ∩ Mk \ Mk−1, ÔÏ, ÏÞÅ×ÉÄÎÏ, � ∈ Ex(Mk). äÁÌÅÅ, ÎÁÊÄÅÔÓÑ ÍÅÒÁ � ∈
Mk \ Mk−1 , ÄÌÑ ËÏÔÏÒÏÊ � = Dk[�℄. ÷ ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÉÉ Ó ÌÅÍÍÏÊ 5 ÉÚ ÔÏÇÏ,ÞÔÏ � ∈ Ex(M), ÓÌÅÄÕÅÔ, ÞÔÏ � ∈ Ex(Mk+1). óÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏ, � ∈ Ex(Mk+1).ðÒÉ ÜÔÏÍ � =∈Mk−1, �ÏÜÔÏÍÕ � =∈ Ex(Mk−1).22



�Å�ÅÒØ �ÒÏ×ÅÒÉÍ, ÞÔÏ �ÒÁ×ÁÑ ÞÁÓÔØ ÒÁ×ÅÎÓÔ×Á (18) ÓÏÄÅÒÖÉÔÓÑ × ÌÅ×ÏÊ.ðÕÓÔØ � ∈ Ex(Mk) ∩ Ex(Mk+1) \ Ex(Mk−1). �ÏÇÄÁ � = Dk[�℄ ÄÌÑ ÎÅËÏÔÏ-ÒÏÊ � ∈ Mk ∩ Ex(Mk+1). éÚ ÌÅÍÍÙ 5 ÓÌÅÄÕÅÔ, ÞÔÏ � ∈ Ex(M). ëÒÏÍÅ ÔÏÇÏ,ÅÓÌÉ � ∈ Mk−1, ÔÏ, ÏÞÅ×ÉÄÎÏ, � ∈ Ex(Mk−1), �ÒÏÔÉ×ÏÒÅÞÉÅ. ðÏÜÔÏÍÕ � ∈Ex(M) ∩Mk \Mk−1.ëÒÏÍÅ ÔÏÇÏ, ÏÞÅ×ÉÄÎÏ ÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÅEx(M) ∩M∞ = Ex(M∞):óÌÅÄÓÔ×ÉÅ 5. íÎÏÖÅÓÔ×Ï ÜÒÇÏÄÉÞÅÓËÉÈ ÍÅÒ ÉÚ M ÄÏ�ÕÓËÁÅÔ ÓÌÅÄÕÀÝÕÀ ÇÒÁ-ÄÕÉÒÏ×ËÕ : Ex(M) = Ex(M∞) ∪ ⋃k≥0(Ex(Mk) ∩Ex(Mk+1) \ Ex(Mk−1)):5.3.2 á�ÅÒÉÏÄÉÞÅÓËÉÅ ÜÒÇÏÄÉÞÅÓËÉÅ ÍÅÒÙ�ÅÏÒÅÍÁ 3. ðÕÓÔØ � ∈ Ex(M∞). �ÏÇÄÁ ÄÌÑ ËÁÖÄÏÇÏ k, k ≥ 0, É ÒÁÚÌÉÞ-ÎÙÈ r1; r2 ÉÚ ÍÎÏÖÅÓÔ×Á {0; : : : ; 2k − 1}, ÍÅÒÙ Pr1;k[�℄ É Pr2;k[�℄ ×ÚÁÉÍÎÏ ÓÉÎÇÕ-ÌÑÒÎÙ.Proof. ðÕÓÔØ ÄÌÑ ÎÅËÏÔÏÒÏÇÏ k, k ≥ 0, Ä×Å ÍÅÒÙ Pr1;k[�℄ É Pr2;k[�℄ ÎÅ Ñ×ÌÑÀÔÓÑ×ÚÁÉÍÎÏ ÓÉÎÇÕÌÑÒÎÙÍÉ. íÙ ÍÏÖÅÍ ×ÙÂÒÁÔØ ÞÉÓÌÏ k ÍÉÎÉÍÁÌØÎÙÍ ÓÒÅÄÉ ÔÁ-ËÏ×ÙÈ. îÅ ÕÍÁÌÑÑ ÏÂÝÎÏÓÔÉ, ÓÞÉÔÁÅÍ, ÞÔÏ r1 < r2. óÏÇÌÁÓÎÏ ÓÌÅÄÓÔ×ÉÀ 3ÍÅÒÙ Pr1;k[�℄ É Pr2;k[�℄ ÓÏ×�ÁÄÁÀÔ. ÷ ÓÉÌÕ ÍÉÎÉÍÁÌØÎÏÓÔÉ k, ×ÓÅ ÍÅÒÙ Pr;k−1[�℄,0 ≤ r < 2k−1, �Ï�ÁÒÎÏ ÓÉÎÇÕÌÑÒÎÙ. ðÏÌØÚÕÑÓØ ÜÔÉÍ ÓÏÏÂÒÁÖÅÎÉÅÍ É ÓÏÏÔÎÏ-ÛÅÎÉÅÍ 16, ÍÙ �ÏÌÕÞÁÅÍ r2 − r1 = 2k−1. óÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏ, ÍÅÒÁ Pr1;k−1[�℄ ÓÏ×�Á-ÄÁÅÔ Ó ÍÅÒÏÊ Pr1;k[�℄ É Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÜÒÇÏÄÉÞÅÓËÏÊ ÄÌÑ �ÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÑ S
2k . úÎÁ-ÞÉÔ, ÍÅÒÁ �k−1[�℄ ÔÏÖÅ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÜÒÇÏÄÉÞÅÓËÏÊ ÄÌÑ �ÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÑ S

2k . ÷ ÓÉÌÕÌÅÍÍÙ 4 ÍÅÒÁ �k−1[�℄ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÜÒÇÏÄÉÞÅÓËÏÊ ÄÌÑ S
2n , n ≥ k. ó ÄÒÕÇÏÊ ÓÔÏÒÏÎÙ,ÄÌÑ n > k ÓÏÇÌÁÓÎÏ ÆÏÒÍÕÌÅ (17) ÍÅÒÁ �k−1[�℄ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÓÒÅÄÎÉÍ ÁÒÉÆÍÅÔÉÞÅ-ÓËÉÍ ÓÄ×ÉÇÏ× ÍÅÒÙ �n[�℄, ËÏÔÏÒÙÅ Ñ×ÌÑÀÔÓÑ ÉÎ×ÁÒÉÁÎÔÎÙÍÉ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ S

2n .óÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏ, �n[�℄ = �k−1[�℄ �ÒÉ n ≥ k. óÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏ, � = Dk[�k−1[�℄℄,ÔÏ ÅÓÔØ ÍÅÒÁ � Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÍÅÒÏÊ �ÅÒÉÏÄÉÞÅÓËÏÇÏ ÔÉ�Á, ÞÔÏ �ÒÏÔÉ×ÏÒÅÞÉÔ ÕÓÌÏ-×ÉÀ.ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÅ 14. äÌÑ n ≥ 0 ÓÉÍ×ÏÌÏÍ %n ÏÂÏÚÎÁÞÉÍ ÞÉÓÌÏ e21−n�i | ËÏÒÅÎØÓÔÅ�ÅÎÉ 2n ÉÚ ÅÄÉÎÉ�Ù Ó ÎÁÉÍÅÎØÛÉÍ ÁÒÇÕÍÅÎÔÏÍ.óÌÅÄÓÔ×ÉÅ 6 (ó×ÏÊÓÔ×Á Á�ÅÒÉÏÄÉÞÅÓËÉÈ ÜÒÇÏÄÉÞÅÓËÉÈ ÍÅÒ). ðÕÓÔØ � | Á�Å-ÒÉÏÄÉÞÅÓËÁÑ ÍÅÒÁ ÉÚ Ex(M). �ÏÇÄÁ:1. ÍÅÒÙ �k[�℄ É S
r�k[�℄ ×ÚÁÉÍÎÏ ÓÉÎÇÕÌÑÒÎÙ �ÒÉ k ≥ 1 É 1 < r < 2k − 1;23



2. (ÄÅÌØÔÁÏÂÒÁÚÎÏÓÔØ) ÄÌÑ �0[�℄-�ÏÞÔÉ ×ÓÅÈ w ∈ IZ ÕÓÌÏ×ÎÙÅ ÍÅÒÙ × ÓÅÞÅ-ÎÉÑÈ {w} × IN Ñ×ÌÑÀÔÓÑ ÄÅÌØÔÁ-ÍÅÒÁÍÉ;3. �ÒÏÅË�ÉÑ IZ×IN ÎÁ IZ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÉÚÏÍÏÒÆÉÚÍÏÍ ÄÉÎÁÍÉÞÅÓËÉÈ ÓÉÓÔÅÍ (IZ×IN; �;S×O) É (IZ; �0[�℄;S);4. ÞÉÓÌÁ %n, n ≥ 0, Ñ×ÌÑÀÔÓÑ ÓÏÂÓÔ×ÅÎÎÙÍÉ ÄÌÑ Á×ÔÏÍÏÒÆÉÚÍÁ S ÎÁ �ÒÏ-ÓÔÒÁÎÓÔ×Å (IZ; �0[�℄);5. ÄÉÎÁÍÉÞÅÓËÁÑ ÓÉÓÔÅÍÁ (IZ; �0[�℄;S) ÏÂÌÁÄÁÅÔ ÆÁËÔÏÒÏÍ, ÉÚÏÍÏÒÆÎÙÍ ÏÄÏ-ÍÅÔÒÕ (IN;m;O).÷ÏÚÎÉËÁÅÔ ÓÌÅÄÕÀÝÉÊ ÅÓÔÅÓÔ×ÅÎÎÙÊ ×Ï�ÒÏÓ | ËÁËÉÅ ÍÅÒÙ ÎÁ IZ ÍÏÇÕÔÑ×ÌÑÔØÓÑ �ÒÏÅË�ÉÑÍÉ Á�ÅÒÉÏÄÉÞÅÓËÉÈ ÍÅÒ ÉÚ Ex(M). ÷ ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÉÉ Ó ÌÅÍ-ÍÏÊ 3 ÜÔÉ ÍÅÒÙ Ñ×ÌÑÀÔÓÑ ÜÒÇÏÄÉÞÅÓËÉÍÉ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ÓÄ×ÉÇÁ S. ïËÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ,ÞÔÏ ÕÓÌÏ×ÉÅ ÉÚ �ÏÓÌÅÄÎÅÇÏ �ÕÎËÔÁ ÓÌÅÄÓÔ×ÉÑ (6) Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÎÅ ÔÏÌØËÏ ÎÅÏÂÈÏÄÉ-ÍÙÍ, ÎÏ É ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÙÍ.ìÅÍÍÁ 6. ðÕÓÔØ � ∈ Ex(M0). ðÕÓÔØ ÓÄ×ÉÇ S ÎÁ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Å (IZ; �) ÉÍÅÅÔÆÁËÔÏÒ, ÉÚÏÍÏÒÆÎÙÊ ÏÄÏÍÅÔÒÕ. �ÏÇÄÁ ÎÁÊÄÅÔÓÑ Á�ÅÒÉÏÄÉÞÅÓËÁÑ ÍÅÒÁ � ∈Ex(M), ÄÌÑ ËÏÔÏÒÏÊ �0[�℄ = �. âÏÌÅÅ ÔÏÇÏ, ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï ×ÓÅÈ ÔÁËÉÈ ÍÅÒ �ÅÓÔÅÓÔ×ÅÎÎÙÍ ÏÂÒÁÚÏÍ �ÁÒÁÍÅÔÒÉÚÕÀÔÓÑ ÔÏÞËÁÍÉ � ∈ IN (ÓÍ. ÌÅÍÍÕ 7).Proof. äÌÑ ËÁÖÄÏÇÏ n ≥ 0 ÎÁÊÄÅÍ ÅÄÉÎÓÔ×ÅÎÎÕÀ (Ó ÔÏÞÎÏÓÔØÀ ÄÏ ËÏÎÓÔÁÎÔÙ)ÓÏÂÓÔ×ÅÎÎÕÀ ÆÕÎË�ÉÀ fn, ÏÔ×ÅÞÁÀÝÕÀ ÓÏÂÓÔ×ÅÎÎÏÍÕ ÞÉÓÌÕ %n:
Sfn = %nfn:äÏÍÎÏÖÉ× �ÒÉ ÎÅÏÂÈÏÄÉÍÏÓÔÉ ÜÔÉ ÆÕÎË�ÉÉ ÎÁ �ÏÄÈÏÄÑÝÉÅ ËÏÎÓÔÁÎÔÙ, ÍÙ ÍÏ-ÖÅÍ ÓÞÉÔÁÔØ, ÞÔÏ f0 = 1 É fn = f2n+1, n ≥ 0. �ÏÇÄÁ �ÏÞÔÉ ×ÓÀÄÕ �Ï ÍÅÒÅ �ÚÎÁÞÅÎÉÑ ÆÕÎË�ÉÉ fn ÓÏ×�ÁÄÁÀÔ ÓÏ ÓÔÅ�ÅÎÑÍÉ %rn, 0 ≤ r < 2n − 1, n ≥ 0. òÁÓ-ÓÍÏÔÒÉÍ ÍÎÏÖÅÓÔ×Á ÕÒÏ×ÎÑ ÆÕÎË�ÉÊ fn:B(r; n) = {w ∈ IZ : fn(w) = %rn}; 0 ≤ n; 0 ≤ r < 2n − 1:ïÞÅ×ÉÄÎÏ, ÄÌÑ ËÁÖÄÏÇÏ ÆÉËÓÉÒÏ×ÁÎÎÏÇÏ n ≥ 1 ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ S �ÉËÌÉÞÅÓËÉ �Å-ÒÅÓÔÁ×ÌÑÅÔ ÍÎÏÖÅÓÔ×Á B(r; n), r = 0; : : : ; 2n − 1, �ÏÜÔÏÍÕ �(B(r; n)) = 12n .ðÕÓÔØ � ∈ IN, � = (�k)k≥1. ðÏÌÏÖÉÍ r(n; �) = ∑n−1k=0 2k�k+1, n ≥ 0.äÌÑ n ≥ 0 Ï�ÒÅÄÅÌÉÍ ÍÅÒÕ �(�)n ËÁË ÎÏÒÍÉÒÏ×ÁÎÎÏÅ ÓÕÖÅÎÉÅ ÍÅÒÙ � ÎÁ ÍÎÏ-ÖÅÓÔ×Ï B(n; �) = B(r(n; �); n):�(�)n = 2n�∣∣

B(n;�); n ≥ 0:ðÏÎÑÔÎÏ, ÞÔÏ ÍÅÒÁ �(�)n Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÉÎ×ÁÒÉÁÎÔÎÏÊ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ S
2n . ìÅÇËÏ�ÒÏ×ÅÒÉÔØ, ÞÔÏ �ÏÓÔÒÏÅÎÎÁÑ �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØ ÍÅÒ (�(�)n )n≥0 ÕÄÏ×ÌÅÔ×ÏÒÑÅÔ24



ÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÀ (17). üÔÏ ÎÁ�ÒÑÍÕÀ ×ÙÔÅËÁÅÔ ÉÚ ÔÏÇÏ, ÞÔÏ ÍÎÏÖÅÓÔ×Á B(n; �)É B(n+ 1; �) Ó×ÑÚÁÎÙ ÒÁ×ÅÎÓÔ×ÏÍ
B(n; �) = {f2n+1 = %r(n;�)n } = {fn+1 = %r(n;�)n+1 } ∪ {fn+1 = −%r(n;�)n+1 } =B(r(n; �); n+ 1) ∪B(2n + r(n; �); n+ 1) = B(n+ 1; �) ∪ S

2nB(n+ 1; �):óÏÇÌÁÓÎÏ ÓÌÅÄÓÔ×ÉÀ 1 �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØ (�(�)n )n≥0 ÚÁÄÁÅÔ ÎÅËÏÔÏÒÕÀ ÍÅÒÕ�(�)[�℄ ∈M, ÄÌÑ ËÏÔÏÒÏÊ �n[�(�)[�℄℄ = �(�)n , n ≥ 0. ÷ ÞÁÓÔÎÏÓÔÉ,�0[�(�)[�℄℄ = �(�)0 = �:ïÓÔÁÌÏÓØ �ÒÏ×ÅÒÉÔØ ÜÒÇÏÄÉÞÎÏÓÔØ �ÏÓÔÒÏÅÎÎÏÊ ÍÅÒÙ �(�)[�℄. ÷ ÓÏÏÔ×ÅÔ-ÓÔ×ÉÉ Ó ÌÅÍÍÏÊ 3, ÜÒÇÏÄÉÞÎÏÓÔØ ÍÅÒÙ �(�)[�℄ ÒÁ×ÎÏÓÉÌØÎÁ ÔÏÍÕ, ÞÔÏ ÄÌÑ ËÁ-ÖÄÏÇÏ n ≥ 0 ÍÅÒÁ �(�)n ÜÒÇÏÄÉÞÎÁ ÄÌÑ S
2n . ðÒÏ×ÅÒÉÍ ÜÔÏ.ðÕÓÔØ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï B ⊂ IZ ÉÎ×ÁÒÉÁÎÔÎÏ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ S

2n . �ÏÇÄÁ ÆÕÎË�ÉÑf = 2n−1
∑j=0 %jn�SjBÕÄÏ×ÌÅÔ×ÏÒÑÅÔ ÒÁ×ÅÎÓÔ×Õ Sf = %nf . ÷ÓÅ ÓÏÂÓÔ×ÅÎÎÙÅ ÞÉÓÌÁ Ï�ÅÒÁÔÏÒÁ S �ÒÏ-ÓÔÙÅ, �ÏÜÔÏÍÕ f = Cfn �-�.×. ÄÌÑ ÎÅËÏÔÏÒÏÊ ËÏÎÓÔÁÎÔÙ C ∈ C. ïÔÓÀÄÁ ÓÌÅ-ÄÕÅÔ, ÞÔÏ ÌÉÂÏ �(B) = 0, ÌÉÂÏ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï B ÓÏ×�ÁÄÁÅÔ Ó ÍÎÏÖÅÓÔ×ÏÍ B(r; n)ÄÌÑ ÎÅËÏÔÏÒÏÇÏ r, 0 ≤ r ≤ 2n − 1. ÷ ÞÁÓÔÎÏÓÔÉ, ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï B(n; �) ÎÅ ÓÏÄÅÒ-ÖÉÔ ÎÅÔÒÉ×ÉÁÌØÎÙÈ S

2n-ÉÎ×ÁÒÉÁÎÔÎÙÈ �ÏÄÍÎÏÖÅÓÔ×. óÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏ, ÍÅÒÁ �(�)nÑ×ÌÑÅÔÓÑ ÜÒÇÏÄÉÞÅÓËÏÊ ÄÌÑ S
2n .ìÅÍÍÁ 7. ðÏÓÔÒÏÅÎÎÏÅ × ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Å ÌÅÍÍÙ 6 ÓÅÍÅÊÓÔ×Ï ÍÅÒ �(�)[�℄, � ∈IN, Ï�ÉÓÙ×ÁÅÔ ×ÓÅ ÍÅÒÙ ÉÚ Ex(M) Ó ÚÁÄÁÎÎÏÊ �ÒÏÅË�ÉÅÊ �. éÎÙÍÉ ÓÌÏ×ÁÍÉ,ÅÓÌÉ � ∈M É �0[�℄ = �, ÔÏ � = �(�)[�℄ ÄÌÑ ÎÅËÏÔÏÒÏÇÏ � ∈ IN.ðÒÅÖÄÅ, ÞÅÍ �ÅÒÅÈÏÄÉÔØ Ë ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Õ ÜÔÏÊ ÌÅÍÍÙ, ÏÂÓÕÄÉÍ ÏÄÎÏ Ó�ÅË-ÔÒÁÌØÎÏÅ Ó×ÏÊÓÔ×Ï ÍÅÒ �ÅÒÉÏÄÉÞÅÓËÏÇÏ ÔÉ�Á.ìÅÍÍÁ 8. ðÕÓÔØ k ≥ 0, � ∈Mk. ðÕÓÔØ Dk[�℄ ∈ Ex(M). �ÏÇÄÁ ÞÉÓÌÁ %n, n > k,ÎÅ Ñ×ÌÑÀÔÓÑ ÓÏÂÓÔ×ÅÎÎÙÍÉ ÄÌÑ Ï�ÅÒÁÔÏÒÁ S ÎÁ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Å (IZ; �0[Dk[�℄℄).Proof. ðÕÓÔØ

Sf = %nf (19)�ÏÞÔÉ ×ÓÀÄÕ �Ï ÍÅÒÅ �0 = �0[Dk[�℄℄. ðÏËÁÖÅÍ, ÞÔÏ f = 0 �ÏÞÔÉ ×ÓÀÄÕ �Ï ÍÅÒÅ �0.ñÓÎÏ, ÞÔÏ S
2nf = f �ÏÞÔÉ ×ÓÀÄÕ �Ï ÍÅÒÅ S

j�, 0 ≤ j ≤ 2k − 1. ÷ ÓÉÌÕ ÌÅÍÍ 5, 4ÍÅÒÙ S
j�, 0 ≤ j ≤ 2k − 1, Ñ×ÌÑÀÔÓÑ ÜÒÇÏÄÉÞÅÓËÉÍÉ ÄÌÑ S

2n . óÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏ,ÆÕÎË�ÉÑ f �ÏÓÔÏÑÎÎÁ �ÏÞÔÉ ×ÓÀÄÕ �Ï ËÁÖÄÏÊ ÉÚ ÜÔÉÈ ÍÅÒ. ïÔÓÀÄÁ ÓÌÅÄÕÅÔ,ÞÔÏ ÆÕÎË�ÉÑ f �ÒÉÎÉÍÁÅÔ ÎÅ ÂÏÌÅÅ, ÞÅÍ 2k ÒÁÚÌÉÞÎÙÈ ÚÎÁÞÅÎÉÊ ÎÁ ÎÅËÏÔÏÒÏÍ�ÏÄÍÎÏÖÅÓÔ×Å, �ÏÌÎÏÍ �Ï ÍÅÒÅ �0. ó ÄÒÕÇÏÊ ÓÔÏÒÏÎÙ × ÓÉÌÕ ÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÑ (19),ÅÓÌÉ ÆÕÎË�ÉÑ f ÎÅ ÒÁ×ÎÁ ÎÕÌÀ �ÏÞÔÉ ×ÓÀÄÕ, ÔÏ ÏÎÁ ÄÏÌÖÎÁ �ÒÉÎÉÍÁÔØ ËÁËÍÉÎÉÍÕÍ 2n ÒÁÚÌÉÞÎÙÈ ÚÎÁÞÅÎÉÊ ÎÁ ÍÎÏÖÅÓÔ×ÁÈ �ÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÏÊ ÍÅÒÙ. óÌÅÄÏ-×ÁÔÅÌØÎÏ, f = 0 �ÏÞÔÉ ×ÓÀÄÕ �Ï ÍÅÒÅ �0.25



äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï ÌÅÍÍÙ 7. íÙ ÂÕÄÅÍ ÉÓ�ÏÌØÚÏ×ÁÔØ ÏÂÏÚÎÁÞÅÎÉÑ ÉÚ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØ-ÓÔ×Á ÌÅÍÍÙ 6. ðÕÓÔØ � ∈ M | ÜÒÇÏÄÉÞÅÓËÁÑ É �0[�℄ = �. éÚ ÌÅÍÍÙ 8 ÓÌÅÄÕÅÔ,ÞÔÏ ÍÅÒÁ � ÎÅ ÍÏÖÅÔ ÂÙÔØ �ÅÒÉÏÄÉÞÅÓËÏÇÏ ÔÉ�Á. ðÒÉ ÆÉËÓÉÒÏ×ÁÎÎÏÍ n ≥ 0× ÓÉÌÕ ÓÌÅÄÓÔ×ÉÑ 6 ÍÅÒÙ Pr;n[�℄, 0 ≤ r ≤ 2n − 1, �Ï�ÁÒÎÏ ×ÚÁÉÍÎÏ ÓÉÎÇÕÌÑÒÎÙ.ëÒÏÍÅ ÔÏÇÏ, × ÓÉÌÕ ÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÊ ÚÁÍÅÞÁÎÉÑ 10 ×Ù�ÏÌÎÅÎÏ ÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï� = 12n 2n−1
∑r=0 Pr;n[�℄:ðÕÓÔØ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï Bn ⊂ IZ ÔÁËÏ×Ï, ÞÔÏ P0;n[�℄ = 2n�∣∣Bn . �ÏÇÄÁ Pr;n = 2n�∣∣

SrBn ,0 ≤ r ≤ 2n − 1, É ÍÎÏÖÅÓÔ×Á S
rBn �Ï�ÁÒÎÏ ÎÅ �ÅÒÅÓÅËÁÀÔÓÑ.æÕÎË�ÉÑ gn = 2n−1

∑r=0 %rn�SrBnÕÄÏ×ÌÅÔ×ÏÒÑÅÔ ÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÀ Sgn = %ngn. ðÏÜÔÏÍÕ gn = 
nfn ÄÌÑ ÎÅËÏÔÏÒÏÊËÏÎÓÔÁÎÔÙ 
n ∈ C. ïÔÓÀÄÁ ÓÌÅÄÕÅÔ, ÞÔÏ Bn = B(rn; n) ÄÌÑ ÎÅËÏÔÏÒÏÇÏ rn,0 ≤ rn ≤ 2n − 1, 
n = %−rnn .ïÓÔÁÌÏÓØ ×ÙÑÓÎÉÔØ, ËÁË Ó×ÑÚÁÎÙ ÞÉÓÌÁ rn É rn+1. ïÔÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ ÍÅÒÁ P0;nÑ×ÌÑÅÔÓÑ �ÏÌÕÓÕÍÍÏÊ ÍÅÒ P0;n+1 É P2n;n+1. óÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏ, ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï Bn+1Ñ×ÌÑÅÔÓÑ �ÏÄÍÎÏÖÅÓÔ×ÏÍ ÍÎÏÖÅÓÔ×Á Bn. úÎÁÞÉÔ, B(rn+1; n+ 1) ⊂ B(rn; n). ðÏÏ�ÒÅÄÅÌÅÎÉÀ ÜÔÉÈ ÍÎÏÖÅÓÔ× ÜÔÏ ÏÚÎÁÞÁÅÔ, ÞÔÏ %2rn+1n+1 = %rnn ; ÔÏ ÅÓÔØ rn+1−rn ... 2n.óÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏ, ÌÉÂÏ rn+1 = rn, ÌÉÂÏ rn+1 = rn+2n. ðÏÌÏÖÉÍ �n+1 = 2−n(rn+1−rn), n ≥ 0. �ÏÇÄÁ rn = r(n; �), Bn = B(n; �), ÏÔËÕÄÁ ÓÌÅÄÕÅÔ �n[�℄ = �(�)n É� = �(�)[�℄.5.3.3 ï�ÉÓÁÎÉÅ ×ÓÅÈ ÜÒÇÏÄÉÞÅÓËÉÈ ÍÅÒéÔÏÇÏ, ÍÙ �ÏÌÕÞÉÌÉ ÓÌÅÄÕÀÝÅÅ Ï�ÉÓÁÎÉÅ ÜÒÇÏÄÉÞÅÓËÉÈ ÍÅÒ ÉÚ M.�ÅÏÒÅÍÁ 4. üÒÇÏÄÉÞÅÓËÉÅ ÍÅÒÙ × ÍÎÏÖÅÓÔ×Å M ÄÅÌÑÔÓÑ ÎÁ Ä×Á ÎÅ�ÅÒÅÓÅËÁ-ÀÝÉÈÓÑ ËÌÁÓÓÁ:1. ÜÒÇÏÄÉÞÅÓËÉÅ ÍÅÒÙ �ÅÒÉÏÄÉÞÅÓËÏÇÏ ÔÉ�Á k, k ≥ 0, ×ÉÄÁDk[�℄; ÇÄÅ � ∈Mk ∩ Ex(Mk+1);2. ÜÒÇÏÄÉÞÅÓËÉÅ Á�ÅÒÉÏÄÉÞÅÓËÉÅ ÍÅÒÙ ×ÉÄÁ �(�)[�℄, ÇÄÅ ÍÅÒÁ � ÎÁ �ÒÏÓÔÒÁÎ-ÓÔ×Å IZ ÉÎ×ÁÒÉÁÎÔÎÁ É ÜÒÇÏÄÉÞÎÁ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ÓÄ×ÉÇÁ S, É, ÂÏÌÅÅ ÔÏÇÏ,Ï�ÅÒÁÔÏÒ S ÎÁ (IZ; �) ÉÍÅÅÔ ÆÁËÔÏÒ, ÉÚÏÍÏÒÆÎÙÊ ÏÄÏÍÅÔÒÕ.úÁÍÅÞÁÎÉÅ 12. üÒÇÏÄÉÞÅÓËÉÅ ÍÅÒÙ ÉÚ M �ÅÒÉÏÄÉÞÅÓËÏÇÏ ÔÉ�Á 0 Ñ×ÌÑÀÔÓÑ ×ÓÅÍÉ�ÒÑÍÙÍÉ �ÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÑÍÉ ×ÉÄÁ � × m, ÇÄÅ � | S-ÉÎ×ÁÒÉÁÎÔÎÁÑ ÍÅÒÁ ÎÁ IZ,ÜÒÇÏÄÉÞÅÓËÁÑ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ �ÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÑ S
2.ó×ÏÊÓÔ×Á ÜÒÇÏÄÉÞÅÓËÉÈ Á�ÅÒÉÏÄÉÞÅÓËÉÈ ÍÅÒ ÂÙÌÉ �ÏÄÒÏÂÎÏ Ï�ÉÓÁÎÙ × ÓÌÅÄ-ÓÔ×ÉÉ 6. 26



5.4 äÏ�ÏÌÎÉÔÅÌØÎÁÑ ÉÎÆÏÒÍÁ�ÉÑ ÏÂ ÜÒÇÏÄÉÞÅÓËÉÈ ÍÅÒÁÈÎÁ IZ × IN: ËÁË ÕÓÔÒÏÅÎÙ ÕÓÌÏ×ÎÙÅ ÍÅÒÙðÕÓÔØ ÜÒÇÏÄÉÞÅÓËÉÊ Á×ÔÏÍÏÒÆÉÚÍ T �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Á ìÅÂÅÇÁ (X;�) ÉÍÅÅÔ ÉÎ×ÁÒÉ-ÁÎÔÎÏÅ ÉÚÍÅÒÉÍÏÅ ÒÁÚÂÉÅÎÉÅ &. ÷ ÔÁËÏÍ ÓÌÕÞÁÅ Á×ÔÏÍÏÒÆÉÚÍ T ÉÍÅÅÔ ÆÁËÔÏÒ-Á×ÔÏÍÏÒÆÉÚÍ T& , ÄÅÊÓÔ×ÕÀÝÉÊ × ÆÁËÔÏÒ-�ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Å X& 
 ÆÁËÔÏÒ-ÍÅÒÏÊ �& ,É ÇÏ×ÏÒÑÔ, ÞÔÏ T ÅÓÔØ ËÏÓÏÅ �ÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÅ ÎÁÄ Á×ÔÏÍÏÒÆÉÚÍÏÍ T& �ÒÏÓÔÒÁÎ-ÓÔ×Á X& Ó ÎÅËÏÔÏÒÏÊ ÓÉÓÔÅÍÏÊ Á×ÔÏÍÏÒÆÉÚÍÏ× ÓÌÏÅ× (ÓÍ. ÎÁ�Ò. [20℄). ðÒÉ ÜÔÏÍÏÂÙÞÎÏ ÓÞÉÔÁÅÔÓÑ, ÞÔÏ × ÓÉÌÕ ÜÒÇÏÄÉÞÎÏÓÔÉ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Ï (X;�) ÅÓÔÅÓÔ×ÅÎÎÏÉÚÏÍÏÒÆÎÏ �ÒÑÍÏÍÕ �ÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÀ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Á (X& ; �&) É \ÔÉ�Ï×ÏÇÏ ÓÌÏÑ" ÓÔÉ�Ï×ÏÊ ÍÅÒÏÊ ÓÌÏÑ Ô. Å. ÔÉ�Ï×ÏÊ ÕÓÌÏ×ÎÏÊ ÍÅÒÏÊ ÎÁ ÜÌÅÍÅÎÔÁÈ ÒÁÚÂÉÅÎÉÑ &.ïÄÎÁËÏ, ÏÓÏÂÅÎÎÏ, ÅÓÌÉ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Ï X ÓÎÁÂÖÅÎÏ ÔÏ�ÏÌÏÇÉÅÊ ÓÅ�ÁÒÁÂÅÌØÎÏÇÏÍÅÔÒÉÞÅÓËÏÇÏ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Á, ÔÏ ÕÄÏÂÎÅÊ ÎÅ �ÒÏÉÚ×ÏÄÉÔØ ÕÎÉÆÏÒÍÉÚÁ�ÉÉ ÓÌÏÅ×,Á ÓÞÉÔÁÔØ, ÞÔÏ ÓÌÏÉ ÏÓÔÁÀÔÓÑ �ÏÄÍÎÏÖÅÓÔ×ÁÍÉ ÉÓÈÏÄÎÏÇÏ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Á X, ÓÕÓÌÏ×ÎÙÍÉ ÍÅÒÁÍÉ ËÁË ÂÏÒÅÌÅ×ÓËÉÍÉ ÍÅÒÁÍÉ ÎÁ ÓÌÏÑÈ ÒÁÚÂÉÅÎÉÑ. �ÏÇÄÁ ÄÅÊ-ÓÔ×ÉÅ Á×ÔÏÍÏÒÆÉÚÍÁ ÎÅ ÍÅÎÑÅÔÓÑ, É ÏÓÔÁÅÔÓÑ ÌÉÛØ �ÒÏÂÌÅÍÁ Ñ×ÎÏÇÏ ×ÙÞÉÓÌÅ-ÎÉÑ ÕÓÌÏ×ÎÙÈ ÍÅÒ. ïÂÙÞÎÏ × ÔÅÏÒÉÉ òÏÈÌÉÎÁ ÏÎÉ ×ÙÞÉÓÌÑÀÔÓÑ Ó �ÏÍÏÝØÀÂÁÚÉÓÁ ÉÚÍÅÒÉÍÏÇÏ ÒÁÚÂÉÅÎÉÑ & É ÜÔÏ | ÏÂÝÉÊ ÍÅÔÏÄ2. ÷ ÎÁÛÅÍ ÓÌÕÞÁÅ ÂÁÚÉÓÒÁÚÂÉÅÎÉÑ Ï�ÒÅÄÅÌÑÅÔÓÑ ÓÔÒÕËÔÕÒÏÊ ÆÁËÔÏÒ-Á×ÔÏÍÏÒÆÉÚÍÁ (ÏÄÏÍÅÔÒÁ), ÔÏÞÎÅÅÅÇÏ Ó�ÅËÔÒÏÍ. �ÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ �ÏÞÔÉ ×ÓÅ ÕÓÌÏ×ÎÙÅ ÍÅÒÙ (×ÚÁÉÍÎÏ ÓÉÎÇÕÌÑÒÎÙÅÍÅÖÄÕ ÓÏÂÏÊ) ÓÔÁÎÏ×ÑÔÓÑ �ÒÅÄÅÌÁÍÉ �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔÅÊ ÍÅÒ ÔÉ�Á ÜÒÇÏÄÉÞÅ-ÓËÉÈ ÕÓÒÅÄÎÅÎÉÊ (ÓÍ. ÄÁÌÅÅ). íÙ ÎÅ ÉÓ�ÏÌØÚÕÅÍ ÉÎÆÏÒÍÁ�ÉÉ ÏÂ ÕÓÌÏ×ÎÙÈ ÍÅ-ÒÁÈ × ÄÁÌØÎÅÊÛÅÍ. ïÄÎÁËÏ, �ÏÄÏÂÎÙÊ ÍÅÔÏÄ ÍÏÖÎÏ ÉÓ�ÏÌØÚÏ×ÁÔØ É ÄÌÑ ÄÒÕÇÉÈËÏÓÙÈ �ÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÊ.ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÅ 15. âÕÄÅÍ ÇÏ×ÏÒÉÔØ, ÞÔÏ ×ÅÒÏÑÔÎÏÓÔÎÁÑ ÍÅÒÁ # ÎÁ IZ | ÕÓÒÅÄ-ÎÑÅÍÁÑ, ÅÓÌÉ ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ k ≥ 1 ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ÍÅÒÁ #k ÎÁ IZ, ËÏÔÏÒÁÑ Ñ×ÌÑÅÔÓÑÓÌÁÂÙÍ �ÒÅÄÅÌÏÍ �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ ÍÅÒ #k;n, n→∞, ÇÄÅ#k;n = 1n n−1
∑j=0 S

j2k#; (20)�ÒÉÞÅÍ �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØ ÍÅÒ #k ÓÔÒÅÍÉÔÓÑ ÓÌÁÂÏ Ë ÍÅÒÅ # �ÒÉ k →∞.óÌÅÄÕÀÝÁÑ ÌÅÍÍÁ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÓÌÅÄÓÔ×ÉÅÍ ÜÒÇÏÄÉÞÅÓËÏÊ ÔÅÏÒÅÍÙ É ÔÅÏÒÅÍÙìÅÂÅÇÁ Ï ÄÉÆÆÅÒÅÎ�ÉÒÏ×ÁÎÉÉ.ìÅÍÍÁ 9. åÓÌÉ � ∈M, ÔÏ ÄÌÑ �ÏÞÔÉ ×ÓÅÈ � ∈ IN ÕÓÌÏ×ÎÁÑ ÍÅÒÁ ÎÁ ÓÌÏÅ IZ×{�}Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÕÓÒÅÄÎÑÅÍÏÊ ËÁË ÍÅÒÁ ÎÁ IZ. ðÒÉ ÜÔÏÍ ÍÅÒÁ � ÏÄÎÏÚÎÁÞÎÏ Ï�ÒÅÄÅÌÑ-ÅÔÓÑ ÔÉ�ÉÞÎÏÊ ÕÓÌÏ×ÎÏÊ ÍÅÒÏÊ.Proof. ðÕÓÔØ �[�℄ | ÕÓÌÏ×ÎÁÑ ÍÅÒÁ ÎÁ ÓÌÏÅ IZ×{�}. �ÏÇÄÁ × ÓÉÌÕ ÉÎ×ÁÒÉÁÎÔÎÏ-ÓÔÉ ÍÅÒÙ � ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ �ÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÑ S×OÄÌÑ �ÏÞÔÉ ×ÓÅÈ � ∈ IN ×Ù�ÏÌÎÅÎÏÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÅ
S
j�[�℄ = �[Oj �℄; j ∈ Z:2úÁÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ ÓÏ×ÏËÕ�ÎÏÓÔØ ÕÓÌÏ×ÎÙÈ (ËÁÎÏÎÉÞÅÓËÉÈ) ÍÅÒ ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÅÔ ÑÄÒÕ Ï�ÅÒÁÔÏÒÁÕÓÌÏ×ÎÏÇÏ ÏÖÉÄÁÎÉÑ (ÏÒÔÏÇÏÎÁÌØÎÏÇÏ �ÒÏÅËÔÏÒÁ) ÎÁ �ÏÄÁÌÇÅÂÒÕ, ÏÔ×ÅÞÁÀÝÕÀ ÒÁÚÂÉÅÎÉÀ &.27



ðÕÓÔØ �| ÈÁÒÁËÔÅÒÉÓÔÉÞÅÓËÁÑ ÆÕÎË�ÉÑ ÎÅËÏÔÏÒÏÇÏ �ÉÌÉÎÄÒÉÞÅÓËÏÇÏ ÍÎÏ-ÖÅÓÔ×Á × IZ. òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÆÕÎË�ÉÀ  ÎÁ IN, Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÎÕÀ �ÏÞÔÉ ×ÓÀÄÕ ÆÏÒ-ÍÕÌÏÊ  (�) = ∫IZ

�(w)d�[�℄(w);| ÉÎÔÅÇÒÁÌ ÆÕÎË�ÉÉ � �Ï ÓÌÏÀ. ðÕÓÔØ k ≥ 0. �ÏÇÄÁ ÄÌÑ �ÏÞÔÉ ×ÓÅÈ � ∈ IN×Ù�ÏÌÎÅÎÏ ÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï1n n−1
∑j=0  (Oj2k �) = ∫IZ

�(w)d�[�℄k;n(w); n ≥ 1; (21)ÇÄÅ ÍÅÒÁ �[�℄k;n | ÕÓÒÅÄÎÅÎÉÅ ÍÅÒÙ �[�℄, Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÎÏÅ ÆÏÒÍÕÌÏÊ (20). ðÒÅÏÂÒÁ-ÚÏ×ÁÎÉÅ O
2k Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÜÒÇÏÄÉÞÅÓËÉÍ ÎÁ ËÁÖÄÏÍ ÉÚ �ÉÌÉÎÄÒÏ×Ar;k, 0 ≤ r ≤ 2k−1,(ÓÍ. Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÅ 8) Ó ÍÅÒÏÊ ìÅÂÅÇÁ, �ÏÜÔÏÍÕ �Ï ÜÒÇÏÄÉÞÅÓËÏÊ ÔÅÏÒÅÍÅ ÄÌÑ �Ï-ÞÔÉ ×ÓÅÈ � ∈ IN ÌÅ×ÁÑ ÞÁÓÔØ ÒÁ×ÅÎÓÔ×Á (21) ÓÈÏÄÉÔÓÑ �ÒÉ n→∞ Ë ÓÒÅÄÎÅÍÕ ÚÎÁ-ÞÅÎÉÀ ÆÕÎË�ÉÉ  �Ï �ÉÌÉÎÄÒÉÞÅÓËÏÍÕ ÍÎÏÖÅÓÔ×Õ Ar;k, ÓÏÄÅÒÖÁÝÅÍÕ ÔÏÞËÕ �.�Ï ÅÓÔØ

∫IZ

�(w)d�[�℄k;n(w) n→∞
−→ 2k ∫(w;�)∈IZ×Ar;k �(w)d�(w; �) = ∫IZ

�Pr;k[�℄�ÒÉ ÕÓÌÏ×ÉÉ � ∈ Ar;k. óÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏ, ÄÌÑ ËÁÖÄÏÇÏ k ≥ 0 ÄÌÑ �ÏÞÔÉ ËÁÖÄÏÇÏ � ∈IN ÍÅÒÙ �[�℄k;n ÓÈÏÄÑÔÓÑ ÓÌÁÂÏ Ë ÍÅÒÅ Pr(k;�);k[�℄, ÇÄÅ ÞÉÓÌÏ r(k; �) ×ÙÂÒÁÎÏ ÔÁË,ÞÔÏ � ∈ Ar(k;�);k.äÁÌÅÅ, �ÒÉÍÅÎÑÑ ÔÅÏÒÅÍÕ ìÅÂÅÇÁ Ï ÄÉÆÆÅÒÅÎ�ÉÒÏ×ÁÎÉÉ, �ÏÌÕÞÁÅÍ, ÞÔÏ ÄÌÑ�ÏÞÔÉ ËÁÖÄÏÇÏ � ∈ IN ÓÒÅÄÎÅÅ ÚÎÁÞÅÎÉÅ ÆÕÎË�ÉÉ  �Ï �ÉÌÉÎÄÒÉÞÅÓËÏÍÕ ÍÎÏÖÅ-ÓÔ×Õ Ar(k;�);k, ÓÏÄÅÒÖÁÝÅÍÕ ÔÏÞËÕ �, ÓÈÏÄÉÔÓÑ Ë  (�) �ÒÉ k → ∞. ÷ÙÂÉÒÁÑ ×ËÁÞÅÓÔ×Å � ÓÞÅÔÎÙÊ ÎÁÂÏÒ �ÉÌÉÎÄÒÏ×, �ÏÌÕÞÁÅÍ, ÞÔÏ ÄÌÑ �ÏÞÔÉ ×ÓÅÈ � ∈ INÉÍÅÅÔÓÑ ÓÈÏÄÉÍÏÓÔØ ÍÅÒ Pr(k;�);k[�℄ Ë ÍÅÒÅ �[�℄. óÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏ, ÄÌÑ �ÏÞÔÉ×ÓÅÈ � ∈ IN ÍÅÒÁ �[�℄ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÕÓÒÅÄÎÑÅÍÏÊ.âÏÌÅÅ ÔÏÇÏ, ÄÌÑ �ÏÞÔÉ ËÁÖÄÏÇÏ � ∈ IN ÍÅÒÁ �[�℄ ÏÄÎÏÚÎÁÞÎÏ ÚÁÄÁÅÔ �Ï-ÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØ ÍÅÒ Pr(k;�);k[�℄, k ≥ 0 (ËÁË �ÒÅÄÅÌÙ ÕÓÒÅÄÎÅÎÉÊ), �ÏÜÔÏÍÕÏ�ÒÅÄÅÌÑÅÔ É ×ÓÀ ÍÅÒÕ �.úÁÍÅÞÁÎÉÅ 13. åÓÌÉ � ∈ Ex(M), ÔÏ ÄÌÑ �ÏÞÔÉ ×ÓÅÈ � ∈ IN ÕÓÌÏ×ÎÙÅ ÍÅÒÙ× ÓÌÏÑÈ IZ × {�} Ñ×ÌÑÀÔÓÑ ËÒÁÊÎÉÍÉ ÔÏÞËÁÍÉ × ÍÎÏÖÅÓÔ×Å ÕÓÒÅÄÎÑÅÍÙÈ ÍÅÒÎÁ IZ.6 ÷ÙÞÉÓÌÅÎÉÅ ÍÁÓÛÔÁÂÉÒÕÀÝÅÊ �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ÷ ÜÔÏÍ �ÁÒÁÇÒÁÆÅ ÍÙ ÎÁ�ÏÍÎÉÍ Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÅ ÍÁÓÛÔÁÂÉÒÕÀÝÅÊ �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØ-ÎÏÓÔÉ ÄÅÊÓÔ×ÉÑ ÇÒÕ��Ù (× ÎÁÛÅÍ ÓÌÕÞÁÅ Z É D), Á ÔÁËÖÅ Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÅ ÍÁÓÛÔÁ-ÂÉÒÕÀÝÅÊ �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ ÆÉÌØÔÒÁ�ÉÉ. ÷ ÒÁÂÏÔÅ [18℄ ÂÙÌÉ ×ÙÞÉÓÌÅÎÙ ÍÁÓ-ÛÔÁÂÉÒÕÀÝÉÅ �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ ÄÅÊÓÔ×ÉÑ � ÇÒÕ��ÙD É ÁÄÉÞÅÓËÏÇÏ ÄÅÊÓÔ×ÉÑ28



ÇÒÕ��Ù Z ÎÁ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Å �ÕÔÅÊ T (OP) ÇÒÁÆÁ Õ�ÏÒÑÄÏÞÅÎÎÙÈ �ÁÒ OP ÓÏ Ó�Å�É-ÁÌØÎÙÍÉ ÍÅÒÁÍÉ ��. ïËÁÚÁÌÏÓØ, ÞÔÏ ËÌÁÓÓÙ ÍÁÓÛÔÁÂÉÒÕÀÝÉÈ �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØ-ÎÏÓÔÅÊ ÜÔÉÈ ÄÅÊÓÔ×ÉÊ ÓÏ×�ÁÄÁÀÔ. ÷ ÎÁÓÔÏÑÝÅÍ �ÁÒÁÇÒÁÆÅ ÍÙ �ÒÉ×ÅÄÅÍ ÅÝÅÏÄÉÎ Ó�ÏÓÏÂ ×ÙÞÉÓÌÉÔØ ÍÁÓÛÔÁÂÉÒÕÀÝÕÀ �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØ ÄÌÑ ÄÅÊÓÔ×ÉÑ �ÇÒÕ��Ù D ÎÁ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Å (T (OP); ��). ëÒÏÍÅ ÔÏÇÏ, ÍÙ ÎÁÊÄÅÍ ËÌÁÓÓ ÍÁÓ-ÛÔÁÂÉÒÕÀÝÉÈ �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔÅÊ È×ÏÓÔÏ×ÏÊ ÆÉÌØÔÒÁ�ÉÉ � = (�n)n≥0 ÎÁ �ÒÏ-ÓÔÒÁÎÓÔ×Å (T (OP); ��) É �ÏËÁÖÅÍ, ÞÔÏ ÏÎ ÓÏ×�ÁÄÁÅÔ Ó Ï�ÉÓÁÎÎÙÍ ÒÁÎÅÅ ËÌÁÓÓÏÍÍÁÓÛÔÁÂÉÒÕÀÝÉÈ �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔÅÊ ÄÅÊÓÔ×ÉÊ.6.1 îÁ�ÏÍÉÎÁÎÉÅ Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÊ É Ó×ÏÊÓÔ×îÁ�ÏÍÎÉÍ ÎÅÏÂÈÏÄÉÍÕÀ ÞÁÓÔØ ÔÅÏÒÉÉ ÄÏ�ÕÓÔÉÍÙÈ ÍÅÔÒÉË (ÓÍ., ÎÁ�ÒÉÍÅÒ, ÒÁ-ÂÏÔÙ [7, 8, 10, 28, 29, 15, 18℄).6.1.1 äÏ�ÕÓÔÉÍÙÅ �ÏÌÕÍÅÔÒÉËÉ É Ü�ÓÉÌÏÎ-ÜÎÔÒÏ�ÉÑï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÅ 16. ðÕÓÔØ (X;�) | �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Ï ìÅÂÅÇÁ. ðÏÌÕÍÅÔÒÉËÕ � ÎÁ X(É ÔÒÏÊËÕ (X;�; �)) ÎÁÚÙ×ÁÀÔ ÄÏ�ÕÓÔÉÍÏÊ, ÅÓÌÉ � ÉÚÍÅÒÉÍÁ ËÁË ÆÕÎË�ÉÑ Ä×ÕÈ�ÅÒÅÍÅÎÎÙÈ �Ï ÍÅÒÅ �2, É ÎÁÊÄÅÔÓÑ �ÏÄÍÎÏÖÅÓÔ×Ï �ÏÌÎÏÊ ÍÅÒÙ, ÎÁ ËÏÔÏÒÏÍ�ÏÌÕÍÅÔÒÉËÁ � ÓÅ�ÁÒÁÂÅÌØÎÁ. åÓÌÉ � Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÍÅÔÒÉËÏÊ ÎÁ ÎÅËÏÔÏÒÏÍ �ÏÄÍÎÏ-ÖÅÓÔ×Å �ÏÌÎÏÊ ÍÅÒÙ, ÔÏ ÏÎÁ ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÄÏ�ÕÓÔÉÍÏÊ ÍÅÔÒÉËÏÊ. ëÏÎÕÓ ÄÏ�Õ-ÓÔÉÍÙÈ ÓÕÍÍÉÒÕÅÍÙÈ (�Ï ÍÅÒÅ �2) �ÏÌÕÍÅÔÒÉË ÎÁ (X;�) ÏÂÏÚÎÁÞÁÅÔÓÑ ÓÉÍ×Ï-ÌÏÍ Adm(X;�).äÌÑ ÒÁÂÏÔÙ Ó ÄÏ�ÕÓÔÉÍÙÍÉ �ÏÌÕÍÅÔÒÉËÁÍÉ ÏËÁÚÁÌÏÓØ ÕÄÏÂÎÁ ÓÌÅÄÕÀÝÁÑÎÏÒÍÁ ÎÁ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Å ÆÕÎË�ÉÊ Ä×ÕÈ �ÅÒÅÍÅÎÎÙÈ, ËÏÔÏÒÁÑ ÂÙÌÁ ÎÁÚ×ÁÎÁ m-ÎÏÒÍÏÊ (ÓÍ. [29℄).ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÅ 17. äÌÑ f ∈ L1(X2; �2) �ÏÌÏÖÉÍ
‖f‖m = inf{‖�‖L1(X2;�2) : |f | ≤ � �2 − �.×.;ÇÄÅ � | ÉÚÍÅÒÉÍÁÑ �ÏÌÕÍÅÔÒÉËÁ ÎÁ (X;�)}:ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÅ 18. ðÕÓÔØ � | ÉÚÍÅÒÉÍÁÑ (ËÁË ÆÕÎË�ÉÑ Ä×ÕÈ �ÅÒÅÍÅÎÎÙÈ) �Ï-ÌÕÍÅÔÒÉËÁ ÎÁ (X;�), �ÕÓÔØ " > 0. ü�ÓÉÌÏÎ-ÜÎÔÒÏ�ÉÅÊ ÔÒÏÊËÉ (X;�; �) ÎÁ-ÚÏ×ÅÍ ÞÉÓÌÏ H"(X;�; �), ËÏÔÏÒÏÅ Ï�ÒÅÄÅÌÑÅÔÓÑ ËÁË Ä×ÏÉÞÎÙÊ ÌÏÇÁÒÉÆÍ ÎÁÉ-ÍÅÎØÛÅÇÏ ÎÁÔÕÒÁÌØÎÏÇÏ ÞÉÓÌÁ k, ÄÌÑ ËÏÔÏÒÏÇÏ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Ï X ÍÏÖÎÏ ÒÁÚÂÉÔØÎÁ ÔÁËÉÅ ÉÚÍÅÒÉÍÙÅ ÍÎÏÖÅÓÔ×Á X0; : : : ;Xk, ÞÔÏ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï X0 ÉÍÅÅÔ ÍÁÌÕÀÍÅÒÕ, �(X0) < ", Á ÍÎÏÖÅÓÔ×Á Xj , 1 ≤ j ≤ k, ÉÍÅÀÔ ÄÉÁÍÅÔÒ × �ÏÌÕÍÅÔÒÉËÅ �ÍÅÎØÛÅ ". åÓÌÉ ÔÁËÏÇÏ ÎÁÔÕÒÁÌØÎÏÇÏ k ÎÅ ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ, ÔÏ H"(X;�; �) = +∞.úÁÍÅÞÁÎÉÅ 14. éÚÍÅÒÉÍÁÑ �ÏÌÕÍÅÔÒÉËÁ � ÎÁ (X;�) Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÄÏ�ÕÓÔÉÍÏÊ ÔÏÇÄÁÉ ÔÏÌØËÏ ÔÏÇÄÁ, ËÏÇÄÁ H"(X;�; �) < +∞ ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ " > 0.ìÅÍÍÁ 10 (ÓÍ. [29, 17℄). ü�ÓÉÌÏÎ-ÜÎÔÒÏ�ÉÑ ÕÄÏ×ÌÅÔ×ÏÒÑÅÔ ÓÌÅÄÕÀÝÉÍ Ó×ÏÊ-ÓÔ×ÁÍ: 29



1. Ü�ÓÉÌÏÎ-ÜÎÔÒÏ�ÉÑ H"(X;�; �) ÕÂÙ×ÁÅÔ �Ï " É ×ÏÚÒÁÓÔÁÅÔ �Ï �ÏÌÕÍÅÔÒÉËÅ �;2. ÅÓÌÉ � ∈ Adm(X;�) É ∫X2 �d�2 < "2=2, ÔÏ H"(X;�; �) = 0;3. ÅÓÌÉ �; �1; �2 ∈ Adm(X;�), É � ≤ �1 + �2 �2-�.×., ÔÏ
H4"(X;�; �) ≤ H"(X;�; �1) +H"(X;�; �2):4. ÅÓÌÉ �1; �2 ∈ Adm(X;�) É ‖�1 − �2‖m < "2=32, ÔÏ

H"(X;�; �1) ≤ H"=4(X;�; �2):6.1.2 íÁÓÛÔÁÂÉÒÕÀÝÁÑ �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØ ÓÏÈÒÁÎÑÀÝÅÇÏ ÍÅÒÕ �ÒÅ-ÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÑï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÅ 19. ðÕÓÔØ (X;�) | �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Ï ìÅÂÅÇÁ. ðÕÓÔØ T | ÓÏÈÒÁ-ÎÑÀÝÅÅ ÍÅÒÕ �ÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÅ ÎÁ (X;�). ðÕÓÔØ � |- ÉÚÍÅÒÉÍÁÑ �ÏÌÕÍÅÔÒÉËÁÎÁ (X;�). õÓÒÅÄÎÅÎÉÅÍ �ÏÌÕÍÅÔÒÉËÉ � �ÏÄ ÄÅÊÓÔ×ÉÅÍ T ÚÁ n ÛÁÇÏ×, n ≥ 1,ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ �ÏÌÕÍÅÔÒÉËÁ T nav� = 1n n−1
∑j=0 T j�:÷ ÄÁÌØÎÅÊÛÅÍ ÍÙ ÂÕÄÅÍ ÉÓ�ÏÌØÚÏ×ÁÔØ ÓÉÍ×ÏÌ ≍ ÄÌÑ Ä×ÕÈ �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏ-ÓÔÅÊ �ÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÙÈ ÞÉÓÅÌ, ÏÇÒÁÎÉÞÉ×ÁÀÝÉÈ ÄÒÕÇ ÄÒÕÇÁ Ó ÎÅËÏÔÏÒÏÊ ËÏÎÓÔÁÎ-ÔÏÊ: an ≍ bn ⇐⇒ 0 < lim infn→∞

anbn ≤ lim supn→∞

anbn <∞:ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÅ 20. ðÕÓÔØ T | ÓÏÈÒÁÎÑÀÝÅÅ ÍÅÒÕ �ÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÅ �ÒÏÓÔÒÁÎ-ÓÔ×Á ìÅÂÅÇÁ (X;�). ðÕÓÔØ � | ÄÏ�ÕÓÔÉÍÁÑ �ÏÌÕÍÅÔÒÉËÁ ÎÁ (X;�). ðÏÓÌÅÄÏ×Á-ÔÅÌØÎÏÓÔØ h = (hn)n≥1 �ÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÙÈ ÞÉÓÅÌ ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÍÁÓÛÔÁÂÉÒÕÀÝÅÊ ÄÌÑ�ÏÌÕÍÅÔÒÉËÉ �, ÅÓÌÉ ÄÌÑ ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÍÁÌÏÇÏ " > 0 ×Ù�ÏÌÎÅÎÏ ÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÅ
H"(X;�; T nav�) ≍ hn; n→∞:ëÌÁÓÓ ×ÓÅÈ ÍÁÓÛÔÁÂÉÒÕÀÝÉÈ �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔÅÊ ÄÌÑ �ÏÌÕÍÅÔÒÉËÉ � ÏÂÏÚÎÁ-ÞÁÅÔÓÑ ÓÉÍ×ÏÌÏÍ H(X;�; T; �).÷ ÒÁÂÏÔÅ [17℄ (ÓÍ. ÔÁËÖÅ ËÒÁÔËÏÅ ÓÏÏÂÝÅÎÉÅ [16℄) ÂÙÌÁ ÄÏËÁÚÁÎÁ ÓÆÏÒÍÕ-ÌÉÒÏ×ÁÎÎÁÑ á. í. ÷ÅÒÛÉËÏÍ ÇÉ�ÏÔÅÚÁ Ï ÔÏÍ, ÞÔÏ ÍÁÓÛÔÁÂÉÒÕÀÝÁÑ �ÏÓÌÅÄÏ×Á-ÔÅÌØÎÏÓÔØ ÎÅ ÚÁ×ÉÓÉÔ ÏÔ �ÏÌÕÍÅÔÒÉËÉ � × ÛÉÒÏËÏÍ ËÌÁÓÓÅ �ÏÌÕÍÅÔÒÉË.ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÅ 21. ðÏÌÕÍÅÔÒÉËÁ � ÎÁ (X;�) ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ (Ä×ÕÓÔÏÒÏÎÎÅÊ) �ÏÒÏ-ÖÄÁÀÝÅÊ ÄÌÑ �ÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÑ T , ÅÓÌÉ ÎÁÊÄÅÔÓÑ ÔÁËÏÅ �ÏÄÍÎÏÖÅÓÔ×Ï X0 ⊂ X�ÏÌÎÏÊ ÍÅÒÙ, ÞÔÏ ÄÌÑ ÌÀÂÙÈ ÒÁÚÌÉÞÎÙÈ ÔÏÞÅË x; y ∈ X0 ÎÁÊÄÅÔÓÑ ÔÁËÏÅ n ∈ Z,ÞÔÏ �(T nx; T ny) > 0.ïÞÅ×ÉÄÎÏ, ÞÔÏ ÉÚÍÅÒÉÍÁÑ ÍÅÔÒÉËÁ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ �ÏÒÏÖÄÁÀÝÅÊ �ÏÌÕÍÅÔÒÉËÏÊ.30



�ÅÏÒÅÍÁ 5 (ÓÍ. [17℄). ðÕÓÔØ �1; �2 ∈ Adm(X;�) | �ÏÒÏÖÄÁÀÝÉÅ ÄÌÑ ÓÏÈÒÁ-ÎÑÀÝÅÇÏ ÍÅÒÕ �ÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÑ T . �ÏÇÄÁ H(X;�; T; �1) = H(X;�; T; �2).äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï ÜÔÏÊ ÔÅÏÒÅÍÙ ÏÓÎÏ×ÁÎÏ ÎÁ ÓÌÅÄÕÀÝÅÊ ÌÅÍÍÅ.ìÅÍÍÁ 11. ðÕÓÔØ �1; �2 ∈ Adm(X;�) | Ä×Å ÄÏ�ÕÓÔÉÍÙÅ ÍÅÔÒÉËÉ. �ÏÇÄÁÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ " > 0 ÎÁÊÄÅÔÓÑ ÔÁËÏÅ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï X0 ⊂ X, ÞÔÏ �(X0) > 1 − ", É�ÏÌÕÍÅÔÒÉËÉ �1 É �2 ÚÁÄÁÀÔ ÏÄÎÕ É ÔÕ ÖÅ ÔÏ�ÏÌÏÇÉÀ ÎÁ X0.�ÅÏÒÅÍÁ 5 ÏÚÎÁÞÁÅÔ, ÞÔÏ ËÌÁÓÓ ÍÁÓÛÔÁÂÉÒÕÀÝÉÈ �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔÅÊ Ñ×ÌÑ-ÅÔÓÑ ÈÁÒÁËÔÅÒÉÓÔÉËÏÊ �ÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÑ T .ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÅ 22. ðÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØ h ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÍÁÓÛÔÁÂÉÒÕÀÝÅÊ ÜÎÔÒÏ-�ÉÊÎÏÊ �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØÀ ÓÏÈÒÁÎÑÀÝÅÇÏ ÍÅÒÕ �ÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÑ T �ÒÏÓÔÒÁÎ-ÓÔ×Á ìÅÂÅÇÁ (X;�), ÅÓÌÉ h ∈ H(X;�; T; �) ÄÌÑ ÎÅËÏÔÏÒÏÊ (Á ÔÏÇÄÁ É ÌÀÂÏÊ) �ÏÒÏ-ÖÄÁÀÝÅÊ �ÏÌÕÍÅÔÒÉËÉ � ∈ Adm(X;�). ëÌÁÓÓ ÍÁÓÛÔÁÂÉÒÕÀÝÉÈ ÜÎÔÒÏ�ÉÊÎÙÈ�ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔÅÊ �ÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÑ T ÏÂÏÚÎÁÞÁÅÔÓÑ ÓÉÍ×ÏÌÏÍ H(X;�; T ).ïÞÅ×ÉÄÎÏ, ËÌÁÓÓ ÍÁÓÛÔÁÂÉÒÕÀÝÉÈ ÜÎÔÒÏ�ÉÊÎÙÈ �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔÅÊ Ñ×ÌÑ-ÅÔÓÑ ÍÅÔÒÉÞÅÓËÉÍ ÉÎ×ÁÒÉÁÎÔÏÍ.÷ ÒÁÂÏÔÅ [19℄ ÂÙÌÏ �ÏËÁÚÁÎÏ, ÞÔÏ, ÅÓÌÉ ËÌÁÓÓ ÍÁÓÛÔÁÂÉÒÕÀÝÉÈ �ÏÓÌÅÄÏ×Á-ÔÅÌØÎÏÓÔÅÊ ÎÅ �ÕÓÔ, ÔÏ × ÎÅÍ ÓÏÄÅÒÖÉÔÓÑ ×ÏÚÒÁÓÔÁÀÝÁÑ ÓÕÂÁÄÄÉÔÉ×ÎÁÑ �ÏÓÌÅ-ÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØ. ÷ ÒÁÂÏÔÅ [18℄ ÂÙÌÏ �ÏËÁÚÁÎÏ, ÞÔÏ ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ÄÉÎÁÍÉÞÅÓËÁÑ ÓÉ-ÓÔÅÍÁ Ó ÎÁ�ÅÒÅÄ ÚÁÄÁÎÎÏÊ ÍÁÓÛÔÁÂÉÒÕÀÝÅÊ ÜÎÔÒÏ�ÉÊÎÏÊ �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØÀ,ÅÓÌÉ ÜÔÁ �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØ ÓÕÂÁÄÄÉÔÉ×ÎÁ É ×ÏÚÒÁÓÔÁÅÔ. �ÅÍ ÓÁÍÙÍ ÂÙÌÁ ÄÁÎÁÈÁÒÁËÔÅÒÉÓÔÉËÁ ×ÓÅ×ÏÚÍÏÖÎÙÈ ÍÁÓÛÔÁÂÉÒÕÀÝÉÈ ÜÎÔÒÏ�ÉÊÎÙÈ �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØ-ÎÏÓÔÅÊ ÓÏÈÒÁÎÑÀÝÉÈ ÍÅÒÕ �ÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÊ. ðÒÉÍÅÒÁÍÉ ÄÉÎÁÍÉÞÅÓËÉÈ ÓÉÓÔÅÍ ÓÚÁÄÁÎÎÙÍ ÒÏÓÔÏÍ ÍÁÓÛÔÁÂÉÒÕÀÝÉÈ �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔÅÊ �ÏÓÌÕÖÉÌÏ ÁÄÉÞÅÓËÏÅ�ÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÅ A �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Á T (OP) �ÕÔÅÊ ÇÒÁÆÁ OP Õ�ÏÒÑÄÏÞÅÎÎÙÈ �ÁÒ ÓÍÅÒÁÍÉ �� ÄÌÑ ÒÁÚÌÉÞÎÙÈ �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔÅÊ �. á ÉÍÅÎÎÏ, ÂÙÌÏ ÄÏËÁÚÁÎÁÓÌÅÄÕÀÝÁÑ ÔÅÏÒÅÍÁ.�ÅÏÒÅÍÁ 6 (ÓÍ. [18℄). ðÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØ hn = 2∑n−1i=0 �i , n ≥ 1, Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÍÁÓ-ÛÔÁÂÉÒÕÀÝÅÊ �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØÀ ÁÄÉÞÅÓËÏÇÏ �ÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÑ A �ÒÏÓÔÒÁÎ-ÓÔ×Á (T (OP); ��).6.1.3 íÁÓÛÔÁÂÉÒÕÀÝÁÑ �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØ ÄÅÊÓÔ×ÉÑ ÇÒÕ��ÙðÏ ÁÎÁÌÏÇÉÉ Ó Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÅÍ ÄÌÑ ÏÄÎÏÇÏ ÓÏÈÒÁÎÑÀÝÅÇÏ ÍÅÒÕ �ÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÑ,ÍÏÖÎÏ ××ÅÓÔÉ Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÅ ÍÁÓÛÔÁÂÉÒÕÀÝÅÊ �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ ÄÅÊÓÔ×ÉÑ ÇÒÕ�-�Ù. äÌÑ ÜÔÏÇÏ ÎÅÏÂÈÏÄÉÍÏ, ÞÔÏÂÙ × ÇÒÕ��Å ÂÙÌÏ ×ÙÄÅÌÅÎÏ ÏÓÎÁÝÅÎÉÅ | ÎÅËÏ-ÔÏÒÏÅ ÓÅÍÅÊÓÔ×Ï �ÏÄÍÎÏÖÅÓÔ× Gn, n ∈ N, �Ï ËÏÔÏÒÙÍ �ÒÏÉÓÈÏÄÉÔ ÕÓÒÅÄÎÅÎÉÅ.ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÅ 23. ðÕÓÔØ G| ÎÅËÏÔÏÒÁÑ ÇÒÕ��Á Á×ÔÏÍÏÒÆÉÚÍÏ× �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×ÁìÅÂÅÇÁ (X;�) Ó ÏÓÎÁÝÅÎÉÅÍ Gn ⊂ G, n ≥ 1. ðÕÓÔØ �| ÄÏ�ÕÓÔÉÍÁÑ �ÏÌÕÍÅÔÒÉËÁÎÁ (X;�). ðÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØ h = (hn)n≥1 �ÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÙÈ ÞÉÓÅÌ ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ31



ÍÁÓÛÔÁÂÉÒÕÀÝÅÊ ÄÌÑ �ÏÌÕÍÅÔÒÉËÉ �, ÅÓÌÉ ÄÌÑ ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÍÁÌÏÇÏ " > 0 ×Ù-�ÏÌÎÅÎÏ ÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÅ
H"(X;�; TGnav �) ≍ hn; n→∞;ÇÄÅ TGnav � = 1

|Gn| ∑g∈Gn �(g ·) | ÕÓÒÅÄÎÅÎÉÅ �ÏÌÕÍÅÔÒÉËÉ � �Ï ÓÄ×ÉÇÁÍ ÉÚ Gn.ëÌÁÓÓ ×ÓÅÈ ÍÁÓÛÔÁÂÉÒÕÀÝÉÈ �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔÅÊ ÄÌÑ �ÏÌÕÍÅÔÒÉËÉ � ÏÔÎÏ-ÓÉÔÅÌØÎÏ ÄÅÊÓÔ×ÉÑ ÇÒÕ��Ù G ÏÂÏÚÎÁÞÁÅÔÓÑ ÓÉÍ×ÏÌÏÍ H(X;�;G; �).ëÁË É × ÓÌÕÞÁÅ ÏÄÎÏÇÏ �ÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÑ, ÍÁÓÛÔÁÂÉÒÕÀÝÁÑ �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØ-ÎÏÓÔØ ÄÅÊÓÔ×ÉÑ ÏÓÎÁÝÅÎÎÏÊ ÇÒÕ��Ù G ÎÅ ÚÁ×ÉÓÉÔ ÏÔ ×ÙÂÏÒÁ ÉÓÈÏÄÎÏÊ ÍÅÔÒÉËÉ.�ÅÏÒÅÍÁ 7 (ÓÍ. [18℄). åÓÌÉ �1; �2 ∈ Adm(X;�) | ÍÅÔÒÉËÉ, ÔÏ
H(X;�;G; �1) = H(X;�;G; �2):äÌÑ ÔÏÇÏ, ÞÔÏÂÙ ÚÁÍÅÎÉÔØ × �ÏÓÌÅÄÎÅÊ ÔÅÏÒÅÍÅ ÍÅÔÒÉËÉ ÎÁ �ÏÒÏÖÄÁÀÝÉÅ�ÏÌÕÍÅÔÒÉËÉ, ÎÅÏÂÈÏÄÉÍÏ ÎÁËÌÁÄÙ×ÁÔØ Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÎÙÅ ÕÓÌÏ×ÉÑ ÎÁ �ÏÓÌÅÄÏ×Á-ÔÅÌØÎÏÓÔØ ÍÎÏÖÅÓÔ× Gn (ÓÍ. ÒÁÂÏÔÕ [18℄). ëÁË É × ÓÌÕÞÁÅ ÏÄÎÏÇÏ �ÒÅÏÂÒÁ-ÚÏ×ÁÎÉÑ, ××ÏÄÉÔÓÑ �ÏÎÑÔÉÅ ÍÁÓÛÔÁÂÉÒÕÀÝÅÊ �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ ÄÅÊÓÔ×ÉÑÏÓÎÁÝÅÎÎÏÊ ÇÒÕ��Ù | ÜÔÏ ÍÁÓÛÔÁÂÉÒÕÀÝÁÑ �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØ �ÒÏÉÚ×ÏÌØÎÏÊÄÏ�ÕÓÔÉÍÏÊ ÍÅÔÒÉËÉ. ëÌÁÓÓ ÔÁËÉÈ �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔÅÊ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÍÅÔÒÉÞÅÓËÉÍÉÎ×ÁÒÉÁÎÔÏÍ ÄÅÊÓÔ×ÉÑ ÏÓÎÁÝÅÎÎÏÊ ÇÒÕ��ÙG, ÏÂÏÚÎÁÞÁÅÔÓÑ ÓÉÍ×ÏÌÏÍH(X;�;G).óÌÅÄÕÀÝÅÅ ÕÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÅ �ÏÚ×ÏÌÑÅÔ �ÒÏ×ÅÒÑÔØ, ÞÔÏ ÎÅËÏÔÏÒÁÑ �ÏÓÌÅÄÏ×Á-ÔÅÌØÎÏÓÔØ ÞÉÓÅÌ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÍÁÓÛÔÁÂÉÒÕÀÝÅÊ, ÔÅÓÔÉÒÕÑ ÜÔÏ ÎÁ �ÏÄÈÏÄÑÝÅÊ �Ï-ÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ �ÏÌÕÍÅÔÒÉË, ÎÅ ÏÂÑÚÁÔÅÌØÎÏ �ÏÒÏÖÄÁÀÝÉÈ.ìÅÍÍÁ 12. ðÕÓÔØ �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØ �ÏÌÕÍÅÔÒÉË �k ∈ Adm(X;�), k ≥ 1,× ÓÏ×ÏËÕ�ÎÏÓÔÉ ÒÁÚÄÅÌÑÅÔ ÔÏÞËÉ ÎÅËÏÔÏÒÏÇÏ �ÏÄÍÎÏÖÅÓÔ×Á �ÏÌÎÏÊ ÍÅÒÙ.ðÕÓÔØ �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØ h �ÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÙÈ ÞÉÓÅÌ ÔÁËÏ×Á, ÞÔÏ h ∈ H(X;�;G; �k),k ≥ 1. �ÏÇÄÁ h ∈ H(X;�;G).Proof. íÏÖÎÏ ×ÙÂÒÁÔØ �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØ ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÍÁÌÙÈ �ÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÙÈÞÉÓÅÌ 
k, k ≥ 1, ÔÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ÞÔÏ ÆÕÎË�ÉÑ � = ∑ 
k�k ÂÕÄÅÔ ÌÅÖÁÔØ ×Adm(X;�).ðÒÉ ÜÔÏÍ � ÂÕÄÅÔ ÄÏ�ÕÓÔÉÍÏÊ ÍÅÔÒÉËÏÊ. ÷ÏÓ�ÏÌØÚÏ×Á×ÛÉÓØ ÌÅÍÍÏÊ 10, ÌÅÇËÏ�ÏÎÑÔØ, ÞÔÏ h ∈ H(X;�;G; �), �ÏÜÔÏÍÕ h ∈ H(X;�;G).6.1.4 íÁÓÛÔÁÂÉÒÕÀÝÁÑ �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØ ÆÉÌØÔÒÁ�ÉÉõ�ÏÍÉÎÁÎÉÅ Ï �ÏÎÑÔÉÉ ÍÁÓÛÔÁÂÉÒÏ×ÁÎÎÏÊ ÜÎÔÒÏ�ÉÉ ÆÉÌØÔÒÁ�ÉÉ ÍÏÖÎÏ ÎÁÊÔÉÅÝÅ × ÒÁÂÏÔÁÈ [1, 2℄, Á ÔÁËÖÅ × ÄÏËÔÏÒÓËÏÊ ÄÉÓÓÅÒÔÁ�ÉÉ �ÅÒ×ÏÇÏ Á×ÔÏÒÁ (ÓÍ.ÔÁËÖÅ [5, 7, 9, 10℄). îÁ�ÏÍÎÉÍ ÏÄÎÏ ÉÚ ×ÏÚÍÏÖÎÙÈ Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÊ ÍÁÓÛÔÁÂÉÒÕÀ-ÝÅÊ �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ ÆÉÌØÔÒÁ�ÉÉ.ðÕÓÔØ & = (&n)n≥0 |ÄÉÁÄÉÞÅÓËÁÑ ÆÉÌØÔÒÁ�ÉÑ ÎÁ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Å ìÅÂÅÇÁ (X;�),ÇÄÅ &0 | ÒÁÚÂÉÅÎÉÅ ÎÁ ÔÏÞËÉ. îÁ ËÁÖÄÏÍ ÜÌÅÍÅÎÔÅ ÒÁÚÂÉÅÎÉÑ &n, n ≥ 0, ÅÓÔÅ-ÓÔ×ÅÎÎÙÍ ÏÂÒÁÚÏÍ ÚÁÄÁÎÁ ÄÉÁÄÉÞÅÓËÁÑ ÉÅÒÁÒÈÉÑ | ÏÎ ÓÏÓÔÏÉÔ ÉÚ Ä×ÕÈ ÜÌÅÍÅÎ-ÔÏ× ÒÁÚÂÉÅÎÉÑ &n−1, ËÁÖÄÙÊ ÉÚ ËÏÔÏÒÙÈ ÔÏÖÅ ÓÏÓÔÏÉÔ ÉÚ Ä×ÕÈ ÜÌÅÍÅÎÔÏ× ÒÁÚ-ÂÉÅÎÉÑ &n−2, É ÔÁË ÄÁÌÅÅ, ÄÏ ÒÁÚÂÉÅÎÉÑ ÎÁ ÔÏÞËÉ. îÁ ÔÏÞËÁÈ ËÁÖÄÏÇÏ ÜÌÅÍÅÎÔÁ32



ÒÁÚÂÉÅÎÉÑ &n, ÓÏÈÒÁÎÑÑ ÉÅÒÁÒÈÉÀ (ÔÏ ÅÓÔØ ÓÏÈÒÁÎÑÑ ÜÌÅÍÅÎÔÙ �ÒÅÄÙÄÕÝÉÈ ÒÁÚ-ÂÉÅÎÉÊ), ÄÅÊÓÔ×ÕÅÔ ÇÒÕ��Á Tn Á×ÔÏÍÏÒÆÉÚÍÏ× Ä×ÏÉÞÎÏÇÏ ÄÅÒÅ×Á ×ÙÓÏÔÙ n (×ÎÅÍ n+ 1 ÜÔÁÖ ×ÅÒÛÉÎ É n ÜÔÁÖÅÊ ÒÅÂÅÒ).ðÕÓÔØ � | ÎÅËÏÔÏÒÁÑ �ÏÌÕÍÅÔÒÉËÁ ÎÁ (X;�). äÌÑ ËÁÖÄÏÇÏ n ≥ 0 ÓÌÅÄÕÀ-ÝÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ ÓÔÒÏÉÔÓÑ �ÏÌÕÍÅÔÒÉËÁ Kn = Kn[�℄ ÎÁ ÍÎÏÖÅÓÔ×Å ÜÌÅÍÅÎÔÏ× ÒÁÚ-ÂÉÅÎÉÑ &n. ðÕÓÔØ 
1; 
2 | Ä×Á ÜÌÅÍÅÎÔÁ ÒÁÚÂÉÅÎÉÑ &n, 
i = {xi;j : j = 1; : : : ; 2n},i = 1; 2. ðÏÌÏÖÉÍ
Kn[�℄(
1; 
2) = infS∈Tn 12n 2n

∑j=1 �(x1;j ; Sx2;j): (22)ïÔÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØ �ÏÌÕÍÅÔÒÉË Kn[�℄, n ≥ 0, ÍÏÖÅÔ ÂÙÔØ �Ï-ÓÔÒÏÅÎÁ ÉÔÅÒÁÔÉ×ÎÏ ÓÌÅÄÕÀÝÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ. ðÕÓÔØ K0[�℄ = � | �ÏÌÕÍÅÔÒÉËÁÎÁ X = X=&0. äÌÑ n ≥ 0 ËÁÖÄÁÑ ÔÏÞËÁ ÍÎÏÖÅÓÔ×Á X=&n+1 ÅÓÔØ ÎÅÕ�ÏÒÑÄÏÞÅÎ-ÎÁÑ �ÁÒÁ ÔÏÞÅË ÉÚ X=&n, ÅÊ ÍÏÖÎÏ ÓÏ�ÏÓÔÁ×ÉÔØ �ÏÌÕÓÕÍÍÕ ÄÅÌØÔÁ ÍÅÒ × ÜÔÉÈÔÏÞËÁÈ. �ÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï X=&n+1 ×ËÌÁÄÙ×ÁÅÔÓÑ × �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Ï ÍÅÒÎÁ X=&n. îÁ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Å ÍÅÒ ÎÁ ÍÅÔÒÉÞÅÓËÏÍ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Å (X=&n;Kn[�℄) ÉÍÅ-ÅÔÓÑ ÍÅÔÒÉËÁ ëÁÎÔÏÒÏ×ÉÞÁ. éÍÅÎÎÏ ÏÎÁ É ÚÁÄÁÅÔ ÍÅÔÒÉËÕ Kn+1[�℄ ÎÁ X=&n+1.ïÔÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ �ÏÌÕÍÅÔÒÉËÕ Kn[�℄, Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÎÕÀ ÎÁ ÆÁËÔÏÒ-�ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Å(X=&n; �=&n), ÍÏÖÎÏ �ÏÎÉÍÁÔØ É ËÁË �ÏÌÕÍÅÔÒÉËÕ ÎÁ ÉÓÈÏÄÎÏÍ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Å (X;�)(ÎÕÖÎÏ ×ÓÅÇÏ ÌÉÛØ ×ÚÑÔØ ÅÅ ËÏÍ�ÏÚÉ�ÉÀ Ó ÆÁËÔÏÒ-ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅÍ). ðÒÉ ÜÔÏÍ�ÏÌÕÞÅÎÎÙÅ �ÏÌÕÍÅÔÒÉÞÅÓËÉÅ ÔÒÏÊËÉ ÉÚÏÍÏÒÆÎÙ | ÓÏÈÒÁÎÑÀÝÉÍ ÍÅÒÕ É �Ï-ÌÕÍÅÔÒÉËÕ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅÍ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÆÁËÔÏÒ-ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ.ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÅ 24. ðÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØ �ÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÙÈ ÞÉÓÅÌ hn, n ≥ 1, ÎÁÚÙ-×ÁÅÔÓÑ ÍÁÓÛÔÁÂÉÒÕÀÝÅÊ ÄÌÑ �ÏÌÕÍÅÔÒÉËÉ � É ÄÉÁÄÉÞÅÓËÏÊ ÆÉÌØÔÒÁ�ÉÉ & =(&n)n≥0 �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Á (X;�), ÅÓÌÉ ÄÌÑ ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÍÁÌÏÇÏ " > 0 ×Ù�ÏÌÎÅÎÏ ÁÓÉÍ-�ÔÏÔÉÞÅÓËÏÅ ÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÅ
H"(X=&n; �=&n;Kn[�℄) ≍ hn; n→∞:ëÌÁÓÓ ÍÁÓÛÔÁÂÉÒÕÀÝÉÈ �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔÅÊ ÄÌÑ �ÏÌÕÍÅÔÒÉËÉ � É ÆÉÌØ-ÔÒÁ�ÉÉ & ÏÂÏÚÎÁÞÉÍ ÓÉÍ×ÏÌÏÍ H(X;�; &; �).ëÁË É × ÓÌÕÞÁÅ ÜÎÔÒÏ�ÉÉ ÄÅÊÓÔ×ÉÑ, ÏËÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ, ÞÔÏ ËÌÁÓÓ ÍÁÓÛÔÁÂÉÒÕÀ-ÝÉÈ �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔÅÊ ÎÅ ÚÁ×ÉÓÉÔ ÏÔ ÍÅÔÒÉËÉ.�ÅÏÒÅÍÁ 8. ðÕÓÔØ & = (&n)n≥0 | ÄÉÁÄÉÞÅÓËÁÑ ÆÉÌØÔÒÁ�ÉÑ ÎÁ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×ÅìÅÂÅÇÁ (X;�), Á �1; �2 ∈ Adm(X;�) | Ä×Å ÍÅÔÒÉËÉ ÎÁ ÎÅÍ. �ÏÇÄÁ
H(X;�; &; �1) = H(X;�; &; �2)üÔÁ ÔÅÏÒÅÍÁ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÏÓÎÏ×ÁÎÉÅÍ ÄÌÑ ÓÌÅÄÕÀÝÅÇÏ Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÑ.ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÅ 25. ðÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØ �ÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÙÈ ÞÉÓÅÌ hn, n ≥ 1, ÎÁÚÙ-×ÁÅÔÓÑ ÍÁÓÛÔÁÂÉÒÕÀÝÅÊ �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØÀ ÄÉÁÄÉÞÅÓËÏÊ ÆÉÌØÔÒÁ�ÉÉ & =(&n)n≥0 �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Á (X;�), ÅÓÌÉ ÏÎÁ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÍÁÓÛÔÁÂÉÒÕÀÝÅÊ ÄÌÑ ÎÅËÏÔÏÒÏÊ(Á ÔÏÇÄÁ É ÌÀÂÏÊ ÄÒÕÇÏÊ) ÓÕÍÍÉÒÕÅÍÏÊ ÄÏ�ÕÓÔÉÍÏÊ ÍÅÔÒÉËÉ � ÎÁ �ÒÏÓÔÒÁÎ-ÓÔ×Å (X;�). 33



6.2 îÅÚÁ×ÉÓÉÍÏÓÔØ ÍÁÓÛÔÁÂÉÒÕÀÝÅÊ �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ ÆÉÌØ-ÔÒÁ�ÉÉ ÏÔ ÍÅÔÒÉËÉ÷ ÜÔÏÍ �ÕÎËÔÅ ÍÙ �ÒÉ×ÅÄÅÍ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï ÔÅÏÒÅÍÙ 8, ÏÓÎÏ×ÁÎÎÏÅ ÎÁ ÔÅÏÒÉÉÄÏ�ÕÓÔÉÍÙÈ �ÏÌÕÍÅÔÒÉË. óÌÅÄÕÀÝÁÑ ÌÅÍÍÁ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ËÌÀÞÅ×ÏÊ × ÎÁÛÅÍ ÄÏËÁ-ÚÁÔÅÌØÓÔ×Å.ìÅÍÍÁ 13. ðÕÓÔØ & = (&n)n≥0 | ÄÉÁÄÉÞÅÓËÁÑ ÆÉÌØÔÒÁ�ÉÑ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Á ìÅ-ÂÅÇÁ (X;�). ðÕÓÔØ n ≥ 0, �1; �2 ∈ Adm(X;�). �ÏÇÄÁ
∥

∥Kn[�1℄−Kn[�2℄∥∥m ≤ 3‖�1 − �2‖m:éÎÙÍÉ ÓÌÏ×ÁÍÉ, ÉÔÅÒÁ�ÉÑ �Ï ëÁÎÔÏÒÏ×ÉÞÕ Kn Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÌÉ�ÛÉ�Å×ÙÍ × m-ÎÏÒÍÅ Ó ËÏÎÓÔÁÎÔÏÊ ìÉ�ÛÉ�Á 3.äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï ÌÅÍÍÙ 13 ÏÓÎÏ×ÁÎÏ ÎÁ ÓÌÅÄÕÀÝÅÍ ÎÁÂÌÀÄÅÎÉÉ, ×ÙÔÅËÁÀÝÅÍÎÅ�ÏÓÒÅÄÓÔ×ÅÎÎÏ ÉÚ ÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ×Á ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÁ.úÁÍÅÞÁÎÉÅ 15. ðÕÓÔØ N ≥ 1, � | �ÏÌÕÍÅÔÒÉËÁ ÎÁ ÎÅËÏÔÏÒÏÍ ÍÎÏÖÅÓÔ×Å X,�ÕÓÔØ x1; : : : ; xN ; y1; : : : ; yN ∈ X. �ÏÇÄÁ1N N
∑j=1 �(xj ; yj) ≤ 3N2 N

∑j=1 N
∑k=1 �(xj ; yk):Proof. ðÕÓÔØ k;m ∈ {0; : : : ; N − 1}. �ÏÇÄÁ ÄÌÑ ËÁÖÄÏÇÏ j, 1 ≤ j ≤ N , ÉÚ ÎÅÒÁ-×ÅÎÓÔ×Á ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÁ ÓÌÅÄÕÅÔ, ÞÔÏ�(xj ; yj) ≤ �(xj ; yj+k) + �(xj+k−m; yj+k) + �(xj+k−m; yj);ÇÄÅ ÓÕÍÍÉÒÏ×ÁÎÉÅ × ÉÎÄÅËÓÁÈ ×ÅÄÅÔÓÑ, ËÏÎÅÞÎÏ, �Ï ÍÏÄÕÌÀ N . óÕÍÍÉÒÕÑ ÜÔÏÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï �Ï ×ÓÅÍ j; k;m É �ÏÄÅÌÉ× ÒÅÚÕÌØÔÁÔ ÎÁ N3, �ÏÌÕÞÁÅÍ ÔÒÅÂÕÅÍÏÅ.äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï ÌÅÍÍÙ 13. ðÕÓÔØ N = 2n, �ÕÓÔØ 
1; 
2 | Ä×Á ÜÌÅÍÅÎÔÁ ÒÁÚÂÉÅ-ÎÉÑ &n. ðÕÓÔØ 
1 = {x1; : : : ; xN}, 
2 = {y1; : : : ; yN}. ðÕÓÔØ � | ÔÁËÁÑ ÉÚÍÅÒÉÍÁÑ�ÏÌÕÍÅÔÒÉËÁ ÎÁ (X;�), ÞÔÏ |�2 − �1| ≤ �. �ÏÇÄÁ

Kn[�2℄(
1; 
2) ≤ Kn[�1 + �℄(
1; 
2) ≤ Kn[�1℄(
1; 
2) + maxs∈SN 1N N
∑j=1 �(xj ; ys(j));ÇÄÅ ÍÁËÓÉÍÕÍ ÂÅÒÅÔÓÑ �Ï ×ÓÅÍ �ÅÒÅÓÔÁÎÏ×ËÁÍ s ÉÚ ÓÉÍÍÅÔÒÉÞÅÓËÏÊ ÇÒÕ��Ù SN .ï�ÅÎÉ×ÁÑ �ÏÓÌÅÄÎÅÅ ÓÌÁÇÁÅÍÏÅ �ÒÉ �ÏÍÏÝÉ ÚÁÍÅÞÁÎÉÑ 15, �ÏÌÕÞÁÅÍ ÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï

Kn[�2℄(
1; 
2) ≤ Kn[�1℄(
1; 
2) + 3~�(
1; 
2); ÇÄÅ ~�(
1; 
2) = 1N2 N
∑j=1 N

∑k=1 �(xj ; yk):ïÞÅ×ÉÄÎÏ, ÔÁËÖÅ ×Ù�ÏÌÎÅÎÏ É ÓÉÍÍÅÔÒÉÞÎÏÅ ÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï
Kn[�1℄(
1; 
2) ≤ Kn[�2℄(
1; 
2) + 3~�(
1; 
2):34



ïÓÔÁÌÏÓØ ÌÉÛØ ÚÁÍÅÔÉÔØ, ÞÔÏ ÔÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÎÁÑ ÆÕÎË�ÉÑ ~� Ñ×ÌÑ-ÅÔÓÑ ÉÚÍÅÒÉÍÏÊ �ÏÌÕÍÅÔÒÉËÏÊ ÎÁ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×ÅX=&n Ó ÆÁËÔÏÒ-ÍÅÒÏÊ �=&n, �ÒÉ-ÞÅÍ ‖~�‖L1(X2;�2) = ‖�‖L1(X2;�2) . óÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏ,
∥

∥Kn[�1℄−Kn[�2℄∥∥m ≤ 3‖~�‖L1(X2;�2) = 3‖�‖L1(X2;�2) :ðÅÒÅÈÏÄÑ Ë ÉÎÆÉÍÕÍÕ �Ï ×ÓÅ×ÏÚÍÏÖÎÙÍ �ÏÌÕÍÅÔÒÉËÁÍ �, ÍÁÖÏÒÉÒÕÀÝÉÍ ÍÏ-ÄÕÌØ ÒÁÚÎÏÓÔÉ |�1 − �2|, �ÏÌÕÞÁÅÍ ÔÒÅÂÕÅÍÏÅ ÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï.óÌÅÄÕÀÝÁÑ ÌÅÍÍÁ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÁÎÁÌÏÇÏÍ ÌÅÍÍÙ 9 ÒÁÂÏÔÙ [17℄.ìÅÍÍÁ 14. ðÕÓÔØ �; ~� ∈ Adm(X;�), �ÒÉÞÅÍ � | ÍÅÔÒÉËÁ. �ÏÇÄÁ ÄÌÑ ÌÀ-ÂÏÇÏ " > 0 ÎÁÊÄÕÔÓÑ ÔÁËÉÅ "1 > 0 É C1 > 0, ÞÔÏ ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ n ≥ 0 ×Ù�ÏÌÎÅÎÏÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï
H"(X;�;Kn[~�℄) ≤ C1H"1(X;�;Kn[�℄): (23)Proof. òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï M� ⊂ Adm(X;�), ÓÏÓÔÏÑÝÅÅ ÉÚ ÔÅÈ �ÏÌÕÍÅ-ÔÒÉË ~�, ÄÌÑ ËÏÔÏÒÙÈ ×Ù�ÏÌÎÅÎÏ ÚÁËÌÀÞÅÎÉÅ ÌÅÍÍÙ. îÁÛÁ �ÅÌØ | ÄÏËÁÚÁÔØ,ÞÔÏM� = Adm(X;�).ïÞÅ×ÉÄÎÏ, ÞÔÏ ÍÎÏÖÅÓÔ×ÏM� ×ÍÅÓÔÅ Ó ËÁÖÄÏÊ �ÏÌÕÍÅÔÒÉËÏÊ ÓÏÄÅÒÖÉÔ ×ÓÅ�ÏÌÕÍÅÔÒÉËÉ, ÍÁÖÏÒÉÒÕÅÍÙÅ ÅÀ, ÔÏ ÅÓÔØ ÅÓÌÉ �1 ∈M� É �2 ≤ �1, ÔÏ �2 ∈M�.ðÏËÁÖÅÍ, ÞÔÏ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï M� ÚÁÍËÎÕÔÏ × m-ÎÏÒÍÅ. äÅÊÓÔ×ÉÔÅÌØÎÏ, ÅÓÌÉ�ÏÌÕÍÅÔÒÉËÁ �1 ÌÅÖÉÔ × ÅÇÏ ÚÁÍÙËÁÎÉÉ, ÔÏ ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ " > 0 ÎÁÊÄÅÔÓÑ �ÏÌÕÍÅ-ÔÒÉËÁ �2 ∈M�, ÄÌÑ ËÏÔÏÒÏÊ ‖�1 − �2‖m < "2=96. éÚ ÌÅÍÍÙ 13 ÓÌÅÄÕÅÔ, ÞÔÏ ÄÌÑÌÀÂÏÇÏ n ≥ 0 ÉÍÅÅÔ ÍÅÓÔÏ ÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï

∥

∥Kn[�1℄−Kn[�2℄∥∥m < "2=32:óÏÇÌÁÓÎÏ ÌÅÍÍÅ 10, ×Ù�ÏÌÎÅÎÏ ÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï
H"(X;�;Kn[�1℄) ≤ H"=4(X;�;Kn[�2℄);ÏÔËÕÄÁ ÓÌÅÄÕÅÔ, ÞÔÏ �ÏÌÕÍÅÔÒÉËÁ �1 ÔÏÖÅ ÌÅÖÉÔ × ÍÎÏÖÅÓÔ×ÅM�.ðÕÓÔØ f : (X;�)→ R | ÎÅËÏÔÏÒÁÑ ÉÚÍÅÒÉÍÁÑ ÆÕÎË�ÉÑ. óÉÍ×ÏÌÏÍ d[f ℄ ÏÂÏ-ÚÎÁÞÉÍ �ÏÌÕÍÅÔÒÉËÕ, �ÏÓÔÒÏÅÎÎÕÀ �Ï ÆÕÎË�ÉÉ f ÓÌÅÄÕÀÝÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ:d[f ℄(x; y) = |f(x)− f(y)|; x; y ∈ X:÷ ÓÌÕÞÁÅ, ÅÓÌÉ ÆÕÎË�ÉÑ f Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÈÁÒÁËÔÅÒÉÓÔÉÞÅÓËÏÊ ÆÕÎË�ÉÅÊ ÎÅËÏÔÏÒÏÇÏÉÚÍÅÒÉÍÏÇÏ ÍÎÏÖÅÓÔ×Á A ⊂ X, �ÏÌÕÍÅÔÒÉËÁ d[f ℄ ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÒÁÚÒÅÚÎÏÊ (ÉÌÉ�ÒÏÓÔÏ ÒÁÚÒÅÚÏÍ).ìÅÇËÏ �ÏÎÑÔØ, ÞÔÏ, ÅÓÌÉ ÆÕÎË�ÉÑ f Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÌÉ�ÛÉ�Å×ÏÊ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ÍÅ-ÔÒÉËÉ �, ÔÏ �ÏÌÕÍÅÔÒÉËÁ d[f ℄ �ÒÉÎÁÄÌÅÖÉÔ ÍÎÏÖÅÓÔ×Õ M�. äÅÊÓÔ×ÉÔÅÌØÎÏ,ÅÓÌÉ |f(x) − f(y)| ≤ C�(x; y) ÄÌÑ ÎÅËÏÔÏÒÏÊ ËÏÎÓÔÁÎÔÙ C > 1 É ×ÓÅÈ x; y ∈ X,ÔÏ Kn[d[f ℄℄ ≤ CKn[�℄ ÄÌÑ n ≥ 0, �ÏÜÔÏÍÕ
H"(X;�;Kn[d[f ℄℄) ≤ H"=C(X;�;Kn[�℄);35



ÏÔËÕÄÁ ÓÌÅÄÕÅÔ, ÞÔÏ d[f ℄ ∈M�.îÅÔÒÕÄÎÏ �ÒÏ×ÅÒÉÔØ ÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï
|d[f1℄(x; y) − d[f2℄(x; y)| ≤ |f1(x)− f2(x)|+ |f1(y)− f2(y)|; x; y ∈ X;�ÒÉÞÅÍ ÆÕÎË�ÉÑ, ÓÔÏÑÝÁÑ × ÅÇÏ �ÒÁ×ÏÊ ÞÁÓÔÉ, Ñ×ÌÑÅÔÓÑ �ÏÌÕÍÅÔÒÉËÏÊ ÎÁ X.ïÔÓÀÄÁ ÓÌÅÄÕÅÔ ÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï

‖d[f1℄− d[f2℄‖m ≤ 2‖f1 − f2‖L1(X;�) :ðÕÓÔØ f ∈ L1(X;�). á��ÒÏËÓÉÍÉÒÕÑ ÆÕÎË�ÉÀ f ÌÉ�ÛÉ�Å×ÙÍÉ �Ï ÍÅÔÒÉËÅ �ÆÕÎË�ÉÑÍÉ × L1-ÎÏÒÍÅ, �ÒÉÍÅÎÑÑ ÚÁÍËÎÕÔÏÓÔØ ÍÎÏÖÅÓÔ×Á M�, �ÏÌÕÞÉÍ, ÞÔÏd[f ℄ ∈M�.éÚ ×ÙÛÅÓËÁÚÁÎÎÏÇÏ ÓÌÅÄÕÅÔ, ÞÔÏ × ÍÎÏÖÅÓÔ×Å M� ÓÏÄÅÒÖÁÔÓÑ ×ÓÅ �ÏÌÕÍÅ-ÔÒÉËÉ, ÍÁÖÏÒÉÒÕÅÍÙÅ ËÏÎÅÞÎÏÊ ÓÕÍÍÏÊ ÒÁÚÒÅÚÎÙÈ �ÏÌÕÍÅÔÒÉË. á ÔÁËÉÅ �Ï-ÌÕÍÅÔÒÉËÉ Á��ÒÏËÓÉÍÉÒÕÀÔ × m-ÎÏÒÍÅ ÌÀÂÕÀ ÓÕÍÍÉÒÕÅÍÕÀ ÄÏ�ÕÓÔÉÍÕÀ �Ï-ÌÕÍÅÔÒÉËÕ (ÓÍ. ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï ÌÅÍÍÙ 9 ÒÁÂÏÔÙ [17℄). �ÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ÉÚ ÚÁ-ÍËÎÕÔÏÓÔØ ÍÎÏÖÅÓÔ×Á M� × m-ÎÏÒÍÅ ÓÌÅÄÕÅÔ, ÞÔÏ M� = Adm(X;�). ìÅÍÍÁÄÏËÁÚÁÎÁ.äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï ÔÅÏÒÅÍÙ 8. ÷ ÓÉÌÕ ÓÉÍÍÅÔÒÉÉ, ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÄÏËÁÚÁÔØ ×ËÌÀÞÅ-ÎÉÅ H(X;�; &; �1) ⊂ H(X;�; &; �2). åÓÌÉ �ÅÒ×ÏÅ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï �ÕÓÔÏ, ÔÏ ÄÏËÁÚÙ×ÁÔØÎÅÞÅÇÏ. ðÕÓÔØ ÏÎÏ ÎÅ �ÕÓÔÏ, �ÕÓÔØ �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØ h = (hn)n≥0 �ÏÌÏÖÉÔÅÌØ-ÎÙÈ ÞÉÓÅÌ ÔÁËÏ×Á, ÞÔÏ h ∈ H(X;�; &; �1). ðÏËÁÖÅÍ, ÞÔÏ h ∈ H(X;�; &; �2).éÚ ÌÅÍÍÙ 14, �ÒÉÍÅÎÅÎÎÏÊ ÄÌÑ � = �1 É ~� = �2, ÏÞÅ×ÉÄÎÏ, ÞÔÏ ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ " >0 ×Ù�ÏÌÎÅÎÏ ÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÅlim supn→∞

H"(X;�;Kn[�2℄)hn < +∞:ïÓÔÁÅÔÓÑ �ÒÏ×ÅÒÉÔØ ÏÔÄÅÌÅÎÎÏÓÔØ ÏÔ ÎÕÌÑ ÎÉÖÎÅÇÏ �ÒÅÄÅÌÁ. äÌÑ ÜÔÏÇÏ ÎÕÖÎÏ�ÒÉÍÅÎÉÔØ ÌÅÍÍÕ 14, �ÏÍÅÎÑ× ÒÏÌÉ ÍÅÔÒÉË �1 É �2. á ÉÍÅÎÎÏ, ÄÌÑ � = �2É ~� = �1 ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ " > 0 ÎÁÊÄÕÔÓÑ ÔÁËÉÅ "1 > 0 É C1 > 0, ÞÔÏ
H"(X;�;Kn[�1℄) ≤ C1H"1(X;�;Kn[�2℄):åÓÌÉ �ÒÉ ÜÔÏÍ ÞÉÓÌÏ " ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÍÁÌÏ, ÔÏ0 < lim infn→∞

H"(X;�;Kn[�1℄)hn ≤ C1 lim infn→∞

H"1(X;�;Kn[�2℄)hn :óÔÁÌÏ ÂÙÔØ, ÅÓÌÉ ~" < "1, ÔÏ0 < lim infn→∞

H~"(X;�;Kn[�2℄)hn :éÔÏÇÏ, ÍÙ ÄÏËÁÚÁÌÉ, ÞÔÏ h ∈ H(X;�; &; �2). �ÅÏÒÅÍÁ ÄÏËÁÚÁÎÁ.36



óÌÅÄÕÀÝÅÅ ÚÁÍÅÞÁÎÉÅ �ÏÚ×ÏÌÑÅÔ ÎÁÈÏÄÉÔØ ÍÁÓÛÔÁÂÉÒÕÀÝÕÀ �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØ-ÎÏÓÔØ ÆÉÌØÔÒÁ�ÉÉ, �ÒÏ×ÏÄÑ ×ÙÞÉÓÌÅÎÉÑ ÄÌÑ �ÏÄÈÏÄÑÝÅÇÏ ÓÅÍÅÊÓÔ×Á �ÏÌÕÍÅ-ÔÒÉË.úÁÍÅÞÁÎÉÅ 16. ðÕÓÔØ �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØ ÓÕÍÍÉÒÕÅÍÙÈ ÄÏ�ÕÓÔÉÍÙÈ �ÏÌÕÍÅ-ÔÒÉË (�k)k≥0 ÎÅ ÕÂÙ×ÁÅÔ É × ÓÏ×ÏËÕ�ÎÏÓÔÉ ÒÁÚÄÅÌÑÅÔ ÔÏÞËÉ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Á (X;�)Ó ÔÏÞÎÏÓÔØÀ ÄÏ ÍÎÏÖÅÓÔ×Á ÍÅÒÙ ÎÏÌØ. ðÕÓÔØ & = (&n)n≥0 | ÄÉÁÄÉÞÅÓËÁÑ ÆÉÌØ-ÔÒÁ�ÉÑ ÎÁ (X;�). ðÒÅÄ�ÏÌÏÖÉÍ, ÞÔÏ ÎÅËÏÔÏÒÁÑ �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØ h = (hn)n≥0�ÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÙÈ ÞÉÓÅÌ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÍÁÓÛÔÁÂÉÒÕÀÝÅÊ ÄÌÑ ÆÉÌØÔÒÁ�ÉÉ & É ËÁÖÄÏÊ ÉÚ�ÏÌÕÍÅÔÒÉË �k, k ≥ 0. �ÏÇÄÁ �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØ h Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÍÁÓÛÔÁÂÉÒÕÀÝÅÊÄÌÑ ÆÉÌØÔÒÁ�ÉÉ &.Proof. ðÏÄÂÅÒÅÍ ÍÁÌÙÅ �ÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÙÅ ËÏÜÆÆÉ�ÉÅÎÔÙ Ck, k ≥ 0, ÔÁËÉÍ ÏÂÒÁ-ÚÏÍ, ÞÔÏÂÙ ÆÕÎË�ÉÑ � = ∑k≥0Ck�k Ñ×ÌÑÌÁÓØ ÓÕÍÍÉÒÕÅÍÏÊ ÄÏ�ÕÓÔÉÍÏÊ ÍÅ-ÔÒÉËÏÊ. ÷ ÓÉÌÕ ÔÅÏÒÅÍÙ 8 É Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÑ 25 ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ �ÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ h ∈
H(X;�; &; �). íÅÔÒÉËÁ �, ÏÞÅ×ÉÄÎÏ, ÍÁÖÏÒÉÒÕÅÔ ËÁÖÄÕÀ ÉÚ �ÏÌÕÍÅÔÒÉË �k, k ≥0, �ÏÜÔÏÍÕ Ï�ÅÎËÁ ÎÉÖÎÅÇÏ �ÒÅÄÅÌÁ ÏÞÅ×ÉÄÎÁ. ðÅÒÅÊÄÅÍ Ë Ï�ÅÎËÅ ×ÅÒÈÎÅÇÏ�ÒÅÄÅÌÁ.ðÕÓÔØ " > 0. îÁÊÄÅÍ ÔÁËÏÊ ÎÏÍÅÒ l, ÞÔÏ

∥

∥

∥
�− l

∑k=0Ck�k∥∥∥m = ∥

∥

∥

∑k≥l+1Ck�k∥∥∥L1(X2;�2) < "2=96:�ÏÇÄÁ × ÓÉÌÕ ÌÅÍÍÙ 13 ÄÌÑ ËÁÖÄÏÇÏ n ≥ 0 ×Ù�ÏÌÎÅÎÏ ÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï
∥

∥

∥
Kn[�℄−Kn[ l

∑k=0Ck�k℄∥∥∥m < "2=32;ÏÔËÕÄÁ × ÓÉÌÕ ÌÅÍÍÙ 10 ÓÌÅÄÕÅÔ ÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï
H"(X;�;Kn[�℄) ≤ H"=4(X;�;Kn[ l

∑k=0Ck�k℄) ≤ H"=4(X;�; l
∑k=0Ck · Kn[�l℄) ≤ ChnÄÌÑ ÎÅËÏÔÏÒÏÊ ËÏÎÓÔÁÎÔÙ C > 0. ïÔÓÀÄÁ ÌÅÇËÏ ÓÌÅÄÕÅÔ ÉÓËÏÍÁÑ Ï�ÅÎËÁ ×ÅÒÈ-ÎÅÇÏ �ÒÅÄÅÌÁ.õËÁÖÅÍ ÄÌÑ �ÏÌÎÏÔÙ, ÞÔÏ × Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÉ ÜÎÔÒÏ�ÉÉ ÏÄÎÏÒÏÄÎÏÊ (× ÞÁÓÔÎÏ-ÓÔÉ, ÄÉÁÄÉÞÅÓËÏÊ) ÆÉÌØÔÒÁ�ÉÉ × ÉÓÈÏÄÎÙÈ ÒÁÂÏÔÁÈ (ÓÍ., ÎÁ�ÒÉÍÅÒ, [6℄) ÉÓ�ÏÌØ-ÚÏ×ÁÌÉÓØ �ÅÒ×ÏÎÁÞÁÌØÎÏ ÎÅ Ü�ÓÉÌÏÎ-ÜÎÔÒÏ�ÉÉ ÍÅÔÒÉËÉ, Á ÍÅÔÒÉÞÅÓËÉÅ ÜÎÔÒÏ�ÉÉÎÅËÏÔÏÒÙÈ ÒÁÚÂÉÅÎÉÊ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Á ÎÁ ÏÒÂÉÔÙ ÇÒÕ��Ù Á×ÔÏÍÏÒÆÉÚÍÏ× ÄÅÒÅ×Á,Ó×ÑÚÁÎÎÏÊ Ó ÆÉÌØÔÒÁ�ÉÅÊ. ÷ ÓÒÁ×ÎÉÍÙÈ ÔÅÒÍÉÎÁÈ ÜÔÏ ÒÁÚÌÉÞÉÅ ÓÏÓÔÏÉÔ × ÔÏÍ,ÞÔÏ ÉÓ�ÏÌØÚÏ×ÁÌÉÓØ ÉÔÅÒÁ�ÉÉ �Ï ëÁÎÔÏÒÏ×ÉÞÕ �ÏÌÕÍÅÔÒÉË, Ï�ÒÅÄÅÌÑÅÍÙÈ �ÒÏ-ÉÚ×ÏÌØÎÙÍÉ ÆÕÎË�ÉÑÍÉ Ó ËÏÎÅÞÎÙÍ ÞÉÓÌÏÍ ÚÎÁÞÅÎÉÊ. ÷ÙÛÅ �Ï ÓÕÝÅÓÔ×Õ ÄÏËÁ-ÚÁÎÏ, ÞÔÏ ÓÕ�ÒÅÍÕÍ ÍÁÓÛÔÁÂÉÒÕÀÝÉÈ �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔÅÊ ÜÎÔÒÏ�ÉÊ �Ï ×ÓÅÍÔÁËÉÍ �ÏÌÕÍÅÔÒÉËÁÍ (Ô.Å. �Ï ×ÓÅÍ ÆÕÎË�ÉÑÍ Ó ËÏÎÅÞÎÙÍ ÞÉÓÌÏÍ ÚÎÁÞÅÎÉÊ)37



ÍÏÖÎÏ ÚÁÍÅÎÉÔØ ÎÁ ÌÀÂÕÀ �ÒÏÉÚ×ÏÌØÎÕÀ ÍÅÔÒÉËÕ. ðÒÅÄÓÔÁ×ÌÑÅÔÓÑ, ÞÔÏ ÔÁËÏÊÒÅÚÕÌØÔÁÔ ×ÅÒÅÎ É ÄÌÑ ÍÎÏÇÉÈ ÎÅÏÄÎÏÒÏÄÎÙÈ ÆÉÌØÔÒÁ�ÉÊ, ÎÁ�ÒÉÍÅÒ, �ÏÌÕÏÄÎÏ-ÒÏÄÎÙÈ (Ô.Å. ÄÌÑ ÆÉÌØÔÒÁ�ÉÊ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ �ÅÎÔÒÁÌØÎÙÈ ÍÅÒ ÎÁ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Å�ÕÔÅÊ �ÒÏÉÚ×ÏÌØÎÙÈ ÇÒÁÄÕÉÒÏ×ÁÎÎÙÈ ÇÒÁÆÏ×).6.3 ÷ÙÞÉÓÌÅÎÉÅ ÍÁÓÛÔÁÂÉÒÕÀÝÉÈ �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔÅÊ ÄÅÊÓÔ×ÉÊëÁË ÕÖÅ Õ�ÏÍÉÎÁÌÏÓØ ×ÙÛÅ (ÓÍ. ÔÅÏÒÅÍÕ 6), ËÌÁÓÓ H(T (OP); ��;A) ÂÙÌ ×ÙÞÉ-ÓÌÅÎ × ÒÁÂÏÔÅ [18℄. �ÁÍ ÖÅ ÂÙÌ ×ÙÞÉÓÌÅÎ ËÌÁÓÓ H(T (OP); ��;D) ÄÌÑ ÄÅÊÓÔ×ÉÑ �ÇÒÕ��Ù D Ó ÅÓÔÅÓÔ×ÅÎÎÙÍ ÏÓÎÁÝÅÎÉÅÍ Dn, n ≥ 1, �ÏËÁÚÁÎÏ, ÞÔÏ ÏÎÉ ÓÏ×�ÁÄÁÀÔ.÷ ÜÔÏÍ �ÕÎËÔÅ ÍÙ �ÒÉ×ÅÄÅÍ ÅÝÅ ÏÄÉÎ Ó�ÏÓÏÂ ×ÙÞÉÓÌÅÎÉÑ ËÌÁÓÓÁH(T (OP); ��;D).úÁÍÅÔÉÍ ÓÌÅÄÕÀÝÉÊ ÏÂÝÉÊ ÆÁËÔ.ìÅÍÍÁ 15. ðÕÓÔØ ÄÅÊÓÔ×ÉÅ ÎÅËÏÔÏÒÏÊ ÏÓÎÁÝÅÎÎÏÊ ÇÒÕ��Ù G ÎÁ �ÒÏÓÔÒÁÎ-ÓÔ×Å (X1; �1) ÉÍÅÅÔ ÍÁÓÛÔÁÂÉÒÕÀÝÕÀ �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØ hn, Á ÅÅ ÄÅÊÓÔ×ÉÅÎÁ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Å (X2; �2) ÉÍÅÅÔ ``ÄÉÓËÒÅÔÎÙÊ Ó�ÅËÔÒ'' (ÔÏ ÅÓÔØ ÉÍÅÅÔ ÉÎ-×ÁÒÉÁÎÔÎÕÀ ÓÕÍÍÉÒÕÅÍÕÀ ÄÏ�ÕÓÔÉÍÕÀ ÍÅÔÒÉËÕ). �ÏÇÄÁ �ÒÑÍÏÅ �ÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÅÄÅÊÓÔ×ÉÊ ÎÁ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Å (X1 ×X2; �1×�2) ÔÏÖÅ ÉÍÅÅÔ ÍÁÓÛÔÁÂÉÒÕÀÝÕÀ�ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØ hn.Proof. ðÕÓÔØ �1 | �ÏÒÏÖÄÁÀÝÁÑ ÄÏ�ÕÓÔÉÍÁÑ �ÏÌÕÍÅÔÒÉËÁ ÎÁ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Å(X1; �1), Á �2 | ÉÎ×ÁÒÉÁÎÔÎÁÑ ÄÏ�ÕÓÔÉÍÁÑ ÍÅÔÒÉËÁ ÎÁ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Å (X2; �2).�ÏÇÄÁ �ÏÌÕÍÅÔÒÉËÁ�((x1; x2); (y1; y2)) = �1(x1; y1) + �2(x2; y2)Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÄÏ�ÕÓÔÉÍÏÊ, �ÏÒÏÖÄÁÀÝÅÊ ÄÌÑ �ÒÑÍÏÇÏ �ÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÑ ÄÅÊÓÔ×ÉÊ ÎÁ�ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Å (X1×X2; �1×�2). ðÒÉ ÜÔÏÍ Ü�ÓÉÌÏÎ-ÜÎÔÒÏ�ÉÉ ÅÅ ËÏÎÅÞÎÙÈ ÕÓÒÅÄ-ÎÅÎÉÊ �ÒÉ �ÏÍÏÝÉ ÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ×Á ÉÚ ÌÅÍÍÙ 10 Ï�ÅÎÉ×ÁÀÔÓÑ Ó Ä×ÕÈ ÓÔÏÒÏÎ ÞÅÒÅÚÜ�ÓÉÌÏÎ-ÜÎÔÒÏ�ÉÉ ÕÓÒÅÄÎÅÎÉÑ �ÏÌÕÍÅÔÒÉËÉ �1, ÔÁË ËÁË ÍÅÔÒÉËÁ �2 ÉÎ×ÁÒÉÁÎÔÎÁÉ ÉÍÅÅÔ ËÏÎÅÞÎÙÅ Ü�ÓÉÌÏÎ-ÜÎÔÒÏ�ÉÉ.ïÔÓÀÄÁ ÓÌÅÄÕÅÔ ÕÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÅ, ÒÁÎÅÅ ÄÏËÁÚÁÎÎÏÅ × ÒÁÂÏÔÅ [18℄:óÌÅÄÓÔ×ÉÅ 7. ðÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØ hn = 2∑n−1i=0 �i Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÍÁÓÛÔÁÂÉÒÕÀ-ÝÅÊ ÄÌÑ ÄÅÊÓÔ×ÉÑ diag ÇÒÕ��Ù D ÎÁ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Å (ID × IN; !�) É, ÓÌÅÄÏ×Á-ÔÅÌØÎÏ, ÄÌÑ ÉÚÏÍÏÒÆÎÏÇÏ ÅÍÕ ËÁÎÏÎÉÞÅÓËÏÇÏ ÄÅÊÓÔ×ÉÑ � ÇÒÕ��Ù D ÎÁ �ÒÏ-ÓÔÒÁÎÓÔ×Å (T (OP); ��).Proof. äÅÊÓÔ×ÉÅ ÇÒÕ��Ù D ÎÁ (IN;m) ÉÍÅÅÔ ÉÎ×ÁÒÉÁÎÔÎÕÀ ÍÅÔÒÉËÕ, �ÏÜÔÏÍÕÍÙ �Ï�ÁÄÁÅÍ × ÕÓÌÏ×ÉÅ ÌÅÍÍÙ 15. �ÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ÄÅÊÓÔ×ÉÅ D ÎÁ (ID × IN; !�)ÉÍÅÅÔ ÔÕ ÖÅ ÍÁÓÛÔÁÂÉÒÕÀÝÕÀ �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØ, ÞÔÏ É ÅÅ ÄÅÊÓÔ×ÉÅ ÎÁ (ID;m�).íÅÒÁ m� Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÏÂÒÁÔÎÙÍ ÏÂÒÁÚÏÍ ÍÅÒÙ ìÅÂÅÇÁ ÎÁ ID=D� (ÓÍ. Ï�ÒÅÄÅÌÅ-ÎÉÅ 2), �ÏÜÔÏÍÕ ÍÁÓÛÔÁÂÉÒÕÀÝÁÑ �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØ ÄÅÊÓÔ×ÉÑ ÎÁ (ID;m�) ÓÏ-×�ÁÄÁÅÔ Ó ÍÁÓÛÔÁÂÉÒÕÀÝÅÊ �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØÀ ÄÅÊÓÔ×ÉÑ ÎÁ ID=D� Ó ÍÅÒÏÊìÅÂÅÇÁ. ðÏÄÇÒÕ��Á D� ÄÅÊÓÔ×ÕÅÔ ÎÁ ÜÔÏÍ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Å ÔÒÉ×ÉÁÌØÎÏ, �ÏÜÔÏÍÕ38



×ÙÞÉÓÌÅÎÉÅ Ó×ÏÄÉÔÓÑ Ë ×ÙÞÉÓÌÅÎÉÀ ÍÁÓÛÔÁÂÉÒÕÀÝÅÊ �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ \ÜÆ-ÆÅËÔÉ×ÎÏ" ÄÅÊÓÔ×ÕÀÝÅÊ ÞÁÓÔÉ ÇÒÕ��Ù D | ÄÏ�ÏÌÎÉÔÅÌØÎÏÊ �ÏÄÇÒÕ��Ù�D� = 〈gi : �i = 1; i ≥ 0〉 :ðÕÓÔØ � | ÒÁÚÒÅÚ �Ï �ÅÒ×ÏÊ ËÏÏÒÄÉÎÁÔÅ ÎÁ I �D� = ID=D� | ÏÞÅ×ÉÄÎÏ, ÄÏ�Õ-ÓÔÉÍÁÑ �ÏÌÕÍÅÔÒÉËÁ, �ÏÒÏÖÄÁÀÝÁÑ ÄÌÑ ÄÅÊÓÔ×ÉÑ D. �ÏÇÄÁ �ÏÌÕÍÅÔÒÉÞÅÓËÏÅ�ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Ï (I �D� ; TDnav �) Ó ÍÅÒÏÊ ìÅÂÅÇÁ ÉÚÏÍÏÒÆÎÏ ÄÉÁÄÉÞÅÓËÏÍÕ ËÕÂÕ ÒÁÚ-ÍÅÒÎÏÓÔÉ |Dn=(D� ∩ Dn)| = 2∑n−1i=0 �i Ó ÒÁ×ÎÏÍÅÒÎÏÊ ÍÅÒÏÊ, ÏÔËÕÄÁ É ÓÌÅÄÕÅÔÒÅÚÕÌØÔÁÔ.òÁÓÓÕÖÄÁÑ ÁÎÁÌÏÇÉÞÎÏ, ÍÏÖÎÏ �ÏÌÕÞÉÔØ ÓÌÅÄÕÀÝÉÊ ÒÅÚÕÌØÔÁÔ.ìÅÍÍÁ 16. ðÕÓÔØ H ⊂ D | ÎÅËÏÔÏÒÁÑ �ÏÄÇÒÕ��Á. òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÍÅÒÕ mHÎÁ ID, ËÏÔÏÒÁÑ ÅÓÔØ ÏÂÒÁÔÎÙÊ ÏÂÒÁÚ ÍÅÒÙ ìÅÂÅÇÁ ÎÁ ID=H . �ÏÇÄÁ �ÏÓÌÅ-ÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØ hn = |Dn=(H ∩ Dn)| Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÍÁÓÛÔÁÂÉÒÕÀÝÅÊ ÄÌÑ �ÒÑÍÏÇÏ�ÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÑ ÄÅÊÓÔ×ÉÊ ÇÒÕ��Ù D (Ó ÏÓÎÁÝÅÎÉÅÍ Dn, n ≥ 1) ÎÁ �ÒÏÓÔÒÁÎ-ÓÔ×Å (ID × IN;mH ×m).6.4 ÷ÙÞÉÓÌÅÎÉÅ ÍÁÓÛÔÁÂÉÒÕÀÝÅÊ �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ ÆÉÌØÔÒÁ-�ÉÉ÷ ÜÔÏÍ �ÕÎËÔÅ ÍÙ �ÒÉ×ÅÄÅÍ ×ÙÞÉÓÌÅÎÉÅ ÍÁÓÛÔÁÂÉÒÕÀÝÅÊ �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔÉÆÉÌØÔÒÁ�ÉÉ � ÎÁ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Å (ID × IN; !�), É, ÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏ, ÉÚÏÍÏÒÆÎÏÊ ÅÊÈ×ÏÓÔÏ×ÏÊ ÆÉÌØÔÒÁ�ÉÉ � ÎÁ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Å T (OP) �ÕÔÅÊ ÇÒÁÆÁ OP Õ�ÏÒÑÄÏÞÅÎ-ÎÙÈ �ÁÒ Ó ÍÅÒÏÊ ��.ó�ÅÒ×Á ÍÙ ÄÏËÁÖÅÍ ×Ó�ÏÍÏÇÁÔÅÌØÎÕÀ ÌÅÍÍÕ. ðÕÓÔØ m ∈ Z, m ≥ 0. ïÔ-ÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ ÎÁ �ÏÄÇÒÕ��Å Dm ÅÓÔØ ÄÉÁÄÉÞÅÓËÁÑ ÉÅÒÁÒÈÉÑ | ÉÅÒÁÒÈÉÑ ËÌÁÓÓÏ×ÓÍÅÖÎÏÓÔÉ �Ï �ÏÄÇÒÕ��ÁÍ Dj , 0 < j < m. âÉÅË�ÉÉ ÍÎÏÖÅÓÔ×Á Dm, ÓÏÈÒÁÎÑÀ-ÝÉÅ ÜÔÕ ÉÅÒÁÒÈÉÀ, ÏÂÒÁÚÕÀÔ ÇÒÕ��Õ, ÉÚÏÍÏÒÆÎÕÀ ÇÒÕ��Å Tm Á×ÔÏÍÏÒÆÉÚÍÏ×Ä×ÏÉÞÎÏÇÏ ÄÅÒÅ×Á ×ÙÓÏÔÙ m. äÌÑ �ÒÏÉÚ×ÏÌØÎÏÇÏ ËÏÎÅÞÎÏÇÏ ÍÎÏÖÅÓÔ×Á Q ÔÒÉ-×ÉÁÌØÎÙÍ ÏÂÒÁÚÏÍ �ÏÒÏÖÄÁÅÔÓÑ ÄÅÊÓÔ×ÉÅ ÇÒÕ��Ù Tm ÎÁ QDm �ÅÒÅÓÔÁÎÏ×ËÏÊËÏÏÒÄÉÎÁÔ. üÔÏ ÄÅÊÓÔ×ÉÅ, ÏÞÅ×ÉÄÎÏ, ÓÏÈÒÁÎÑÅÔ ÎÏÒÍÉÒÏ×ÁÎÎÕÀ ÍÅÔÒÉËÕ èÅÍ-ÍÉÎÇÁ dH ÎÁ QDm . ðÕÓÔØdistm(w(1); w(2)) = minS∈Tm dH(w(1); Sw(2)); w(1); w(2) ∈ QDm ;| �ÏÌÕÍÅÔÒÉËÁ ÎÁ QDm , ÉÚÍÅÒÑÀÝÁÑ ÒÁÓÓÔÏÑÎÉÅ ÍÅÖÄÕ ÏÒÂÉÔÁÍÉ �ÏÄ ÄÅÊ-ÓÔ×ÉÅÍ ÇÒÕ��Ù Tm.ìÅÍÍÁ 17. ðÕÓÔØ Q | ËÏÎÅÞÎÏÅ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï. ðÕÓÔØ r;m ∈ Z, 0 ≤ r ≤ m.ðÕÓÔØ Gm | �ÏÄÇÒÕ��Á ÇÒÕ��Ù Dm, �ÏÒÏÖÄÅÎÎÁÑ ÎÅËÏÔÏÒÙÍÉ r ÏÂÒÁÚÕÀÝÉÍÉÉÚ {g0; : : : ; gm−1}. ðÕÓÔØW = {w ∈ QDm : w(g + ·) = w(·) ∀g ∈ Gm}39



| ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï ÆÕÎË�ÉÊ ÎÁ Dm ÓÏ ÚÎÁÞÅÎÉÑÍÉ × Q, ÎÅ�ÏÄ×ÉÖÎÙÈ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏÓÄ×ÉÇÁ ÁÒÇÕÍÅÎÔÁ ÎÁ ÜÌÅÍÅÎÔÙ �ÏÄÇÒÕ��Ù Gm. ðÕÓÔØ � | ÒÁ×ÎÏÍÅÒÎÁÑ ÍÅÒÁÎÁ W . �ÏÇÄÁ "-ÜÎÔÒÏ�ÉÑ ÔÒÏÊËÉ (QDm ;distm; �) ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÍÁ-ÌÏÇÏ �ÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÏÇÏ " Ï�ÅÎÉ×ÁÅÔÓÑ Ó Ä×ÕÈ ÓÔÏÒÏÎ ÞÅÒÅÚ 2m−r Ó ÍÕÌØÔÉ�ÌÉ-ËÁÔÉ×ÎÏÊ ËÏÎÓÔÁÎÔÏÊ, ÚÁ×ÉÓÑÝÅÊ ÏÔ " É |Q|.Proof. íÅÒÁ � ÓÏÓÒÅÄÏÔÏÞÅÎÁ ÎÁ W | ÍÎÏÖÅÓÔ×Å ËÏÎÆÉÇÕÒÁ�ÉÊ, ÎÅ�ÏÄ×ÉÖÎÙÈ�ÒÉ ÓÄ×ÉÇÅ ÁÒÇÕÍÅÎÔÁ ÎÁ ÜÌÅÍÅÎÔÙ ÇÒÕ��Ù Gm. íÎÏÖÅÓÔ×Ï W ÎÅ ÉÎ×ÁÒÉÁÎÔÎÏÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ÄÅÊÓÔ×ÉÑ ÇÒÕ��Ù Tm, �ÏÜÔÏÍÕ × ÏÒÂÉÔÅ ÆÕÎË�ÉÉ w ∈ W �ÏÄÄÅÊÓÔ×ÉÅÍ Tm ÍÏÇÕÔ ÂÙÔØ ÆÕÎË�ÉÉ ÎÅ ÉÚ W . �ÅÍ ÎÅ ÍÅÎÅÅ ÍÉÎÉÍÕÍ ÒÁÓÓÔÏ-ÑÎÉÑ × ÍÅÔÒÉËÅ èÅÍÍÉÎÇÁ ÍÅÖÄÕ ÔÁËÉÍÉ ÏÒÂÉÔÁÍÉ ÄÏÓÔÉÇÁÅÔÓÑ ÎÁ ÜÌÅÍÅÎÔÁÈÉÚ W . �ÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ÍÙ ÍÏÖÅÍ �ÅÒÅÊÔÉ Ë ÆÁËÔÏÒÕ �Ï ÄÅÊÓÔ×ÉÀ ÇÒÕ��Ù Gm.�ÒÏÊËÁ (QDm ;distm; �) �ÒÉ ÜÔÏÍ �ÅÒÅÊÄÅÔ × ÉÚÏÍÏÒÆÎÕÀ. óÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏ, "-ÜÎÔÒÏ�ÉÑ ÔÒÏÊËÉ (QDm ;distm; �) ÅÓÔØ ÆÕÎË�ÉÑ ÏÔ m−r. ïÂÏÚÎÁÞÉÍ ÉÚÕÞÁÅÍÕÀÜ�ÓÉÌÏÎ-ÜÎÔÒÏ�ÉÀ ÓÉÍ×ÏÌÏÍ hm−r(") = hm−r("; |Q|).÷ ÄÁÌØÎÅÊÛÅÍ ÍÙ ÍÏÖÅÍ ÓÞÉÔÁÔØ r = 0. �ÏÇÄÁ W = QDm . ï�ÅÎÉÍ ÞÉ-ÓÌÏ hm(") Ó Ä×ÕÈ ÓÔÏÒÏÎ. ï�ÅÎËÁ Ó×ÅÒÈÕ Ó×ÏÄÉÔÓÑ Ë ÓÔÁÎÄÁÒÔÎÏÊ ÜÎÔÒÏ�ÉÊ-ÎÏÊ Ï�ÅÎËÅ. äÅÊÓÔ×ÉÔÅÌØÎÏ, ÜÔÏ ÞÉÓÌÏ ÎÅ �ÒÅ×ÏÓÈÏÄÉÔ "-ÜÎÔÒÏ�ÉÉ ÒÁ×ÎÏÍÅÒÎÏÊÍÅÒÙ ÎÁ ÍÅÔÒÉÞÅÓËÏÍ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Å (QDm ; dH). üÔÏ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Ï Ñ×ÌÑÅÔÓÑËÕÂÏÍ (ÓÏ ÓÔÏÒÏÎÏÊ |Q|) ÒÁÚÍÅÒÎÏÓÔÉ 2m, Ü�ÓÉÌÏÎ-ÜÎÔÒÏ�ÉÑ ËÏÔÏÒÏÇÏ ÈÏÒÏÛÏÉÚ×ÅÓÔÎÁ É ÁÓÉÍ�ÔÏÔÉÞÅÓËÉ �ÒÏ�ÏÒ�ÉÏÎÁÌØÎÁ ÒÁÚÍÅÒÎÏÓÔÉ ËÕÂÁ, ÔÏ ÅÓÔØ 2m.ï�ÅÎËÁ ÓÎÉÚÕ ÄÅÌÁÅÔÓÑ ÞÕÔØ ÂÏÌÅÅ ÔÏÎËÏ É ÔÒÅÂÕÅÔ ÒÁÚÂÏÒÁ ÓÌÕÞÁÅ× |Q| = 2É |Q| > 2. ÷ ÏÂÏÉÈ ÓÌÕÞÁÑÈ ÍÙ Ï�ÅÎÉÍ ÒÁÚÍÅÒ Mm ÍÁËÓÉÍÁÌØÎÏÊ ÏÒÂÉÔÙ ×�ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Å QDm �ÏÄ ÄÅÊÓÔ×ÉÅÍ ÇÒÕ��Ù Tm. îÁÊÄÅÍ ÔÁËÕÀ ËÏÎÓÔÁÎÔÕ C1 =C1("; |Q|), ÞÔÏ ÛÁÒ ÒÁÄÉÕÓÁ " × ÍÅÔÒÉÞÅÓËÏÍ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Å (QDm ; dH) ÓÏÄÅÒ-ÖÉÔ ÎÅ ÂÏÌÅÅ, ÞÅÍ C1("; |Q|)2m ÔÏÞÅË, �ÒÉÞÅÍ C1("; |Q|) → 1, ËÏÇÄÁ " → 0 �ÒÉÆÉËÓÉÒÏ×ÁÎÎÏÍ |Q|. ÷ Ü�ÓÉÌÏÎ ÏËÒÅÓÔÎÏÓÔÉ ËÁÖÄÏÊ ÏÒÂÉÔÙ ÓÏÄÅÒÖÉÔÓÑ ÎÅ ÂÏ-ÌÅÅ, ÞÅÍ C1("; |Q|)2mMm ÔÏÞÅË, �ÏÜÔÏÍÕ Ü�ÓÉÌÏÎ-ÜÎÔÒÏ�ÉÑ ÒÁ×ÎÏÍÅÒÎÏÊ ÍÅÒÙÄÏ�ÕÓËÁÅÔ ÓÌÅÄÕÀÝÕÀ Ï�ÅÎËÕ ÓÎÉÚÕ:hm(") ≥ log((1− ") |Q|2mC1("; |Q|)2mMm): (24)ðÒÉ |Q| > 2 ÎÁÍ ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÚÁÍÅÔÉÔØ, ÞÔÏ Mm ≤ |Tm| = 22m−1. ðÏÜÔÏÍÕ ×ÓÉÌÕ ÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ×Á (24) ÉÍÅÅÍhm(") ≥ 2m log( |Q|2C1("; |Q|))+ log(1− ") ≥ 2mC2("; |Q|)�ÒÉ ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÍÁÌÙÈ " ÄÌÑ ÎÅËÏÔÏÒÏÊ �ÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÏÊ ËÏÎÓÔÁÎÔÙ C2("; |Q|).åÓÌÉ |Q| = 2, ÔÏ ÞÉÓÌÏ Mm ÍÏÖÎÏ Ï�ÅÎÉÔØ �Ï ÉÎÄÕË�ÉÉ. ïÞÅ×ÉÄÎÏ, ×Ù�ÏÌ-ÎÅÎÏ ÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï Mm+1 ≤ 2M2m, Á ÄÌÑ m = 2 ÉÍÅÅÍ M2 = 4, �ÏÜÔÏÍÕ Mm ≤23·2m−2−1. ðÒÉÍÅÎÑÑ ÜÔÏ ÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï ×ÍÅÓÔÅ Ó (24), �ÏÌÕÞÁÅÍ Ï�ÅÎËÕhm(") ≥ 2m log ( 21=4C1("; 2))+ log(1− ") ≥ 2mC2(")40



�ÒÉ ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÍÁÌÙÈ " ÄÌÑ ÎÅËÏÔÏÒÏÊ �ÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÏÊ ËÏÎÓÔÁÎÔÙ C2(").óÕÍÍÉÒÕÑ ×ÙÛÅÓËÁÚÁÎÎÏÅ, �ÏÌÕÞÁÅÍ hm(") ≍ 2m, m→∞.�ÅÏÒÅÍÁ 9. ðÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØ h = (hn), hn = 2∑n−1i=0 �i , n ≥ 1, Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÍÁÓ-ÛÔÁÂÉÒÕÀÝÅÊ �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØÀ ÆÉÌØÔÒÁ�ÉÉ � = (�n)n≥0 ÎÁ �ÒÏÓÔÒÁÎ-ÓÔ×Å ID × IN Ó ÍÅÒÏÊ !�, Á ÔÁËÖÅ ÉÚÏÍÏÒÆÎÏÊ ÅÊ ÆÉÌØÔÒÁ�ÉÉ � = (�n)n≥0 ÎÁ�ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Å T (OP) Ó ÍÅÒÏÊ ��.Proof. ÷ÙÞÉÓÌÉÍ ÁÓÉÍ�ÔÏÔÉËÕ ÜÎÔÒÏ�ÉÊ ÄÌÑ ÓÌÅÄÕÀÝÅÊ �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ�ÏÌÕÍÅÔÒÉË �k, k ≥ 1, ÎÁ ID×IN. ðÕÓÔØ w(1); w(2) ∈ ID, �(1); �(2) ∈ IN. ðÏÌÏÖÉÍ�k((w(1); �(1)); (w(2); �(2))) == {0; ÅÓÌÉ w(1)|Dk = w(2)|Dk É �(1)i = �(2)i ÄÌÑ i = 1; : : : ; k;1; × �ÒÏÔÉ×ÎÏÍ ÓÌÕÞÁÅ.ñÓÎÏ, ÞÔÏ ÔÁËÁÑ �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØ �ÏÌÕÍÅÔÒÉË ÍÏÎÏÔÏÎÎÏ ×ÏÚÒÁÓÔÁÅÔ É× ÓÏ×ÏËÕ�ÎÏÓÔÉ ÒÁÚÄÅÌÑÅÔ ÔÏÞËÉ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Á ID × IN. ÷ ÓÉÌÕ ÚÁÍÅÞÁÎÉÑ 16ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ �ÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØ h Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÍÁÓÛÔÁÂÉÒÕÀÝÅÊ ÄÌÑËÁÖÄÏÊ �ÏÌÕÍÅÔÒÉËÉ �k, k ≥ 1.ðÕÓÔØ k | ÆÉËÓÉÒÏ×ÁÎÎÏÅ ÎÁÔÕÒÁÌØÎÏÅ ÞÉÓÌÏ. ðÕÓÔØ n > k. îÁÛÁ �ÅÌØ |�ÏÎÑÔØ, ËÁË ÕÓÔÒÏÅÎÁ �ÏÌÕÍÅÔÒÉËÁKn[�k℄ ÎÁ ÍÎÏÖÅÓÔ×Å ÜÌÅÍÅÎÔÏ× ÒÁÚÂÉÅÎÉÑ �n.ï�ÒÅÄÅÌÉÍ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ �n : ID × IN → IDn ÓÌÅÄÕÀÝÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ. ëÁÖÄÙÊÜÌÅÍÅÎÔ ÒÁÚÂÉÅÎÉÑ �n ÅÓÔØ ÏÒÂÉÔÁ ÎÅËÏÔÏÒÏÊ ÔÏÞËÉ �ÏÄ ÄÅÊÓÔ×ÉÅÍ ÇÒÕ��Ù Dn,�ÒÉÞÅÍ × ÎÅÊ ÎÁÊÄÅÔÓÑ ÅÄÉÎÓÔ×ÅÎÎÁÑ �ÁÒÁ (w;�), w ∈ ID, � ∈ IN, ÄÌÑ ËÏÔÏ-ÒÏÊ �i = 0 �ÒÉ i = 1; : : : ; n; ÂÕÄÅÍ ÎÁÚÙ×ÁÔØ ÔÁËÕÀ �ÁÒÕ �ÒÅÄÓÔÁ×ÉÔÅÌÅÍ ÜÔÏÇÏÜÌÅÍÅÎÔÁ ÒÁÚÂÉÅÎÉÑ, É �ÏÌÏÖÉÍ �n = w|Dn ÎÁ ÜÔÏÊ ÏÒÂÉÔÅ.ðÕÓÔØ (w(1); �(1)) É (w(2); �(2)) | �ÒÅÄÓÔÁ×ÉÔÅÌÉ ÜÌÅÍÅÎÔÏ× 
1 É 
2 ÒÁÚÂÉÅ-ÎÉÑ �n ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÅÎÎÏ. �ÏÇÄÁ ÓÏÇÌÁÓÎÏ (22) ÉÍÅÅÍ (ÎÁ�ÏÍÎÉÍ, ÞÔÏ ÇÒÕ��Á TnÄÅÊÓÔ×ÕÅÔ ÎÁ Dn Ó ÓÏÈÒÁÎÅÎÉÅÍ ÉÅÒÁÒÈÉÉ, Á � | ×ÌÏÖÅÎÉÅ D × IN)
Kn[�k℄(
1; 
2) =minS∈Tn { 12n ∑g∈Dn �k((w(1)(g + ·); � (g) + �(1)); (w(2)(Sg + ·); � (Sg) + �(2)))}: (25)ðÕÓÔØDn;k |�ÏÄÇÒÕ��Á ÇÒÕ��ÙDn, �ÏÒÏÖÄÅÎÎÁÑ ÏÂÒÁÚÕÀÝÉÍÉ gk+1; : : : ; gn|ÄÏ�ÏÌÎÉÔÅÌØÎÁÑ ËDk. ïÞÅ×ÉÄÎÏ, ÞÔÏ ÍÉÎÉÍÕÍ × ×ÙÒÁÖÅÎÉÉ (25) ÄÏÓÔÉÇÁÅÔÓÑÎÁ ÔÁËÉÈ �ÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÑÈ S ∈ Tn, ÄÌÑ ËÏÔÏÒÙÈ Sg−g ∈ Dn;k ÄÌÑ ×ÓÑËÏÇÏ g ∈ Dn.�ÁËÉÅ �ÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÑ �ÒÅÄÓÔÁ×ÌÑÀÔÓÑ × ×ÉÄÅ S(g+~g) = g+ ~S~g, ÇÄÅ g ∈ Dk, ~g ∈
Dn;k, Á �ÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÅ ~S ÄÅÊÓÔ×ÕÅÔ ÎÁ Dn;k, ÓÏÈÒÁÎÑÑ ÉÅÒÁÒÈÉÀ. ðÏÜÔÏÍÕ ÍÙÍÏÖÅÍ �ÅÒÅ�ÉÓÁÔØ ÆÏÒÍÕÌÕ (25) × ÓÌÅÄÕÀÝÅÍ ×ÉÄÅ:

41



Kn[�k℄(
1; 
2) =min~S { 12n∑g∈Dk~g∈Dn;k�k((w(1)(g+~g+ ·); � (g+~g)+�(1));(w(2)(g+ ~S~g+ ·); �(g+ ~S~g)+�(2)))}== min~S { 12n−k ∣

∣

∣

{~g ∈ Dn;k : w(1)(~g + ·)∣∣
Dk 6= w(2)( ~S~g + ·)∣∣

Dk}∣

∣

∣

}: (26)óÕÖÅÎÉÅ ËÏÎÆÉÇÕÒÁ�ÉÉ w ∈ ID ÎÁ Dn ÍÏÖÎÏ ÒÁÓÓÍÁÔÒÉ×ÁÔØ ËÁË ÜÌÅÍÅÎÔ�ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Á QDn;kk ÄÌÑ Qk = IDk . îÁÄÅÌÉÍ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Ï QDn;kk ÍÅÔÒÉËÏÊèÅÍÍÉÎÇÁ dH . îÁ ÎÅÍ ÄÅÊÓÔ×ÕÅÔ Ó ÓÏÈÒÁÎÅÎÉÅÍ ÉÅÒÁÒÈÉÉ ÇÒÕ��Á Tn−k. ðÏÓÌÅÄ-ÎÅÅ ×ÙÒÁÖÅÎÉÅ × ÆÏÒÍÕÌÅ (26) ÅÓÔØ × ÔÏÞÎÏÓÔÉ ÒÁÓÓÔÏÑÎÉÅ ÍÅÖÄÕ ÏÒÂÉÔÁÍÉÜÔÏÇÏ ÄÅÊÓÔ×ÉÑ, ÓÏÄÅÒÖÁÝÉÍÉ w(1)|Dn = �n(w(1); �(1)) É w(2)|Dn = �n(w(2); �(2)).éÎÙÍÉ ÓÌÏ×ÁÍÉ, ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ �n ÅÓÔØ ÉÚÏÍÅÔÒÉÑ ÉÚ �ÏÌÕÍÅÔÒÉÞÅÓËÏÇÏ �ÒÏ-ÓÔÒÁÎÓÔ×Á ((ID × IN)=�n;Kn[�k℄) × ÍÅÔÒÉÞÅÓËÏÅ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Ï (QDn;kk ; dH).ðÕÓÔØ �n | ÏÂÒÁÔÎÙÊ ÏÂÒÁÚ ÍÅÒÙ !� �ÒÉ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÉ �n. üÔÏ ÍÅÒÁÎÁ IDn = QDn;kk , ÓÏÓÒÅÄÏÔÏÞÅÎÎÁÑ É ÒÁ×ÎÏÍÅÒÎÁÑ ÎÁ ÍÎÏÖÅÓÔ×Å ÔÅÈ ËÏÎÆÉÇÕ-ÒÁ�ÉÊ w ∈ IDn , ËÏÔÏÒÙÅ ÕÄÏ×ÌÅÔ×ÏÒÑÀÔ ÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÀ w(gi + ·) = w(·) �ÒÉ 0 ≤i ≤ n−1, �i = 0. ðÕÓÔØ Q = {w ∈ IDk : w(·+gi) = w(·) �ÒÉ 0 ≤ i ≤ k−1; �i = 0}.÷ÏÚØÍÅÍ m = n − k. çÒÕ��Á Dn;k ÉÚÏÍÏÒÆÎÁ ÇÒÕ��Å Dm (ÓÄ×ÉÇÏÍ ÎÕÍÅÒÁ-�ÉÉ ÏÂÒÁÚÕÀÝÉÈ). óÉÍ×ÏÌÏÍ Gm ÏÂÏÚÎÁÞÉÍ ÅÅ �ÏÄÇÒÕ��Õ, �ÏÒÏÖÄÅÎÎÕÀ ÔÅÍÉÏÂÒÁÚÕÀÝÉÍÉ gi, k ≤ i ≤ n, ÄÌÑ ËÏÔÏÒÙÈ �i = 0. íÙ ÏËÁÚÙ×ÁÅÍÓÑ × ÕÓÌÏ×ÉÑÈÌÅÍÍÙ 17, ÇÄÅ ÍÅÒÁ �n ÅÓÔØ ÏÂÒÁÔÎÙÊ ÏÂÒÁÚ ÍÅÒÙ !� �ÒÉ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÉ �n, Á W| ÅÅ ÎÏÓÉÔÅÌØ. ðÒÉÍÅÎÑÑ ÌÅÍÍÕ, ÎÁÈÏÄÉÍ ÁÓÉÍ�ÔÏÔÉËÕ "-ÜÎÔÒÏ�ÉÉ ÆÁËÔÏÒÁÍÅÒÙ !� �Ï ÒÁÚÂÉÅÎÉÀ �n ÎÁ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Å (ID × IN)=�n Ó �ÏÌÕÍÅÔÒÉËÏÊ Kn[�k℄,�ÏÓÔÒÏÅÎÎÏÊ �Ï �ÏÌÕÍÅÔÒÉËÅ �k:
H"((ID × IN)=�n; !�=�n;Kn[�k℄) = H"(QDn;kk ; �n; dH) ≍ 2∑ni=k �i ≍ hn; n→∞:�ÅÍ ÓÁÍÙÍ, ÍÙ ÄÏËÁÚÁÌÉ, ÞÔÏ �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØ h Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÍÁÓÛÔÁÂÉÒÕ-ÀÝÅÊ ÄÌÑ �ÏÌÕÍÅÔÒÉËÉ �k, k ≥ 1, É ÆÉÌØÔÒÁ�ÉÉ � ÎÁ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Å (ID×IN; !�).÷ ÓÉÌÕ ÚÁÍÅÞÁÎÉÑ 16 ÜÔÏ ÏÚÎÁÞÁÅÔ, ÞÔÏ �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØ h Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÍÁÓÛÔÁ-ÂÉÒÕÀÝÅÊ �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØÀ ÆÉÌØÔÒÁ�ÉÉ �.7 ÷Ù×ÏÄÙ1. ðÒÅÄÌÏÖÅÎÎÕÀ × ÒÁÂÏÔÅ ÕÎÉ×ÅÒÓÁÌØÎÕÀ ÍÏÄÅÌØ ÁÄÉÞÅÓËÏÇÏ ÄÅÊÓÔ×ÉÑ ÇÒÕ��Ù

Z (ÒÁ×ÎÏ ËÁË É ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏÊ ÓÕÍÍÙ ÇÒÕ�� ×ÔÏÒÏÇÏ �ÏÒÑÄËÁ) ÎÁ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Å�ÕÔÅÊ ÇÒÁÆÁ OP ÍÏÖÎÏ ÓÒÁ×ÎÉÔØ Ó ÏÂÝÅ�ÒÉÎÑÔÏÊ É ÈÏÒÏÛÏ ÉÚ×ÅÓÔÎÏÊ ÓÉÍ-×ÏÌÉÞÅÓËÏÊ ÍÏÄÅÌØÀ ÄÅÊÓÔ×ÉÑ ÇÒÕ��, ËÏÔÏÒÁÑ ÔÁËÖÅ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÕÎÉ×ÅÒÓÁÌØÎÏÊ.ðÒÅÉÍÕÝÅÓÔ×Ï �ÒÅÄÌÁÇÁÅÍÏÊ ÍÏÄÅÌÉ × ÔÏÍ, ÞÔÏ × ÎÅÊ ÕÖÅ ÚÁÄÁÎÁ ËÁÎÏÎÉÞÅÓËÁÑ�ÅÒÉÏÄÉÞÅÓËÁÑ Á��ÒÏËÓÉÍÁ�ÉÑ ÄÅÊÓÔ×ÉÑ, ËÏÔÏÒÏÊ ÎÅÔ × ÓÉÍ×ÏÌÉÞÅÓËÏÊ ÍÏÄÅÌÉ.42



2. õÎÉ×ÅÒÓÁÌØÎÁÑ ÍÏÄÅÌØ �ÒÅÄ�ÏÌÁÇÁÅÔ Ï�ÉÓÁÎÉÅ ×ÓÅÈ �ÅÎÔÒÁÌØÎÙÈ ÍÅÒ ÎÁ�ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Å �ÕÔÅÊ ÇÒÁÆÁ. üÔÏ Ï�ÉÓÁÎÉÅ ÎÁÊÄÅÎÏ × ÒÁÂÏÔÅ, É ÏÎÏ ÏËÁÚÁÌÏÓØ×ÅÓØÍÁ ÏÂÏÚÒÉÍÙÍ �Ï ÍÏÄÕÌÀ Ï�ÉÓÁÎÉÑ ÉÎ×ÁÒÉÁÎÔÎÙÈ ÍÅÒ × ÓÉÍ×ÏÌÉÞÅÓËÏÊÍÏÄÅÌÉ).3. ûËÁÌÁ �ÒÏÍÅÖÕÔÏÞÎÙÈ �ÒÏÉÚ×ÏÌØÎÙÈ ÓÕÂÌÉÎÅÊÎÙÈ ÁÓÉÍ�ÔÏÔÉË ÍÁÓ-ÛÔÁÂÉÒÏ×ÁÎÎÏÊ ÜÎÔÒÏ�ÉÉ, ÓÕÝÅÓÔ×Ï×ÁÎÉÅ ËÏÔÏÒÙÈ ÏÂÎÁÒÕÖÅÎÏ ÌÉÛØ ÎÅÄÁ×ÎÏ,Ó×ÑÚÙ×ÁÅÔÓÑ Ó ÍÁÓÛÔÁÂÉÒÏ×ÁÎÎÏÊ ÜÎÔÒÏ�ÉÅÊ ÆÉÌØÔÒÁ�ÉÊ ÎÁ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Å �Õ-ÔÅÊ ÇÒÁÆÁ, Ô.Å. × ËÏÎ�Å ËÏÎ�Ï×, ÓÏ ÓËÏÒÏÓÔØÀ �ÅÒÉÏÄÉÞÅÓËÉÈ Á��ÒÏËÓÉÍÁ�ÉÊÁÄÉÞÅÓËÏÇÏ ÄÅÊÓÔ×ÉÑ ÇÒÕ��. üÔÏ ÓÏ×�ÁÄÅÎÉÅ ÏÂÎÁÒÕÖÉ×ÁÅÔ ÇÌÕÂÏËÕÀ Ó×ÑÚØ ÔÅ-ÏÒÉÉ ÆÉÌØÔÒÁ�ÉÊ É �ÅÒÉÏÄÉÞÅÓËÉÈ Á��ÒÏËÓÉÍÁ�ÉÊ, ËÏÔÏÒÁÑ ÂÕÄÅÔ ÉÓÓÌÅÄÏ×ÁÎÁ× ÄÁÌØÎÅÊÛÉÈ ÒÁÂÏÔÁÈ.Referen
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