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óÏÄÅÒÖÁÎÉÅ1. ÷×ÅÄÅÎÉÅ. ðÒÅÄ×ÁÒÉÔÅÌØÎÙÅ Ó×ÅÄÅÎÉÑ2. ðÒÉÎ�É� ÉÎ×ÁÒÉÁÎÔÎÏÓÔÉ É Ï�ÅÎËÉ ÓÕÍÍ ÒÁÓÓÔÏÑÎÉÊ É ÕËÌÏÎÅÎÉÊ ÄÌÑÏÂÝÉÈ ÍÅÔÒÉÞÅÓËÉÈ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×3. ðÒÉÎ�É�Ù ÉÎ×ÁÒÉÁÎÔÎÏÓÔÉ É ÔÏÞÎÙÅ Ï�ÅÎËÉ ÓÕÍÍ ÒÁÓÓÔÏÑÎÉÊ É ÕËÌÏ-ÎÅÎÉÊ ÄÌÑ Ä×ÕÔÏÞÅÞÎÏ-ÏÄÎÏÒÏÄÎÙÈ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×4. ðÒÉÌÏÖÅÎÉÑ Ë t-ÄÉÚÁÊÎÁÍ5. úÁÍÅÞÁÎÉÑ Ï ÑÄÒÁÈ ìÅ×É{û£ÎÂÅÒÇÁ1. ÷×ÅÄÅÎÉÅ. ðÒÅÄ×ÁÒÉÔÅÌØÎÙÅ Ó×ÅÄÅÎÉÑóÎÁÞÁÌÁ ××ÅÄÅÍ ÎÅËÏÔÏÒÙÅ ÏÂÝÉÅ �ÏÎÑÔÉÑ É ÆÉËÓÉÒÕÅÍ ÏÂÏÚÎÁÞÅÎÉÑ.ðÕÓÔØ M ËÏÍ�ÁËÔÎÏÅ Ó×ÑÚÁÎÎÏÅ ÍÅÔÒÉÞÅÓËÏÅ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Ï Ó ÍÅÔÒÉ-ËÏÊ � É ÂÏÒÅÌÅ×ÓËÏÊ ÍÅÒÏÊ �. õÄÏÂÎÏ ÓÞÉÔÁÔØ, ÞÔÏ ÍÅÔÒÉËÁ � É ÍÅÒÁ �ÎÏÒÍÉÒÏ×ÁÎÙ ÕÓÌÏ×ÉÑÍÉ diam(M; �) = �, �(M) = 1. äÌÑ ÌÀÂÏÊ ÍÅÔÒÉËÉ� ÎÁ M É ÌÀÂÏÇÏ �ÏÄÍÎÏÖÅÓÔ×Á E ⊂ M ÍÙ ÏÂÏÚÎÁÞÁÅÍdiam(E ; �) = sup{�(x1; x2) : x1; x2 ∈ E} (1.1)ÄÉÁÍÅÔÒ E ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ÍÅÔÒÉËÉ �.ïÂÏÚÎÁÞÉÍ ÞÅÒÅÚ 〈�〉 ÓÒÅÄÎÅÅ ÚÎÁÞÅÎÉÅ ÍÅÔÒÉËÉ �
〈�〉 = ∫∫

M×M

�(y1; y2) d�(y1) d�(y2): (1.2)äÌÑ ÌÀÂÏÇÏ N-ÔÏÞÅÞÎÏÇÏ �ÏÄÍÎÏÖÅÓÔ×Á DN ⊂ M �ÏÌÏÖÉÍ�[DN ℄ = ∑x1;x2∈DN �(x1; x2) (1.3)É ××ÅÄÅÍ ÜËÓÔÒÅÍÁÌØÎÕÀ ÓÕÍÍÕ ÒÁÓÓÔÏÑÎÉÊ�N = sup
DN �[DN ℄; (1.4)ÇÄÅ ÓÕ�ÒÅÍÕÍ ×ÙÞÉÓÌÑÅÔÓÑ �Ï ×ÓÅÍ N -ÔÏÞÅÞÎÙÍ �ÏÄÍÎÏÖÅÓÔ×ÁÍ DN ⊂

M. 3



ðÕÓÔØ Br(y) = {x ∈ M : �(x; y) 6 r} ⊂ M (1.5){ ÚÁÍËÎÕÔÙÊ ÛÁÒ × ÍÅÔÒÉËÅ � ÒÁÄÉÕÓÁ r ∈ [0; �℄ Ó �ÅÎÔÒÏÍ y ∈ M ÉÏÂßÅÍÏÍ vr(y) = �(Br(y)).ìÏËÁÌØÎÏÅ ÕËÌÏÎÅÎÉÅ N -ÔÏÞÅÞÎÏÇÏ �ÏÄÍÎÏÖÅÓÔ×Á DN ⊂ M × ÛÁÒÅ(1.5) Ï�ÒÅÄÅÌÑÅÔÓÑ ÔÁË�[Br(y);DN ℄ = #{Br(y) ∩ DN} −Nvr(y): (1.6)ðÏÌÏÖÉÍ �r[DN ℄ = ∫

M

�[Br(y);Dn℄2 d�(y) (1.7)É Ï�ÒÅÄÅÌÉÍ Ë×ÁÄÒÁÔÉÞÎÏÅ ÕËÌÏÎÅÎÉÅ ÆÏÒÍÕÌÏÊ�[�;DN ℄ = �∫0 �r[DN ℄�(r) dr; (1.8)ÇÄÅ �(r) > 0, r ∈ [0; �℄ { ÎÅËÏÔÏÒÁÑ ×ÅÓÏ×ÁÑ ÆÕÎË�ÉÑ. éÎÔÅÇÒÁÌ (1.8)ÏÞÅ×ÉÄÎÏ ÓÈÏÄÉÔÓÑ ÄÌÑ ÌÀÂÏÊ ÉÎÔÅÒÉÒÕÅÍÏÊ �. îÉÖÅ ÄÌÑ Ó�Å�ÉÁÌØÎÙÈ�ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×M ÍÙ ÕËÁÖÅÍ ÂÏÌÅÅ ÏÂÝÉÅ ÕÓÌÏ×ÉÑ ÓÈÏÄÉÍÏÓÔÉ ÉÎÔÅÇÒÁÌÏ×(1.8).÷×ÅÄÅÍ ÜËÓÔÒÅÍÁÌØÎÏÅ Ë×ÁÄÒÁÔÉÞÎÏÅ ÕËÌÏÎÅÎÉÅ�N(�) = inf
DN �[�;DN ℄; (1.9)ÇÄÅ ÉÎÆÉÍÕÍ ×ÙÞÉÓÌÑÅÔÓÑ �Ï ×ÓÅÍ N -ÔÏÞÅÞÎÙÍ �ÏÄÍÎÏÖÅÓÔ×ÁÍ DN ⊂

M.÷ ÔÅÏÒÉÉ ÒÁ×ÎÏÍÅÒÎÙÈ ÒÁÓ�ÒÅÄÅÌÅÎÉÊ ÏÂÙÞÎÏ ÒÁÓÓÍÁÔÒÉ×ÁÀÔ L2-ÕËÌÏÎÅÎÉÑ �[�;DN ℄1=2 É �(�)1=2, ÎÏ ÎÁÍ ÕÄÏÂÎÅÅ ÉÍÅÔØ ÄÅÌÏ ÎÅ�ÏÓÒÅÄ-ÓÔ×ÅÎÎÏ Ó ×ÅÌÉÞÉÎÁÍÉ (1.8) É (1.9).éÓÓÌÅÄÏ×ÁÎÉÅ ÜËÓÔÒÅÍÁÌØÎÙÈ ÈÁÒÁËÔÅÒÉÓÔÉË (1.4) É (1.9) Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÂÁ-ÚÏ×ÙÍÉ �ÒÏÂÌÅÍÁÍÉ ÇÅÏÍÅÔÒÉÉ ÒÁÓÓÔÏÑÎÉÊ É, ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÅÎÎÏ, ÔÅÏÒÉÉÒÁ×ÎÏÍÅÒÎÙÈ ÒÁÓ�ÒÅÄÅÌÅÎÉÊ, ÓÍ., ÎÁ�ÒÉÍÅÒ, Alexander{Be
k{Chen [2℄,Be
k{Chen [6℄, Matou�sek [26℄. òÁÓ�ÒÅÄÅÌÅÎÉÑÍ ÂÏÌØÛÏÇÏ ÞÉÓÌÁ ÔÏÞÅË ÎÁÓÆÅÒÁÈ �ÏÓ×ÑÝÅÎÙ ÔÁËÖÅ ÏÂÚÏÒÙ Bran
hart{Grabner [12℄ É Sa�{Kuijlaars[29℄. 4



òÁÓÓÍÁÔÒÉ×ÁÅÍÙÅ ÎÁÍÉ �ÒÏÂÌÅÍÙ �ÏÄÒÏÂÎÏ ÉÚÕÞÅÎÙ ÄÌÑ d-ÍÅÒÎÙÈÓÆÅÒ Sd = {x ∈ Rd+1 : ‖x‖ = 1}. ÷ ÜÔÏÍ ÓÌÕÞÁÅ � { ÍÅÔÒÉËÁ ÂÏÌØÛÅÇÏËÒÕÇÁ. ïÂÏÚÎÁÞÉÍ ÞÅÒÅÚ � ÈÏÒÄÏ×ÕÀ ÍÅÔÒÉËÕ ÎÁ ÓÆÅÒÅ Sd. ðÒÉ ÜÔÏÍ�(x1; x2) = ar

os〈x1; x2〉;�(x1; x2) = ‖x1 − x2‖ = 2 sin 12�(x1; x2); (1.10)ÇÄÅ 〈 · ; · 〉 { ÓËÁÌÑÒÎÏÅ �ÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÅ, Á ‖ · ‖ { Å×ËÌÉÄÏ×Á ÍÅÔÒÉËÁ × Rd+1.òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ Ë×ÁÄÒÁÔÉÞÎÏÅ ÕËÌÏÎÅÎÉÅ (1.8) ÎÁ ÓÆÅÒÅ Sd ÓÏ Ó�Å�ÉÁÌØ-ÎÏÅ ×ÅÓÏ×ÏÊ ÆÕÎË�ÉÅÊ �q(r) = sin r, r ∈ [0; �℄. ÷ ÜÔÏÍ ÓÌÕÞÁÅ ÆÏÒÍÕÌÕ(1.8) ÍÏÖÎÏ ÚÁ�ÉÓÁÔØ ÔÁË�[�1;DN ℄= 1∫

−1 dz ∫Sd [#{B(y; z) ∩ DN} −N�(B(y; z))℄2 d�(y); (1.11)ÇÄÅ � { ÓÔÁÎÄÁÒÔÎÁÑ ÎÏÒÍÁÌÉÚÏ×ÁÎÎÁÑ d-ÍÅÒÎÁÑ ÍÅÒÁ ÎÁ Sd, ÁB(y; z) = {x ∈ Sd : 
os �(x; y) > z}; z ∈ [−1; 1℄; (1.12){ \ÓÆÅÒÉÞÅÓËÁÑ ÛÁ�ÏÞËÁ", �ÒÉ ÜÔÏÍ B(y; z) = Br(y), z = 
os r.äÌÑ ÓÆÅÒ Sd óÔÏÌÑÒÓËÉÊ [32℄ ÕÓÔÁÎÏ×ÉÌ ÓÌÅÄÕÀÝÅÅ ÚÁÍÅÞÁÔÅÌØÎÏÅÔÏÖÄÅÓÔ×Ï, Ó×ÑÚÙ×ÁÀÝÅÅ Ë×ÁÄÒÁÔÉÞÎÏÅ ÕËÌÏÎÅÎÉÅ (1.8) É ÓÕÍÍÕ ÒÁÓÓÔÏ-ÑÎÉÊ (1.4) ÄÌÑ ÈÏÒÄÏ×ÏÊ ÍÅÔÒÉËÉ � .�ÅÏÒÅÍÁ 1.1. äÌÑ ÌÀÂÏÇÏ N { ÔÏÞÅÞÎÏÇÏ �ÏÄÍÎÏÖÅÓÔ×ÁDN ⊂ Sd Ó�ÒÁ-×ÅÄÌÉ×Ï ÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÅ�(Sd)�[�1;DN ℄ + � [DN ℄ = 〈�〉N2; (1.13)ÇÄÅ �(Sd) > 0 ÎÅËÏÔÏÒÁÑ �ÏÓÔÏÑÎÎÁÑ ÎÅÚÁ×ÉÓÑÝÁÑ ÏÔ DN .÷ ÞÁÓÔÎÏÓÔÉ, ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ N Ó�ÒÁ×ÅÄÌÉ×Ï ÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï�(Sd)�N(�1) + rN = 〈�〉N2: (1.14)�ÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, �ÒÏÂÌÅÍÙ ÉÓÓÌÅÄÏ×ÁÎÉÑ ÜËÓÔÒÅÍÁÌØÎÙÈ ÈÁÒÁËÔÅÒÉ-ÓÔÉË (1.4) É (1.9) ÄÌÑ ÓÆÅÒ ÜË×É×ÁÌÅÎÔÎÙ.óÏÏÔÎÏÛÅÎÉÅ (1.13) ÂÙÌÏ ÎÁÚ×ÁÎÏ × [32℄ �ÒÉÎ�É�ÏÍ ÉÎ×ÁÒÉÁÎÔÎÏÓÔÉ.5



ðÅÒ×ÏÎÁÞÁÌØÎÏÅ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï �ÒÉÎ�É�Á ÉÎ×ÁÒÉÁÎÔÎÏÓÔÉ (1.13) ×[32℄ ÂÙÌÏ ÄÏ×ÏÌØÎÏÓÌÏÖÎÙÍ. ÷ ÒÁÂÏÔÁÈ Brau
hart{Di
k [11℄ É Bilyk [8℄ÕËÁÚÁÎÙ ÂÏÌÅÅ �ÒÏÓÔÙÅ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Á.äÌÑ ÓÆÅÒ Sd ÉÚ×ÅÓÔÎÙ ÓÌÅÄÕÀÝÉÅ �ÒÅÄÅÌØÎÏ ÔÏÞÎÙÅ Ï�ÅÎËÉ.�ÅÏÒÅÍÁ 1.2. äÌÑ ×ÓÅÈ N ÎÁ ÓÆÅÒÅ Sd Ó�ÒÁ×ÅÄÌÉ×Ù Ï�ÅÎËÉ
〈r〉N2 − CN1− 1d < �N < 〈r〉N2 − 
N1− 1d ; (1.15)
N1− 1d > �N(�1) > 
N1− 1d (1.16)Ó �ÏÓÔÏÑÎÎÙÍÉ C > 
 > 0 ÎÅÚÁ×ÉÓÑÝÉÍÉ ÏÔ N .úÄÅÓØ É ÄÁÌÅÅ ÍÙ ÏÂÏÚÎÁÞÁÅÍ ÞÅÒÅÚ C É 
 ÒÁÚÌÉÞÎÙÅ ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÂÏÌØ-ÛÉÅ É, ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÅÎÎÏ, ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÍÁÌÙÅ �ÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÙÅ �ÏÓÔÏÑÎÎÙÅ ÉÕËÁÚÙ×ÁÅÍ, �ÒÉ ÎÅÏÂÈÏÄÉÍÏÓÔÉ, ÉÈ ÚÁ×ÉÓÉÍÏÓÔØ ÉÌÉ ÎÅÚÁ×ÉÓÉÍÏÓÔØ ÏÔÄÏ�ÏÌÎÉÔÅÌØÎÙÈ �ÁÒÁÍÅÔÒÏ×.ìÅ×ÙÅ ÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ×Á × (1.15) É (1.16) ÓÌÅÄÕÀÔ ÉÚ ÒÅÚÕÌØÔÁÔÏ× ÒÁÂÏÔAlexander [1℄, Stolarsky [32℄ É Rakhmanov{Sa�{Zhou [28℄. ÷ [1℄ ÂÙÌÁ ÕÓÔÁ-ÎÏ×ÌÅÎÁ Ó×ÑÚØ ÍÅÖÄÕ ÌÅ×ÙÍ ÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ×ÏÍ × (1.15) ÄÌÑ ÓÕÍÍ ÒÁÓÓÔÏÑÎÉÊÉ Ó�Å�ÉÁÌØÎÙÍÉ ÒÁÚÂÉÅÎÉÑÍÉ ÓÆÅÒÙ ÎÁ N �ÏÄÍÎÏÖÅÓÔ× ÒÁ×ÎÏÇÏ ÏÂßÅÍÁN−1 É ÄÁÍÅÔÒÁÍÉ �ÏÒÑÄËÁ N−1=d. �ÁËÉÅ ÒÁÚÂÉÅÎÉÑ ÂÙÌÉ �ÏÓÔÒÏÅÎÙ × [1℄ÔÏÌØËÏ ÄÌÑ �ÏÄ�ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔÅÊ N = 
(d)md, ÇÄÅ m > 1 { �ÅÌÙÅ,Á 
(d) > 0 { �ÏÓÔÏÑÎÎÁÑ. äÌÑ �ÒÏÉÚ×ÏÌØÎÙÈ N �ÏÓÔÒÏÅÎÉÅ ÔÁËÉÈ ÒÁÚ-ÂÉÅÎÉÊ ÓÆÅÒÙ ÏËÁÚÁÌÏÓØ ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÎÅÔÒÉ×ÉÁÌØÎÙÍ É ÂÙÌÏ ÄÁÎÏ ÌÉÛØ× ÒÁÂÏÔÅ [28℄. ÷ ÓÉÌÕ �ÒÉÎ�É�Á ÉÎ×ÁÒÉÁÎÔÎÏÓÔÉ óÔÏÌÑÒÓËÏÇÏ (1.13) É(1.14), ÌÅ×ÏÅ ÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï × (1.15) ×ÌÅÞÅÔ ÌÅ×ÏÅ ÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï × (1.16).ðÒÁ×ÙÅ ÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ×Á × (1.16) É (1.15) ÂÙÌÉ ÄÏËÁÚÁÎÙ âÅËÏÍ [5℄, ÓÍ.ÔÁËÖÅ [6℄.óÌÅÄÕÅÔ ÉÍÅÔØ × ×ÉÄÕ, ÞÔÏ ÄÁÌÅËÏ ÎÅ ×ÓÅ ÍÅÔÒÉËÉ ÎÁ Sd ÕÄÏ×ÌÅÔ×Ï-ÒÑÀÔ Ä×ÕÓÔÏÒÏÎÎÉÍ Ï�ÅÎËÁÍ (1.15). îÁ�ÒÉÍÅÒ, ÄÌÑ ÇÅÏÄÅÚÉÞÅÓËÏÇÏ ÒÁÓ-ÓÔÏÑÎÉÑ � ÎÁ ÓÆÅÒÅ Sd Ó�ÒÁ×ÅÄÌÉ×Ù ÔÁËÉÅ ÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÑ�N = 〈�〉N2 − "N ; 〈�〉 = 12�; (1.17)ÇÄÅ "N = 0 ÄÌÑ ÞÅÔÎÙÈ N É 0 6 "N 6 �=2 ÄÌÑ ÎÅÞÅÔÎÙÈ N . ðÏÄÒÏÂÎÅÅÜÔÏÔ �ÒÉÍÅÒ ÒÁÓÓÍÏÔÒÅÎ × ËÏÎ�Å §5.
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2. ðÒÉÎ�É�Ù ÉÎ×ÁÒÉÁÎÔÎÏÓÔÉ É Ï�ÅÎËÉÓÕÍÍ ÒÁÓÓÔÏÑÎÉÊ É ÕËÌÏÎÅÎÉÊ ÄÌÑ ÏÂÝÉÈ ÍÅ-ÔÒÉÞÅÓËÉÈ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×÷ ÒÁÂÏÔÅ Á×ÔÏÒÁ [30℄ �ÒÅÄÌÏÖÅÎ �ÏÄÈÏÄ Ë ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Õ ÔÁËÉÈ ÔÏ-ÖÄÅÓÔ× ÄÌÑ ÏÂÝÉÈ ÍÅÔÒÉÞÅÓËÉÈ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×. ðÒÉ×ÅÄÅÍ ÎÅËÏÔÏÒÙÅ ÉÚÒÅÚÕÌØÔÁÔÏ× ÒÁÂÏÔÙ [30℄.ðÕÓÔØ, ËÁË É ×ÙÛÅ, M { �ÒÏÉÚ×ÏÌØÎÏÅ ËÏÍ�ÁËÔÎÏÅ Ó×ÑÚÁÎÎÏÅ ÍÅ-ÔÒÉÞÅÓËÏÅ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Ï Ó ÎÏÒÍÉÒÏ×ÁÎÎÙÍÉ ÍÅÔÒÉËÏÊ � É ÂÏÒÅÌÅ×ÓËÏÊÍÅÒÏÊ �. ÷×ÅÄÅÍ ÓÌÅÄÕÀÝÉÅ ÍÅÔÒÉËÉ ÓÉÍÍÅÔÒÉÞÎÏÊ ÒÁÚÎÏÓÔÉ��r (x1; x2) = 12�(Br(x1)�Br(x2)); (2.1)ÇÄÅ Br(x1)�Br(x2) = Br(x1) ∪ Br(x1) \Br(x1) ∩Br(x2) (2.2){ ÓÉÍÍÅÔÒÉÞÎÁ ÒÁÚÎÏÓÔØ ÛÁÒÏ× Br(x1) É Br(x2), x1, x2 ∈ M. �ÁËÉÍÏÂÒÁÚÏÍ, ��r (x1; x2) = 12vr(x1) + 12vr(x2)− �(Br(x1) ∩Br(x2)): (2.3)ðÏÌÏÖÉÍ ÔÁËÖÅ��(�; x1; x2) = �∫0 ��r (x1; x2)�(r) dr; (2.4)ÇÄÅ �(r) > 0, r ∈ [0; �℄, { ÎÅËÏÔÏÒÁÑ ×ÅÓÏ×ÁÑ ÆÕÎË�ÉÑ.íÅÔÒÉËÉ (2.3) É (2.4) ÍÏÖÎÏ ÚÁ�ÉÓÁÔØ × ×ÉÄÅ��r (x1; x2) = 12 ∫

M

|�(Br(x1)y)− �(Br(x2); y)| d�(y); (2.5)��(�; x1; x2) = 12 �∫0 ∫

M

|�(Br(x1); y)− �(Br(x2); y)|d�(y)�(r)dr; (2.6)ÇÄÅ �(Br(x); · ) { ÈÁÒÁËÔÅÒÉÓÔÉÞÅÓËÁÑ ÆÕÎË�ÉÑ ÛÁÒÁ Br(x).7



ïÔÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ ××ÉÄÕ ÓÉÍÍÅÔÒÉÉ ÍÅÔÒÉËÉ � ÉÍÅÅÔ ÍÅÓÔÏ ÓÌÅÄÕÀÝÁÑ�ÏÌÅÚÎÁÑ ÆÏÒÍÕÌÁ�(Br(x); y) = �(Br(y); x) = �(r − �(x; y)); (2.7)ÇÄÅ �( · ) { ÈÁÒÁËÔÅÒÉÓÔÉÞÅÓËÁÑ ÆÕÎË�ÉÑ �ÏÌÕÏÓÉ [0;∞).îÁ�ÏÍÎÉÍ, ÞÔÏ ÍÅÔÒÉÞÅÓËÏÅ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Ï M ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑÄÉÓÔÁÎ�ÉÏÎÎÏ-ÉÎ×ÁÒÉÁÎÔÎÙÍ, ÅÓÌÉ ÏÂßÅÍ ÌÀÂÏÇÏ ÛÁÒÁ vr(y) = �(Br(y))ÎÅ ÚÁ×ÉÓÉÔ ÏÔ y ∈ M, ÓÍ. Levenshtein [24℄. �É�ÉÞÎÙÍÉ �ÒÉÍÅÒÁÍÉÄÉÓÔÁÎ�ÉÏÎÎÏ-ÉÎ×ÁÒÉÁÎÔÎÙÈ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ× Ñ×ÌÑÀÔÓÑ ÏÄÎÏÒÏÄÎÙÅ �ÒÏ-ÓÔÒÁÎÓÔ×Á M = G=H, ÇÄÅ G { ËÏÍ�ÁËÔÎÁÑ ÇÒÕ��Á, H ⊂ G { ÚÁÍËÎÕÔÁÑ�ÏÄÇÒÕ��Á, Á � É � { ÉÎ×ÁÒÉÁÎÔÎÙÅ ÍÅÔÒÉËÁ É ÍÅÒÁ ÎÁ M.óÒÁ×ÎÉ×ÁÑ Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÑ (2.1) Ó (1.7) É Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÅ (2.4) Ó (1.8), �ÏÌÕ-ÞÁÅÍ ÔÁËÏÅ ÕÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÅ, ÓÍ. [30, �ÅÏÒÅÍÁ 2.1℄.�ÅÏÒÅÍÁ 2.1. ðÕÓÔØ M { ËÏÍ�ÁËÔÎÏÅ ÄÉÓÔÁÎ�ÉÏÎÎÏ-ÉÎ×ÁÒÉÁÎÔÎÏÅ�ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Ï. �ÏÇÄÁ ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ N-ÔÏÞÅÞÎÏÇÏ �ÏÄÍÎÏÖÅÓÔ×Á DN ⊂
M Ó�ÒÁ×ÅÌÄÉ×Ù ÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÑ�r[DN ℄ + ��r [DN ℄ = 〈��r 〉N2; (2.8)ÇÄÅ r ∈ [0; �℄, �[�;DN ℄ + ��[�;DN ℄ = 〈��(�)〉N2: (2.9)ÇÄÅ � { �ÒÏÉÚ×ÏÌØÎÁÑ ×ÅÓÏ×ÁÑ ÆÕÎË�ÉÑ, ÄÌÑ ËÏÔÏÒÏÊ ÓÈÏÄÑÔÓÑ ÉÎÔÅ-ÇÒÁÌÙ × Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÑ (1.8) É (2.4).äÌÑ ÄÉÓÔÁÎ�ÉÏÎÎÏ-ÉÎ×ÁÒÉÁÎÔÎÏÇÏ �ÒÏÓÔÁÒÓÎÔ×Á ÓÒÅÄÎÉÅ ÚÎÁÞÅÎÉÑ(1.2) ÍÅÔÒÉË (2.1) É (2.4 ÌÅÇËÏ ×ÙÞÉÓÌÑÀÔÓÑ. ðÏÌØÚÕÑÓØ ÆÏÒÍÕÌÁÍÉ (2.3)É (2.7) ÎÁÈÏÄÉÍ

〈��r 〉 = vr − v2r ;
〈��(�)〉 = �∫0 〈��r 〉�(r)dr = �∫0 vr(1− vr)�(r) dr: (2.10)÷ÏÚÍÏÖÎÏ ÌÉ ÏÂÏÂÝÅÎÉÅ ÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÊ (2.8) É (2.9) ÎÁ �ÒÏÉÚ×ÏÌØÎÙÅËÏÍ�ÁËÔÎÙÅ ÍÅÔÒÉÞÅÓËÉÅ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Á? îÁ �ÅÒ×ÙÊ ×ÚÇÌÑÄ, ÏÔ×ÅÔ ÄÏÌ-ÖÅÎ ÂÙÔØ ÏÔÒÉ�ÁÔÅÌØÎÙÍ. �ÅÍ ÎÅ ÍÅÎÅÅ ÏËÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ, ÞÔÏ ×ÅÒÏÑÔÎÏÓÔÎÏÅÏÂÏÂÝÅÎÉÅ ÜÔÉÈ ÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÊ ×ÏÚÍÏÖÎÏ.8



òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ �ÒÏÉÚ×ÏÌØÎÏÅ ÒÁÚÂÉÅÎÉÅ RN = {Vi}N1 �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Á MÎÁ N ÉÚÍÅÒÉÍÙÈ �ÏÄÍÎÏÖÅÓÔ× Vi ⊂ M, 1 6 i 6 N , ÒÁ×ÎÏÊ ÍÅÒÙ:�(
M\

N⋃i=1Vi) = 0; �(Vi ∩ Vj) = 0; i 6= j; �(Vi) = N−1: (2.11)�ÁËÏÅ ÒÁÚÂÉÅÎÉÅ ÂÕÄÅÍ ÎÁÚÙ×ÁÔØ ÒÁ×ÎÏÏÂßÅÍÎÙÍ.äÌÑ ÒÁÚÂÉÅÎÉÑ RN É �ÒÏÉÚ×ÏÌØÎÏÊ ÍÅÔÒÉËÉ � ××ÅÄÅÍ ÓÒÅÄÎÉÊ ÄÉÁ-ÍÅÔÒ, ÓÍ, (1.1), Diam1(RN ; �) = 1N N∑i=1 diam(Vi; �) (2.12)É ÍÁËÓÉÍÁÌØÎÙÊ ÄÉÁÍÅÔÒDiam∞(RN ; �) = max16i6N diam(Vi; �) (2.13)ïÞÅ×ÉÄÎÏ, ÞÔÏ Diam1(RN ; �) 6 Diam∞(RN;�) (2.14)É ÄÌÑ ÍÅÔÒÉË � É �1Diam1(RN ; �1) 6 
0Diam1(RN ; �);Diam∞(RN ; �1) 6 
0Diam∞(RN ; �)} (2.15)�ÒÉ �1(x; y) 6 
0�(x; y), x, y ∈ M.÷×ÅÄÅÍ ÓÌÅÄÕÀÝÅÅ ×ÅÒÏÑÔÎÏÓÔÎÏÅ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Ï
N = N∏i=1 Vi = {XN = (x1; : : : ; xN) : xi ∈ Vi; 1 6 i 6 N} (2.16)Ó ×ÅÒÏÑÔÎÏÓÔÎÏÊ ÍÅÒÏÊ !N = N∏i=1 �̃i, ÇÄÅ �̃i = N�|Vi É �|Vi ÏÂÏÚÎÁÞÁÅÔÓÕÖÅÎÉÅ ÍÅÒÙ � ÎÁ �ÏÄÍÎÏÖÅÓÔ×Ï Vi ⊂ M.äÌÑ ÓÌÕÞÁÊÎÏÊ �ÅÒÅÍÅÎÎÏÊ F [XN ℄, XN ∈ 
N , ÏÂÏÚÎÁÞÉÍ ÞÅÒÅÚ ENF [ · ℄ÅÅ ÍÁÔÅÍÁÔÉÞÅÓËÏÅ ÏÖÉÄÁÎÉÅ
ENF [ · ℄ = ∫
N F [XN ℄d!N(XN)= NN ∫∫V1×:::VN F (x1; : : : ; xN )d�(x1) : : : d�(xN): (2.17)9



üÌÅÍÅÎÔÙ XN ∈ 
N ÍÏÖÎÏ ÒÁÓÓÍÁÔÒÉ×ÁÔØ ËÁË Ó�Å�ÉÁÌØÎÙÊ �ÏÄËÌÁÓÓN -ÔÏÞÅÞÎÙÈ �ÏÄÍÎÏÖÅÓÔ× × �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×ÅM, Á ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÝÉÅ ÓÕÍÍÙÒÁÓÓÔÏÑÎÉÊ É ÕËÌÏÎÅÎÉÊ ÄÌÑ DN = XN = (x1; : : : ; xN) ∈ 
N ËÁË ÓÌÕÞÁÊ-ÎÙÅ �ÅÒÅÍÅÎÎÙÅ ÎÁ ×ÅÒÏÑÔÎÏÓÔÎÏÍ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Å 
N . ÷ÅÒÏÑÔÎÏÓÔÎÙÊ�ÒÉÎ�É� ÉÎ×ÁÒÉÁÎÔÎÏÓÔÉ ÆÏÒÍÕÌÉÒÕÅÔÓÑ ÓÌÅÄÕÀÝÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ÓÍ. [30,�ÅÏÒÅÍÁ 3.1℄.�ÅÏÒÅÍÁ 2.2. äÌÑ ÌÀÂÏÇÏ ÒÁ×ÎÏÏÂßÅÍÎÏÇÏ ÒÁÚÂÉÅÎÉÑ RN , ÓÍ. (2.11),ËÏÍ�ÁËÔÎÏÇÏ ÍÅÔÒÉÞÅÓËÏÇÏ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Á M Ó�ÒÁ×ÅÄÌÉ×Ù ÓÏÏÔÎÏÛÅ-ÎÉÑ
EN�r[ · ℄ + EN��r [ · ℄ = 〈��r 〉N2; (2.18)

EN�[�; · ℄ + EN��[�; · ℄ = 〈��(�)〉N2: (2.19)ðÏÓËÏÌØËÕ XN ∈ 
N ÏÂÒÁÚÕÀÔ �ÏÄËÌÁÓÓ ×ÓÅÈ N -ÔÏÞÅÞÎÙÈ �ÏÄÍÎÏ-ÖÅÓÔ× DN ⊂ M, ÔÏ��N(�) > EN��[�; · ℄; �N(�) 6 EN�[�; · ℄: (2.20)òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÔÁËÖÅ ÍÁÔÅÍÁÔÉÞÅÓËÏÅ ÏÖÉÄÁÎÉÅ (2.17) ÓÌÕÞÁÊÎÏÊ �ÅÒÅ-ÍÅÎÎÏÊ �[XN ℄, XN ∈ 
N , ÄÌÑ �ÒÏÉÚ×ÏÌØÎÏÊ ÍÅÔÒÉËÉ �, ÓÍ. (1.3). óÌÅÄÕ-ÀÝÁÑ �ÒÏÓÔÁÑ, ÎÏ ÕÄÉ×ÉÔÅÌØÎÏ ÓÉÌØÎÁÑ Ï�ÅÎËÁ ÆÁËÔÉÞÅÓËÉ ÓÏÄÅÒÖÉÔÓÑ× ÒÁÂÏÔÅ Alexander [1, Lemma 2.4℄.ìÅÍÍÁ 2.1. äÌÑ ÌÀÂÏÇÏ ÒÁ×ÎÏÏÂßÅÍÎÏÇÏ ÒÁÚÂÉÅÎÉÑ RN �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Á
M É �ÒÏÉÚ×ÏÌØÎÏÊ ÍÅÔÒÉËÉ � ÎÁ M Ó�ÒÁ×ÅÄÌÉ×Á Ï�ÅÎËÁ

EN�[ · ℄ > 〈�〉N2 −N Diam1(RN ; �)
> 〈�〉N2 −N diam∞(RN ; �):ðÏÌØÚÕÑÓØ Ï�ÅÎËÁÍÉ (2.15), ìÅÍÍÏÊ 2.1 É �ÅÏÒÅÍÏÊ 2.2, �ÏÌÕÞÁÅÍ ÓÌÅ-ÄÕÀÝÉÊ ÒÅÚÕÌØÔÁÔ, ÓÍ. [30, Theorem 3.2℄.�ÅÏÒÅÍÁ 2.3. ðÕÓÔØ ÍÅÔÒÉËÁ ��(�) ÕÄÏ×ÌÅÔ×ÏÒÑÅÔ ÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ×Õ��(�; x1; x2) 6 
0�(x1; x2); x1; x2 ∈ M (2.21)Ó ÎÅËÏÔÏÒÏÊ �ÏÓÔÏÑÎÎÏÊ 
0. �ÏÇÄÁ ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ ÒÁ×ÎÏÏÂßÅÍÎÏÇÏ ÒÁÚÂÉÅ-ÎÉÑ RN �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Á M Ó�ÒÁ×ÅÄÌÉ×Ù Ï�ÅÎËÉ��N (�) > 〈(�)〉N2 −N
0Diam1(RN ; �)

> 〈��(�)〉N2 −N
0Diam∞(RN ; �) (2.22)10



É �N (�) 6 N
0Diam1(RN ; �) 6 N
0 diam∞(RN ; �) (2.23)Ó ÔÏÊ ÖÅ �ÏÓÔÏÑÎÎÏÊ 
0, ÞÔÏ É × (2.21).îÁ�ÏÍÎÉÍ ÓÌÅÄÕÀÝÉÅ Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÑ. ïÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ f : O ⊂ Rd → MÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÌÉ�ÛÅ�Å×ÓËÉÍ, ÅÓÌÉ�(f(z1); f(z2)) 6 C‖z1 − z2‖; z1; z2 ∈ O (2.24)Ó ÎÅËÏÔÏÒÏÊ �ÏÓÔÏÑÎÎÏÊ C, ÎÁÉÍÅÎØÛÁÑ ÔÁËÁÑ �ÏÓÔÏÑÎÎÁÑ ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑÌÉ�ÛÅ�Å×ÓËÏÊ �ÏÓÔÏÑÎÎÏÊ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÑ f É ÏÂÏÚÎÁÞÅÎÉÑ Lip f ; × (2.24)
‖ · ‖ ÏÂÏÚÎÁÞÁÅÔ Å×ËÌÉÄÏ×Ï ÒÁÓÓÔÏÑÎÉÅ × Rd.ëÏÍ�ÁËÔÎÏÅ ÍÅÔÒÉÞÅÓËÏÅ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Ï M Ó ÍÅÔÒÉËÏÊ � É ÂÏÒÅÌÅ×-ÓËÏÊ ÍÅÒÏÊ � ÎÁÚÏ×ÅÍ d-Ó�ÒÑÍÌÑÅÍÙÍ ÅÓÌÉ ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ÍÅÒÁ � ÎÁ d-ÍÅÒÎÏÍ ÅÄÉÎÉÞÎÏÍ ËÕÂÅ Id = [0; 1℄d ÁÂÓÏÌÀÔÎÏ ÎÅ�ÒÅÒÙ×ÎÁÑ ÏÔÎÏÓÉ-ÔÅÌØÎÏ ÍÅÒÙ ìÅÂÅÇÁ, ÉÚÍÅÒÉÍÏÅ �ÏÄÍÎÏÖÅÓÔ×Ï O ⊂ Id É ÉÎßÅËÔÉ×ÎÏÅÌÉ�ÛÅ�Å×ÓËÏÅ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ f : O → M, ÔÁËÉÅ ÞÔÏ �(M \ f(O)) = 0 É�(E) = �(f−1(E ∩ f(O)).îÅÔÒÕÄÎÏ �ÒÉ×ÅÓÔÉ �ÒÏÓÔÙÅ �ÒÉÍÅÒÙ d-Ó�ÒÑÍÌÑÅÍÙÈ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×.ìÀÂÏÅ ÇÌÁÄËÏÅ (ÉÌÉ ËÕÓÏÞÎÏ-ÇÌÁÄËÏÅ) ËÏÍ�ÁËÔÎÏÅ d-ÍÅÒÎÏÅ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁ-ÚÉÅ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ d-Ó�ÒÑÍÌÑÅÍÙÍ, ÅÓÌÉ × ÌÏËÁÌØÎÙÈ ËÏÏÒÄÉÎÁÔÁÈ ÍÅÔÒÉËÁÕÄÏ×ÌÅÔ×ÏÒÑÅÔ ÕÓÌÏ×ÉÀ (2.24), Á ÍÅÒÁ ÁÂÓÏÌÀÔÎÏ ÎÅ�ÒÅÒÙ×ÎÁ ÏÔÎÏÓÉ-ÔÅÌØÎÏ ÍÅÒÙ ìÅÂÅÇÁ. ÷ ÞÁÓÔÎÏÓÔÉ, ÌÀÂÏÅ ËÏÍ�ÁËÔÎÏÅ d-ÍÅÒÎÏÅ ÒÉ-ÍÁÎÏ×Ï ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÅ Ó ÒÉÍÁÎÏ×ÙÍÉ ÒÁÓÓÔÏÑÎÉÅÍ É ÍÅÒÏÊ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ d-Ó�ÒÑÍÌÑÅÍÙÍ.ðÏÎÑÔÉÅ Ó�ÒÑÍÌÑÅÍÙÈ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ× Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÂÁÚÏ×ÙÍ ÄÌÑ ÇÅÏÍÅÔÒÉ-ÞÅÓËÏÊ ÔÅÏÒÉÉ ÍÅÒÙ, ÓÍ. Federer [18℄ É Mattila [27℄. ÷ [18℄ É [27℄ ÍÏÖÎÏÎÁÊÔÉ ÂÏÌÅÅ ÜËÚÏÔÉÞÅÓËÉÅ �ÒÉÍÅÒÙ d-Ó�ÒÑÍÌÑÅÍÙÈ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×.÷ [30, �ÅÏÒÅÍÁ 4.1℄ ÄÏËÁÚÁÎ ÓÌÅÄÕÀÝÉÊ ÒÅÚÕÌØÔÁÔ, ËÏÔÏÒÙÊ ÍÏÖÎÏÒÁÓÓÍÁÔÒÉ×ÁÔØ ËÁË ÏÔÎÏÓÑÝÉÊÓÑ Ë ÇÅÏÍÅÔÒÉÞÅÓËÏÊ ÔÅÏÒÉÉ ÍÅÒÙ.�ÅÏÒÅÍÁ 2.4. ðÕÓÔØ M ËÏÍ�ÁËÔÎÏÅ d-Ó�ÒÑÍÌÑÅÍÏÅ ÍÅÔÒÉÞÅÓËÏÅ �ÒÏ-ÓÔÒÁÎÓÔ×Ï. �ÏÇÄÁ �ÒÉ ÌÀÂÏÍ N ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ÒÁ×ÎÏÏÂßÅÍÎÏÅ ÒÁÚÂÉÅÎÉÅ
RN �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Á M, ÔÁËÏÅ ÞÔÏDiam1(RN ; �) 6 d22−1 Lip f N−

1d ; (2.25)ÇÄÅ Lip f { ÌÉ�ÛÅ�Å×ÓËÁÑ �ÏÓÔÏÑÎÎÁÑ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÑ f × Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÉ d-Ó�ÒÑÍÌÑÅÍÏÇÏ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Á M. 11



÷ ÞÁÓÔÎÏÓÔÉ, ÔÁËÉÅ ÒÁÚÂÉÅÎÉÑ RN , ÕÄÏ×ÌÅÔ×ÏÒÑÀÝÉÅ Ï�ÅÎËÉ (2.25)ÓÕÝÅÓÔ×ÕÀÔ ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ ËÏÍ�ÁËÔÎÏÇÏ d-ÍÅÒÎÏÇÏ ÒÉÍÁÎÏ×Á ÍÎÏÇÏÏÂÒÁ-ÚÉÑ.÷ ÒÁÂÏÔÅ [28℄ ÄÌÑ ÓÆÅÒ Sd �ÒÉ ×ÓÅÈ ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÂÏÌØÛÉÈ N ÂÙÌÉ �Ï-ÓÔÒÏÅÎÙ ÒÁ×ÎÏÏÂßÅÍÎÙÅ ÒÁÚÂÉÅÎÉÑ RN , ÔÁËÉÅ ÞÔÏDiam∞(RN ; �) 6 CdN−
1d (2.26)Ó �ÏÓÔÏÑÎÎÏÊ Cd ÎÅÚÁ×ÉÓÑÝÅÊ ÏÔ N .÷ ÓÉÌÕ ÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ×Á (2.14) Ï�ÅÎËÁ (2.26) ÌÕÞÛÅ ÞÅÍ (2.25). ïÄÎÁËÏ,ËÏÎÓÔÒÕË�ÉÑ ÒÁÚÂÉÅÎÉÊ RN × [28℄ ÓÕÝÅÓÔ×ÅÎÎÏ Ï�ÉÒÁÅÔÓÑ ÎÁ ÇÅÏÍÅÔÒÉ-ÞÅÓËÕÀ Ó�Å�ÉÆÉËÕ ÓÆÅÒ. âÏÌÅÅ ÔÏÇÏ, Ï�ÅÎËÁ (2.26) ÚÁ×ÅÄÏÍÏ ÎÅ ÍÏÖÅÔ×Ù�ÏÌÎÑÔØÓÑ, ÅÓÌÉ �ÌÏÔÎÏÓÔØ ÍÅÒÙ � ÎÅ ÏÔÄÅÌÅÎÁ ÏÔ ÎÕÌÑ. ÷ ÌÀÂÏÍÓÌÕÞÁÅ, �ÒÉ×ÅÄÅÎÎÁÑ ×ÙÛÅ �ÅÏÒÅÍÁ 2.3 �ÏËÁÚÙ×ÁÅÔ, ÞÔÏ ÎÅÔÒÉ×ÉÁÌØÎÁÑÏ�ÅÎËÁ (2.25) �ÒÉ×ÏÄÉÔ Ë ÎÅÔÒÉ×ÉÁÌØÎÙÍ Ï�ÅÎËÁÍ ÜËÓÔÒÅÍÁÌØÎÙÈ ÈÁÒÁË-ÔÅÒÉÓÔÉË �N(�) É �N(�).óÒÁ×ÎÉ×ÁÑ �ÅÏÒÅÍÙ 2.3 É 2.4, �ÏÌÕÞÁÅÍ ÔÁËÏÊ ÒÅÚÕÌØÔÁÔ.�ÅÏÒÅÍÁ 2.5. ðÕÓÔØ M { ËÏÍ�ÁËÔÎÏÅ d-Ó�ÒÑÍÌÑÅÍÏÅ ÍÅÔÒÉÞÅÓËÏÅ�ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Ï, Á ÍÅÔÒÉËÁ ��(�) ÕÄÏ×ÌÅÔ×ÏÒÑÅÔ ÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ×Õ (2.21).�ÏÇÄÁ �ÒÉ ÌÀÂÏÍ N Ó�ÒÁ×ÅÄÌÉ×Ù Ï�ÅÎËÉ��N(�) > 〈��(�)〉N2 − CN1− 1d ; (2.27)�N(�) 6 CN1− 1d (2.28)Ó �ÏÓÔÏÑÎÎÏÊ C > 0 ÎÅÚÁ×ÉÓÑÝÅÊ ÏÔ N .îÅÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï (2.21) ×Ù�ÏÌÎÑÅÔÓÑ, ÅÓÌÉ � ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÎÁÑ ÆÕÎË�ÉÑ, ÓÍ.[30, Lemma 2.1(ii)℄. ÷ ÜÔÏÍ ÓÌÕÞÁÅ ÉÎÔÅÇÒÁÌÙ × Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÑÈ (1.8) É(2.4) ÔÁËÖÅ ÓÈÏÄÑÔÓÑ. éÚ �ÅÏÒÅÍÙ 2.5 ÍÙ �ÏÌÕÞÁÅÍ ÓÌÅÄÕÀÝÉÊ ÏÂÝÉÊÒÅÚÕÌØÔÁÔ.�ÅÏÒÅÍÁ 2.6. ðÕÓÔØ M { ËÏÍ�ÁËÔÎÏÅ d-Ó�ÒÑÍÌÑÅÍÏÅ ÍÅÔÒÉÞÅÓËÏÅ�ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Ï, Á ×ÅÓÏ×ÁÑ ÆÕÎË�ÉÑ � ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÁ. �ÏÇÄÁ �ÒÉ ÌÀÂÏÍ NÓ�ÒÁ×ÅÄÌÉ×Ù Ï�ÅÎËÉ (2.27) É (2.28).äÌÑ Ó�Å�ÉÁÌØÎÙÈ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ× M ÕÓÌÏ×ÉÑ ÎÁ � ÍÏÇÕÔ ÂÙÔØ ÓÕÝÅ-ÓÔ×ÅÎÎÏ ÏÓÌÁÂÌÅÎÙ, ÓÍ. ÄÁÌÅÅ ìÅÍÍÙ 3.1, 3.2 É �ÅÏÒÅÍÕ 3.4.12



3. ðÒÉÎ�É�Ù ÉÎ×ÁÒÉÁÎÔÎÏÓÔÉ É ÔÏÞÎÙÅÏ�ÅÎËÉ ÓÕÍÍ ÒÁÓÓÔÏÑÎÉÊ É ÕËÌÏÎÅÎÉÊ ÄÌÑÄ×ÕÔÏÞÅÞÎÏ-ÏÄÎÏÒÏÄÎÙÈ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×äÌÑ ËÁËÉÈ ËÏÍ�ÁËÔÎÙÈ ÍÅÔÒÉÞÅÓËÉÈ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ× M Ï�ÅÎËÉ (2.27) É(2.28) Ñ×ÌÑÀÔÓÑ ÎÁÉÌÕÞÛÉÍÉ? éÓÓÌÅÄÏ×ÁÎÉÅ ÜÔÏÇÏ ×Ï�ÒÏÓÁ ÕÖÅ ÓÕÝÅ-ÓÔ×ÅÎÎÏ ÚÁ×ÉÓÉÔ ÏÔ ÚÎÁÞÉÔÅÌØÎÏ ÂÏÌÅÅ ÇÌÕÂÏËÉÈ Ó×ÏÊÓÔ× �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Á
M É Ï�ÉÒÁÅÔÓÑ ÎÁ ÂÏÌÅÅ ÓÌÏÖÎÕÀ ÔÅÈÎÉËÕ. ÷ÙÛÅ ÍÙ ×ÉÄÅÌÉ, ÓÍ. �ÅÏ-ÒÅÍÕ 1.2, ÞÔÏ ÄÌÑ ÓÆÅÒ ÉÍÅÀÔ ÍÅÓÔÏ �ÒÅÄÅÌØÎÏ ÔÏÞÎÙÅ Ï�ÅÎËÉ ÄÌÑ ÓÕÍÍÒÁÓÓÔÏÑÎÉÊ × ÈÏÒÄÏ×ÏÊ ÍÅÔÒÉËÉ É ÄÌÑ Ë×ÁÄÒÁÔÉÞÎÙÈ ÕËÌÏÎÅÎÉÊ ÓÏ Ó�Å-�ÉÁÌØÎÏÊ ×ÅÓÏ×ÏÊ ÆÕÎË�ÉÅÊ �1.óÆÅÒÙ Sd Ñ×ÌÑÀÔÓÑ �ÒÏÓÔÅÊÛÉÍÉ �ÒÉÍÅÒÁÍÉ ËÏÍ�ÁËÔÎÙÈ Ó×ÑÚÁÎÎÙÈÄ×ÕÔÏÞÅÞÎÏ-ÏÄÎÏÒÏÄÎÙÈ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×. ÷ ÒÁÂÏÔÅ Á×ÔÏÒÁ [31℄ �ÏËÁÚÁÎÏ,ÞÔÏ ÄÌÑ ×ÓÅÈ ÔÁËÉÈ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ× ÉÍÅÀÔ ÍÅÓÔÏ �ÒÅÄÅÌØÎÏ ÔÏÞÎÙÅ (�Ï �Ï-ÒÑÄËÕ ×ÅÌÉÞÉÎ) Ï�ÅÎËÉ ÄÌÑ ÜËÓÔÒÅÍÁÌØÎÙÈ ÓÕÍÍ ÒÁÓÓÔÏÑÎÉÊ É ÕËÌÏÎÅ-ÎÉÊ. ðÒÉ×ÅÄÅÍ ÎÅËÏÔÏÒÙÅ ÉÚ ÒÅÚÕÌØÔÁÔÏ× ÒÁÂÏÔÙ [31℄.îÁ�ÏÍÎÉÍ Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÅ. ðÕÓÔØ G { ÇÒÕ��Á ÉÚÏÍÅÔÒÉÊ ÍÅÔÒÉÞÅ-ÓËÏÇÏ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Á M Ó ÍÅÔÒÉËÏÊ �, Ô.Å. �(gx1; gx2) = �(x1; x2) ÄÌÑ×ÓÅÈ x1; x2 ∈ M É g ∈ G. ðÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Ï M ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ Ä×ÕÔÏÞÅÞÎÏ-ÏÄÎÏÒÏÄÎÙÍ, ÅÓÌÉ ÄÌÑ ÌÀÂÙÈ Ä×ÕÈ �ÁÒ ÔÏÞÅË x1; x2 É y2 
 �(x1; x2) =�(y1; y2) ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ÉÚÏÍÅÔÒÉÑ g ∈ G, ÔÁËÁÑ ÞÔÏ y1 = gx1, y2 = gx2.ïÞÅ×ÉÄÎÏ, ÞÔÏ × ÜÔÏÍ ÓÌÕÞÁÅ ÇÒÕ��Á G ÔÒÁÎÚÉÔÉ×ÎÁ ÎÁ M É M = G=KÑ×ÌÑÅÔÓÑ ÏÄÎÏÒÏÄÎÙÍ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×ÏÍ, ÇÄÅ �ÏÄÇÒÕ��Á K ⊂ G { ÓÔÁÂÉÌÉ-ÚÁÔÏÒ ÎÅËÏÔÏÒÏÊ ÔÏÞËÉ x0 ∈ M.íÙ ÒÁÓÓÍÁÔÒÉ×ÁÅÍ ËÏÍ�ÁËÔÎÙÅ Ó×ÑÚÁÎÎÙÅ Ä×ÕÔÏÞÅÞÎÏ-ÏÄÎÏÒÏÄÎÙÅ�ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Á. éÚ×ÅÓÔÎÏ, ÞÔÏ ÄÌÑ ÔÁËÉÈ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ× ÇÒÕ��Ù K ⊂ GÑ×ÌÑÀÔÓÑ ÇÒÕ��ÁÍÉ ìÉ, ÁM = G=K Ñ×ÌÑÀÔÓÑ ËÏÍ�ÁËÔÎÙÍÉ ÓÉÍÍÅÔÒÉÞ-ÎÙÍÉ ÒÉÍÁÎÏ×ÙÍÉ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÑÍÉ ÒÁÎÇÁ ÏÄÉÎ (ÔÅÏÒÅÍÁ ÷ÁÎÁ). ÷ÓÅ ÔÁ-ËÉÅ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Á ËÌÁÓÓÉÆÉ�ÉÒÏ×ÁÎÙ: ÜÔÏ d-ÍÅÒÎÙÅ ÓÆÅÒÙSd = SO(d+ 1)=SO(d)× {1};×ÅÝÅÓÔ×ÅÎÎÙÅ �ÒÏÅËÔÉ×ÎÙÅ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Á

RP n = O(n+ 1)=O(n)×O(1);ËÏÍ�ÌÅËÓÎÙÅ �ÒÏÅËÔÉ×ÎÙÅ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Á
CP n = U(n + 1)=U(n)× U(1);13



Ë×ÁÔÅÒÎÉÏÎÎÙÅ �ÒÏÅËÔÉ×ÎÙÅ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Á
HP n = Sp(n+ 1)=Sp(n)× Sp(1);ÏËÔÏÎÉÏÎÎÁÑ �ÒÏÅËÔÉ×ÎÁÑ �ÌÏÓËÏÓÔØ

OP 2 = F4= Spin(9):úÄÅÓØ ÉÓ�ÏÌØÚÕÀÔÓÑ ÓÔÁÎÄÁÒÔÎÙÅ ÏÂÏÚÎÁÞÅÎÉÑ ÔÅÏÒÉÉ ÇÒÕ�� ìÉ, × ÞÁÓÔ-ÎÏÓÔÉ, F4 { ÏÄÎÁ ÉÚ ÉÓËÌÀÞÉÔÅÌØÎÙÈ �ÒÏÓÔÙÈ ÇÒÕ�� ìÉ × ËÌÁÓÓÉÆÉ-ËÁ�ÉÉ ëÁÒÔÁÎÁ. ðÏÄÒÏÂÎÏÅ ÉÚÌÏÖÅÎÉÅ ÜÔÉÈ ×Ï�ÒÏÓÏ× ÍÏÖÎÏ ÎÁÊÔÉ ×Helgason [22, 23℄, Wolf [35℄, Á ÔÁËÖÅ Besse [7, Chap. 3℄.íÙ �ÒÉ×ÅÄÅÍ ÔÏÌØËÏ ÎÅËÏÔÏÒÙÅ ÆÁËÔÙ, ÎÕÖÎÙÅ ÄÌÑ ÆÏÒÍÕÌÉÒÏ×ËÉÒÅÚÕÌØÔÁÔÏ×. ÷ÅÝÅÓÔ×ÅÎÎÁÑ ÒÁÚÍÅÒÎÏÓÔØ ÕËÁÚÁÎÎÙÈ �ÒÏÅËÔÉ×ÎÙÈ �ÒÏ-ÓÔÒÁÎÓÔ× Ï�ÒÅÄÅÌÑÅÔÓÑ ÆÏÒÍÕÌÏÊd = dimR FP n = nd0; d0 = dimR F; (3.1)d0 = 1; 2; 4; 8 ÄÌÑ F = R;C;H;O, ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÅÎÎÏ.äÌÑ ÓÆÅÒ Sd ÍÙ �ÏÌÏÖÉÍ �Ï Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÀ d0 = d. ðÒÏÅËÔÉ×ÎÙÅ �ÒÏ-ÓÔÒÁÎÓÔ×Á ÒÁÚÍÅÒÎÏÓÔÉ d0 (Ô.Å. n = 1) ÉÚÏÍÏÒÆÎÙ d0-ÍÅÒÎÙÍ ÓÆÅÒÁÍ.õÄÏÂÎÏ �ÏÜÔÏÍÕ ÓÞÉÔÁÔØ, ÞÔÏ ÄÌÑ �ÒÏÅËÔÉ×ÎÙÈ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ× d > d0 (Ô.Å.n > 2), Á ÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï d = d0 ×Ù�ÏÌÎÑÅÔÓÑ ÔÏÌØËÏ ÄÌÑ ÓÆÅÒ. ó ÕÞÅÔÏÍÜÔÏÇÏ ÓÏÇÌÁÛÅÎÉÑ, ÒÁÚÍÅÒÎÏÓÔÉ d0 É d = nd0 ÏÄÎÏÚÎÁÞÎÏ (Ó ÔÏÞÎÏÓÔØÀÄÏ ÉÚÏÍÏÒÆÉÚÍÁ) Ï�ÒÅÄÅÌÑÀÔ ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÝÅÅ Ä×ÕÔÏÞÅÞÎÏ-ÏÄÎÏÒÏÄÎÏÅ�ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Ï, ËÏÔÏÒÏÅ ÍÙ ÂÕÄÅÍ ÏÂÏÚÎÁÞÉÔØ ÞÅÒÅÚ Q = Q(d; d0), ÞÅÒÅÚ� É � ÏÂÏÚÎÁÞÁÀÔÓÑ (ÎÏÒÍÉÒÏ×ÁÎÎÙÅ) ÒÉÍÁÎÏ×Ù ÒÁÓÓÔÏÑÎÉÅ É ÍÅÒÁ ÎÁQ(d; d0) ÉÎ×ÁÒÉÁÎÔÎÙÅ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÝÅÊ ÇÒÕ��Ù ÉÚÏÍÅ-ÔÒÉÊ.ïÞÅ×ÉÄÎÏ, ÞÔÏ ÌÀÂÏÅ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Ï Q(d; d0) Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÄÉÓÔÁÎ�ÉÏÎÎÏ-ÉÎ×ÁÒÉÁÎÔÎÙÍ, ÓÍ. Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÅ × §2. ïÂßÅÍ ÛÁÒÁ vr = �(Br(y)) ÎÅÚÁ×ÉÓÉÔ ÏÔ y ∈ Q(d; d0) É Ï�ÒÅÄÅÌÑÅÔÓÑ ÆÏÒÍÕÌÏÊvr = r∫0 w(d; d0; u) du; r ∈ [0; �℄;w(d; d0; u) = w(d; d0) sind−1 12u 
osd0−1 12u; u ∈ [0; �℄;




(3.2)Á w(d; d0) = B(d=2; d0=2) { ÎÏÒÍÉÒÏ×ÏÞÎÁÑ �ÏÓÔÏÑÎÎÁÑ Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÁ ÕÓÌÏ-×ÉÅÍ v� = �(Q(d; d0)) = 1; ÚÄÅÓØ B( · ; · ) { ÂÜÔÁ-ÆÕÎË�ÉÑ. óÌÅÄÕÅÔ ÉÍÅÔØ14



× ×ÉÄÕ, ÞÔÏ ÒÁÚÌÉÞÎÙÅ Á×ÔÏÒÙ ÚÁ�ÉÓÙ×ÁÀÔ ÜÔÉ ÆÏÒÍÕÌÙ �Ï-ÒÁÚÎÏÍÕ,ÓÍ. [23, pp. 165{168℄, [20, pp. 177{178℄, [24, pp. 508{510℄. üË×É×ÁÌÅÎÔÎÏÓÔØÜÔÉÈ ÚÁ�ÉÓÅÊ ÌÅÇËÏ �ÒÏ×ÅÒÑÅÔÓÑ.õÄÏÂÎÏ ××ÅÓÔÉ ÓÌÅÄÕÀÝÉÅ ËÌÁÓÓÙ ×ÅÓÏ×ÙÈ ÆÕÎË�ÉÊ �(r), r ∈ [0; �℄:W (a; b) = {� > 0 : ‖�‖a;b < ∞}; a > b > 1;
‖�‖a;b = �∫0 sina−1 12r 
osb−1 12r dr: 




(3.3)ïÔÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ ×ÅÓÏ×ÙÅ ÆÕÎË�ÉÉ × ÜÔÉÈ ËÌÁÓÓÁÈ ÍÏÇÕÔ ÉÍÅÔØ, ×ÏÏÂÝÅÇÏ×ÏÒÑ, ÄÏ×ÏÌØÎÏ ÂÏÌØÛÉÅ ÓÉÎÇÕÌÑÒÎÏÓÔÉ �ÒÉ r = 0 É r = �.éÚ ÆÏÒÍÕÌ (1.6) É (1.7) ×ÉÄÎÏ, ÞÔÏ ×ÅÌÉÞÉÎÁ �r[DN ℄ = 0 �ÒÉ r = 0r = �. éÓ�ÏÌØÚÕÑ (3.2), ÍÏÖÎÏ ÔÏÞÎÏ Ï�ÅÎÉÔØ ÓËÏÒÏÓÔØ ÏÂÒÁÝÅÎÉÑ × ÎÏÌØ�r[DN ℄ × ÜÔÉÈ ÔÏÞËÁÈ. üÔÏ �ÒÉ×ÏÄÉÔ Ë ÓÌÅÄÕÀÝÅÍÕ ×Ó�ÏÍÏÇÁÔÅÌØÎÏÍÕÒÅÚÕÌØÔÁÔÕ.ìÅÍÍÁ 3.1. ðÕÓÔØ ×ÅÓÏ×ÁÑ ÆÕÎË�ÉÑ � ∈ W (d + 1; d0 + 1), ÔÏÇÄÁ ÉÎÔÅ-ÇÒÁÌÙ × Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÑÈ (1.8) É (2.4) ÓÈÏÄÑÔÓÑ.ó �ÏÍÏÝØÀ ìÅÍÍÙ 3.1 ÍÙ ÍÏÖÅÍ ËÏÎËÒÅÔÉÚÉÒÏ×ÁÔØ ÕÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÅ�ÅÏÒÅÍÙ 2.1 ÄÌÑ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ× Q(d; d0).�ÅÏÒÅÍÁ 3.1. äÌÑ ÌÀÂÏÇÏ N-ÔÏÞÅÞÎÏÇÏ �ÏÄÍÎÏÖÅÓÔ×Á DN ⊂ Q(d; d0)Ó�ÒÁ×ÅÄÌÉ×Ù ÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÑ�r[DN ℄ + ��r [DN ℄ = 〈��r 〉N2; (3.4)ÇÄÅ r ∈ [0; �℄, �[�;DN ℄ + ��[�;DN ℄ = 〈��(�)〉N2; (3.5)ÇÄÅ � ∈ W (d; d0).äÌÑ ×ÓÅÈ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ× Q = Q(d; d0) ÈÏÒÄÏ×ÕÀ ÍÅÔÒÉËÕ � ÍÏÖÎÏ Ï�ÒÅ-ÄÅÌÉÔØ ÓÌÅÄÕÀÝÅÊ �ÒÏÓÔÏÊ ÆÏÒÍÕÌÏÊ�(x1; x2) = 
(Q) sin 12�(x1; x2); x1; x2 ∈ Q; (3.6)
(Q) = {2 ÅÓÌÉ Q = Sd;√2 ÅÓÌÉ Q = RP n;CP n;HP n;QP 2:15



îÅÔÒÉ×ÉÁÌØÎÙÊ ÆÁËÔ ÓÏÓÔÏÉÔ × ÔÏÍ, ÞÔÏ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Ï Q ÄÏ�ÕÓËÁÅÔ ×ÌÏ-ÖÅÎÉÅ × ÓÆÅÒÕ � : Q(d; d0) ∋ x → �(x) ∈ Sma ⊂ Rm+1; (3.7)ÇÄÅ Sma { m-ÍÅÒÎÁÑ ÓÆÅÒÁ ÒÁÄÉÕÓÁ a = √n=n+ 1, Ám = 12(n+1)(d+2)−2É ÉÍÅÅÔ ÍÅÓÔÏ ÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï�(x1; x2) = ‖�(x1)− �(x2)‖; (3.8)ÇÄÅ ‖ · ‖ { Å×ËÌÉÄÏ×Á ÍÅÔÒÉËÁ × Rm. üÔÏ ÏÂßÑÓÎÑÅÔ ÎÁÉÍÅÎÏ×ÁÎÉÅ ÍÅ-ÔÒÉËÉ � ËÁË ÈÏÒÄÏ×ÏÊ.÷ÌÏÖÅÎÉÑ (3.7) Ñ×ÌÑÀÔÓÑ ÓÔÁÎÄÁÒÔÎÙÍ ÉÎÓÔÒÕÍÅÎÔÏÍ ÉÓÓÌÅÄÏ×ÁÎÉÑÇÅÏÍÅÔÒÉÉ �ÒÏÅËÔÉ×ÎÙÈ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×, ÓÍ., ÎÁ�ÒÉÍÅÒ, Baez [3℄, Freuden-thal [19℄, Harvey [21, Chap. 14℄. ÷ ÕÄÏÂÎÏÊ ÄÌÑ ÎÁÓ ÆÏÒÍÅ ÜÔÉ ×Ï�ÒÏÓÙÉÚÌÏÖÅÎÙ × [31℄.ïÔÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ ÄÌÑ ËÏÍ�ÌÅËÓÎÙÈ �ÒÏÅËÔÉ×ÎÙÈ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ× CP n ÍÅ-ÔÒÉËÁ � ÓÏ×�ÁÄÁÅÔ (Ó ÔÏÞÎÏÓÔØÀ ÄÏ �ÏÓÔÏÑÎÎÏÇÏ ÍÎÏÖÉÔÅÌÑ) ÓÏ ÓÔÁÎ-ÄÁÒÔÎÏÊ ÍÅÔÒÉËÏÊ æÕÂÉÎÉ{ûÔÕÄÉ. ÷ Ó×ÑÚÉ Ó ÉÓÓÌÅÄÏ×ÁÎÉÅÍ Ó�Å�ÉÁÌØ-ÎÙÈ ÔÏÞÅÞÎÙÈ ËÏÎÆÉÇÕÒÁ�ÉÊ × Ä×ÕÔÏÞÅÞÎÏ-ÏÄÎÏÒÏÄÎÙÈ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×ÁÈÈÏÒÄÏ×ÁÑ ÍÅÔÒÉËÁ ÄÌÑ �ÒÏÅËÔÉ×ÎÙÈ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ× FP n ÏÂÓÕÖÄÁÅÔÓÑ × ÒÁ-ÂÏÔÁÈ Cohn{Kumar [13℄ É Cohn{Kumar{Minton [14℄, ÓÍ. ÔÁËÖÅ ÒÁÂÏÔÕConway{Hardin{Sloane [15℄, ÇÄÅ ÈÏÒÄÏ×ÁÑ ÍÅÔÒÉËÁ Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÁ ÄÌÑ ÇÒÁÓ-ÓÍÁÎÏ×ÙÈ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÊ.÷ÎÉÍÁÔÅÌØÎÙÊ ÁÎÁÌÉÚ ×ÌÏÖÅÎÉÊ (3.7) �ÒÉ×ÏÄÉÔ Ë ÓÌÅÄÕÀÝÅÍÕ ÒÅÚÕÌØ-ÔÁÔÕ, ÓÍ. [31℄.�ÅÏÒÅÍÁ 3.2. ðÕÓÔØ ×ÅÓÏ×ÁÑ ÆÕÎË�ÉÑ �1(r) = sin r, r ∈ [0; �℄, ÔÏÇÄÁ ÄÌÑÌÀÂÏÇÏ Ä×ÕÔÏÞÅÞÎÏ-ÔÒÁÎÚÉÔÉ×ÎÏÇÏ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Á Q = Q(d; d0) ÈÏÒÄÏ-×ÁÑ ÍÅÔÒÉËÁ (3.6) É ÍÅÔÒÉËÁ ÓÉÍÍÅÔÒÉÞÎÏÊ ÒÁÚÎÏÓÔÉ (2.4) Ó×ÑÚÁÎÙ ÓÏ-ÏÔÎÏÛÅÎÉÅÍ �(x1; x2) = �(Q)��(�1; x1; x2); x1; x2 ∈ Q (3.9)Ó �ÏÓÔÏÑÎÎÏÊ �(Q) = 〈�〉
〈��(�1)〉 = diam(Q; �)diam(Q; ��(�1) : (3.10)óÒÁ×ÎÉ×ÁÑ �ÅÏÒÅÍÙ 3.1 É 3.2, �ÏÌÕÞÁÅÍ ÏÂÏÂÝÅÎÉÅ �ÒÉÎ�É�Á ÉÎ×ÁÒÉ-ÁÎÔÎÏÓÔÉ óÔÏÌÑÒÓËÏÇÏ, ÓÍ. �ÅÏÒÅÍÕ 1.1, ÎÁ �ÒÏÉÚ×ÏÌØÎÙÅ Ä×ÕÔÏÞÅÞÎÏ-ÔÒÁÎÚÉÔÉ×ÎÙÅ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Á Q(d; d0).16



�ÅÏÒÅÍÁ 3.3. äÌÑ ÌÀÂÏÇÏ N-ÔÏÞÅÞÎÏÇÏ �ÏÄÍÎÏÖÅÓÔ×Á DN ⊂ Q(d; d0)Ó�ÒÁ×ÅÄÌÉ×Ï ÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÅ�(Q)�[�1;DN ℄ + � [DN ℄ = 〈�〉N2; (3.11)ÇÄÅ �ÏÓÔÏÑÎÎÁÑ �(Q) Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÁ × (3.10).÷ ÞÁÓÔÎÏÓÔÉ, ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ N Ó�ÒÁ×ÅÄÌÉ×Ï ÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï�(Q)�N(�1) + �N = 〈�〉N2: (3.12)ðÏÄÞÅÒËÎÅÍ ÓÌÅÄÕÀÝÕÀ ×ÁÖÎÕÀ ÏÓÏÂÅÎÎÏÓÔØ ÈÏÒÄÏ×ÏÊ ÍÅÔÒÉËÉ � .îÁ�ÏÍÎÉÍ, ÞÔÏ ÍÅÔÒÉÞÅÓËÏÅ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Ï M É ÍÅÔÒÉËÁ � ÎÁ M ÎÁ-ÚÙ×ÁÀÔÓÑ Lp-×ÌÏÖÉÍÙÍÉ, ÅÓÌÉ ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ÉÚÏÍÅÔÒÉÞÅÓËÏÅ ×ÌÏÖÅÎÉÅf : M ∋ x → f(x) ∈ Lp, Ô.Å. �(x1; x2) = ‖f(x1) − f(x2)‖Lp ÄÌÑ ×ÓÅÈx1; x2 ∈ M. ìÀÂÁÑ ÍÅÔÒÉËÁ ÓÉÍÍÅÔÒÉÞÎÏÊ ÒÁÚÎÏÓÔÉ �� Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÉÚÏ-ÍÅÔÒÉÞÅÓËÉ L1-×ÌÏÖÉÍÏÊ, ÓÍ. (2.5), (2.6), Á ÈÏÒÄÏ×ÁÑ ÍÅÔÒÉËÁ � ÎÁ �ÒÏ-ÓÔÒÁÎÓÔ×ÁÈ Q(d; d0) Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÉÚÏÍÅÔÒÉÞÅÓËÉ L2-×ÌÏÖÉÍÏÊ, ÓÍ. (3.8). éÚ-×ÅÓÔÎÏ, ÞÔÏ L2-×ÌÏÖÉÍÏÓÔØ ÓÉÌØÎÅÅ É ×ÌÅÞÅÔ L1-×ÌÏÖÉÍÏÓÔØ, ÓÍ., ÎÁ�ÒÉ-ÍÅÒ, Deza{Laurent [17, Se
. 6.3℄. ðÏÜÔÏÍÕ, ÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÑ ×ÉÄÁ (3.4), (3.5)ÄÌÑ ÏÂÝÉÈ ÍÅÔÒÉË ÓÉÍÍÅÔÒÞÎÏÊ ÒÁÚÎÏÓÔÉ ÍÏÖÎÏ ÎÁÚ×ÁÔØ ÓÌÁÂÙÍ �ÒÉÎ-�É�ÏÍ ÉÎ×ÁÒÉÁÎÔÎÏÓÔÉ, Á ÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÅ (3.11) ÄÌÑ Ó�Å�ÉÁÌØÎÏÊ ÈÏÒÄÏ×ÏÊÍÅÔÒÉËÉ ÓÉÌØÎÙÍ �ÒÉÎ�É�ÏÍ ÉÎ×ÁÒÉÁÎÔÎÏÓÔÉ.ðÒÅÄÓÔÁ×ÌÑÅÔ ÉÎÔÅÒÅÓ ÓÌÅÄÕÀÝÉÊ ×Ï�ÒÏÓ: ÓÕÝÅÓÔ×ÕÀÔ ÌÉ ÅÝÅ ×Å-ÓÏ×ÙÅ ÆÕÎË�ÉÉ �2 6= �1, ÄÌÑ ËÏÔÏÒÙÈ ÍÅÔÒÉËÁ ��(�2) Ñ×ÌÑÅÔÓÑ L2-×ÌÏÖÉÍÏÊ?÷ÅÒÎÅÍÓÑ ÔÅ�ÅÒØ Ë ×Ï�ÒÏÓÕ Ï ÎÁÉÌÕÞÛÉÈ Ï�ÅÎËÁÈ ÜËÓÔÒÅÍÁÌØÎÙÈÓÕÍÍ ÒÁÓÓÔÏÑÎÉÊ É ÕËÌÏÎÅÎÉÊ ÄÌÑ Ä×ÕÔÏÞÅÞÎÏ-ÏÄÎÏÒÏÄÎÙÈ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×.óÌÅÄÕÀÝÉÊ ×ÁÖÎÙÊ ×Ó�ÏÍÏÇÁÔÅÌØÎÙÊ ÒÅÚÕÌØÔÁÔ ÕÔÏÞÎÑÅÔ ìÅÍÍÕ3.1.ìÅÍÍÁ 3.2. äÌÑ ÍÅÔÒÉË ��r , r ∈ [0; �℄, ÎÁ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Å Q(d; d0) Ó�ÒÁ-×ÅÄÌÉ×Á Ï�ÅÎËÁ ��r (x1; x2) 6 Cw(d; d0; r)�(x1; x2)ðÕÓÔØ ×ÅÓÏ×ÁÑ ÆÕÎË�ÉÑ � ∈ W (d; d0), ÔÏÇÄÁ ÄÌÑ ÍÅÔÒÉËÉ ��(�) ÎÁ�ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Å Q(d; d0) Ó�ÒÁ×ÅÄÌÉ×Á Ï�ÅÎËÁ��(�; x1; x2) 6 C‖�‖d;d0 �(x1; x2); x1; x2 ∈ Q(d; d0): (3.13)ðÏÓÔÏÑÎÎÙÅ C ÚÁ×ÉÓÑÔ ÔÏÌØËÏ ÏÔ d É d0.17



òÅÚÕÌØÔÁÔÙ ÒÁÂÏÔÙ [31℄ Ï ÎÁÉÌÕÞÛÉÈ Ï�ÅÎËÁÈ ÜËÓÔÒÅÍÁÌØÎÙÈ ÈÁÒÁË-ÔÅÒÉÓÔÉË ��N(�) É �N(�) ÄÌÑ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ× Q(d; d0) ÆÏÒÍÕÌÉÒÕÀÔÓÑ ÔÁË.�ÅÏÒÅÍÁ 3.4. ðÕÓÔØ ×ÅÓÏ×ÁÑ ÆÕÎË�ÉÑ � ∈ W (d; d0) \ {0}, ÔÏÇÄÁ ÄÌÑ�ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Á Q(d; d0) �ÒÉ ÌÀÂÏÍ N Ó�ÒÁ×ÅÄÌÉ×Ù Ï�ÅÎËÉ
〈��(�)〉N2 − 
(�)N1− 1d > ��N (�) > 〈��(�)〉N2 − C(�)N1− 1d ; (3.14)
1(�)N1− 1d < �N(�) < C1(�)N1− 1d (3.15)Ó �ÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÙÍÉ �ÏÓÔÏÑÎÎÙÍÉ ÎÅ ÚÁ×ÉÓÑÝÉÍÉ ÏÔ N .÷ ÞÁÓÔÎÏÓÔÉ, Ï�ÅÎËÉ (3.14) Ó�ÒÁ×ÅÄÌÉ×Ù ÄÌÑ ÈÏÒÄÏ×ÏÊ ÍÅÔÒÉËÉ

〈�〉N2 − 
N1− 1d > �N > 〈�〉N2 − CN1− 1d (3.16)Ó �ÏÓÔÏÑÎÎÙÍÉ C = C(�1), 
 = 
(�1).ðÒÁ×ÙÅ Ï�ÅÎËÉ × (3.14) É (3.15) ÓÌÅÄÕÀÔ ÉÚ �ÅÏÒÅÍÙ 2.5 É ìÅÍÍÙ3.2, �ÏÓËÏÌØËÕ ÒÉÍÁÎÏ×Ù �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Á Q(d; d0) ÏÞÅ×ÉÄÎÏ Ñ×ÌÑÀÔÓÑ d-Ó�ÒÑÍÌÑÅÍÙÍÉ.äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï ÌÅ×ÙÈ Ï�ÅÎÏË × (3.14) É (3.15) ÂÏÌÅÅ ÓÌÏÖÎÏÅ. ïÎÏÏ�ÉÒÁÅÔÓÑ ÎÁ ÁÎÁÌÉÚ æÕÒØÅ ÎÁ ÏÄÎÏÒÏÄÎÙÈ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×ÁÈ Q(d; d0) É ÒÁÚ-ÌÏÖÅÎÉÑ ÆÕÎË�ÉÊ ÕËÌÏÎÅÎÉÑ (1.6), (1.7), (1.8) �Ï ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÝÉÍ ÓÆÅ-ÒÉÞÅÓËÉÍ ÆÕÎË�ÉÑÍ. äÌÑ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ× Q(d; d0) ÓÆÅÒÉÞÅÓËÉÅ ÆÕÎË�ÉÉ×ÙÒÁÖÁÀÔÓÑ ÞÅÒÅÚ �ÏÌÉÎÏÍÙ ñËÏÂÉ P (�;�)l (z), � = d2 − 1, � = d02 − 1, ÓÍ.,ÎÁ�ÒÉÍÅÒ, Conway{Sloane [16, Chap. 9℄, Vilenkin{Klimyk [34℄, Wolf [36℄.üÔÏ �ÏÚ×ÏÌÑÅÔ �ÏÌÕÞÉÔØ ÕÄÏÂÎÙÅ �ÒÅÄÓÔÁ×ÌÅÎÉÑ ÄÌÑ ÆÕÎË�ÉÊ ÕËÌÏÎÅ-ÎÉÊ. ó �ÏÍÏÝØÀ ÒÁ×ÎÏÍÅÒÎÙÈ ÁÓÉÍ�ÔÏÔÉÞÅÓËÉÈ ÆÏÒÍÕÌ ÄÌÑ �ÏÌÉÎÏÍÏ×ñËÏÂÉ, ÓÍ. Szeg�o [33℄, ÉÚ ÜÔÉÈ �ÒÅÄÓÔ×ÌÅÎÉÊ ÓÌÅÄÕÅÔ ÌÅ×ÁÑ Ï�ÅÎËÁ × (3.15).÷ Ó×ÏÀ ÏÞÅÒÅÄØ, ÌÅ×ÁÑ Ï�ÅÎËÁ (3.14) ÓÌÅÄÕÅÔ ÔÅ�ÅÒØ ÉÚ �ÒÉÎ�É�Á ÉÎ×ÁÒÉ-ÁÎÔÎÏÓÔÉ (3.5).4. ðÒÉÌÏÖÅÎÉÑ Ë t-ÄÉÚÁÊÎÁÍ÷ ÌÉÔÅÒÁÔÕÒÅ Ï�ÉÓÁÎÙ ÒÁÚÌÉÞÎÙÅ Ó�Å�ÉÁÌØÎÙÅ ÔÏÞÅÞÎÙÅ ËÏÎÆÉÇÕÒÁ�ÉÉÎÁ ÓÆÅÒÁÈ É ÎÁ ÄÒÕÇÉÈ Ä×ÕÔÏÞÅÞÎÏ-ÏÄÎÏÒÏÄÎÙÈ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Á, ÓÍ., ÎÁ-�ÒÉÍÅÒ, [12{14,24,29℄ É �ÒÉ×ÅÄÅÎÎÕÀ ÔÁÍ ÂÉÂÌÉÏÇÒÁÆÉÀ. îÁÓËÏÌØËÏ ÒÁ×-ÎÏÍÅÒÎÏ ÒÁÓ�ÒÅÄÅÌÅÎÙ ÔÏÞËÉ ÔÁËÉÈ Ó�Å�ÉÁÌØÎÙÈ ËÏÎÆÉÇÕÒÁ�ÉÊ × ÓÏÏÔ-×ÅÔÓÔ×ÕÀÝÉÈ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×ÁÈ? þÔÏ ÍÏÖÎÏ ÓËÁÚÁÔØ Ï ÓÕÍÍÁÈ ÒÁÓÓÔÏÑÎÉÊ(1.3) É ÕËÌÏÎÅÎÉÑÈ (1.8) ÄÌÑ ÔÁËÉÈ ÔÏÞÅÞÎÙÈ �ÏÄÍÎÏÖÅÓÔ×?18



÷ ÒÁÂÏÔÅ [31℄ ÜÔÉ ×Ï�ÒÏÓÙ ÉÓÓÌÅÄÏ×ÁÎÙ ÄÌÑ t-ÄÉÚÁÊÎÏ×. ðÒÉ×ÅÄÅÍÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÝÉÅ ÒÅÚÕÌØÔÁÔÙ ÉÚ [31℄. ïÂÝÉÅ Ó×ÅÄÅÎÉÑ Ï t-ÄÉÚÁÊÎÁÈ ÎÁÄ×ÕÔÏÞÅÞÎÏ-ÏÄÎÏÒÏÄÎÙÈ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×ÁÈ Q(d; d0) ÍÏÖÎÏ ÎÁÊÔÉ × ÏÂÚÏÒÁÈBanai [3℄ É Levenshtein [24℄.N -ÔÏÞÅÞÎÏÅ �ÏÄÍÎÏÖÅÓÔ×Ï DN ⊂ Q(d; d0) ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ t-ÄÉÚÁÊÎÏÍ,t > 1 { �ÅÌÏÅ, ÅÓÌÉ ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ �ÏÌÉÎÏÍÁ f(z) ÓÔÅ�ÅÎÉ ÎÅ �ÒÅ×ÏÓÈÏÄÑÝÅÊt Ó�ÒÁ×ÅÄÌÉ×Á ÔÏÞÎÁÑ Ë×ÁÄÒÁÔÕÒÎÁÑ ÆÏÒÍÕÌÁ
∑x1;x2∈DN f(
os �(x1; x2)) = N2 ∫∫Q×Q f(�(y1; y2)) d�(y1) d�(y2): (4.1)õÓÌÏ×ÉÅ (4.1) ÍÏÖÎÏ ÚÁ�ÉÓÁÔØ × ÒÁÚÌÉÞÎÙÈ ÜË×É×ÁÌÅÎÔÎÙÈ ÆÏÒÍÁÈ, ÎÁ-�ÒÉÍÅÒ, ËÁË ÆÏÒÍÕÌÕ

∑x∈DN f(
os �(x; y1)) = N ∫Q f(
os(y; y2)) d�(y); (4.2)ËÏÔÏÒÁÑ ×Ù�ÏÌÎÑÅÔÓÑ ÄÌÑ ×ÓÅÈ y1, y2 ∈ Q = Q(d; d0). äÌÑ ÓÆÅÒÉÞÅÓËÉÈt-ÄÉÚÁÊÎÏ× DN ⊂ Sd ÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÑ (4.1) É (4.2) ÜË×É×ÁÌÅÎÔÎÙ ÔÏÞÎÏÊ Ë×Á-ÄÒÁÔÕÒÎÏÊ ÆÏÒÍÕÌÅ
∑x∈DN F (x) = N ∫Sd F (y) d�(y); (4.3)ËÏÔÏÒÁÑ ×Ù�ÏÌÎÑÅÔÓÑ ÄÌÑ ×ÓÅÈ ÏÄÎÏÒÏÄÎÙÈ �ÏÌÉÎÏÍÏ× F (x), x ∈ Rd+1,ÓÔÅ�ÅÎÉ, ÎÅ �ÒÅ×ÏÓÈÏÄÑÝÅÊ t.äÌÑ ÌÀÂÏÇÏ N -ÔÏÞÅÞÎÏÇÏ �ÏÄÍÎÏÖÅÓÔ×Á DN ⊂ Q(d; d0) �ÏÌÏÖÉÍ�[DN ; r℄ = maxy∈Q #{Br(y) ∩ DN}; r ∈ [0; �℄; (4.4)ÕÄÏÂÎÏ ÔÁËÖÅ ÓÞÉÔÁÔØ, ÞÔÏ �[DN ; r℄ = N �ÒÉ r > �.òÅÚÕÌØÔÁÔ, �ÏÌÕÞÅÎÎÙÊ × [31℄ ÄÌÑ t-ÄÉÚÁÊÎÏ×, ÆÏÒÍÕÌÉÒÕÅÔÓÑ ÔÁË.�ÅÏÒÅÍÁ 4.1. ðÕÓÔØ ×ÅÓÏ×ÁÑ ÆÕÎË�ÉÑ � ∈ W (d; d0) É N-ÔÏÞÅÞÎÏÅ �ÏÄ-ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï DN ⊂ Q(d; d0) Ñ×ÌÑÅÔÓÑ t-ÄÉÚÁÊÎÏÍ. �ÏÇÄÁ ÄÌÑ ×ÓÅÈ ÄÏÓÔÁ-ÔÏÞÎÏ ÂÏÌØÛÉÈ N Ó�ÒÁ×ÅÄÌÉ×Á Ï�ÅÎËÁ�[�;DN ℄ < C(�)td−1 (�[DN ; C1t−1℄)2 (4.5)Ó �ÏÓÔÏÑÎÎÙÍÉ C(�) É C1 ÎÅ ÚÁ×ÉÓÑÝÉÍÉ ÏÔ t É N , �ÒÉÞÅÍ C1 ÚÁ×ÉÓÉÔÔÏÌØËÏ ÏÔ d É d0. 19



äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï �ÅÏÒÅÍÙ 4.1 ÔÁËÖÅ Ï�ÉÒÁÅÔÓÑ ÎÁ ÁÎÁÌÉÚ æÕÒØÅ É ÎÁÔÅÏÒÉÀ ÓÆÅÒÉÞÅÓËÉÈ ÆÕÎË�ÉÊ ÎÁ ÏÄÎÏÒÏÄÎÙÈ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×ÁÈ Q(d; d0),ÓÍ. ËÏÍÍÅÎÔÁÒÉÉ Ë �ÅÏÒÅÍÅ 3.4.äÌÑ N -ÔÏÞÅÞÎÙÈ t-ÄÉÚÁÊÎÏ× DN ⊂ Q(d; d0) ÉÚ×ÅÓÔÎÙ ÔÁË ÎÁÚÙ×ÁÅÍÙÅ,ÕÎÉ×ÅÒÓÁÌØÎÙÅ Ï�ÅÎËÉ, ÓÍ. [4℄, [24, p. 520℄, ÉÚ ËÏÔÏÒÙÈ ÓÌÅÄÕÅÔ, ÞÔÏN > 
tdÓ �ÏÓÔÏÑÎÎÏÊ 
 > 0 ÎÅ ÚÁ×ÉÓÑÝÅÊ ÏÔ N É t.N -ÔÏÞÅÞÎÙÅ t-ÄÉÚÁÊÎÙ DN ⊂ Q(d; d0) ÎÁÚÙ×ÁÀÔÓÑ Ï�ÔÉÍÁÌØÎÙÍÉ,ÅÓÌÉ Ctd > N > 
td (4.6)Ó ÎÅËÏÔÏÒÙÍÉ �ÏÓÔÏÑÎÎÙÍÉ C É 
 > 0 ÎÅ ÚÁ×ÉÓÑÝÉÍÉ ÏÔ N . æÁËÔÉÞÅ-ÓËÉ ÍÙ ÒÁÓÓÍÁÔÒÉ×ÁÅÍ �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ ÔÏÞÅÞÎÙÈ �ÏÄÍÎÏÖÅÓÔ× DNÓ N → ∞.N -ÔÏÞÅÞÎÏÅ �ÏÄÍÎÏÖÅÓÔ×Ï DN ⊂ Q(d; d0) ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÈÏÒÏÛÏ ÒÁÚÄÅ-ÌÅÎÎÙÍ, ÅÓÌÉ Æ[DN ℄ > 
N−
1d (4.7)Ó �ÏÓÔÏÑÎÎÏÊ 
 > 0 ÎÅ ÚÁ×ÉÓÑÝÅÊ ÏÔ N , ÚÄÅÓØÆ[DN ℄ = min{�(x1; x2) : x1; x2 ∈ DN ; x1 6= x2} (4.8){ ÍÉÎÉÍÁÌØÎÏÅ ÒÁÓÓÔÏÑÎÉÅ ÍÅÖÄÕ ÔÏÞËÁÍÉ DN .éÚ Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÊ (4.4), (4.7), (4.8) ÎÅ�ÏÓÒÅÄÓÔ×ÅÎÎÏ ÓÌÅÄÕÅÔ, ÞÔÏ�[DN ; r℄ 6 1 �ÒÉ r < Æ[DN ℄. üÔÏ ÏÞÅ×ÉÄÎÏÅ ÎÁÂÌÀÄÅÎÉÅ ÍÏÖÎÏ ÕÔÏÞ-ÎÉÔØ ÓÌÅÄÕÀÝÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ.ìÅÍÍÁ 4.1. ðÕÓÔØ DN ⊂ Q(d; d0) É ×Ù�ÏÌÎÑÅÔÓÑ Ï�ÅÎËÁ�[DN ; 
1N−

1d ℄ < 
2 (4.9)Ó ÎÅËÏÔÏÒÙÍÉ �ÏÓÔÏÑÎÎÙÍÉ 
2, 
1 > 0 ÎÅ ÚÁ×ÉÓÑÝÉÍÉ ÏÔ N .�ÏÇÄÁ ÄÌÑ ÌÀÂÏÊ �ÏÓÔÏÑÎÎÏÊ C1 > 0 É ×ÓÅÈ ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÂÏÌØÛÉÈ NÓ�ÒÁ×ÅÄÌÉ×Á Ï�ÅÎËÁ �[DN ; C1N−
1d ℄ < C2 (4.10)Ó �ÏÓÔÏÑÎÎÏÊ C2 ÚÁ×ÉÓÑÝÅÊ ÔÏÌØËÏ ÏÔ C1, 
1, 
2, d; d0.÷ ÞÁÓÔÎÏÓÔÉ, ÅÓÌÉ DN { ÈÏÒÏÛÏ ÒÁÚÄÅÌÅÎÎÏÅ �ÏÄÍÎÏÖÅÓÔ×Ï, ÔÏ ÄÌÑÌÀÂÏÊ �ÏÓÔÏÑÎÎÏÊ C1 > 0 ×Ù�ÏÌÎÑÅÔÓÑ Ï�ÅÎËÁ (4.10).20



éÚ �ÅÏÒÅÍÙ 4.1 Ó �ÏÍÏÝØÀ ìÅÍÍÙ 4.1 ÓÌÅÄÕÅÔ ÔÁËÏÅ ÕÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÅ.�ÅÏÒÅÍÁ 4.1. ðÕÓÔØ ×ÅÓÏ×ÁÑ ÆÕÎË�ÉÑ � ∈ W (d; d0) É N-ÔÏÞÅÞÎÏÅ �ÏÄ-ÎÏÖÅÓÔ×Ï DN ⊂ Q(d; d0) ÕÄÏ×ÌÅÔ×ÏÒÑÅÔ ÓÌÅÄÕÀÝÉÍ Ä×ÕÍ ÕÓÌÏ×ÉÑÍ:(1) DN { Ï�ÔÉÍÁÌØÎÙÊ t-ÄÉÚÁÊÎ,(2) DN { ÈÏÒÏÛÏ ÒÁÚÄÅÌÅÎÎÏÅ �ÏÄÍÎÏÖÅÓÔ×Ï.�ÏÇÄÁ ÄÌÑ ×ÓÅÈ ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÂÏÌØÛÉÈ N Ó�ÒÁ×ÅÄÌÉ×Ù Ï�ÅÎËÉ
(�)N1− 1d < �[�;DN ℄ < 
(�)N1− 1d ; (4.11)
〈��(�)〉N2 − 
(�)N1− 1d > ��[�;DN ℄ > 〈��(�)〉N2 − 
(�)N1− 1d (4.12)Ó �ÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÙÍÉ �ÏÓÔÏÑÎÎÙÍÉ ÎÅ ÚÁ×ÉÓÑÝÉÍÉ ÏÔ N .÷ ÞÁÓÔÎÏÓÔÉ, Ï�ÅÎËÉ (4.12) Ó�ÒÁ×ÅÄÌÉ×Ù ÄÌÑ ÈÏÒÄÏ×ÏÊ ÍÅÔÒÉËÉ

〈r〉N2 − 
N1− 1d > r[DN ℄ > 〈r〉N2 − CN1− 1dÓ �ÏÓÔÏÑÎÎÙÍÉ C = C(�1) É 
 = 
(�1).ïÔÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ ÌÅ×ÁÑ Ï�ÅÎËÁ × (4.11) ÓÌÅÄÕÅÔ ÉÚ ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÝÅÊ ÌÅ-×ÏÊ Ï�ÅÎËÉ × (3.15), Á Ï�ÅÎËÉ (4.12), (4.13) ÓÌÅÄÕÀÔ ÉÚ (4.11) É �ÒÉÎ�É�ÁÉÎ×ÁÒÉÁÎÔÎÏÓÔÉ (3.4).óÕÝÅÓÔ×Ï×ÁÎÉÅ Ï�ÔÉÍÁÌØÎÙÈ t-ÄÉÚÁÊÎÏ× ÄÏÌÇÏÅ ×ÒÅÍÑ ÏÓÔÁ×ÁÌÏÓØ ÏÔ-ËÒÙÔÏÊ �ÒÏÂÌÅÍÏÊ (ÇÉ�ÏÔÅÚÁ ëÏÒÅ×ÁÁÒÁ{íÅÅÒÁ). îÅÄÁ×ÎÏ �ÒÏÂÌÅÍÁÂÙÌÁ ÒÅÛÅÎÁ ÄÌÑ ÓÆÅÒÉÞÅÓËÉÈ t-ÄÉÚÁÊÎÏ×. ÷ ÒÁÂÏÔÁÈ Bondarenko{Rad
henko{Viazovska [9, 10℄ ÂÙÌÏ ÄÏËÁÚÁÎÏ ÓÕÝÅÓÔ×Ï×ÁÎÉÅ Ï�ÔÉÍÁÌØÎÙÈt-ÄÉÚÁÊÎÏ× DN ⊂ Sd ÄÌÑ ×ÓÅÈ ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÂÏÌØÛÉÈ N . âÏÌÅÅ ÔÏÇÏ, × [10℄ÂÙÌÏ ÄÏËÁÚÁÎÏ, ÞÔÏ ÔÁËÉÅ Ï�ÔÉÍÁÌØÎÙÅ ÓÆÅÒÉÞÅÓËÉÅ t-ÄÉÚÁÊÎÙ ÍÏÇÕÔÂÙÔØ �ÏÓÔÒÏÅÎÙ É ËÁË ÈÏÒÏÛÏ ÒÁÚÄÅÌÅÎÎÙÅ �ÏÄÍÎÏÖÅÓÔ×Á.�ÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, �ÅÏÒÅÍÁ 4.2 �ÒÉÌÏÖÉÍÁ É ÍÙ ÚÁËÌÀÞÁÅÍ, ÞÔÏ �Ï-ÓÔÒÏÅÎÎÙÅ × ÒÁÂÏÔÁÈ [9,10℄ ÓÆÅÒÉÞÅÓËÉÅ t-ÄÉÚÁÊÎÙ ÄÏÓÔÉÇÁÀÔ �ÒÅÄÅÌØÎÏÔÏÞÎÙÈ (× ÓÍÙÓÌÅ �ÏÒÑÄËÁ) Ï�ÅÎÏË (4.11), (4.12) ÄÌÑ Ë×ÁÄÒÁÔÉÞÎÙÈ ÕËÌÏ-ÎÅÎÉÊ É ÓÕÍÍ ÒÁÓÓÔÏÑÎÉÊ.óÆÅÒÉÞÅÓËÉÅ t-ÄÉÚÁÊÎÙ ÎÅ�ÏÓÒÅÄÓÔ×ÅÎÎÏ �ÅÒÅÎÏÓÑÔÓÑ × ×ÅÝÅÓÔ×ÅÎ-ÎÏÅ �ÒÏÅËÔÉ×ÎÏÅ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Ï RP d. äÌÑ ÌÀÂÏÇÏ N -ÔÏÞÅÞÎÏÇÏ �ÏÄÍÎÏ-ÖÅÓÔ×Á DN ⊂ Sd Ï�ÒÅÄÅÌÉÍ D̃N ⊂ RP d ËÁË ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï ÏÄÎÏÍÅÒÎÙÈ �ÏÄ-�ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ× × Rd+1 �ÒÏÈÏÄÑÝÉÈ ÞÅÒÅÚ ÔÏÞËÉ x ∈ DN . åÓÌÉ DN ÓÏÄÅÒÖÉÔ�ÁÒÙ ÁÎÔÉ�ÏÄÁÌØÎÙÈ ÔÏÞÅË x É−x, ÔÏ ÓÏÏÔ×ÅÔÓ×ÕÀÝÉÅ �ÏÄ�ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×ÁÓÏ×�ÁÄÁÀÔ É ÕÞÉÔÙ×ÁÀÔÓÑ Ó ËÒÁÔÎÏÓÔØÀ 2.21



ðÏÓËÏÌØËÕ RP d ≃ Sd={±1}, ÔÏ ÕÓÌÏ×ÉÅ (4.1) ÄÌÑ �ÏÌÉÎÏÍÏ× ÓÔÅ�ÅÎÉm ÜË×É×ÁÌÅÎÔÎÏ ÕÓÌÏ×ÉÀ (4.3) ÄÌÑ ÞÅÔÎÙÈ �ÏÌÉÎÏÍÏ× F (x) = F (−x) ÓÔÅ-�ÅÎÉ 2m. ïÔÓÀÄÁ ÓÌÅÄÕÅÔ, ÞÔÏ ÅÓÌÉ Dn ⊂ Sd Ñ×ÌÑÅÔÓÑ Ï�ÔÉÍÁÌØÎÙÍt-ÄÉÚÁÊÎÏÍ, ÔÏ D̃N ⊂ RP d Ñ×ÌÑÅÔÓÑ Ï�ÔÉÍÁÌØÎÙÍ [t=2℄-ÄÉÚÁÊÎÏÍ.åÓÌÉ Ï�ÔÉÍÁÌØÎÙÊ t-ÄÉÚÁÊÎ DN ⊂ Sd Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÈÏÒÏÛÏ ÒÁÚÄÅÌÅÎÎÙÍ�ÏÄÍÎÏÖÅÓÔ×ÏÍ, ÔÏ, ×ÏÏÂÝÅ ÇÏ×ÏÒÑ, Ï�ÔÉÍÁÌØÎÙÊ [t=2℄-ÄÉÚÁÊÎ D̃N ⊂
RP d ÎÅ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÈÏÒÏÛÏ ÒÁÚÄÅÌÅÎÎÙÍ. ïÄÎÁËÏ, × ÜÔÏÍ ÓÌÕÞÁÅ ×Ù�ÏÌ-ÎÑÅÔÓÑ Ï�ÅÎËÁ (4.9) É, ÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏ, �Ï ìÅÍÍÅ 4.1 ×Ù�ÏÌÎÑÅÔÓÑ Ï�ÅÎËÁ(4.10) Ó �ÒÏÉÚ×ÏÌØÎÏÊ �ÏÓÔÏÑÎÎÏÊ C1 > 0.ðÏÄÓÔÁ×ÌÑÑ Ï�ÅÎËÕ (4.10) × (4.5), ÍÙ �ÒÉÈÏÄÉÍ Ë ÓÌÅÄÕÀÝÅÍÕ ÕÔ×ÅÒ-ÖÄÅÎÉÀ: ÅÓÌÉ Ï�ÔÉÍÁÌØÎÙÊ t-ÄÉÚÁÊÎ DN ⊂ Sd Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÈÏÒÏÛÏ ÒÁÚÄÅ-ÌÅÎÎÙÍ �ÏÄÍÎÏÖÅÓÔ×ÏÍ, ÔÏ ÓÏÏÔ×ÅÔÓ×ÕÀÝÉÊ Ï�ÔÉÍÁÌØÎÙÊ [t=2℄-ÄÉÚÁÊÎ
D̃N ⊂ RP d ÕÄÏ×ÌÅÔ×ÏÒÑÅÔ �ÒÅÄÅÌØÎÏ ÔÏÞÎÙÍ Ï�ÅÎËÁÍ (4.11), (4.12) ÄÌÑË×ÁÄÒÁÔÉÞÎÙÈ ÕËÌÏÎÅÎÉÊ É ÓÕÍÍ ÒÁÓÓÔÏÑÎÉÊ.ïÂÏÂÝÅÎÉÑ ÎÁ ÏÓÔÁÌØÎÙÅ �ÒÏÅËÔÉ×ÎÙÅ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Á CP n, HP n É
OP 2 ×ÅÒÏÑÔÎÏ ÔÁËÖÅ ×ÏÚÍÏÖÎÙ.5. úÁÍÅÞÁÎÉÑ Ï ÑÄÒÁÈ ìÅ×É{û£ÎÂÅÒÇÁñÄÒÁ ìÅ×É{û£ÎÂÅÒÇÁ ×ÏÚÎÉËÁÀÔ ËÁË ËÏ×ÁÒÉÁ�ÉÉ ÍÎÏÇÏ�ÁÒÁÍÅÔÒÉÞÅ-ÓËÉÈ ÓÌÕÞÁÊÎÙÈ �ÒÏ�ÅÓÓÏ× (�ÒÏ�ÅÓÓÏ× ìÅ×É) Ó �ÁÒÁÍÅÔÒÁÍÉ ÎÁ ÏÄÎÏÒÏÄ-ÎÙÈ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×ÁÈ. ðÏÄÒÏÂÎÏÅ ÉÚÌÏÖÅÎÉÅ ÜÔÉÈ ×Ï�ÒÏÓÏ× ÍÏÖÎÏ ÎÁÊÔÉ× ÒÁÂÏÔÅ Gangolli [20℄. úÄÅÓØ ÍÙ ËÒÁÔËÏ ËÏÓÎÅÍÓÑ ÎÅËÏÔÏÒÙÈ ÉÚ ÜÔÉÈ×Ï�ÒÏÓÏ×, Ó×ÑÚÁÎÎÙÈ Ó �ÒÅÄÍÅÔÏÍ ÎÁÓÔÏÑÝÅÊ ÒÁÂÏÔÙ.îÁ�ÏÍÎÉÍ Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÅ. ðÕÓÔØ Q = G=K { ÏÄÎÏÒÏÄÎÏÅ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×ÏÓ G-ÉÎ×ÁÒÉÁÎÔÎÙÍÉ ÍÅÔÒÉËÏÊ � É ÍÅÒÏÊ �. äÌÑ Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÎÏÓÔÉ ÍÏÖÎÏÓÞÉÔÁÔØ, ÞÔÏ G É �ÏÄÇÒÕ��Á K ⊂ G { ËÏÍ�ÁËÔÎÙÅ ÇÒÕ��Ù ìÉ, ÔÁË ÞÔÏQ { ËÏÍ�ÁËÔÎÏÅ ÒÉÍÁÎÏ×Ï ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÅ Ó ÒÉÍÁÎÏÙÍÉ ÆÕÎË�ÉÅÊ ÒÁÓÓÔÏ-ÑÎÉÑ � É ÍÅÒÏÊ � ÎÏÒÍÉÒÏ×ÁÎÎÙÍÉ ËÁË ÕËÁÚÙ×ÁÌÏÓØ ×ÙÛÅ.÷ÅÝÅÓÔ×ÅÎÎÁÑ ÓÉÍÍÅÔÒÉÞÎÁÑ ÆÕÎË�ÉÑ f(x1; x2), x1, x2 ∈ Q, ÎÁÚÙ×Á-ÅÔÓÑ ÑÄÒÏÍ ìÅ×É{û£ÎÂÅÒÇÁ, ÅÓÌÉ ×Ù�ÏÌÎÑÀÔÓÑ ÓÌÅÄÕÀÝÉÅ ÕÓÌÏ×ÉÑ:(1) ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ÔÏÞËÁ x0 ∈ Q, ÔÁËÁÑ ÞÔÏ f(x; x0) = 0 ÄÌÑ ×ÓÅÈ x ∈ Q,(2) f { �ÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÏ Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÁ, Ô.Å. ÄÌÑ ÌÀÂÙÈ ËÏÍ�ÌÅËÓÎÙÈ ÞÉÓÅÌz1; : : : ; zN É ÌÀÂÙÈ ÔÏÞÅË x1; : : : ; xN ∈ QN∑i;j=1 zizif(xi; xj) > 0; (5.1)22



(3) �ÏÌÑÒÉÚÁ�ÉÑ �(x1; x2) ÑÄÒÁ f(x1; x2), Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÎÁÑ ÆÏÒÍÕÌÏÊ�(x1; x2) = f(x1; x1) + f(x2; x2)− 2f(x1; x2) (5.2)Ñ×ÌÑÅÔÓÑ G-ÉÎ×ÁÒÉÁÎÔÎÏÊ, Ô.Å. �(gx1; gx2) = �(x1; x2) ÄÌÑ ×ÓÅÈ x1, x2 ∈ Q,g ∈ G.ïÔÍÅÔÉÍ, ÞÔ ÑÄÒÏ ìÅ×É{û£ÎÂÅÒÇÁ f ×ÏÓÓÔÁÎÁ×ÌÉ×ÁÅÔÓÑ �Ï ÅÇÏ �ÏÌÑ-ÒÉÚÁ�ÉÉ �: f(x1; x2) = 12(�(x1; x0) + �(x2; x0)− �(x1; x2)): (5.3)åÓÌÉ ÑÄÒÏ ìÅ×É{û£ÎÂÅÒÇÁ f É ÅÇÏ �ÏÌÑÒÉÚÁ�ÉÑ � ÚÁÄÁÎÙ, ÔÏ ÓÔÁÎ-ÄÁÒÔÎÙÅ ÍÅÔÏÄÙ ÔÅÏÒÉÉ ×ÅÒÏÑÔÎÏÓÔÅÊ �ÏÚ×ÏÌÑÀÔ �ÏÓÔÒÏÉÔØ ÓÏÏÔ×ÅÔ-ÓÔ×ÕÀÝÉÊ ÓÌÕÞÁÊÎÙÊ �ÒÏ�ÅÓÓ ìÅ×É ËÁË ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅY : Q ∋ x → Y (!; x) ∈ L2(
; d!)ÉÚ Q × �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Ï L2(
; d!) ×ÅÝÅÓÔ×ÅÎÎÙÈ ÓÌÕÞÁÊÎÙÈ �ÅÒÅÍÅÎÎÙÈÎÁ ÎÅËÏÔÏÒÏÍ ×ÅÒÏÑÔÎÏÓÔÎÏÍ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Å 
 Ó ÍÅÒÏÊ d!. ðÒÉ ÜÔÏÍ
EY ( · ; x) = 0 É

E(Y ( · ; x1)Y ( · ; x2)) = f(x1; x2); E(Y ( · ; x1)− Y ( · ; x2))2 = �(x1; x2)ÄÌÑ ×ÓÅÈ x, x1, x2 ∈ Q.ëÒÏÍÅ ÔÏÇÏ, ÅÓÌÉ �(x1; x2) < 
�(x1; x2)� Ó ÎÅËÏÔÏÒÙÍÉ �ÏÓÔÏÑÎÎÙÍÉ 
É � > 0, ÔÏ ÄÌÑ �ÏÞÔÉ ×ÓÅÈ ! ∈ 
 ÔÒÁÅËÔÏÒÉÑ �ÒÏ�ÅÓÓÁ Y (!; x) Ñ×ÌÑÅÔÓÑÎÅ�ÒÅÒÙ×ÎÏÊ ÆÕÎË�ÉÅÊ x ∈ Q.äÌÑ �ÒÏÉÚ×ÏÌØÎÏ ÆÉËÓÉÒÏ×ÁÎÎÏÊ ÔÏÞËÉ x0 ∈ Q ÒÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÑÄÒÏfr(x1; x2) = ∫Q Fr(x1; y)Fr(x2; y) d�(y); r ∈ [0; �℄; (5.4)ÇÄÅ Fr(x; y) = �(Br(x); y)− �(Br(x0)y) (5.5)É �(B2(x); · ) { ÈÁÒÁËÔÅÒÉÓÔÉÞÅÓËÁÑ ÆÕÎË�ÉÑ ÛÁÒÁ Br(x), ÓÍ. (1.5). ðÏ-ÌÏÖÉÍ ÔÁËÖÅ f(�; x1; x2) = �∫0 fr(x1; x2)�(r) dr; (5.6)ÇÄÅ �(r) { ÎÅËÏÔÏÒÁÑ ×ÅÓÏ×ÁÑ ÆÕÎË�ÉÑ, ÄÌÑ ËÏÔÏÒÏÊ ÉÎÔÅÇÒÁÌ (5.6) ÓÈÏ-ÄÉÔÓÑ. 23



�ÅÏÒÅÍÁ 5.1 (i). äÌÑ ÌÀÂÏÇÏ ËÏÍ�ÁËÔÎÏÇÏ ÏÄÎÏÒÏÄÎÏÇÏ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×ÁQ = G=K Ó ÎÏÒÍÉÒÏ×ÁÎÎÙÍÉ G-ÉÎ×ÁÒÉÁÎÔÎÙÍÉ ÍÅÔÒÉËÏÊ � É ÍÅÒÏÊ �ÆÕÎË�ÉÉ (5:4) É (5:6) Ñ×ÌÑÀÔÓÑ ÑÄÒÁÍÉ ìÅ×É{û£ÎÂÅÒÇÁ. éÈ �ÏÌÑÒÉÚÁ�ÉÉ�r É �r(�) ÉÍÅÀÔ ×ÉÄ �r(x1; x2) = 2��)r(x1; x2); (5.7)�(�; x1; x2) = 2��(�; x1; x2); (5.8)ÇÄÅ ��r É ��(�) { ÍÅÔÒÉËÉ ÓÉÍÍÅÔÒÉÞÎÏÊ ÒÁÚÎÏÓÔÉ (2.1) É (2.4) É ÉÍÅÀÔÍÅÓÔÏ ÆÏÒÍÕÌÙ ÏÂÒÁÝÅÎÉÑ��r (x1; x0) + ��r (x2; x0)− ��r (x1; x2) = 2fr(x1; x2) (5.9)��(�; x1; x0) + ��(�; x2; x0)− ��(�; x1; x2) = 2f(�; x1; x2) (5.10)(ii) äÌÑ Ä×ÕÔÏÞÅÞÎÏ-ÏÄÎÏÒÏÄÎÙÈ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ× Q = Q(d; d0) ÓÏÏÔ×ÅÔ-ÓÔ×ÕÀÝÉÅ �ÏÌÑÒÉÚÁ�ÉÉ �r É �r(�) ÕÄÏ×ÌÅÔ×ÏÒÑÀÔ Ï�ÅÎËÁÍ�r(x1; x2) < Cw(d; d0; r)�(x1; x2) (5.11)�(�; x1; x2) < C‖�‖d;d0�(x1; x2); (5.12)ÇÄÅ w(d; d0; r) É ‖�‖d;d0 Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÙ × (3.2) É (3.3).þÁÓÔØ (i) �ÒÏ×ÅÒÑÅÔÓÑ �ÒÏÓÔÙÍ �ÒÑÍÙÍ ×ÙÞÉÓÌÅÎÉÅÍ, Á ÞÁÓÔØ (ii)ÓÌÅÄÕÅÔ ÉÚ ìÅÍÍÙ 3.2 É ÒÁ×ÅÎÓÔ× (5.7), (5.8).éÓÓÌÅÄÏ×ÁÎÉÅ ÍÎÏÇÏ�ÁÒÁÍÅÔÒÉÞÅÓËÉÈ ÓÌÕÞÁÊÎÙÈ �ÒÏ�ÅÓÓÏ× Ó ËÏ×ÁÒÉ-Á�ÉÑÍÉ (5.4) É (5.6) ×ÙÈÏÄÉÔ ÚÁ ÒÁÍËÉ ÎÁÓÔÏÑÝÅÊ ÒÁÂÏÔÙ. ÷ÍÅÓÔÏ ÜÔÏÇÏÍÙ ÒÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÎÅËÏÔÏÒÙÅ �ÒÏÓÔÙÅ, ÎÏ ÌÀÂÏ�ÙÔÎÙÅ ÆÁËÔÙ, Ó×ÑÚÁÎÎÙÅÓ �ÒÉ×ÅÄÅÎÎÙÍÉ ×ÙÛÅ ÆÏÒÍÕÌÁÍÉ.òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÓÆÅÒÕ Sd Ó ÍÅÔÒÉËÏÊ ÂÏÌØÛÅÇÏ ËÒÕÇÁ � É ÓÔÁÎÄÁÒÔÎÏÊÎÏÒÍÁÌÉÚÏ×ÁÎÎÏÊ d-ÍÅÒÎÏÊ ÍÅÒÏÊ �. ó�ÒÁ×ÅÄÌÉ×Á ÓÌÅÄÕÀÝÁÑ ÆÏÒÍÕÌÁ,ÓÍ. [17, Se
. 6.4℄,�(x1; x2) = ��(B�=2(x1)�B�=2(x2)); x1; x2 ∈ Sd; (5.13)ÇÄÅ B�=2(x) = {y ∈ Sd : �(y; x) 6 �=2} = {y ∈ Sd : 〈y; x >> 0} {�ÏÌÕÓÆÅÒÁ Ó �ÅÎÔÒÏÍ x. ðÏÌØÚÕÑÓØ (2.2), ÍÏÖÎÏ ÚÁ�ÉÓÁÔØ ÆÏÒÍÕÌÕ (5.13)× ×ÉÄÅ �(x1; x2) = �(1− 2�(B�=2(x1) ∩ B�=2(x2)) (5.14)24



÷ ÔÁËÏÊ ÆÏÒÍÅ ÜÔÏ ÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï �ÏÞÔÉ ÏÞÅ×ÉÄÎÏ { ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÚÁÍÅÔÉÔØ,ÞÔÏ ÍÅÒÁ �ÅÒÅÓÅÞÅÎÉÑ Ä×ÕÈ �ÏÌÕÓÆÅÒ × (5.14) Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÌÉÎÅÊÎÏÊ ÆÕÎË-�ÉÅÊ �(x1; x2).óÒÁ×ÎÉ×ÁÑ ÆÏÒÍÕÌÙ (5.13) É (2.1), �ÏÌÕÞÁÅÍ�(x1; x2) = 2����=2(x1; x2): (5.15)éÎÙÍÉ ÓÌÏ×ÁÍÉ, ÇÅÏÄÅÚÉÞÅÓËÁÑ ÍÅÔÒÉËÁ � ÎÁ ÓÆÅÒÅ Sd Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÍÅÔÒÉËÏÊÓÉÍÍÅÔÒÉÞÎÏÊ ÒÁÚÎÏÓÔÉ.ðÏÌØÚÕÑÓØ ÆÏÒÍÕÌÁÍÉ (5.15) É (5.5), �ÏÌÕÞÁÅÍ�(x1; x0) + �(x2; x0)− �(x1; x2) = 4� ∫Sd F�=2(x1; y)F�=2(x2; y) d�(y); (5.16)ÇÄÅ F�=2(x; y) = �(B�=2(x); y)− �(B�=2(x0); y): (5.17)éÚ ÆÏÒÍÕÌ (5.16), (5.17) ÓÒÁÚÕ ÖÅ ÓÌÅÄÕÅÔ, ÞÔÏ ×ÙÒÁÖÅÎÉÅ × ÌÅ×ÏÊÞÁÓÔÉ (5.16) Ñ×ÌÑÅÔÓÑ �ÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÏ Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÎÙÍ ÑÄÒÏÍ. üÔÏ ÉÚ×ÅÓÔ-ÎÁÑ ÔÅÏÒÅÍÁ ìÅ×É. ðÅÒ×ÏÎÁÞÁÌØÎÏ ÅÅ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï ÂÙÌÏ �ÏÌÕÞÅÎÏÎÁ ÏÓÎÏ×Å ÉÎÔÅÇÒÁÌÏ× \ÂÅÌÏÇÏ ÛÕÍÁ" �ÒÉ ÉÓÓÌÅÄÏ×ÁÎÉÉ ÓÌÕÞÁÊÎÙÈ �ÒÏ-�ÅÓÓÏ× �ÁÒÁÍÅÔÒÉÚÏ×ÁÎÎÙÈ ÔÏÞËÁÍÉ ÓÆÅÒÙ, ÓÍ. [25, Chap. 8; Appen.Chap. 3℄. ðÒÑÍÏÅ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï ÜÔÏÊ ÔÅÏÒÅÍÙ ÂÙÌÏ ÄÁÎÏ Gangolli [20,Se
. 4℄ ÎÁ ÏÓÎÏ×Å ÒÁÚÌÏÖÅÎÉÑ ÍÅÔÒÉËÉ � �Ï ÓÆÅÒÉÞÅÓËÉÍ ÆÕÎË�ÉÑÍ ÎÁ Sd(�ÏÌÉÎÏÍÁÍ çÅÇÅÎÂÁÕÜÒÁ). ðÒÉ×ÅÄÅÎÎÏÅ ×ÙÛÅ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï ÔÅÏÒÅÍÙìÅ×É ÎÁ ÏÓÎÏ×Å ÔÏÖÄÅÓÔ×Á (5.16) Ñ×ÌÑÅÔÓÑ, �Ï ×ÉÄÉÍÏÍÕ, ÎÁÉÂÏÌÅÅ �ÒÏ-ÓÔÙÍ.ïÔÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ ÇÅÏÄÅÚÉÞÅÓËÁÑ ÍÅÔÒÉËÁ � ÄÌÑ �ÒÏÅËÔÉ×ÎÙÈ �ÒÏ-ÓÔÒÁÎÓÔ× RP n, CP n, HP n, OP 2 ÎÅ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÍÅÔÒÉËÏÊ ÓÉÍÍÅÔÒÉÞÎÏÊ ÒÁÚ-ÎÏÓÔÉ É ÄÌÑ ÎÅÅ ÎÅ ÉÍÅÅÔ ÍÅÓÔÁ ÁÎÁÌÏÇ ÔÅÏÒÅÍÙ ìÅ×É. üÔÏ ÓÌÅÄÕÅÔ ÉÚÒÅÚÕÌØÔÁÔÏ× ÒÁÂÏÔÙ [20, Se
. 4; pp. 225{226℄. óËÁÚÁÎÎÏÅ �ÏÄÞÅÒËÉ×ÁÅÔÅÝÅ ÒÁÚ ×ÁÖÎÏÓÔØ ÈÏÒÄÏ×ÏÊ ÍÅÔÒÉËÉ � , ÄÌÑ ËÏÔÏÒÏÊ ×ÓÅ ÜÔÉ Ó×ÏÊÓÔ×ÁÉÍÅÀÔ ÍÅÓÔÏ ÄÌÑ ×ÓÅÈ Ä×ÕÔÏÞÅÞÎÏ-ÏÄÎÏÒÏÄÎÙÈ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ× Q(d; d0), ÓÒ.�ÅÏÒÅÍÙ 3.2 É 5.1.÷ ÚÁËÌÀÞÅÎÉÅ ÍÙ ÏÂßÑÓÎÉÍ �ÏÑ×ÌÅÎÉÅ ÁÎÏÍÁÌØÎÏ ÍÁÌÙÈ ÏÓÔÁÔËÏ× ×ÆÏÒÍÕÌÅ (1.17). ðÏÌØÚÕÑÓØ ÆÏÒÍÕÌÏÊ (5.15) É �ÒÉÎ�É�ÏÍ ÉÎ×ÁÒÉÁÎÔÎÏ-ÓÔÉ (3.4) ÄÌÑ ÓÆÅÒÙ Sd, �ÏÌÕÞÁÅÍ�[DN ℄ = 〈�〉N2 − 2���=2[DN ℄;25



ÇÄÅ ��=2[DN ℄ = ∫Sd �[B�=2(y);DN ℄2 d�(y)É �[B�=2(y);DN ℄ = #{B�=2(y) ∩ DN} −Nv�=2:ðÏÓËÏÌØËÕ v�=2 = 1=2, ÔÏ �ÏÌØÚÕÑÓØ (2.10), ÎÁÈÏÄÉÍ ÞÔÏ 〈�〉 = �=2.N { ÔÏÞÅÞÎÏÅ �ÏÄÍÎÏÖÅÓÔ×Ï DN ⊂ Sd �ÒÅÄÓÔÁ×ÉÍ ËÁË ÏÂßÅÄÉÎÅÎÉÅÄ×ÕÈ ÎÅ�ÅÒÅÓÅËÁÀÝÉÈÓÑ �ÏÄÍÎÏÖÅÓÔ×
DN = D(0)2a ∪ D(1)b ; N = 2a+ b;

D(0)2a = {x ∈ DN : −x ∈ DN}, D(1)b = {x ∈ DN : −x =∈ DN}, ÔÏÇÄÁ�[B�=2(y);DN ℄ = �[B�=2(y);D(0)2a ℄ + �[B�=2(y);D(1)b ℄:ñÓÎÏ, ÞÔÏ �[B�=2(y);D(0)2a ℄ = 0 ÄÌÑ ×ÓÅÈ y ∈ Sd ÚÁ ÉÓËÌÀÞÅÎÉÅÍ ÔÁËÉÈ y,ÞÔÏ 〈y; x〉 = 0, x ∈ D(0)2a . ðÏÜÔÏÍÕ��=2[DN ℄ = ��=2[D(1)b ℄: (5.18)ðÕÓÔØ N = 2a { ÞÅÔÎÏÅ É DN = D(0)2a , ÔÏÇÄÁ ��=2[DN ℄ = 0. ðÕÓÔØN = 2a+1 { ÎÅÞÅÔÎÏÅ É DN = D(0)2a ∪D(0)1 , ÇÄÅ D(1)1 = {x1} { ÏÄÎÏÔÏÞÅÞÎÏÅ�ÏÄÍÎÏÖÅÓÔ×Ï. ðÒÏÓÔÏÅ ×ÙÞÉÓÌÅÎÉÅ �ÏËÁÚÙ×ÁÅÔ, ÞÔÏ ��=2[{x1}℄ = �=2 É,× ÓÉÌÕ (5.18), ��=2[DN ℄ = �=2. éÚ ÓËÁÚÁÎÎÏÇÏ ÓÌÅÄÕÅÔ ÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÅ (1.17).ó�ÉÓÏË ÌÉÔÅÒÁÔÕÒÙ[1℄ J. R. Alexander, On the sum of distan
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