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ÀÍÍÎÒÀÖÈß

Â ðàìêàõ ìåòîäà âòîðè÷íîãî êâàíòîâàíèÿ ïðèâîäèòñÿ ñõåìà ïîñòðîå-

íèÿ àëüòåðíàòèâíîãî íàáîðà ñîñòîÿíèé, óäîâëåòâîðÿþùèõ �óíêöèîíàëü-

íûì óðàâíåíèÿì íà ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ äëÿ êâàíòîâîãî îïåðàòîðà �à-

ìèëüòîíà ñâîáîäíîãî ïîïåðå÷íîãî ïîëÿ. Â îñíîâå ñõåìû èñïîëüçóþòñÿ

ðàñøèðåíèÿ êâàäðàòè÷íîé �îðìû ïîïåðå÷íîãî îïåðàòîðà Ëàïëàñà êàê

èñòî÷íèê áàçèñíîãî íàáîðà �óíêöèé íà òðåõìåðíîì ïðîñòðàíñòâå ñ ñèí-

ãóëÿðíîñòüþ â âûäåëåííîé òî÷êå. Òàêîé áàçèñ çàìåíÿåò áàçèñ èç ïëîñêèõ

èëè ñ�åðè÷åñêèõ âîëí, êîòîðûé èñïîëüçóþòñÿ äëÿ ðàçäåëåíèÿ ïåðåìåí-

íûõ ñ ïîìîùüþ ïðåîáðàçîâàíèÿ Ôóðüå èëè ïåðåõîäà ê ñ�åðè÷åñêèì êî-

îðäèíàòàì.

Êëþ÷åâûå ñëîâà: ìåòîä âòîðè÷íîãî êâàíòîâàíèÿ, îïåðàòîð �àìèëü-

òîíà, ñàìîìîïðÿæåííûå ðàñøèðåíèÿ ñèììåòðè÷åñêèõ îïåðàòîðîâ, ðàñ-

øèðåíèÿ êâàäðàòè÷íûõ �îðì, îïåðàòîð Ëàïëàñà, ïîïåðå÷íîå ïîäïðî-

ñòðàíñòâî, ýëåêòðîìàãíèòíîå ïîëå, ïîëå ßíãà-Ìèëëñà.
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�àáîòà âûïîëíåíà ïðè ïîääåðæêå ãðàíòîâ �ÔÔÈ 14-01-00341, 15-01-03148 è ïðî-

ãðàììû �Ìàòåìàòè÷åñêèå ïðîáëåìû íåëèíåéíîé äèíàìèêè� �ÀÍ.
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Ââåäåíèå

Ìåòîä âòîðè÷íîãî êâàíòîâàíèÿ [1℄, [2℄ ÿâëÿåòñÿ áàçèñíûì ìåõàíèçìîì

ïîñòðîåíèÿ êâàíòîâîé òåîðèè ïîëÿ ñ ìîìåíòà åå çàðîæäåíèÿ â ïåðâîé

ïîëîâèíå XX âåêà. Ïîçäíåå, â ðåàëüíûõ âû÷èñëåíèÿõ ýëåìåíòîâ ìàò-

ðèö ðàññåÿíèÿ, øèðîêîå ïðèìåíåíèå ïîëó÷èëà òåõíèêà äèàãðàìì Ôåé-

íìàíà, îñíîâàííàÿ íà ëàãðàíæåâîì �îðìàëèçìå êëàññè÷åñêîé òåîðèè.

Â îòëè÷èå îò ýòîé òåõíèêè, îäíî èç ïðåèìóùåñòâ ìåòîäà âòîðè÷íîãî

(êàíîíè÷åñêîãî) êâàíòîâàíèÿ çàêëþ÷àåòñÿ â òîì, ÷òî îí äàåò îïèñàíèå

êâàíòîâîãî îïåðàòîðà �àìèëüòîíà. Äëÿ êîððåêòíî îïðåäåëåííîé êâàí-

òîâîé ñèñòåìû ýòîò îïåðàòîð äîëæåí áûòü ñàìîñîïðÿæåííûì â íåêî-

òîðîì ãèëüáåðòîâîì ïðîñòðàíñòâå. Èçâåñòíûå ïðèìåðû ñèñòåì ñ êîíå÷-

íûì ÷èñëîì èçìåðåíèé [3℄, [4℄ ïîêàçûâàþò, ÷òî ïîñëå ïåðåíîðìèðîâêè è

óñòðàíåíèÿ ñèíãóëÿðíîñòåé, êàíäèäàò â ãàìèëüòîíèàí ìîæåò îêàçàòüñÿ

ñèììåòðè÷åñêèì, íî íå ñàìîñîïðÿæåííûì îïåðàòîðîì ñâîáîäíîé ÷àñòè-

öû íà ñóæåííîì ïðîñòðàíñòâå ñîñòîÿíèé. Òàêîé îïåðàòîð ìîæåò áûòü

ðàñøèðåí (äîîïðåäåëåí) äî ñàìîñîïðÿæåííîãî îïåðàòîðà, îäíàêî, ýòà

ïðîöåäóðà óæå íåîäíîçíà÷íà, òàê êàê òðåáóåò ââåäåíèÿ ïàðàìåòðà ðàñ-

øèðåíèÿ (ÿâëåíèå ðàçìåðíîé òðàíñìóòàöèè [4℄, [5℄). Ïîõîæèé ïðèìåð,

ïî-âèäèìîìó, ìîæíî íàáëþäàòü è äëÿ ñèñòåì, ñîñòîÿùèõ èç áåñêîíå÷-

íîãî ÷èñëà ãàðìîíè÷åñêèõ îñöèëëÿòîðîâ. Ìû ïðèâåäåì àðãóìåíòû, ÷òî

êâàäðàòè÷íàÿ ÷àñòü êâàíòîâîãî ãàìèëüòîíèàíà ñâîáîäíîãî ïîïåðå÷íîãî

âåêòîðíîãî ïîëÿ

H0 =

∫

R3

(

− δ

δAk(~x)
Pkj

δ

δAj(~x)
+ ∆Aj(~x)Aj(~x)

)

d3x,

∂kAk = 0, ∂kPkj = 0, P 2 = P, Pkj = Pjk,

êîòîðàÿ âîçíèêàåò â ýëåêòðîäèíàìèêå èëè êàê ðåçóëüòàò ïåðåíîðìèðîâ-

êè êàëèáðîâî÷íîé òåîðèè, ÿâëÿåòñÿ ïðåäåëüíûì ñëó÷àåì ñàìîñîïðÿæåí-

íîãî ðàñøèðåíèÿ íåêîòîðîãî ñèììåòðè÷åñêîãî îïåðàòîðà, îïðåäåëåííî-

ãî íà ñóæåííîì ïðîñòðàíñòâå ñîñòîÿíèé. Ñàìîñîïðÿæåííûå ðàñøèðåíèÿ

îáùåãî âèäà ïðè ýòîì îêàçûâàþòñÿ çàâèñÿùèìè îò ïàðàìåòðà ðàñøèðå-

íèÿ è íå îáëàäàþò ìàñøòàáíîé èíâàðèàíòíîñòüþ.

Ââèäó îòñóòñòâèÿ óäîâëåòâîðèòåëüíîé òåõíèêè îïðåäåëåíèÿ ñêàëÿð-

íîãî ïðîèçâåäåíèÿ íà ïðîñòðàíñòâå �óíêöèîíàëîâ, êîòîðûå îïèñûâàþò

ñîñòîÿíèÿ ñòàöèîíàðíîé êàðòèíû êâàíòîâîé òåîðèè ïîëÿ, ìû íå áóäåì

äåëàòü ñòðîãèå óòâåðæäåíèÿ î ñàìîñîïðÿæåííîñòè îïåðàòîðîâ. Âìåñòî

ýòîãî ìû ïîïûòàåìñÿ ïðåäúÿâèòü âàêóóìíîå ñîñòîÿíèå òàêèõ îïåðàòî-

ðîâ è åãî âîçáóæäåíèÿ (ïðîñòðàíñòâî Ôîêà [6℄), êàê ñîñòîÿíèÿ, óäîâëå-

òâîðÿþùèå óðàâíåíèÿì äëÿ �ñîáñòâåííûõ� �óíêöèîíàëîâ è îáðàçóþùèå

èåðàðõèþ ðîæäåíèÿ è óíè÷òîæåíèÿ ÷àñòèö. Åñòåñòâåííî ïîòðåáîâàòü,

÷òîáû òàêèå óðàâíåíèÿ ñîâïàäàëè ñ �óíêöèîíàëüíûìè óðàâíåíèÿìè

H0Φσn(A) = ΛσnΦσn(A),
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äëÿ ñîáñòâåííûõ ñîñòîÿíèé ãàìèëüòîíèàíà H0, íî ïðè ýòîì óðàâíåíèÿ

ìîãóò áûòü îïðåäåëåíû íà ìíîæåñòâå �óíêöèîíàëîâ, óäîâëåòâîðÿþùåì

äðóãèì óñëîâèÿì â îêðåñòíîñòè �ãðàíè÷íûõ� çíà÷åíèé. Â êà÷åñòâå òàêèõ

ïðåäåëüíûõ òî÷åê â êîí�èãóðàöèîííîì ïðîñòðàíñòâå, â îêðåñòíîñòè êî-

òîðûõ çàäàþòñÿ ãðàíè÷íûå óñëîâèÿ íîâîãî ïðîñòðàíñòâà �óíêöèîíàëîâ,

áóäóò âûñòóïàòü ïîëåâûå êîí�èãóðàöèè ñ ñèíãóëÿðíîñòÿìè âèäà

~A(x) ∼
~A0

|x| , |x| → 0. (1)

Òåì ñàìûì, ñàìîñîïðÿæåííûå ðàñøèðåíèÿ òåîðèè áóäóò çàâèñåòü îò

íåêîòîðîé âûäåëåííîé òî÷êè òðåõìåðíîãî ïðîñòðàíñòâà. Ïðè �âêëþ÷å-

íèè� âçàèìîäåéñòâèÿ èëè ñàìîäåéñòâèÿ òàêèå ðàñøèðåíèÿ ãàìèëüòîíè-

àíà è ñâÿçàííûå ñ íèìè ñîñòîÿíèÿ ñêîðåå âñåãî îêàçûâàþòñÿ íåóñòîé-

÷èâûìè. Îäíàêî, èõ íàëè÷èå ìîæåò äàâàòü âêëàä â ìàòðèöó ðàññåÿíèÿ

êàê ïðîìåæóòî÷íûå ñîñòîÿíèÿ äëÿ ÷àñòèö, âçàèìîäåéñòâóþùèõ ïîñðåä-

ñòâîì ïîïåðå÷íîãî ïîëÿ.

1. Êîíå÷íîìåðíûå ïðèìåðû ñ ñèíãóëÿðíûì âçàèìîäåéñòâèåì

Â ýòîé ÷àñòè ìû îïèøåì êîíå÷íîìåðíûå ïðèìåðû èç êâàíòîâîé ìå-

õàíèêè, ñ òåì, ÷òîáû äàëåå ïîïûòàòüñÿ îáîáùèòü íåêîòîðûå èõ ñâîéñòà

íà áåñêîíå÷íîìåðíûé ñëó÷àé. Ïóñòü

Hε = ∆+ εδ(x) = −
∑

k

∂2

∂x2k
+ εδ(x)

� îïåðàòîð �àìèëüòîíà ÷àñòèöû â äâóõ- èëè òðåõ-ìåðíîì ïðîñòðàíñòâå,

êîòîðàÿ âçàèìîäåéñòâóåò ñ δ-ïîòåíöèàëîì, ñîñðåäîòî÷åííûì â íà÷àëå

êîîðäèíàò. �àìèëüòîíèàí Hε íå äîïóñêàåò êîððåêòíîãî îïðåäåëåíèÿ â

âèäå çàìêíóòîãî îïåðàòîðà â �èëüáåðòîâîì ïðîñòðàíñòâå. Îäíàêî, ìîæ-

íî ðàññìîòðåòü äåéñòâèå Hε íà ìíîæåñòâå ãëàäêèõ �óíêöèé, óáûâàþùèõ

â íà÷àëå êîîðäèíàò âìåñòå ñ ïðîèçâîäíûìè. Òàêîìó äåéñòâèþ ñîîòâåò-

ñòâóåò ñèììåòðè÷åñêèé îïåðàòîð

H : Hf(~x) = ∆f(~x) = −
∑

k

∂2

∂x2k
f(~x),

êîòîðûé, î÷åâèäíî, íå ó÷èòûâàåò íàëè÷èå ïîòåíöèàëà εδ(~x). Â ñ�åðè÷å-

ñêèõ êîîðäèíàòàõ â äâóìåðíîì

~x = ~x(r, ϕ) =

(

r cosϕ
r sinϕ

)

,
0 ≤ r,

0 ≤ ϕ < 2π

èëè òðåõìåðíîì ïðîñòðàíñòâå

~x = ~x(r, θ, ϕ) =





r cos θ cosϕ
r cos θ sinϕ
r sin θ



 ,

0 ≤ r,

0 ≤ θ ≤ π,

0 ≤ ϕ < 2π
(2)

äåéñòâèå îïåðàòîðà H0 âûãëÿäèò ñëåäóþùèì îáðàçîì. Åñëè ñêàëÿðíàÿ

�óíêöèÿ f(~x) ïðåäñòàâëÿåòñÿ â âèäå ñóììû ñ�åðè÷åñêèõ ãàðìîíèê eilϕ
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èëè Ylm(θ, ϕ) ñ êîý��èöèåíòàìè, çàâèñÿùèìè îò ðàäèàëüíîé ïåðåìåí-

íîé

f2(~x) = f2(~x(r, ϕ)) =
∑

0≤l

1√
r
ul(r)

eilϕ√
2π
,

f3(~x) = f3(~x(r, θ, ϕ)) =
∑

0≤|m|≤l

1

r
ulm(r)Ylm(θ, ϕ),

òî ñîîòâåòñòâóþùàÿ îïåðàöèÿ ∆ ïðèìåíÿåòñÿ ê íåé ñëåäóþùèì îáðàçîì

∆f2(~x) =
∑

0≤l

1√
r
Tl− 1

2

ul(r)
eilϕ√
2π
,

∆f3(~x) =
∑

0≤|m|≤l

1

r
Tlulm(r)Ylm(θ, ϕ),

ãäå

Tl = − d2

dr2
+
l(l + 1)

r2
, (3)

T−1

l (r, s) =
1

2l + 1

(sl+1

rl
θ(r − s) +

rl+1

sl
θ(s− r)

)

.

Ïðè ýòîì ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå

(f, g)R2 =

∫

R2

f(~x)g(~x) d2x, (f, g)R3 =

∫

R3

f(~x)g(~x) d3x,

ââèäó îðòîíîðìèðîâàííîñòè íàáîðîâ ñ�åðè÷åñêèõ ãàðìîíèê, ïåðåíîñèò-

ñÿ íà êîý��èöèåíòíûå �óíêöèè u(r) êàê ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå íà

ïîëóîñè

(u, v) =

∫ ∞

0

u(r)v(r) dr. (4)

Îïåðàòîðû Tl− 1

2

è Tl, îïðåäåëåííûå íà ìíîæåñòâå ãëàäêèõ �óíêöèé, èñ-

÷åçàþùèõ â íóëå âìåñòå ñ ïðîèçâîäíûìè, ñàìîñîïðÿæåíû â ñóùåñòâåí-

íîì â ñêàëÿðíîì ïðîèçâåäåíèè (4) ïðè l ≥ 1. Â òî æå âðåìÿ, îïåðàòîðû

T− 1

2

, T0 íà òàêîì ìíîæåñòâå ÿâëÿþòñÿ ñèììåòðè÷åñêèìè îïåðàòîðàìè

ñ èíäåêñàìè äå�åêòà (1, 1). Èõ ñàìîñîïðÿæåííûå ðàñøèðåíèÿ T κ
− 1

2

, T κ
0

èìåþò ñîáñòâåííûå �óíêöèè íåïðåðûâíîãî ñïåêòðà âèäà

vλ(r) =
√
λr(αvλJ0(λr) + βvλY0(λr)), T κ

− 1

2

vλ = λ2vλ

uλ(r) = αuλ sinλr + βuλ cos λr, T κ
0 uλ = λ2uλ

α{u,v}λ = α{u,v}(λ, κ), β{u,v}λ = β{u,v}(λ, κ),

ïëþñ, âîçìîæíî, ñîáñòâåííûå �óíêöèè äèñêðåòíîãî ñïåêòðà. Ïðè ýòîì

äåéñòâèå ðàñøèðåíèé T κ
− 1

2

, T κ
0 ñîâïàäàåò ñ ñîîòâåòñòâóþùåé äè��åðåí-

öèàëüíîé îïåðàöèåé T− 1

2

èëè T0.



6

Òàêèì îáðàçîì, ïåðåõîäÿ îáðàòíî ê äåêàðòîâûì êîîðäèíàòàì, ñèì-

ìåòðè÷åñêèå îïåðàòîðû H ìîãóò áûòü ðàñøèðåíû äî ñàìîñîïðÿæåííûõ

îïåðàòîðîâ Hκ
2 , H

κ
3 , îïðåäåëåííûõ íà ìíîæåñòâå �óíêöèé, óäîâëåòâîðÿ-

þùèõ àñèìïòîòè÷åñêîìó óñëîâèþ â íà÷àëå êîîðäèíàò

lim
r→0

f(~x(r))

ln r
= κ lim

r→0

(

f(~x(r))− lim
r′→0

f(~x(r′))

ln r′
ln r

)

, (5)

èëè

lim
r→0

rf(~x(r)) = −κ lim
r→0

(1 + r
∂

∂r
)f(~x(r)), (6)

(ñì. (3.43), (3.44) â [4℄). Äåéñòâèå Hκ
2 , H

κ
3 , ïî-ïðåæíåìó ñîâïàäàåò ñ ñóì-

ìîé êâàäðàòîâ âòîðûõ ïðîèçâîäíûõ ∆ â ñîîòâåòñòâóþùåì ïðîñòðàíñòâå

R
2
èëè R

3
.

�àñøèðåíèÿ Hκ
2 , H

κ
3 çàâèñÿò îò ïàðàìåòðà κ, ðàçìåðíîñòü êîòîðîãî

îáóñëàâëèâàåòñÿ íàëè÷èåì ðàçìåðíîñòè ó îïåðàòîðà H: [H] = [x]−2
. Ñ

�èçè÷åñêîé òî÷êè çðåíèÿ ìîæíî ñêàçàòü, ÷òî Hκ
2 , H

κ
3 ÿâëÿåòñÿ ðåçóëüòà-

òîì ïåðåíîðìèðîâêè ñîîòâåòñòâóþùèõ îïåðàòîðîâHε ïðè ε→ 0. À íàëè-

÷èå ñèíãóëÿðíûõ �óíêöèé ñ àñèìïòîòèêîé (5), (6) â íà÷àëå êîîðäèíàò â

îáëàñòè îïðåäåëåíèÿ ÿâëÿåòñÿ ñëåäîì îò ïåðåíîðìèðîâàííîãî ñèíãóëÿð-

íîãî âçàèìîäåéñòâèÿ εδ(~x). Â ñëó÷àå ÷àñòèöû â äâóìåðíîì ïðîñòðàíñòâå

èìååò ìåñòî ÿâëåíèå ðàçìåðíîé òðàíñìóòàöèè � áåçðàçìåðíûé ïàðàìåòð

ε ïðè ïåðåíîðìèðîâêå çàìåíÿåòñÿ íà ðàçìåðíûé ïàðàìåòð κ [5℄.

Â êà÷åñòâå äðóãîãî ïðèìåðà ìîæíî ðàññìîòðåòü îïåðàòîðû âèäà

∆+
ε

|x|2 = − ∂2

∂x2k
+

ε

|x|2 , (7)

ãäå ε � ýòî áåçðàçìåðíûé ïàðàìåòð. Òàêèå îïåðàòîðû ÿâëÿþòñÿ çà-

ìêíóòûìè ñèììåòðè÷åñêèìè îïåðàòîðàìè ïðè êîíå÷íûõ ε â íåêîòîðîé

îêðåñòíîñòè íóëÿ (ïðè ýòîì ε äîëæåí áûòü ïîëîæèòåëåí â äâóìåðíîì

ñëó÷àå). Ïðè ïîïûòêå ïîñòðîèòü �óíêöèþ, óäîâëåòâîðÿþùèì óðàâíåíè-

ÿì íà ñîáñòâåííîå çíà÷åíèå, âèäíî, ÷òî óâåëè÷åíèå ðàñõîäèìîñòè �ñîá-

ñòâåííîé� �óíêöèè íà |x|−2
îò äåéñòâèÿ ïîòåíöèàëà ñîêðàùàåòñÿ ñ ðàñ-

õîäèìîñòüþ îò äåéñòâèÿ Ëàïëàñèàíà. È, òàêèì îáðàçîì, îïåðàòîð (7)

èìååò àëüòåðíàòèâíûé áàçèñ ëîêàëüíî êâàäðàòè÷íî èíòåãðèðóåìûõ �ñîá-

ñòâåííûõ �óíêöèé�, âåäóùèõ ñåáÿ êàê |x|−η
â íà÷àëå êîîðäèíàò (η =

√
ε

â äâóìåðíîì ñëó÷àå è η = 1
2
(1 +

√
1 + 4ε) â òðåõìåðíîì), òî åñòü ñàìî-

ñîïðÿæåííûå ðàñøèðåíèÿ (ýòî î÷åíü ìàòåìàòè÷åñêè íåñòðîãîå îáúÿñíå-

íèå). Ìîæíî óâèäåòü, ÷òî ýòè ðàñøèðåíèÿ â ïðåäåëå ε → 0 íåïðåðûâíî
ïåðåõîäÿò â ñîîòâåòñòâóþùèå îïåðàòîðû Hκ

2 èëè Hκ
3 .

2. Òðåõìåðíàÿ ïîïåðå÷íàÿ òåîðèÿ ïîëÿ

Ñ òî÷êè çðåíèÿ òåîðèè îïåðàòîðîâ â ãèëüáåðòîâîì ïðîñòðàíñòâå, ïðè-

ìåð ïðåäûäóùåé ÷àñòè ïîêàçûâàåò, ÷òî ñóæåíèå îáëàñòè îïðåäåëåíèÿ

îïåðàòîðà ∆ äî ìíîæåñòâà ãëàäêèõ �óíêöèé, óáûâàþùèõ â íóëå âìåñòå
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ñ ïðîèçâîäíûìè, ïðèâîäèò ê ñèììåòðè÷åñêîìó îïåðàòîðó è âîçíèêíî-

âåíèþ íåîäíîçíà÷íîñòè â îïðåäåëåíèè ãàìèëüòîíèàíà ñèñòåìû. À âçà-

èìîäåéñòâèå, êîòîðîå èñ÷åçàåò â ðåçóëüòàòå ïåðåíîðìèðîâêè, ñëóæèò

ëèøü êàòàëèçàòîðîì ýòîé íåîäíîçíà÷íîñòè, òàê êàê îíî âûäåëÿåò òî÷êó

â ïðîñòðàíñòâå. Â ýòîé ðàáîòå ìû ïîïûòàåìñÿ îáîáùèòü óðîêè èç êî-

íå÷íîìåðíîãî ïðèìåðà íà ñëó÷àé òåîðèè ïîëÿ. Ìû íå ìîæåì ãîâîðèòü î

ñàìîñîïðÿæåííîñòè êâàíòîâî-ìåõàíè÷åñêèõ îïåðàòîðîâ â ñëó÷àå êîí�è-

ãóðàöèîííîãî ïðîñòðàíñòâà ñ áåñêîíå÷íûì ÷èñëîì èçìåðåíèé, òàê êàê â

ýòîì ñëó÷àå ó íàñ íåò âîçìîæíîñòè îïðåäåëèòü ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå

íà äîñòàòî÷íî øèðîêîì êëàññå �óíêöèîíàëîâ. Ïîýòîìó ìû îãðàíè÷èìñÿ

ðàññìîòðåíèåì íåîäíîçíà÷íîñòè â ïîñòðîåíèè ñîáñòâåííûõ âåêòîðîâ òà-

êèõ ñèñòåì ïîñëå ïåðåíîðìèðîâêè è ïðèâåäåì ñîäåðæàòåëüíûé ïðèìåð

àëüòåðíàòèâíîãî íàáîðà èç âàêóóìíîãî è âîçáóæäåííûõ ñîñòîÿíèé.

Äëÿ ñîêðàùåíèÿ çàïèñè äàëåå ìû áóäåì èñïîëüçîâàòü ñëåäóþùèå îáî-

çíà÷åíèÿ äëÿ ñêàëÿðíîãî è âåêòîðíîãî ïðîèçâåäåíèé

~A · ~B = AjBj , ( ~A× ~B)l = ǫljkAjBk,

à ïî ïîâòîðÿþùèìñÿ èíäåêñàì ïîäðàçóìåâàòü ñóììèðîâàíèå. �àññìîò-

ðèì ñëåäóþùóþ �óíêöèþ �àìèëüòîíà

Hε =

∫

R3

(

Ej′P
εT
j′kP

ε
kjEj + (∂kAj)

2 + ε(A3 + . . .)
)

d3x, j, k = 1, 2, 3, (8)

ãäå Aa
k(x), E

a
k(x) � ïîëÿ êîîðäèíàò è ñîïðÿæåííûõ ê íèì èìïóëüñîâ â

òðåõìåðíîì ïðîñòðàíñòâå, óäîâëåòâîðÿþùèå óñëîâèÿì ïîïåðå÷íîñòè

∂kA
a
k = 0, ∂kE

a
k = 0. (9)

×åðåç ε(A3 + . . .) îáîçíà÷åíû îäíîðîäíûå ñëàãàåìûå ñòàðøèõ ïîðÿäêîâ

ïî êîîðäèíàòàì Aa
k ðàçìåðíîñòè [x]−4

, P ε
kj � ïðîåêòîð ñ ïîïåðå÷íîé íà

êîâàðèàíòíî-ïîïåðå÷íóþ ïðîåêöèþ ïîëÿ

P ε
kj = δkj − ∂kM

−1(∂j − εAj), M = (∂j − εAj)∂j ,

à ε � ìàëûé áåçðàçìåðíûé ïàðàìåòð òåîðèè. Ïîëÿ Aa
k(x), E

a
k(x) èìå-

þò òàêæå èíäåêñ âíóòðåííåé ñèììåòðèè a, ïî êîòîðîìó âåçäå ïîäðà-

çóìåâàåòñÿ ñóììèðîâàíèå. Äåéñòâèå êîâàðèàíòíîé ïðîèçâîäíîé (è âñåõ

îáúåêòîâ, êîòîðûå åå âêëþ÷àþò) ìîæåò áûòü íåòðèâèàëüíûìè ïî ýòîìó

èíäåêñó

(∂k −Ak)
abBb = ∂kB

a − εAc
kt

abcBb.

Äàëåå ìû áóäåì ðàññìàòðèâàòü òîëüêî êâàäðàòè÷íûå ñëàãàåìûå, â êîòî-

ðûõ íåòðèâèàëüíîñòü äåéñòâèÿ ïî ýòîìó èíäåêñó íèçâîäèòñÿ äî ñóììè-

ðîâàíèÿ. Ïðè óñëîâèè îðòîãîíàëüíîñòè ìàòðèö tabc ïðè ðàçíûõ c, êîì-

ïîíåíòû, ñîîòâåòñòâóþùèå ðàçíûì çíà÷åíèÿì âåðõíåãî èíäåêñà ó ïîëÿ

Aa
k(x), ðàçäåëÿþòñÿ.
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�åàëüíûé �èçè÷åñêèé ïðèìåð ãàìèëüòîíèàíà òèïà (8) ïðèâåäåí â òðå-

òüåé ãëàâå êíèãè [7℄. Â ñàìîì äåëå, â �îðìóëå (2.5) ïðèâîäèòñÿ ñëåäóþ-

ùàÿ ïëîòíîñòü ãàìèëüòîíèàíà

h =
1

2
(Ea

k)
2 +

1

4
(∂kA

a
j − ∂jA

a
k − ε[Aj , Ak]

a)2, (10)

ãäå

~A(~x) � ïîïåðå÷íîå ïîëå, à íà ñîïðÿæåííûé èìïóëüñ Ea
k íàëîæåíî

óñëîâèå ñâÿçè (2.41)

(∂k − εAk)Ek = 0. (11)

Ïîñëå ðàçäåëåíèÿ èìïóëüñà

~E(~x) íà ïðîäîëüíóþ è ïîïåðå÷íóþ êîìïî-

íåíòû

Ek = EL
k + ET

k , ∂kE
T
k = 0, EL

k = ∂kξ(~x)

èç óñëîâèÿ (11) ïîëó÷àåì, ÷òî

ξ(~x) = −M−1(∂l − εAl)E
T
l , M = (∂j − εAj)∂j ,

Ek =
(

δkl − ∂kM
−1(∂l − εAl)

)

ET
l ,

è ïëîòíîñòü ãàìèëüòîíèàíà (10), ñ ó÷åòîì èíòåãðèðîâàíèÿ ïî ÷àñòÿì,

ïðåîáðàçóåòñÿ ê âèäó (8)

h =
1

2

(

(δkl − ∂kM
−1(∂l − εAl))E

T
l

)2
+

1

2

(

∂kA
a
j

)2
+

+ ε∂kA
a
j [Aj , Ak]

a +
1

2
ε2([Aj , Ak]

a)2.

Ïðè ïðîâåäåíèè ïåðåíîðìèðîâêè ε→ 0 â ãàìèëüòîíèàíå (8) ñëàãàåìûå
ñòàðøèõ ïîðÿäêîâ ε(A3 + . . .) ïðîïàäàþò, à ïðîåêòîð P ε

kj ïåðåõîäèò â

îðòîãîíàëüíûé ïðîåêòîð íà ïîïåðå÷íóþ ñîñòàâëÿþùóþ

P ε
kj

ε→0→ Pkj = δkj − ∂k∂
−2∂j , P T

kj = Pkj , PknPnj = Pkj . (12)

Îäíàêî çàìåíà P ε
kj íà Pkj â ïåðåíîðìèðîâàííîì êâàíòîâîì ãàìèëüòîíè-

àíå íå ïðîõîäèò áåññëåäíî. Êëàññè÷åñêèé ãàìèëüòîíèàí (8) ÷åðåç ïðî-

åêòîð P ε
kj ïî-âèäèìîìó èìååò îñîáåííîñòè êîãäà Ak(x) âåäåò ñåáÿ ëî-

êàëüíî êàê |x|−1
. Òàêóþ æå îñîáåííîñòü èìåþò è îäíîðîäíûå ñëàãàåìûå

ñòàðøèõ ïîðÿäêîâ. Ïî àíàëîãèè ñ ïðèìåðîì (7), ýòè äâà òèïà îñîáåííî-

ñòåé ìîãóò ñîêðàùàòüñÿ è, òåì ñàìûì, äàâàòü äëÿ ïåðåíîðìèðîâàííîãî

êâàíòîâîãî ãàìèëüòîíèàíà îáëàñòü îïðåäåëåíèÿ ñ íîâûìè ãðàíè÷íûìè

óñëîâèÿìè è, ñîîòâåòñòâåííî, ñ äðóãèìè ñïåêòðàëüíûìè ñâîéñòâàìè.

Äëÿ òîãî, ÷òîáû ýòî óâèäåòü, ðàññìîòðèì äåéñòâèå êâàíòîâîãî îïåðà-

òîðà �àìèëüòîíà, êîòîðûé ïîëó÷àåòñÿ èç êëàññè÷åñêîé �óíêöèè (8) ïðè

ε = 0, íà �óíêöèîíàëû Φ(A)

H0Φ(A) = −
∫

R3

δ

δAk(x)
Pkj

δ

δAj(x)
d3xΦ(A) +Q(A)Φ(A), (13)
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çäåñü Pkj � ýòî ïðîåêòîð (12) íà ïîïåðå÷íîå ïîäïðîñòðàíñòâî, à Q(A) �
ýòî êâàäðàòè÷íàÿ �îðìà îïåðàòîðà Ëàïëàñà ∆

Q(A) =

∫

R3

(∂kAj(x))
2d3x = −

∫

R3

Aj(x)
∂2

∂x2k
Aj(x)d

3x =

=

∫

R3

Aj(x)∆Aj(x)d
3x. (14)

Âàêóóìíîå ñîñòîÿíèå è n-÷àñòè÷íûå âîçáóæäåíèÿ îïåðàòîðà H0 äàëåå

ñòðîÿòñÿ íà îñíîâå ãàóññîâà �óíêöèîíàëà

Φ0(A) = exp{−1

2
(A,P∆

1

2PA)}, (15)

Φσn(A) =

∫∫

σj1...jnn (~x1, . . . ~xn)bj1(~x1) . . . bjn( ~xn)d
3x1 . . . d

3xnΦ0(A), (16)

ãäå σn � ñèììåòðè÷íûå �óíêöèè, à

bj(~x) = Pjk

( δ

δAk(~x)
−∆

1

2

k
~A(~x)

)

, aj(~x) = Pjk

( δ

δAk(~x)
+ ∆

1

2

k
~A(~x)

)

,

� ñîîòâåòñòâóþùèå îïåðàòîðû ðîæäåíèÿ è óíè÷òîæåíèÿ. Ïðè ýòîì ñó-

ùåñòâåííóþ ðîëü èãðàåò òîò �àêò, ÷òî ïðîåêòîð P êîììóòèðóåò ñ îïå-

ðàòîðîì ∆, à çíà÷èò è ñ ëþáîé åãî �óíêöèåé, íàïðèìåð, ñ ∆
1

2
.

Äåéñòâèå îïåðàòîðà H0 íà �óíêöèîíàëû Φσn íåäèàãîíàëüíî, îäíà-

êî, êàê íåñëîæíî óâèäåòü, îíî îñòàâëÿåò èíâàðèàíòíûìè n-÷àñòè÷íûå

ïîäïðîñòðàíñòâà. Äëÿ äàëüíåéøåé äèàãîíàëèçàöèè íåîáõîäèìî ïåðåéòè

ê ñïåêòðàëüíîìó ïðåäñòàâëåíèþ îïåðàòîðà ∆, ÷òî ìû ñäåëàåì ïîçæå

â ðàìêàõ îáîáùåííîãî ïîäõîäà. Îñíîâíàÿ åãî èäåÿ çàêëþ÷àåòñÿ â ïî-

ñòðîåíèè àëüòåðíàòèâíîé èåðàðõèè �ñîáñòâåííûõ� ñîñòîÿíèé ñ ïîìîùüþ

ìåòîäà, êîòîðûé, ïî àíàëîãèè ñ ìåòîäîì âòîðè÷íîãî êâàíòîâàíèÿ, ìîæåò

áûòü íàçâàí ìåòîäîì âòîðè÷íûõ ñàìîñîïðÿæåííûõ ðàñøèðåíèé.

2.1. Ìåòîä âòîðè÷íûõ ñàìîñîïðÿæåííûõ ðàñøèðåíèé. Â ñëó÷àå,

êîãäà êâàíòîâûé ãàìèëüòîíèàí èìååò âèä (13), à ïîëîæèòåëüíàÿ çàìêíó-

òàÿ êâàäðàòè÷íàÿ �îðìà Q(A) èìååò íåòðèâèàëüíûå ðàñøèðåíèÿ, âîç-

íèêàåò åñòåñòâåííûé ñïîñîá ïîñòðîåíèÿ àëüòåðíàòèâíîãî íàáîðà �ñîá-

ñòâåííûõ� ñîñòîÿíèé îïåðàòîðà H0.

Çàìêíóòàÿ ïîëóîãðàíè÷åííàÿ êâàäðàòè÷íàÿ �îðìà Q(A) ìîæåò áûòü
çàäàíà ñ ïîìîùüþ çàìêíóòîãî ñèììåòðè÷åñêîãî èëè ñàìîñîïðÿæåííîãî

îïåðàòîðà S åñòåñòâåííîé �îðìóëîé

Q(A) = (A,SA) = (SA,A).

Ïðè ýòîì îáëàñòü îïðåäåëåíèÿ DS îïåðàòîðà S ñîäåðæèòñÿ â îáëàñòè

îïðåäåëåíèÿ DQ �îðìû Q, à ïîñëåäíÿÿ, âîîáùå ãîâîðÿ, ñóùåñòâåííî

îòëè÷àòüñÿ îò DS. Åñëè �îðìà Q ïîëóîãðàíè÷åíà, òî ñèììåòðè÷åñêèé

îïåðàòîð S èìååò ñàìîñîïðÿæåííûå ðàñøèðåíèÿ Sκ, îäíî èç êîòîðûõ,

ðàñøèðåíèå ïî Ôðèäðèõñó [9℄, òàêæå çàäàåò �îðìó Q, à îñòàëüíûå (ïî-

ëóîãðàíè÷åííûå ðàñøèðåíèÿ) çàäàþò äðóãèå êâàäðàòè÷íûå �îðìû Qκ



10

(îáùèå ñâåäåíèÿ î êâàäðàòè÷íûõ �îðìàõ ñì. â ðàçäåëå VIII.6 êíèãè [10℄).

Ýòè êâàäðàòè÷íûå �îðìû â íåêîòîðûõ ñëó÷àÿõ (â áîëüøèíñòâå ïðîñòûõ

ïðèìåðîâ) ÿâëÿþòñÿ ðàñøèðåíèÿìè èñõîäíîé �îðìû

Q ⊂ Qκ,

òî åñòü îáëàñòü îïðåäåëåíèÿ Q ñîäåðæèòñÿ â çàìûêàíèè îáëàñòè îïðå-

äåëåíèÿ Qκ

DQ ⊂ DQκ ,

è äëÿ âñåõ âåêòîðîâ A èç DQ âûïîëíÿåòñÿ ðàâåíòñâî

Q(A) = Qκ(A), A ∈ DQ.

Â ÷àñòíîñòè, â ðàáîòå [12℄ ïðèâåäåíû ñ�åðè÷åñêè ñèììåòðè÷íûå ðàñøè-

ðåíèÿ êâàäðàòè÷íîé �îðìû (14)

Qκ(A) = lim
r→0

(

∫

R3\Br

(∂Ak

∂xj

)2
d3x− (

5

3r
+

44

27
κ)

∫

∂Br

| ~A(~x)|2d2s
)

, (17)

äëÿ ïîïåðå÷íûõ âåêòîðîâ

~A(~x) â ñêàëÿðíîì ïðîèçâåäåíèè

( ~A, ~B)R3 =

∫

R3

Aj(~x)Bj(~x) d
3x.

Çäåñü Br � ýòî øàð ðàäèóñà r ñ öåíòðîì â êàêîé-ëèáî âûäåëåííîé òî÷êå.

Äëÿ âñåõ âåêòîðíûõ ïîëåé, ðåãóëÿðíûõ â ýòîé òî÷êå (äàëåå ýòî áóäåò íà-

÷àëî êîîðäèíàò), çíà÷åíèå �îðìû Qκ, î÷åâèäíî, ñîâïàäàåò ñî çíà÷åíèåì

�îðìû (14)

Q(A) =

∫

R3

(∂Ak

∂xj

)2
d3x.

Íî â îáëàñòü îïðåäåëåíèÿ �îðìû Qκ òàêæå ïîïàäàþò ïîëÿ ñ ñèíãóëÿð-

íîñòÿìè âèäà (1) ó òðåõ ïîïåðå÷íûõ êîìïîíåò ñî çíà÷åíèåì ìîìåíòà

âðàùåíèÿ l = 1. Ýòî ïðîèñõîäèò ïîòîìó, ÷òî äëÿ òàêèõ ïîëåé ñèíãó-

ëÿðíîñòè ïîðÿäêà r−1
îáúåìíîãî èíòåãðàëà â (17) ñîêðàùàþòñÿ ñ ñèí-

ãóëÿðíîñòÿìè îò èíòåãðàëà ïî ñ�åðå. Ïðè ýòîì îáëàñòü îïðåäåëåíèÿ

âñåõ íåòðèâèàëüíûõ ðàñøèðåíèé Qκ îäèíàêîâà è íå çàâèñèò îò κ. Òàêæå

îòìåòèì, ÷òî â �îðìóëå (17) êîý��èöèåíò ïðè ðàçìåðíîì ïàðàìåòðå

κ ìîæåò áûòü ïðîèçâîëüíûì, çíà÷åíèå

44
27

âûáðàíî äëÿ ñîãëàñîâàíèÿ ñ

ãðàíè÷íûìè óñëîâèÿìè (30), êîòîðûå áóäóò ââåäåíû ïîçæå.

Äàëåå çàìåòèì, ÷òî ìû ìîæåì òðåáîâàòü âûïîëíåíèÿ îñíîâíûõ ñîîò-

íîøåíèé äëÿ �ñîáñòâåííûõ� �óíêöèîíàëîâ Φσn(A) îïåðàòîðà H0

H0Φσn(A) = ΛσnΦσn(A)

òîëüêî íà îáëàñòè îïðåäåëåíèÿ êâàäðàòè÷íîé �îðìû Q(A). Òàê êàê ñèí-
ãóëÿðíûå ïîëÿ âèäà (1) ÿâëÿþòñÿ íåäîïóñòèìûìè äëÿ ñëàãàåìûõ ñòàð-

øèõ ïîðÿäêîâ íåïåðåíîðìèðîâàííîãî ãàìèëüòîíèàíà (8). Íî íà òàêîé

îáëàñòè ýòè ñîîòíîøåíèÿ áóäóò âûïîëíåíû è äëÿ êâàíòîâîãî îïåðàòîðà

ñ �îðìîé Qκ(A) íà ìåñòå �îðìû Q(A). Ôîðìà Qκ(A) ïðè èçâëå÷åíèè

êâàäðàòíîãî êîðíÿ è ïîäñòàíîâêå â ãàóññîâ �óíêöèîíàë âèäà (15) äàåò



11

ïðèíöèïèàëüíî äðóãîå âàêóóìíîå ñîñòîÿíèå è äðóãîé íàáîð âîçáóæäå-

íèé, êîòîðûå ñîîòâåòñòâóþò äðóãîìó îïåðàòîðó Hκ. Èç ýòîãî ìîæíî ñäå-

ëàòü âûâîä, ÷òî îïåðàòîð H0 ÿâëÿåòñÿ ñàìîñîïðÿæåííûì ðàñøèðåíèåì

íåêîòîðîãî ñèììåòðè÷åñêîãî îïåðàòîðà, çàäàííîãî íà ìíîæåñòâå �óíê-

öèîíàëîâ áûñòðî óáûâàþùèõ âáëèçè ãðàíè÷íûõ âåêòîðîâ ñ ñèíãóëÿð-

íîñòÿìè âèäà (1). Ýòîò ñèììåòðè÷åñêèé îïåðàòîð èìååò òàêæå äðóãèå

ðàñøèðåíèÿ Hκ, �ñîáñòâåííûå� ñîñòîÿíèÿ êîòîðûõ ñòðîÿòñÿ ñ ïîìîùüþ

êâàäðàòè÷íîé �îðìû Qκ(A). Äëÿ áîëåå ïîäðîáíîãî îïèñàíèÿ ýòèõ ñî-

ñòîÿíèé ïåðåéäåì ê ñ�åðè÷åñêèì êîîðäèíàòàì è âûäåëèì èç ïîëåâûõ

ïåðåìåííûõ ïîäïðîñòðàíñòâî ñ ìîìåíòîì âðàùåíèÿ l = 1.

2.2. Âåêòîðíûå ñ�åðè÷åñêèå ãàðìîíèêè è ðàçäåëåíèå ïåðåìåí-

íûõ. Ñ ïîìîùüþ ñêàëÿðíûõ ñ�åðè÷åñêèõ �óíêöèé Ylm(θ, ϕ) ââåäåì

òðè âåêòîðíûå ñ�åðè÷åñêèå ãàðìîíèêè VSH [13℄:

~Υlm(Ω) =
~x

r
Ylm, 0 ≤ l, |m| ≤ l, (18)

~Ψlm(Ω) =l̃−1r~∂Ylm, 1 ≤ l, |m| ≤ l, (19)

~Φlm(Ω) =l̃−1(~x× ~∂)Ylm, 1 ≤ l, |m| ≤ l (20)

� �óíêöèè óãëîâûõ ïåðåìåííûõ Ω = (θ, ϕ), ãäå l̃ =
√

l(l + 1). Ýòè �óíê-
öèè îðòîãîíàëüíû äðóã äðóãó ïðè èíòåãðèðîâàíèè ïî ñ�åðå è íîðìèðî-

âàíû íà åäèíèöó:

∫

S2

~Υlm(Ω)~Ψl′m′(Ω)dΩ = 0,

∫

S2

~Υlm(Ω)~Υl′m′(Ω)dΩ = δll′δmm′ ,

∫

S2

~Υlm(Ω)~Φl′m′(Ω)dΩ = 0,

∫

S2

~Ψlm(Ω)~Ψl′m′(Ω)dΩ = δll′δmm′ ,

∫

S2

~Φlm(Ω)~Ψl′m′(Ω)dΩ = 0,

∫

S2

~Φlm(Ω)~Φl′m′(Ω)dΩ = δll′δmm′ .

Âåêòîðíûå ñ�åðè÷åñêèå ãàðìîíèêè ïîçâîëÿþò íàïèñàòü îäíîçíà÷íîå ïðåä-

ñòàâëåíèå âåêòîðíîé �óíêöèè

~A(~x) â âèäå òðåõ ñóìì

~A(~x) =
∑

0≤|m|≤l

ylm(r)~Υlm +
∑

l,m

ψlm(r)~Ψlm +
∑

l,m

wlm(r)~Φlm. (21)

Äëÿ ñîêðàùåíèÿ îáîçíà÷åíèé äàëåå ìû áóäåì ïîäðàçóìåâàòü ÷òî ñóì-

ìèðîâàíèå ïî èíäåêñàì l,m âåäåòñÿ â ïðåäåëàõ 1 ≤ l, |m| ≤ l, åñëè íå

óêàçàíû äðóãèå óñëîâèÿ. Äëÿ êàæäîé êîìïîíåíòû ðàçëîæåíèÿ (21) ïðè

äåéñòâèè îïåðàòîðà ∆ èìååò ìåñòî ðàçäåëåíèå ïåðåìåííûõ

∆
(

z(r)~Zlm

)

= − 1

r2
∂

∂r
r2
∂

∂r
z(r)~Zlm +

z(r)

r2
∆Ω

~Zlm, ~Z = ~Υ, ~Ψ, ~Φ.



12

Äåéñòâèå ñ�åðè÷åñêîãî ëàïëàñèàíà ∆Ω íà VSH íåäèàãîíàëüíî (ïðè l ≥
1), íî ïðè íîðìèðîâêå (18)�(20) îêàçûâàåòñÿ ñèììåòðè÷íûì:

∆Ω
~Υlm = (2 + l̃2)~Υlm − 2l̃~Ψlm,

∆Ω
~Ψlm = −2l̃~Υlm + l̃2~Ψlm,

∆Ω
~Φlm = l̃2~Φlm.

Åñëè íà âåêòîðíóþ �óíêöèþ

~A(~x) íàëîæèòü óñëîâèÿ ïîïåðå÷íîñòè (9),

òî îíà áóäåò ïàðàìåòðèçîâàòüñÿ óæå íå òðåìÿ, êàê â (21), à äâóìÿ íàáî-

ðàìè �óíêöèé ulm(r), wlm(r):

~A(~x) =
∑

l,m

(

l̃
ulm

r2
~Υlm +

u′lm
r
~Ψlm +

wlm

r
~Φlm

)

. (22)

Ïåðâûå äâà ñëàãàåìûå ïîä çíàêîì ñóììû ïî îòäåëüíîñòè íå ïîïåðå÷íû,

îäíàêî, ïðè îáúåäèíåíèè îíè ñòàíîâÿòñÿ òàêîâûìè:

~∂ ·
(

l̃
ulm

r2
~Υlm +

u′lm
r
~Ψlm

)

= (23)

= l̃Ylm

(

(
u′lm
r2

− 2ulm
r3

)
~x

r
· ~x
r
+
ulm

r2
~∂ · ~x

r

)

+ l̃−1u′lm
~∂ · ~∂Ylm = 0.

Äåéñòâèå êâàäðàòè÷íîé �îðìû îïåðàòîðà Ëàïëàñà íà ïîïåðå÷íîå ïî-

ëå

~A(~x) â òåðìèíàõ íîâûõ ïåðåìåííûõ ulm(r), wlm(r) âûãëÿäèò ñëåäóþ-
ùèì îáðàçîì (ñì. �îðìóëû â [8℄):

Q(A) =

∫

R3

(∂Ak

∂xj

)2
d3x =

∑

l,m

〈ulm, Ťlulm〉l +
∑

l,m

(wlm, Ťlwlm),

ãäå 〈·, ·〉l � ýòî ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå, ïåðåíåñåííîå èç ïðîñòðàíñòâà R
3

〈u, v〉l =
∫ ∞

0

(

u′(r)v′(r) +
l(l + 1)

r2
u(r)v(r)

)

dr, u(0) = v(0) = 0, (24)

à ðàäèàëüíàÿ ÷àñòü îïåðàòîðà Ëàïëàñà Ťl è ñêàëàðíîå ïðîèçâåäåíèå (·, ·)
áûëè îïðåäåëåíû â (3) è (4). Çäåñü ìû ïîêà ïðåäïîëàãàåì, ÷òî �óíêöèè

ulm(r), wlm(r) äîñòàòî÷íî ãëàäêèå è áûñòðî óáûâàþò â íà÷àëå êîîðäèíàò.
Óäèâèòåëüíûé �àêò, ñóùåñòâåííî îáëåã÷àþùèé âû÷èñëåíèÿ, ñîñòîèò â

òîì, ÷òî ïðîèçâåäåíèå (24) ïðè òàêèõ óñëîâèÿõ ìîæåò áûòü çàäàíî êàê

ïîëóòîðàëèíåéíàÿ �îðìà îïåðàöèè Tl â ñêàëÿðíîì ïðîèçâåäåíèè (·, ·)

〈u, v〉l =
∫ ∞

0

u(r)
(

− d2

dr2
v(r) +

l(l + 1)

r2
v(r)

)

dr = (u, Tlv). (25)

Äëÿ òîãî, ÷òîáû íå ïóòàòü äè��åðåíöèàëüíóþ îïåðàöèþ Tl, èäóùóþ îò

ñêàëÿðíîãî ïðîèçâåäåíèÿ, è ðàäèàëüíóþ ÷àñòü îïåðàòîðà Ëàïëàñà, çäåñü

è äàëåå ìû áóäåì îáîçíà÷àòü ïîñëåäíþþ êàê Ťl.
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Êèíåòè÷åñêîå ñëàãàåìîå â ãàìèëüòîíèàíå (13) ìîæíî ïåðåïèñàòü â

ñëåäóþùåì âèäå

−
∫∫

R3

δ

δAk(~x)
Pkj(~x, ~y)

δ

δAj(~x)
d3x d3y =

= −
∫∫

( δ

δwl′m′(r′)

δwl′m′(r′)

δAk(~x)
+

δ

δul′m′(r′)

δul′m′(r′)

δAk(~x)

)

Pkj(~x, ~y)×

×
(δwlm(r)

δAj(~y)

δ

δwlm(r)
+
δulm(r)

δAj(~y)

δ

δulm(r)

)

dr dr′ d3x d3y. (26)

Äëÿ òîãî, ÷òîáû ïðîåêòîð Pkj(~x, ~y)

P (~x, ~y) =
∑

l,m

( l̃

s
~Υlm(Ω)− ∂

∂s
~Ψlm(Ω)

)

T−1

l (s, r)
( l̃

r
~Υlm(Ω′) +

∂

∂r
~Ψlm(Ω′)

)

+

+
∑

l,m

s−1~Φlm(Ω)δ(s − r)~Φlm(Ω′)r−1, ~x = (s,Ω), ~y = (r,Ω′)

äåéñòâîâàë íà ïîïåðå÷íûå �óíêöèè êàê åäèíè÷íûé îïåðàòîð, âûáåðåì

ñëåäóþùóþ ïàðàìåòðèçàöèþ íîâûõ ïåðåìåííûõ (ulm, wlm) ÷åðåç ~A:

wlm(r) = r

∫

dΩ ~Φlm(Ω) · ~A(r,Ω) = 1

r

∫

d3x δ(r − s)~Φlm(Ω) · ~A(~x), (27)

ulm(r) =

∫

ds T−1

l (r, s)

∫

dΩ
(

l̃~Υlm(Ω)− ∂

∂s
s~Ψlm(Ω)

)

· ~A(s,Ω) =

=

∫

d3x
( l̃

s2
T−1

l (r, s)~Υlm(Ω) +
1

s
(
∂

∂s
T−1

l (r, s))~Ψlm(Ω)
)

· ~A(~x),
(28)

ãäå îïÿòü ~x = ~x(s,Ω). Íåñëîæíî óâèäåòü, ÷òî ýòè âûðàæåíèÿ âîññòàíàâ-

ëèâàþò ïîëÿ ulm(r), wlm(r) èç ~A(~x), ïðåäñòàâëåííîãî â âèäå (22), è, â òî
æå âðåìÿ, îíè îáíóëÿþòñÿ íà ëþáîé ïðîäîëüíîé ñîñòàâëÿþùåé

~AL(~x) =
∑

0≤|m|≤l

(

v′lm(r)~Υlm(Ω) +
l̃

r
vlm(r)~Ψlm(Ω)

)

.
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Äàëåå ïîäñòàâèì âàðèàöèè

δwlm

δA
,

δulm

δA
, âû÷èñëåííûå èç (27), (28), â (26)

è ïîëó÷èì

−
∫

dr dr′ d3x
( δ

δwl′m′(r′)
~Φl′m′(Ω)

δ(r′ − s)

r′
· δ(s − r)

r
~Φlm(Ω)

δ

δwlm(r)
+

+
δ

δul′m′(r′)

( l̃

s2
T−1

l′ (r′, s)~Υl′m′(Ω) +
1

s
(
∂

∂s
T−1

l′ (r′, s))~Ψl′m′(Ω)
)

·

·
( l̃

s2
T−1
l (s, r)~Υlm(Ω) +

1

s
(
∂

∂s
T−1
l (s, r))~Ψlm(Ω)

) δ

δulm(r)

)

=

= −
∫

dr
δ

δwlm(r)

∂

∂wlm(r)
−

−
∫

dr′ ds dr′
δ

δulm(r′)
T−1

l (r′, s)(− ∂2

∂s2
+
l̃2

s2
)T−1

l (s, r)
δ

δulm(r)
,

çäåñü ìû ñðàçó îïóñòèëè ïåðåêðåñòíûå ñëàãàåìûå ìåæäó u è w, êîòîðûå

çàíóëÿþòñÿ ââèäó îðòîãîíàëüíîñòè VSH. Â ïîñëåäíåì ñëàãàåìîì äåé-

ñòâèå T−1

l íà Tl äàåò δ-�óíêöèþ, â ðåçóëüòàòå ÷åãî îäíî èíòåãðèðîâàíèå

ñíèìàåòñÿ. Òóò ñòîèò îòìåòèòü, ÷òî ïîÿâëåíèå êîý��èöèåíòà T−1
l (r, s)

ïðè êâàäðàòå ñîïðÿæåííûõ �èìïóëüñîâ� (òî åñòü â êèíåòè÷åñêîé ÷àñòè

ãàìèëüòîíèàíà) ÿâëÿåòñÿ åñòåñòâåííûì, åñëè �êîîðäèíàòíàÿ� ïåðåìåí-

íàÿ ul(r) èçìåðÿåòñÿ ñêàëÿðíûì ïðîèçâåäåíèåì (25) ñ îïåðàöèåé Tl.

Ñóììèðóÿ ïðåîáðàçîâàííûå êèíåòè÷åñêóþ è ïîòåíöèàëüíóþ ÷àñòè ïî-

ëó÷èì ñëåäóþùåå âûðàæåíèå äëÿ ãàìèëüòîíèàíà (13) â íîâûõ ïåðåìåí-

íûõ

H0 =
∑

l,m

(

−
∫ ∞

0

dr
δ

δwlm(r)

δ

δwlm(r)
+ (wlm, Ťlwlm)

)

+

+
∑

l,m

(

−
∫∫ ∞

0

drdr′
δ

δulm(r′)
T−1
l (r′, r)

δ

δulm(r)
+ 〈ulm, Ťlulm〉l

)

.

Êàê è ñëåäîâàëî îæèäàòü, ïåðåìåííûå wlm, ulm ðàçäåëÿþòñÿ ïðè âñåõ l è

m, à âàêóóìíûå ñîñòîÿíèÿ è âîçáóæäåíèÿ òàêîãî ãàìèëüòîíèàíà ìîæíî

èñêàòü â âèäå ïðîèçâåäåíèé ñîñòîÿíèé ãàìèëüòîíèàíîâ

Hlm = −
∫∫ ∞

0

drdr′
δ

δulm(r′)
T−1

l (r′, r)
δ

δulm(r)
+ 〈ulm, Ťlulm〉l (29)

è

H
′
lm = −

∫ ∞

0

dr
δ

δwlm(r)

δ

δwlm(r)
+ (wlm, Ťlwlm).

�àìèëüòîíèàíû H
′
lm ïðåäñòàâëÿþò èç ñåáÿ îïåðàòîðû, êîòîðûå ïîëó÷à-

þòñÿ ïðè ïåðåõîäå ê ñ�åðè÷åñêèì êîîðäèíàòàì è ðàçäåëåíèè ïåðåìåí-

íûõ äëÿ ñâîáîäíîãî ñêàëÿðíîãî ïîëÿ ïðè l ≥ 1. Èõ ñîáñòâåííûå âåêòîðû,
ïî-âèäèìîìó îïðåäåëåíû îäíîçíà÷íî, ïîýòîìó ìû íå áóäåì íà íèõ îñòà-

íàâëèâàòüñÿ è äàëåå ñîñðåäîòî÷èìñÿ òîëüêî íà îïåðàòîðàõ Hlm.
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2.3. �àñøèðåíèÿ êâàäðàòè÷íîé �îðìû îïåðàòîðà Ť1. Â ðàáîòå

[12℄ ïîêàçûâàåòñÿ, ÷òî îïåðàòîðû Ť1 â ñêàëÿðíîì ïðîèçâåäåíèè 〈·, ·〉1
ÿâëÿþòñÿ ñèììåòðè÷åñêèìè îïåðàòîðàìè ñ èíäåêñàìè äå�åêòà (1, 1). Òà-
êèå îïåðàòîðû èìåþò íåòðèâèàëüíûå ñàìîñîïðÿæåííûå ðàñøèðåíèÿ, êî-

òîðûå äåéñòâóþò êàê ñìåøàííûå âûðàæåíèÿ

Ťκu(r) = Tu(r)− 2

r
u′(0) = −d

2u(r)

dr2
+

2

r2
u(r)− 2

r
u′(0)

íà îáëàñòÿõ îïðåäåëåíèÿ

Dκ = {u(r) : 〈u, u〉1 <∞, 〈Ťκu, Ťκu〉1 <∞, 3u′′(0) = 4u′(0)}. (30)

Äëÿ óïðîùåíèÿ îáîçíà÷åíèé â ýòîé è â ñëåäóþùåé ÷àñòè ìû áóäåì îïóñ-

êàòü èíäåêñ l = 1 ó îïåðàòîðà Ť1κ è äè��åðåíöèàëüíîé îïåðàöèè T1.

Îïåðàòîðû Ťκ èìåþò îäíîêðàòíûé íåïðåðûâíûé ñïåêòð, çàíèìàþùèé

íåòðèöàòåëüíóþ ïîëóîñü, êîòîðîìó ñîîòâåòñòâóþò �ñîáñòâåííûå� �óíê-

öèè (ÿäðî ñïåêòðàëüíîãî ïðåîáðàçîâàíèÿ)

pλ(r) = pκ1,λ(r) =
2r√
2πλ2

d

dr

1

r
(cos(ζ + λr)− cos ζ),

ãäå �àçîâûé ñäâèã ζ îïðåäåëåí êàê

e2iζ =
λ− iκ

λ+ iκ
.

Ïðè κ < 0 îïåðàòîð Ťκ èìååò îäíîêðàòíîå ñîáñòâåííîå çíà÷åíèå −κ
(äèñêðåòíûé ñïåêòð) è ñîáñòâåííóþ �óíêöèþ

q(r) = qκ(r) =

√

− 2

κ3

(

κeκr +
1− eκr

r

)

.

Äëÿ íàáîðà {pλ, q} âûïîëíåíû óñëîâèÿ îðòîãîíàëüíîñòè

〈pλ, pµ〉1 = δ(λ− µ), 〈pλ, q〉1 = 0, 〈q, q〉1 = 1

è ïîëíîòû

∫ ∞

0

pλ(r)Tspλ(s) dλ+ q(r)Tsq(s)
∣

∣

κ<0
= δ(r − s),

çäåñü èíäåêñ s ó äè��åðåíöèàëüíîé îïåðàöèè Ts ïîä÷åðêèâàåò, ÷òî îíà

äåéñòâóåò íà ïåðåìåííóþ s. Îïåðàòîðû Ťκ ïîðîæäàþò ðàñøèðåíèÿ 〈u, Ťκu〉1
êâàäðàòè÷íûõ �îðì èç ïîòåíöèàëüíîé ÷àñòè ãàìèëüòîíèàíîâ (29). Èñ-

õîäíàÿ �îðìà 〈u, Ť u〉1 çàäàåòñÿ íà ìíîæåñòâå äâà ðàçà äè��åðåíöèðó-

åìûõ �óíêöèé, èñ÷åçàþùèõ â íóëå âìåñòå ñ ïåðâîé ïðîèçâîäíîé

W
2
0 = {u(r) : 〈u, u〉1 <∞, 〈u, Ť u〉1 <∞, u(0) = u′(0) = 0},

êîòîðîå ñîîòâåòñòâóåò îäèí ðàç äè��åðåíöèðóåìûì ïîëÿì

~A(~x) =
√
2
u1m(r)

r2
~Υ1m(θ, ϕ) +

u′1m(r)

r
~Ψ1m(θ, ϕ), (31)
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ðåãóëÿðíûì â íà÷àëå êîîðäèíàò. �àñøèðåííûå �îðìû 〈u, Ťκu〉1 îïðåäå-
ëåíû íà ìíîæåñòâå �óíêöèé ñ ïðîèçâîëüíûì îãðàíè÷åííûì çíà÷åíèåì

ïðîèçâîäíîé â íóëå

W
2
1 = {u(r) : 〈u, u〉1 <∞, 〈u, Ťκu〉1 <∞, u(0) = 0}.

Î÷åâèäíî, ÷òî íà ìíîæåñòâå W
2
0 âûïîëíÿåòñÿ ðàâåñòâî

〈u, Ťκu〉1 = 〈u, Ť u〉1, u ∈ W
2
0.

Ìû íå áóäåì ïðèâîäèòü ñèììåòðè÷íîå ïðåäåëüíîå âûðàæåíèå äëÿ ðàñ-

øèðåííûõ �îðì, è ñðàçó çàïèøåì ñïåêòðàëüíîå ðàçëîæåíèå

〈u, Ťκu〉1 =
∫∫ ∞

0

Qκ(r, s)Tru(r)Tsu(s) dr ds,

ãäå

Qκ(r, s) =

∫ ∞

0

pλ(r)λ(s)λ
2 dλ− κ2Trq(r)Tsq(s)

∣

∣

κ<0
,

à âòîðîå ñëàãàåìîå ïðèñóòñòâóåò òîëüêî ïðè κ < 0.
Â çàêëþ÷åíèè ÷àñòè ñòîèò îòìåòèòü, ÷òî �îðìà 〈u, Ť u〉1 ÿâëÿåòñÿ

÷àñòíûì ñëó÷àåì �îðìû 〈u, Ťκu〉1, êîòîðûé ñîîòâåòñòâóåò çíà÷åíèþ κ =
∞ (òî åñòü �îðìîé ðàñøèðåíèÿ ïî Ôðèäðèõñó ñèììåòðè÷åñêîãî îïåðàòî-

ðà Ť ). Ñ òî÷êè çðåíèÿ ñïåêòðàëüíûõ ñâîéñòâ ýòèõ �îðì, ìîæíî óâèäåòü,

÷òî ñ�åðè÷åñêàÿ �óíêöèÿ Áåññåëÿ

p1,λ(r) =
2r√
2πλ2

d

dr

1

r
sinλr,

êîòîðàÿ âõîäèò â ïàðàìåòðèçàöèþ íåñèíãóëÿðíîãî ïîïåðå÷íîãî ïîëÿ (31),

ÿâëÿåòñÿ ïðåäåëüíûì ñëó÷àåì �óíêöèè pκ
1,λ

p1,λ(r) = lim
κ→∞

2r√
2πλ2

d

dr

1

r
(cos(ζ + λr)− cos ζ), ζ(κ) → −π

2
.

2.4. Ñîáñòâåííûå ñîñòîÿíèÿ ãàìèëüòîíèàíà ïðè l = 1. Ïîëó÷åí-
íîå â ïðåäûäóùåé ÷àñòè ñïåêòðàëüíîå ðàçëîæåíèå ïîçâîëÿåò òåïåðü çà-

ïèñàòü ãàóññîâ �óíêöèîíàë φκ0(u) äëÿ ðàñøèðåííîãî êâàíòîâîãî îïåðà-

òîðà

H
κ
1m = −

∫∫ ∞

0

drds
δ

δu(s)
T−1
1 (s, r)

δ

δu(r)
+ 〈u, Ťκu〉1

êàê ýêñïîíåíòó îò èíòåãðàëüíîãî îïåðàòîðà

φκ0(u) = exp{−1

2

∫∫

Q
1

2

κ (r, s)Tru(r)Tsu(s) dr ds},

ãäå

Q
1

2

κ (r, s) =

∫

pλ(r)pλ(s)λdλ− iκq(r)q(s)
∣

∣

κ<0
.



17

Â ýòîì âûðàæåíèè ìû ñïåöèàëüíî âûíåñëè äè��åðåíöèàëüíûå îïåðà-

öèè Tr, Ts äëÿ òîãî, ÷òîáû ïîëó÷èòü áîëåå ãëàäêîå ÿäðî Q
1

2

κ . Íåñëîæíî

óâèäåòü, ÷òî �óíêöèîíàë φκ0 óäîâëåòâîðÿåò óðàâíåíèþ

H
κ
1mφ

κ
0(u) = Λκ

0φ
κ
0(u), Λκ

0 =

∫ ∞

0

TrQ
1

2

κ (r, r
′)|r=r′dr

ñ íåêîòîðûì áåñêîíå÷íûì ñîáñòâåííûì çíà÷åíèåì Λκ
0 . Îïåðàòîðû ðîæ-

äåíèÿ è óíè÷òîæåíèÿ ñ ïîìîùüþ ÿäðà Q
1

2

κ çàïèñûâàþòñÿ â âèäå

b(r) =

∫ ∞

0

(

Q
1

2

κ (r, s)Tsu(s)− T−1
1 (r, s)

δ

δu(r)

)

ds,

a(r) =
δ

δu(r)
+

∫ ∞

0

TrQ
1

2

κ (r, s)Tsu(s),

à èíâàðèàíòíûå n-÷àñòè÷íûå ñîñòîÿíèÿ ñòðîÿòñÿ ñ ïîìîùüþ �îðìóë,

àíàëîãè÷íûõ (16)

φσn(u) =

∫∫

σn(r1, . . . rn)b(r1) . . . b(rn)dr1 . . . drn φ0(u).

Äëÿ äèàãîíàëèçàöèè îïåðàòîðà H
κ
1m ïåðåéäåì ê ñïåêòðàëüíîìó ïðåä-

ñòàâëåíèþ êâàäðàòè÷íîé �îðìû, òî åñòü ñäåëàåì çàìåíó

û(λ) =

∫ ∞

0

pλ(r)Tu(r) dr, ûd =

∫ ∞

0

q(r)Tu(r)
∣

∣

κ<0

(çàìåòèì, ÷òî âñå �óíêöèè çäåñü âåùåñòâåííûå), òîãäà

H
κ
1m =

∫

(

− δ

δû(λ)

δ

δû(λ)
+ λ2û2(λ)

)

dλ− κ2û2d
∣

∣

κ<0
.

Òàêîìó êâàíòîâîìó ãàìèëüòîíèàíó ñîîòâåòñòâóþò îïåðàòîðû ðîæäåíèÿ

è óíè÷òîæåíèÿ

b̂(λ) = λû(λ)− δ

δû(λ)
, â(λ) = λû(λ) +

δ

δû(λ)

è âàêóóìíîå ñîñòîÿíèå

φ̂0(û) = φ0(u(û)) = exp{−1

2

∫ ∞

0

û2(λ)λdλ +
iκ

2
û2d

∣

∣

κ<0
}.

Ñîáñòâåííûå n-÷àñòè÷íûå ñîñòîÿíèÿ ñòðîÿòñÿ êàê èíòåãðàëû 
 êîý��è-

öèåíòàìè Áîçå-Ýéíøòåéíà σ(λ1, . . . σλn
)

φ̂σn(û) =

∫∫

σn(λ1, . . . λn) b̂(λ1) . . . b̂(λn) dλ1 . . . dλnφ̂0(û), (32)

è, êðîìå òîãî, ïðè κ < 0 åñòü åùå ñîñòîÿíèÿ, ñâÿçàííûå ñ âîçáóæäåíèÿìè
òî÷å÷íîãî ñïåêòðà.
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2.5. Ñîáñòâåííûå ñîñòîÿíèÿ êâàíòîâîãî ãàìèëüòîíèàíà ñâîáîä-

íîãî ïîïåðå÷íîãî ïîëÿ. Ñîáñòâåííûå ñîñòîÿíèÿ êâàíòîâîãî ãàìèëü-

òîíèàíà (13), â êîòîðîì âìåñòî êâàäðàòè÷íîé �îðìû Q(A) ó÷àñòâóåò
åå ðàñøèðåíèå (17), ñòðîÿòñÿ êàê ïðîèçâåäåíèÿ ñîáñòâåííûõ ñîñòîÿíèé

îïåðàòîðîâ H
′
lm, 1 ≤ l, |m| ≤ l Hlm, 2 ≤ l, |m| ≤ l è H

κ
1m. Äëÿ äèàãîíàëè-

çàöèè ïåðâûõ äâóõ íàáîðîâ îïåðàòîðîâ ìîæíî èñïîëüçîâàòü ñòàíäàðòíîå

ñïåêòðàëüíîå ïðåîáðàçîâàíèå

ûlm(λ) =

∫ ∞

0

pl,λ(r)Tlulm(r) dr, ŵlm(λ) =

∫ ∞

0

λpl,λ(r)wlm(r) dr,

ãäå pl,λ(r) � ýòî ðàçíîâèäíîñòü ñ�åðè÷åñêèõ �óíêöèé Áåññåëÿ

pl,λ(r) =
2rl√
2πλl+1

( d

dr

1

r

)l
sinλr.

Ñîîòâåòñòâóþùèå îïåðàòîðû ðîæäåíèÿ è óíè÷òîæåíèÿ, à òàêæå âàêó-

óìíûå ñîñòîÿíèÿ âûãëÿäÿò ñëåäóþùèì îáðàçîì

b̂lm(λ) = λûlm(λ)− δ

δûlm(λ)
, âlm(λ) = λûlm(λ) +

δ

δûlm(λ)

b̂′lm(λ) = λŵlm(λ)− δ

δŵlm(λ)
, â′lm(λ) = λŵlm(λ) +

δ

δŵlm(λ)
,

φ̂0(ûlm) = exp{−1

2

∫ ∞

0

û2lm(λ)λdλ},

φ̂′0(ŵlm) = exp{−1

2

∫ ∞

0

ŵ2
lm(λ)λdλ}.

Äèàãîíàëèçàöèÿ ãàìèëüòîíèàíà H
κ
1m ñ ïîìîùüþ ïðåîáðàçîâàíèÿ

û1m(λ) =

∫ ∞

0

pκ1,λ(r)T1u1m(r) dr,

áûëà îïèñàíà â ïðåäûäóùåé ÷àñòè. Çäåñü ñòîèò îòìåòèòü, ÷òî â ñ�åðè÷å-

ñêè íåñèììåòðè÷íîì ñëó÷àå êîý��èöèåíòû κ ìîãóò áûòü ðàçíûìè äëÿ

êîìïîíåíò, ñîîòâåòñòâóþùèì ðàçíûì çíà÷åíèÿì m ïðîåêöèè ìîìåíòà

âðàùåíèÿ íà òðåòüþ îñü êîîðäèíàò.

Â ðåçóëüòàòå, â ïåðåìåííûõ ûlm, ŵlm ïîëó÷àåì ãàìèëüòîíèàí

Ĥ =
∑

−1≤m≤1

Ĥ
κ
1m +

∑

2≤l,|m|≤l

Ĥlm +
∑

1≤l,|m|≤l

Ĥ
′
lm,

âàêóóìíîå ñîñòîÿíèå

Φκ
0 =

∏

−1≤m≤1

φ1m(û1m)×
∏

2≤l,|m|≤l

φlm(ûlm)×
∏

lm

φ′lm(ŵlm),

à n-÷àñòè÷íûå ñîñòîÿíèÿ ïîëó÷àþòñÿ èç �îðìóëû (32) ñ ïîìîùüþ çàìå-

íû îïåðàòîðà ðîæäåíèÿ b̂(λ) íà c(λ), êîòîðûé ìîæåò ïðèíèìàòü ëþáîå

èç çíà÷åíèé b̂lm(λ), b̂′lm(λ)

Φ̂σn(û) =

∫∫

σn(λ1, . . . λn) c(λ1) . . . c(λn) dλ1 . . . dλnφ̂0(û).
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3. Çàêëþ÷åíèå è îáñóæäåíèÿ

Ìû ïîñòðîèëè ñèñòåìó íàáîðîâ ñîñòîÿíèé, óäîâëåòâîðÿþùèõ ñîáñòâåí-

íûì óðàâíåíèÿì äëÿ êâàíòîâîãî îïåðàòîðà �àìèëüòîíà ñâîáîäíîãî ïî-

ïåðå÷íîãî ïîëÿ. Ïîëó÷åííûå íàáîðû â îáùåì ñëó÷àå çàâèñÿò îò âûäå-

ëåííîé òî÷êè ïðîñòðàíñòâà è íå îáëàäàþò ìàñøòàáíîé èíâàðèàíòíîñòüþ

(çàâèñÿò îò ðàçìåðíîãî ïàðàìåòðà). Ïîñòðîåíèå ñóùåñòâåííûì îáðàçîì

èñïîëüçîâàëî ñâîéñòâà ðàñøèðåíèé êâàäðàòè÷íîé �îðìû îïåðàòîðà Ëà-

ïëàñà, âõîäÿùåé â ïîòåíöèàëüíîå ñëàãàåìîå ãàìèëüòîíèàíà. Ýòè ðàñ-

øèðåíèÿ ìîãóò áûòü çàïèñàíû â �èíâàðèàíòíîé� �îðìå (17), êîòîðàÿ,

òàêæå êàê è óñëîâèå ïîïåðå÷íîñòè, íå ïîäðàçóìåâàåò ïåðåõîä ê ñ�åðè-

÷åñêèì êîîðäèíàòàì è èñïîëüçîâàíèå êàêîé-ëèáî âûäåëåííîé �óíêöè-

îíàëüíîé ïàðàìåòðèçàöèè òèïà (22). Çäåñü âîçíèêàåò åñòåñòâåííûé âî-

ïðîñ î âîçìîæíîñòè îáîáùåíèÿ �îðìû (17) íà ñëó÷àé äâóõ èëè íåñêîëü-

êèõ âûäåëåííûõ òî÷åê ïðîñòðàíñòâà

Q{κ}(A) = lim
r→0

(

∫

R3\{Br,n}

(∂Ak

∂xj

)2
d3x−

N
∑

n=1

( 5

3r
+ κn

)

∫

∂Br,n

| ~A(~x)|2d2s
)

,

� óäîâëåòâîðÿåò ëè òàêàÿ �îðìà óñëîâèÿì òåîðåìû VIII.15 èç [10℄, ñî-

îòâåòñòâóåò ëè åé ñàìîñîïðÿæåííûé îïåðàòîð, ìîæíî ëè âû÷èñëèòü åãî

ñïåêòðàëüíîå ïðåäñòàâëåíèå? Ñóùåñòâåííàÿ òðóäíîñòü ïðè ýòîì ìîæåò

çàêëþ÷àòüñÿ â çàìûêàíèè óñëîâèÿ ïîïåðå÷íîñòè. Äëÿ ñëó÷àÿ îäíîé îñî-

áîé òî÷êè ìû ïðîñòî ïðåäúÿâëÿåì ñïåêòðàëüíîå ïðåäñòàâëåíèå äëÿ ïî-

ïåðå÷íûõ �óíêöèé è äàëåå ìîæåì ðàññìàòðèâàòü ñâÿçàííóþ ñ íèì �èçè-

êó, à äëÿ ñëó÷àÿ íåñêîëüêèõ òî÷åê òàêîãî ïðåäñòàâëåíèÿ ìîæåò âîîáùå

íå ñóùåñòâîâàòü.

Äðóãèì âàæíûì çàìå÷àíèåì ÿâëÿåòñÿ òî, ÷òî ïî-âèäèìîìó ïðåäñòàâ-

ëåíèå �èçè÷åñêîãî îáúåêòà (ïîëÿ âçàèìîäåéñòâèÿ) â âèäå âåêòîðíîé

�óíêöèè íà òðåõìåðíîì ïðîñòðàíñòâå íå ÿâëÿåòñÿ ïðàâèëüíûì ñïîñî-

áîì îïèñàíèÿ çàäà÷è. Äâå �óíêöèè ñ ñèíãóëÿðíîñòÿìè â ðàçíûõ òî÷êàõ,

êîòîðûå ìîãóò ÿâëÿòüñÿ ïðåäñòàâëåíèÿìè îäíîãî è òîãî æå �èçè÷åñêîãî

îáúåêòà â ðàçíûå ìîìåíòû âðåìåíè, íå âûðàæàþòñÿ ÷åðåç îáùèé áàçèñ,

òî åñòü íå èìåþò îáùåãî ïðåäñòâàëåíèÿ ÷åðåç îäèí îðòîãîíàëüíûé íà-

áîð. È, òàêèì îáðàçîì, èìååòñÿ ñóùåñòâåííîå ïðåïÿòñòâèå â îïèñàíèè

âîçìîæíîé äèíàìèêè ñèñòåìû.
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