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ÀÍÍÎÒÀÖÈß


Â ïðîñòðàíñòâå L2(O;Cn), ãäå O ⊂ Rd � îãðàíè÷åííàÿ îáëàñòü ñ ãðà-
íèöåé êëàññà C1,1, ðàññìàòðèâàþòñÿ ìàòðè÷íûå ýëëèïòè÷åñêèå äèôôå-
ðåíöèàëüíûå îïåðàòîðû AD,ε è AN,ε âòîðîãî ïîðÿäêà ïðè óñëîâèè Äèðè-
õëå ëèáî Íåéìàíà íà ∂O ñîîòâåòñòâåííî. Çäåñü ε > 0 � ìàëûé ïàðàìåòð,
êîýôôèöèåíòû îïåðàòîðîâ ïåðèîäè÷íû è çàâèñÿò îò x/ε. Èçó÷àåòñÿ ïî-
âåäåíèå ïðè ìàëîì ε îïåðàòîðà e−A†,εt, † = D,N . Ïîêàçàíî, ÷òî ïðè
ôèêñèðîâàííîì t > 0 è ε→ 0 îïåðàòîð e−A†,εt ñõîäèòñÿ ïî îïåðàòîðíîé


íîðìå â L2 ê e−A
0
†t, ãäå A0


† � ýôôåêòèâíûé îïåðàòîð ñ ïîñòîÿííûìè


êîýôôèöèåíòàìè. Äëÿ íîðìû ðàçíîñòè îïåðàòîðîâ e−A†,εt è e−A
0
†t ïîëó-


÷åíà îöåíêà òî÷íîãî ïîðÿäêà O(ε). Òàêæå óñòàíîâëåíà àïïðîêñèìàöèÿ
ýêñïîíåíòû e−A†,εt ïðè ó÷åòå êîððåêòîðà ïî (L2 → H1)-íîðìå ñ îöåíêîé


ïîãðåøíîñòè ïîðÿäêà O(ε1/2). Ðåçóëüòàòû ïðèìåíÿþòñÿ ê óñðåäíåíèþ
ðåøåíèé íà÷àëüíî-êðàåâûõ çàäà÷ äëÿ ïàðàáîëè÷åñêèõ ñèñòåì.


Êëþ÷åâûå ñëîâà: ïåðèîäè÷åñêèå äèôôåðåíöèàëüíûå îïåðàòîðû, ïà-
ðàáîëè÷åñêèå ñèñòåìû, óñðåäíåíèå, îïåðàòîðíûå îöåíêè ïîãðåøíîñòè.


Èññëåäîâàíèå âûïîëíåíî ïðè ïîääåðæêå ÐÔÔÈ (ïðîåêò 14-01-00760).
Ïåðâûé àâòîð ïîääåðæàí Ëàáîðàòîðèåé èì. Ï. Ë. ×åáûøåâà ÑÏáÃÓ,
ãðàíò Ïðàâèòåëüñòâà ÐÔ, äîã. 11.G34.31.0026, è ÎÀÎ
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Ââåäåíèå


Ðàáîòà îòíîñèòñÿ ê òåîðèè óñðåäíåíèÿ (ãîìîãåíèçàöèè) ïåðèîäè÷å-
ñêèõ äèôôåðåíöèàëüíûõ îïåðàòîðîâ (ÄÎ). Òåîðèè óñðåäíåíèÿ ïîñâÿ-
ùåíà îáøèðíàÿ ëèòåðàòóðà. Â ïåðâóþ î÷åðåäü óêàæåì ìîíîãðàôèè
[BaPa, BeLPap, ZhKO] è [Sa].


0.1. Êëàññ îïåðàòîðîâ. Ïóñòü O ⊂ Rd � îãðàíè÷åííàÿ îáëàñòü ñ ãðà-
íèöåé êëàññà C1,1. Ìû èçó÷àåì ñàìîñîïðÿæåííûå ñèëüíî ýëëèïòè÷åñêèå
îïåðàòîðû âòîðîãî ïîðÿäêà AD,ε è AN,ε, äåéñòâóþùèå â ïðîñòðàíñòâå
L2(O;Cn) è çàâèñÿùèå îò ìàëîãî ïàðàìåòðà ε > 0. Ôîðìàëüíî îïåðàòîðû
AD,ε è AN,ε çàäàíû äèôôåðåíöèàëüíûì âûðàæåíèåì b(D)∗g(x/ε)b(D)
ïðè óñëîâèè Äèðèõëå ëèáî Íåéìàíà íà ∂O, ñîîòâåòñòâåííî. Ïðåäïîëà-
ãàåòñÿ, ÷òî g(x) � ýðìèòîâà (m ×m)-ìàòðèöà-ôóíêöèÿ, îãðàíè÷åííàÿ,
ïîëîæèòåëüíî îïðåäåëåííàÿ è ïåðèîäè÷åñêàÿ îòíîñèòåëüíî íåêîòîðîé
ðåøåòêè Γ ⊂ Rd. Îïåðàòîð b(D) � (m × n)-ìàòðè÷íûé ÄÎ ïåðâîãî ïî-
ðÿäêà ñ ïîñòîÿííûìè êîýôôèöèåíòàìè. Ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî m > n.
Íà ñèìâîë b(ξ) íàêëàäûâàåòñÿ óñëîâèå, îáåñïå÷èâàþùåå ñèëüíóþ ýëëèï-
òè÷íîñòü ðàññìàòðèâàåìûõ îïåðàòîðîâ. Ïðîñòåéøèé ïðèìåð � ñêàëÿð-
íûé ýëëèïòè÷åñêèé îïåðàòîð äèâåðãåíòíîãî âèäà −div g(x/ε)∇ (îïåðà-
òîð àêóñòèêè).
Íàøà öåëü � ïîëó÷èòü àïïðîêñèìàöèè îïåðàòîðíîé ýêñïîíåíòû


e−A†,εt, † = D,N , ïðè ìàëîì ε è ïîëîæèòåëüíîì t â ðàçëè÷íûõ îïå-
ðàòîðíûõ íîðìàõ è ïðèìåíèòü ïîëó÷åííûå ðåçóëüòàòû ê óñðåäíåíèþ
ðåøåíèé íà÷àëüíî-êðàåâûõ çàäà÷ äëÿ ïàðàáîëè÷åñêèõ ñèñòåì.


0.2. Îïåðàòîðíûå îöåíêè ïîãðåøíîñòè. Îáçîð. Â ñåðèè ðàáîò
Ì. Ø. Áèðìàíà è Ò. À. Ñóñëèíîé [BSu1�3] áûë ïðåäëîæåí òåîðåòèêî-
îïåðàòîðíûé ïîäõîä ê çàäà÷àì òåîðèè óñðåäíåíèÿ. Èçó÷àëèñü îïåðàòî-
ðû Aε = b(D)∗g(x/ε)b(D), äåéñòâóþùèå â L2(Rd;Cn). Â [BSu1] áûëî
ïîêàçàíî, ÷òî ïðè ε→ 0 ðåçîëüâåíòà (Aε+I)−1 ñõîäèòñÿ ïî îïåðàòîðíîé
íîðìå â L2(Rd;Cn) ê ðåçîëüâåíòå (A0 + I)−1 ýôôåêòèâíîãî îïåðàòîðà
A0 = b(D)∗g0b(D). Çäåñü g0 � ïîñòîÿííàÿ ïîëîæèòåëüíàÿ ýôôåêòèâíàÿ
ìàòðèöà. Áûëà óñòàíîâëåíà îöåíêà ïîãðåøíîñòè


‖(Aε + I)−1 − (A0 + I)−1‖L2(Rd)→L2(Rd) 6 Cε. (0.1)


Â [BSu3] áûëà ïîëó÷åíà àïïðîêñèìàöèÿ ðåçîëüâåíòû (Aε + I)−1 ïî íîð-
ìå îïåðàòîðîâ, äåéñòâóþùèõ èç L2(Rd;Cn) â ïðîñòðàíñòâî Ñîáîëåâà
H1(Rd;Cn):


‖(Aε + I)−1 − (A0 + I)−1 − εK(ε)‖L2(Rd)→H1(Rd) 6 Cε. (0.2)


Çäåñü K(ε) � òàê íàçûâàåìûé êîððåêòîð; îí ñîäåðæèò áûñòðî îñöèëëè-
ðóþùèå ìíîæèòåëè, à ïîòîìó çàâèñèò îò ε. Ïðè ýòîì ‖εK(ε)‖L2→H1 =
O(1).
Îöåíêè (0.1), (0.2) òî÷íû ïî ïîðÿäêó; ïîñòîÿííûå êîíòðîëèðóþòñÿ ÿâ-


íî â òåðìèíàõ èñõîäíûõ äàííûõ çàäà÷è. Ïîäîáíûå ðåçóëüòàòû ïîëó÷èëè
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íàçâàíèå îïåðàòîðíûõ îöåíîê ïîãðåøíîñòè. Ìåòîä ðàáîò [BSu1�3] îñíî-
âàí íà ïðèìåíåíèè ìàñøòàáíîãî ïðåîáðàçîâàíèÿ, òåîðèè Ôëîêå�Áëîõà
è àíàëèòè÷åñêîé òåîðèè âîçìóùåíèé.
Ê óñðåäíåíèþ ïàðàáîëè÷åñêèõ çàäà÷ â Rd ýòîò ìåòîä ïðèìåíÿëñÿ â


ðàáîòàõ [Su1�3], [V], [VSu], [M]. Â [Su1,2] áûëî ïîêàçàíî, ÷òî ïðè ôèê-
ñèðîâàííîì t > 0 è ε → 0 îïåðàòîðíàÿ ýêñïîíåíòà e−Aεt ñõîäèòñÿ ïî


îïåðàòîðíîé íîðìå â L2(Rd;Cn) ê e−A
0t, è áûëà ïîëó÷åíà îöåíêà


‖e−Aεt − e−A0t‖L2(Rd)→L2(Rd) 6 Cε(t+ ε2)−1/2. (0.3)


Â [Su3] áûëà íàéäåíà àïïðîêñèìàöèÿ ýêñïîíåíòû e−Aεt ïî (L2 → H1)-
íîðìå ïðè ó÷åòå êîððåêòîðà:


‖e−Aεt − e−A0t − εK(t; ε)‖L2(Rd)→H1(Rd) 6 Cε(t
−1 + t−1/2), t > ε2. (0.4)


Äðóãîé ïîäõîä ê ïîëó÷åíèþ îïåðàòîðíûõ îöåíîê ïîãðåøíîñòè áûë
ïðåäëîæåí Â. Â. Æèêîâûì. Â ðàáîòàõ [Zh1,2], [ZhPas1] áûëè ïîëó÷å-
íû îöåíêè âèäà (0.1), (0.2) äëÿ îïåðàòîðîâ àêóñòèêè è óïðóãîñòè. Â
[ZhPas2] äîêàçàíû îöåíêè âèäà (0.3), (0.4) äëÿ ñêàëÿðíîãî îïåðàòîðà
Aε = −div g(x/ε)∇.
Îïåðàòîðíûå îöåíêè èçó÷àëèñü è äëÿ êðàåâûõ çàäà÷ â îãðàíè÷åííîé


îáëàñòè; ñì. [ZhPas1], [Gr1,2], [KeLiS]. (Áîëåå ïîäðîáíûé îáçîð ìîæíî
íàéòè â [Su6,8].)
Äëÿ ðàññìàòðèâàåìîãî íàìè êëàññà ìàòðè÷íûõ ýëëèïòè÷åñêèõ îïå-


ðàòîðîâ AD,ε è AN,ε çàäà÷è óñðåäíåíèÿ èçó÷àëèñü â íåäàâíèõ ðàáîòàõ
[PSu1,2], [Su4�8]. Â [PSu1,2] è [Su4,5] ïîëó÷åíû àïïðîêñèìàöèè îïåðàòî-
ðà A−1


D,ε. Â [Su6] íàéäåíà àïïðîêñèìàöèÿ ðåçîëüâåíòû îïåðàòîðà AN,ε.
Ìåòîä óïîìÿíóòûõ ðàáîò îñíîâàí íà ïðèìåíåíèè ðåçóëüòàòîâ äëÿ çà-
äà÷è â Rd, ââåäåíèè ïîïðàâêè òèïà ïîãðàíè÷íîãî ñëîÿ è òùàòåëüíîì
àíàëèçå ýòîé ïîïðàâêè. Íåêîòîðûå òåõíè÷åñêèå ïðèåìû, â ÷àñòíîñòè,
èñïîëüçîâàíèå ñãëàæèâàíèÿ ïî Ñòåêëîâó, çàèìñòâîâàíû èç [ZhPas1].
Äëÿ íàñ îïîðíûìè ÿâëÿþòñÿ ðåçóëüòàòû ðàáîò [Su7,8], â êîòîðûõ ïî-


ëó÷åíû àïïðîêñèìàöèè ðåçîëüâåíò (AD,ε − ζI)−1 è (AN,ε − ζI)−1 ñ äâó-
ïàðàìåòðè÷åñêèìè (îòíîñèòåëüíî ε è ζ) îöåíêàìè ïîãðåøíîñòè. Îñòà-
íîâèìñÿ ïîäðîáíåå íà ãëàâíûõ ðåçóëüòàòàõ èç [Su7,8]. Ïðè ζ ∈ C \ R+,
|ζ| > 1, è 0 < ε 6 ε0 (ãäå ε0 äîñòàòî÷íî ìàëî) ñïðàâåäëèâû îöåíêè


‖(A†,ε − ζI)−1 − (A0
† − ζI)−1‖L2(O)→L2(O) 6 C(φ)


(
ε|ζ|−1/2 + ε2


)
, (0.5)


‖(A†,ε − ζI)−1 − (A0
† − ζI)−1 − εK†(ε; ζ)‖L2(O)→H1(O)


6 C(φ)
(
ε1/2|ζ|−1/4 + ε


)
.


(0.6)


Çäåñü † = D,N , φ = arg ζ; A0
† � ýôôåêòèâíûé îïåðàòîð, çàäàííûé âû-


ðàæåíèåì b(D)∗g0b(D) ïðè óñëîâèè Äèðèõëå ëèáî Íåéìàíà; K†(ε; ζ) �
ñîîòâåòñòâóþùèé êîððåêòîð. Ýòè îöåíêè ðàâíîìåðíû ïî óãëó φ â îáëà-
ñòè âèäà {ζ ∈ C \R+, |ζ| > 1, φ0 6 φ 6 2π−φ0} ïðè ñêîëü óãîäíî ìàëîì
φ0 > 0. Îòìåòèì, ÷òî ïðè ôèêñèðîâàííîì ζ îöåíêà (0.5) èìååò ïîðÿäîê
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O(ε) � òàêîé æå, êàê â îöåíêå (0.1) â Rd. Â òî æå âðåìÿ îöåíêà (0.6)


èìååò ïîðÿäîê O(ε1/2) � õóæå, ÷åì â îöåíêå (0.2) â Rd. Ýòî îáúÿñíÿåòñÿ
âëèÿíèåì ãðàíèöû îáëàñòè.


0.3. Îñíîâíûå ðåçóëüòàòû. Îñíîâíûå ðåçóëüòàòû ðàáîòû � ýòî àï-
ïðîêñèìàöèè îïåðàòîðíîé ýêñïîíåíòû e−A†,εt, † = D,N , ïî îïåðàòîðíîé
íîðìå â L2(O;Cn) è ïî íîðìå îïåðàòîðîâ, äåéñòâóþùèõ èç L2(O;Cn) â
H1(O;Cn), ñ äâóïàðàìåòðè÷åñêèìè (îòíîñèòåëüíî ε è t) îöåíêàìè ïî-
ãðåøíîñòè:


‖e−A†,εt − e−A
0
†t‖L2(O)→L2(O) 6 Cε(t+ ε2)−1/2e−c†t, t > 0, (0.7)


‖e−A†,εt − e−A
0
†t − εK†(t; ε)‖L2(O)→H1(O) 6 Cε


1/2t−3/4e−c†t, t > ε2,
(0.8)


0 < ε 6 ε0, † = D,N . Çäåñü K†(t; ε) � ñîîòâåòñòâóþùèé êîððåê-
òîð. Ïîìèìî îöåíêè (0.8) ìû ïîëó÷àåì àïïðîêñèìàöèþ îïåðàòîðîâ
g(x/ε)b(D)e−A†,εt (îòâå÷àþùèõ ½ïîòîêàì�) ïî (L2 → L2)-íîðìå.
Ïðè îãðàíè÷åííûõ çíà÷åíèÿõ t ïîðÿäîê îöåíêè (0.7) òî÷íûé è òàêîé


æå, êàê â îöåíêå (0.3) äëÿ çàäà÷è â Rd. Ïîðÿäîê îöåíêè (0.8) óõóäøàåòñÿ
ïî ñðàâíåíèþ ñ (0.4), ÷òî îáúÿñíÿåòñÿ âëèÿíèåì ãðàíèöû îáëàñòè.
Ïîÿñíèì ïðîèñõîæäåíèå ìíîæèòåëÿ e−c†t â (0.7), (0.8). Â îöåíêàõ


(0.3), (0.4) äëÿ çàäà÷è â Rd òàêîé ìíîæèòåëü îòñóòñòâóåò, ïîñêîëüêó
(íåïðåðûâíûé) ñïåêòð îïåðàòîðîâ Aε è A0 íà÷èíàåòñÿ ñ òî÷êè λ = 0.
Ó îïåðàòîðîâ A†,ε è A0


† ñïåêòð äèñêðåòíûé. Ïðè † = D ýòè îïåðàòîðû
ïîëîæèòåëüíî îïðåäåëåíû, è â êà÷åñòâå cD ìîæíî âçÿòü ïîëîæèòåëü-
íîå ÷èñëî, ëåæàùåå ëåâåå íèæíåé ãðàíè èõ ñïåêòðîâ. Ïðè † = N ÷èñëî
λ = 0 ÿâëÿåòñÿ ñîáñòâåííûì çíà÷åíèåì, íî ïðè ðàññìîòðåíèè ðàçíîñòè


e−AN,εt − e−A
0
N t ÷àñòè îïåðàòîðîâ â ÿäðå Z = KerAN,ε = KerA0


N ñî-
êðàùàþòñÿ; â êà÷åñòâå cN ìîæíî âçÿòü ïîëîæèòåëüíîå ÷èñëî, ëåæàùåå
ëåâåå ïåðâûõ íåíóëåâûõ ñîáñòâåííûõ çíà÷åíèé îïåðàòîðîâ AN,ε è A0


N .
Êîððåêòîð K†(t; ε) â îáùåì ñëó÷àå ñîäåðæèò âñïîìîãàòåëüíûé ñãëà-


æèâàþùèé îïåðàòîð. Ìû âûäåëÿåì óñëîâèÿ, ïðè êîòîðûõ ìîæíî èñ-
ïîëüçîâàòü ñòàíäàðòíûé êîððåêòîð (áåç ñãëàæèâàòåëÿ).
Êðîìå òîãî, äëÿ ñòðîãî âíóòðåííåé ïîäîáëàñòè O′ îáëàñòè O íàéäåíà


àïïðîêñèìàöèÿ ýêñïîíåíòû e−A†,εt ïî (L2(O) → H1(O′))-îïåðàòîðíîé
íîðìå ñ îöåíêîé ïîãðåøíîñòè


‖e−A†,εt − e−A
0
†t − εK†(t; ε)‖L2(O)→H1(O′)


6 C(δ)εt−1e−c†t, t > ε2, 0 < ε 6 ε0.
(0.9)


Çäåñü ïîñòîÿííàÿ çàâèñèò îò δ = dist {O′; ∂O}. Ïðè îãðàíè÷åííûõ çíà-
÷åíèÿõ t ïîðÿäîê îöåíêè (0.9) òîò æå, ÷òî è â îöåíêå (0.4) äëÿ çàäà÷è
â Rd. Ýòî ëèøíèé ðàç ñâèäåòåëüñòâóåò î òîì, ÷òî ïðè÷èíà óõóäøåíèÿ
ïîðÿäêà îöåíêè (0.8) êðîåòñÿ â ýôôåêòå ïîãðàíè÷íîãî ñëîÿ.
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0.4. Ìåòîä èññëåäîâàíèÿ. Ïîÿñíèì ìåòîä èññëåäîâàíèÿ íà ïðèìåðå
îöåíêè (0.7) â ñëó÷àå êðàåâîãî óñëîâèÿ Äèðèõëå. Ïóñòü γ � êîíòóð â
êîìïëåêñíîé ïëîñêîñòè, îáõîäÿùèé ñïåêòð îïåðàòîðîâ AD,ε è A0


D â ïî-
ëîæèòåëüíîì íàïðàâëåíèè. Ñïðàâåäëèâî òîæäåñòâî


e−AD,εt = − 1


2πi


∫
γ
e−ζt(AD,ε − ζI)−1 dζ, t > 0.


Äëÿ ýêñïîíåíòû îò ýôôåêòèâíîãî îïåðàòîðà âûïîëíåíî àíàëîãè÷íîå ðà-
âåíñòâî. Ñëåäîâàòåëüíî,


e−AD,εt−e−A0
Dt = − 1


2πi


∫
γ
e−ζt


(
(AD,ε − ζI)−1 − (A0


D − ζI)−1
)
dζ. (0.10)


Îïèðàÿñü íà ðåçóëüòàòû ðàáîòû [Su8], ìû ïîëó÷àåì àïïðîêñèìàöèþ ðå-
çîëüâåíòû ïðè ζ ∈ γ, à çàòåì èñïîëüçóåì ïðåäñòàâëåíèå (0.10). Ýòî ïðè-
âîäèò ê (0.7). Ïîä÷åðêíåì, ÷òî äëÿ íàñ âàæåí õàðàêòåð çàâèñèìîñòè
ïðàâîé ÷àñòè (0.5) îò ζ ïðè áîëüøèõ çíà÷åíèÿõ |ζ|. Àïïðîêñèìàöèÿ ïðè
ó÷åòå êîððåêòîðà ïîëó÷àåòñÿ íà òîì æå ïóòè.


0.5. Ïðèìåíåíèå ðåçóëüòàòîâ ê óñðåäíåíèþ ðåøåíèé íà÷àëüíî-
êðàåâûõ çàäà÷. Ðåçóëüòàòû îá àïïðîêñèìàöèè îïåðàòîðíîé ýêñïî-
íåíòû e−A†,εt ïðèìåíÿþòñÿ ê âîïðîñó î ïîâåäåíèè ðåøåíèé uε(x, t)
íà÷àëüíî-êðàåâûõ çàäà÷ äëÿ ïàðàáîëè÷åñêîãî óðàâíåíèÿ


∂uε(x, t)


∂t
= −b(D)∗g(x/ε)b(D)uε(x, t) + F(x, t), x ∈ O, 0 < t < T,


(0.11)
ïðè íà÷àëüíîì óñëîâèè uε(x, 0) = ϕ(x) è êðàåâîì óñëîâèè Äèðèõëå ëèáî
Íåéìàíà. Ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî ϕ ∈ L2(O;Cn) è F ∈ Lp((0, T );L2(O;Cn))
ïðè íåêîòîðîì p. Ïóñòü u0(x, t) � ðåøåíèå ñîîòâåòñòâóþùåé ýôôåêòèâ-
íîé çàäà÷è.
Ìû ïîëó÷àåì àïïðîêñèìàöèþ ðåøåíèÿ uε â ðàçëè÷íûõ íîðìàõ. Â


ñòàðøåì ïîðÿäêå íàéäåíû îöåíêè ðàçíîñòè uε−u0 ïî íîðìå â L2(O;Cn)
ïðè ôèêñèðîâàííîì t è ïî íîðìå â Lp((0, T );L2(O;Cn)). Ïðè ó÷åòå êîð-
ðåêòîðà óñòàíîâëåíû àïïðîêñèìàöèè ðåøåíèÿ uε â êëàññåH


1(O;Cn) ïðè
ôèêñèðîâàííîì t è â Lp((0, T );H1(O;Cn)). Êðîìå òîãî, äëÿ ñòðîãî âíóò-
ðåííåé ïîäîáëàñòè O′ ïîëó÷åíû áîëåå òî÷íûå îöåíêè ïîãðåøíîñòè ïðè
ïðèáëèæåíèè ðåøåíèÿ uε â êëàññå H


1(O′;Cn) (ïðè ôèêñèðîâàííîì t) è
â Lp((0, T );H1(O′;Cn)).


0.6. Ñòðóêòóðà ðàáîòû. Ðàáîòà ñîñòîèò èç äâóõ ãëàâ è ïðèëîæåíèÿ.
Â ïåðâîé ãëàâå (��1�4) ðàññìàòðèâàþòñÿ îïåðàòîðû ñ êðàåâûì óñëîâèåì
Äèðèõëå, âî âòîðîé (��5�8) � ñ óñëîâèåì Íåéìàíà. Â �1 îïèñàí êëàññ
îïåðàòîðîâ AD,ε, îïðåäåëåí ýôôåêòèâíûé îïåðàòîð, ââåäåí ñãëàæèâà-
þùèé îïåðàòîð ïî Ñòåêëîâó. Â �2 ñôîðìóëèðîâàíû íóæíûå äëÿ äàëü-
íåéøåãî ðåçóëüòàòû îá óñðåäíåíèè ðåçîëüâåíòû îïåðàòîðà AD,ε. Â �3
ïîëó÷åíû îñíîâíûå ðåçóëüòàòû ðàáîòû â ñëó÷àå êðàåâûõ óñëîâèé Äèðè-
õëå, à èìåííî, íàéäåíû àïïðîêñèìàöèè îïåðàòîðà e−AD,εt ïî (L2 → L2)-
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è (L2 → H1)-îïåðàòîðíûì íîðìàì. Òàêæå ïîëó÷åíà àïïðîêñèìàöèÿ ½ïî-
òîêà� g(x/ε)b(D)e−AD,εt. Â �4 ðåçóëüòàòû �3 îá àïïðîêñèìàöèè îïåðàòîð-
íîé ýêñïîíåíòû ïðèìåíÿþòñÿ ê óñðåäíåíèþ ðåøåíèé ïåðâîé íà÷àëüíî-
êðàåâîé çàäà÷è äëÿ ïàðàáîëè÷åñêîãî óðàâíåíèÿ (0.11).
Â ãëàâå 2 ïîðÿäîê èçëîæåíèÿ àíàëîãè÷åí. Â �5 îïèñàí êëàññ îïåðàòî-


ðîâ AN,ε è ââåäåí ýôôåêòèâíûé îïåðàòîð. Â �6 ïðèâåäåíû íåîáõîäèìûå
ðåçóëüòàòû îá óñðåäíåíèè ðåçîëüâåíòû îïåðàòîðà AN,ε. Íà îñíîâàíèè
ýòèõ ðåçóëüòàòîâ â �7 ïîëó÷åíà àïïðîêñèìàöèÿ îïåðàòîðíîé ýêñïîíåíòû
e−AN,εt è ñîîòâåòñòâóþùèõ ïîòîêîâ. Ýòî îñíîâíûå ðåçóëüòàòû ðàáîòû
â ñëó÷àå êðàåâûõ óñëîâèé Íåéìàíà. Â �8 ýòè ðåçóëüòàòû ïðèìåíÿþòñÿ
ê óñðåäíåíèþ ðåøåíèé âòîðîé íà÷àëüíî-êðàåâîé çàäà÷è äëÿ óðàâíåíèÿ
(0.11).
Â ïðèëîæåíèå (�9) âûíåñåíû äîêàçàòåëüñòâà óòâåðæäåíèé, ñâÿçàííûõ


ñ óñòðàíåíèåì ñãëàæèâàþùåãî îïåðàòîðà â êîððåêòîðå â ñëó÷àå äîïîë-
íèòåëüíîé ãëàäêîñòè ãðàíèöû è â ñëó÷àå îöåíîê â ñòðîãî âíóòðåííåé
ïîäîáëàñòè.


0.7. Îáîçíà÷åíèÿ. Ïóñòü H, H∗ � êîìïëåêñíûå ñåïàðàáåëüíûå ãèëü-
áåðòîâû ïðîñòðàíñòâà. ×åðåç (·, ·)H è ‖ · ‖H îáîçíà÷àþòñÿ ñîîòâåòñòâåííî
ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå è íîðìà â H, ñèìâîë ‖ · ‖H→H∗ îçíà÷àåò íîðìó
ëèíåéíîãî íåïðåðûâíîãî îïåðàòîðà, äåéñòâóþùåãî èç H â H∗.
Ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå è íîðìà â Cn îáîçíà÷åíû ÷åðåç 〈·, ·〉 è | · |


ñîîòâåòñòâåííî, 1n � åäèíè÷íàÿ (n × n)-ìàòðèöà. Åñëè a � ìàòðèöà
ðàçìåðà m × n, òî |a| îçíà÷àåò íîðìó ìàòðèöû a êàê îïåðàòîðà èç Cn
â Cm. Èñïîëüçóþòñÿ îáîçíà÷åíèÿ x = (x1, . . . , xd) ∈ Rd, iDj = ∂/∂xj ,
j = 1, . . . , d, D = −i∇ = (D1, . . . , Dd).
Êëàññ L2 âåêòîð-ôóíêöèé â îáëàñòè O ⊂ Rd ñî çíà÷åíèÿìè â Cn îáî-


çíà÷àåì ÷åðåç L2(O;Cn). Êëàññû Ñîáîëåâà Cn-çíà÷íûõ ôóíêöèé â îá-
ëàñòè O îáîçíà÷åíû ÷åðåç Hs(O;Cn). ×åðåç H1


0 (O;Cn) îáîçíà÷àåì çà-
ìûêàíèå êëàññà C∞0 (O;Cn) â ïðîñòðàíñòâå H1(O;Cn). Ïðè n = 1 ïèøåì
ïðîñòî L2(O), Hs(O), íî, åñëè ýòî íå âåäåò ê ñìåøåíèÿì, ìû ïðèìåíÿ-
åì òàêèå óïðîùåííûå îáîçíà÷åíèÿ è äëÿ ïðîñòðàíñòâ âåêòîð-ôóíêöèé è
ìàòðè÷íîçíà÷íûõ ôóíêöèé. Ñèìâîë Lp((0, T );H), 1 6 p 6 ∞, îçíà÷àåò
Lp-ïðîñòðàíñòâî H-çíà÷íûõ ôóíêöèé íà èíòåðâàëå (0, T ).
Èñïîëüçóåì îáîçíà÷åíèå R+ = [0,∞). ×åðåç C, C, C, C, C , c, c (âîç-


ìîæíî, ñ èíäåêñàìè è çíà÷êàìè) îáîçíà÷àåì ðàçëè÷íûå îöåíî÷íûå ïî-
ñòîÿííûå.
Ðåçóëüòàòû íàñòîÿùåé ðàáîòû êðàòêî àíîíñèðîâàíû â [MSu].
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Ãëàâà 1. Óñðåäíåíèå ïåðâîé íà÷àëüíî-êðàåâîé çàäà÷è


äëÿ ïàðàáîëè÷åñêèõ ñèñòåì


�1. Êëàññ îïåðàòîðîâ AD,ε. Ýôôåêòèâíûé îïåðàòîð


1.1. Êëàññ îïåðàòîðîâ. Ïóñòü Γ ⊂ Rd � ðåøåòêà, ïîðîæäåííàÿ áàçè-
ñîì a1, . . . ,ad:


Γ = {a ∈ Rd : a =
d∑
j=1


νjaj , νj ∈ Z}.


Ïóñòü Ω � ýëåìåíòàðíàÿ ÿ÷åéêà ðåøåòêè Γ, ò. å.


Ω = {x ∈ Rd : x =
d∑
j=1


τjaj , −
1


2
< τj <


1


2
}.


Áóäåì ïîëüçîâàòüñÿ îáîçíà÷åíèåì |Ω| = mesΩ. Áàçèñ b1, . . . ,bd â
Rd, äâîéñòâåííûé ê áàçèñó a1, . . . ,ad, îïðåäåëÿåòñÿ ñîîòíîøåíèÿìè


〈bj ,ak〉 = δjk. Ýòîò áàçèñ ïîðîæäàåò ðåøåòêó Γ̃, äâîéñòâåííóþ ê ðå-
øåòêå Γ. Íèæå èñïîëüçóþòñÿ îáîçíà÷åíèÿ


r0 =
1


2
min


06=b∈Γ̃
|b|, r1 =


1


2
diam Ω. (1.1)


Íèæå ÷åðåç H̃1(Ω) îáîçíà÷àåòñÿ ïîäïðîñòðàíñòâî òåõ ôóíêöèé èç
H1(Ω), Γ-ïåðèîäè÷åñêîå ïðîäîëæåíèå êîòîðûõ íà Rd ïðèíàäëåæèò
H1


loc
(Rd). Äëÿ ëþáîé Γ-ïåðèîäè÷åñêîé ôóíêöèè f(x), x ∈ Rd, îáîçíà-


÷èì


f ε(x) := f(ε−1x), ε > 0.


Ïóñòü O ⊂ Rd � îãðàíè÷åííàÿ îáëàñòü ñ ãðàíèöåé êëàññà C1,1. Â ïðî-
ñòðàíñòâå L2(O;Cn) ðàññìîòðèì îïåðàòîð AD,ε, ôîðìàëüíî çàäàííûé
äèôôåðåíöèàëüíûì âûðàæåíèåì


AD,ε = b(D)∗gε(x)b(D)


ïðè óñëîâèè Äèðèõëå íà ∂O. Çäåñü èçìåðèìàÿ ýðìèòîâà ìàòðèöà-
ôóíêöèÿ g(x) ðàçìåðà m×m (âîîáùå ãîâîðÿ, ñ êîìïëåêñíûìè ýëåìåíòà-
ìè) ïðåäïîëàãàåòñÿ ïåðèîäè÷åñêîé îòíîñèòåëüíî ðåøåòêè Γ, ðàâíîìåðíî
ïîëîæèòåëüíî îïðåäåëåííîé è îãðàíè÷åííîé. Äàëåå, b(D) � (m × n)-
ìàòðè÷íûé ÄÎ ïåðâîãî ïîðÿäêà âèäà


b(D) =
d∑
l=1


blDl, (1.2)


ãäå bl � ïîñòîÿííûå ìàòðèöû (âîîáùå ãîâîðÿ, ñ êîìïëåêñíûìè ýëåìåí-


òàìè). Îïåðàòîðó b(D) îòâå÷àåò ñèìâîë b(ξ) =
∑d


l=1 blξl, ξ ∈ Rd. Ïðåä-
ïîëàãàåòñÿ, ÷òî m > n è


rank b(ξ) = n, 0 6= ξ ∈ Rd. (1.3)
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Ýòî óñëîâèå ðàâíîñèëüíî ñóùåñòâîâàíèþ ïîñòîÿííûõ α0, α1 òàêèõ, ÷òî


α01n 6 b(θ)∗b(θ) 6 α11n, θ ∈ Sd−1, 0 < α0 6 α1 <∞. (1.4)


Èç (1.2) è (1.4) âûòåêàåò îöåíêà


|bl| 6 α
1/2
1 , l = 1, . . . , d. (1.5)


Ñòðîãîå îïðåäåëåíèå îïåðàòîðà AD,ε äàåòñÿ ÷åðåç êâàäðàòè÷íóþ ôîðìó


aD,ε[u,u] =


∫
O
〈gε(x)b(D)u, b(D)u〉 dx, u ∈ H1


0 (O;Cn).


Ïðè ñäåëàííûõ ïðåäïîëîæåíèÿõ ñïðàâåäëèâû îöåíêè


c0


∫
O
|Du|2 dx 6 aD,ε[u,u] 6 c1


∫
O
|Du|2 dx, u ∈ H1


0 (O;Cn), (1.6)


ãäå c0 = α0‖g−1‖−1
L∞


, c1 = α1‖g‖L∞ . Ýòè îöåíêè íåñëîæíî óñòàíîâèòü,


ïðîäîëæàÿ u íóëåì íà Rd\O, èñïîëüçóÿ ïðåîáðàçîâàíèå Ôóðüå è ó÷èòû-
âàÿ (1.4). Òàêèì îáðàçîì, ôîðìà aD,ε çàìêíóòà â L2(O;Cn). Ñ ïîìîùüþ
íåðàâåíñòâà Ôðèäðèõñà çàêëþ÷àåì èç íèæíåé îöåíêè (1.6), ÷òî ôîðìà
aD,ε ïîëîæèòåëüíî îïðåäåëåíà:


aD,ε[u,u] > c∗‖u‖2L2(O), u ∈ H1
0 (O;Cn), c∗ = c0(diamO)−2. (1.7)


1.2. Ýôôåêòèâíàÿ ìàòðèöà è åå ñâîéñòâà. Äëÿ îïèñàíèÿ ýô-
ôåêòèâíîãî îïåðàòîðà íàì íóæíî ââåñòè ýôôåêòèâíóþ ìàòðèöó g0.
Ïóñòü Λ(x) � ìàòðèöà-ôóíêöèÿ ðàçìåðà n × m, ÿâëÿþùàÿñÿ ñëàáûì
Γ-ïåðèîäè÷åñêèì ðåøåíèåì çàäà÷è


b(D)∗g(x)(b(D)Λ(x) + 1m) = 0,


∫
Ω


Λ(x) dx = 0. (1.8)


Îáîçíà÷èì


g̃(x) := g(x)(b(D)Λ(x) + 1m). (1.9)


Ýôôåêòèâíàÿ ìàòðèöà g0 ðàçìåðà m×m îïðåäåëÿåòñÿ ðàâåíñòâîì


g0 = |Ω|−1


∫
Ω
g̃(x) dx. (1.10)


Îêàçûâàåòñÿ, ÷òî ìàòðèöà g0 ïîëîæèòåëüíî îïðåäåëåíà.
Íàì ïîíàäîáÿòñÿ ñëåäóþùèå ñâîéñòâà ýôôåêòèâíîé ìàòðèöû, óñòà-


íîâëåííûå â [BSu1, ãë. 3, òåîðåìà 1.5].


Ïðåäëîæåíèå 1.1. Äëÿ ýôôåêòèâíîé ìàòðèöû ñïðàâåäëèâû îöåíêè


g 6 g0 6 g. (1.11)


Çäåñü


g = |Ω|−1


∫
Ω
g(x) dx, g =


(
|Ω|−1


∫
Ω
g(x)−1 dx


)−1


.


Ïðè m = n ýôôåêòèâíàÿ ìàòðèöà g0 ñîâïàäàåò ñ g.
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Äëÿ êîíêðåòíûõ ÄÎ îöåíêè (1.11) èçâåñòíû â òåîðèè óñðåäíåíèÿ êàê
âèëêà Ôîéãòà�Ðåéññà. Âûäåëèì ñëó÷àè, êîãäà â (1.11) ðåàëèçóåòñÿ âåðõ-
íÿÿ èëè íèæíÿÿ ãðàíü (ñì. [BSu1, ãë. 3, ïðåäëîæåíèÿ 1.6 è 1.7]).


Ïðåäëîæåíèå 1.2. Ðàâåíñòâî g0 = g ðàâíîñèëüíî ñîîòíîøåíèÿì


b(D)∗gk(x) = 0, k = 1, . . . ,m, (1.12)


ãäå gk(x), k = 1, . . . ,m, � ñòîëáöû ìàòðèöû g(x).


Ïðåäëîæåíèå 1.3. Ðàâåíñòâî g0 = g ðàâíîñèëüíî ïðåäñòàâëåíèÿì


lk(x) = l0k + b(D)wk, l0k ∈ Cm, wk ∈ H̃1(Ω;Cm), k = 1, . . . ,m, (1.13)


ãäå lk(x), k = 1, . . . ,m, � ñòîëáöû ìàòðèöû g(x)−1.


Îòìåòèì îöåíêè íîðì ìàòðèö g0 è (g0)−1, âûòåêàþùèå èç (1.11):


|g0| 6 ‖g‖L∞ , |(g0)−1| 6 ‖g−1‖L∞ . (1.14)


1.3. Ýôôåêòèâíûé îïåðàòîð. Ýôôåêòèâíûì îïåðàòîðîì A0
D äëÿ


îïåðàòîðà AD,ε íàçîâåì ñàìîñîïðÿæåííûé îïåðàòîð â L2(O;Cn), ïîðîæ-
äåííûé êâàäðàòè÷íîé ôîðìîé


a0
D[u,u] =


∫
O


〈
g0b(D)u, b(D)u


〉
dx, u ∈ H1


0 (O;Cn).


Èç (1.14) ñëåäóåò, ÷òî äëÿ ôîðìû a0
D âûïîëíåíû îöåíêè, àíàëîãè÷íûå


(1.6), (1.7):


c0


∫
O
|Du|2 dx 6 a0


D[u,u] 6 c1


∫
O
|Du|2 dx, u ∈ H1


0 (O;Cn), (1.15)


a0
D[u,u] > c∗‖u‖2L2(O), u ∈ H1


0 (O;Cn). (1.16)


Â ñèëó óñëîâèÿ ∂O ∈ C1,1 îïåðàòîð A0
D çàäàåòñÿ äèôôåðåíöèàëüíûì


âûðàæåíèåì b(D)∗g0b(D) íà îáëàñòè îïðåäåëåíèÿH1
0 (O;Cn)∩H2(O;Cn).


Äëÿ îáðàòíîãî îïåðàòîðà ñïðàâåäëèâà îöåíêà


‖
(
A0
D


)−1 ‖L2(O)→H2(O) 6 ĉ. (1.17)


Çäåñü ïîñòîÿííàÿ ĉ çàâèñèò òîëüêî îò α0, α1, ‖g‖L∞ , ‖g−1‖L∞ è îò îáëà-
ñòè O. Äëÿ îïðàâäàíèÿ ýòîãî ôàêòà äîñòàòî÷íî çàìåòèòü, ÷òî îïåðàòîð
b(D)∗g0b(D) ÿâëÿåòñÿ ñèëüíî ýëëèïòè÷åñêèì ìàòðè÷íûì îïåðàòîðîì (ñ
ïîñòîÿííûìè êîýôôèöèåíòàìè), è ñîñëàòüñÿ íà òåîðåìû î ðåãóëÿðíîñòè
ðåøåíèé ñèëüíî ýëëèïòè÷åñêèõ óðàâíåíèé (ñì., íàïðèìåð, [McL, ãë. 4]).


Çàìå÷àíèå 1.4. Âìåñòî óñëîâèÿ ∂O ∈ C1,1 ìîæíî áûëî áû íàëîæèòü
íåÿâíîå òðåáîâàíèå íà îáëàñòü: îãðàíè÷åííàÿ îáëàñòü O ñ ëèïøèöåâîé
ãðàíèöåé òàêîâà, ÷òî âûïîëíåíà îöåíêà (1.17). Äëÿ òàêîé îáëàñòè îñòà-
þòñÿ ñïðàâåäëèâûìè ðåçóëüòàòû ãëàâû 1 (çà èñêëþ÷åíèåì ðåçóëüòàòîâ
ï. 3.6, òåîðåìû 4.3 è ïðåäëîæåíèé 4.13, 4.20, â êîòîðûõ òðåáóåòñÿ äî-
ïîëíèòåëüíàÿ ãëàäêîñòü ãðàíèöû). Â ñëó÷àå ñêàëÿðíûõ ýëëèïòè÷åñêèõ
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îïåðàòîðîâ øèðîêèå äîñòàòî÷íûå óñëîâèÿ íà ∂O, îáåñïå÷èâàþùèå ñïðà-
âåäëèâîñòü îöåíêè (1.17), ìîæíî íàéòè â [KoE] è [MaSh, ãë. 7] (â ÷àñò-
íîñòè, äîñòàòî÷íî, ÷òîáû ∂O ∈ Cα, α > 3/2).


1.4. Ñâîéñòâà ìàòðèöû-ôóíêöèè Λ(x). Ìàòðèöà-ôóíêöèÿ Λ(x) ïðè-


íàäëåæèò H̃1(Ω). Îòìåòèì ñëåäóþùóþ îöåíêó, ïðîâåðåííóþ â [BSu2,
(6.28) è ï. 7.3]:


‖Λ‖H1(Ω) 6M :=
(
|Ω|(1 + (2r0)−2)mα−1


0 ‖g‖L∞‖g
−1‖L∞


)1/2
, (1.18)


ãäå r0 îïðåäåëåíî â (1.1).
Íàì ïîíàäîáèòñÿ ñëåäóþùåå óòâåðæäåíèå, óñòàíîâëåííîå â [PSu2,


ëåììà 2.3].


Ëåììà 1.5. Ïóñòü ìàòðèöà-ôóíêöèÿ Λ(x) ÿâëÿåòñÿ Γ-ïåðèîäè÷åñêèì
ðåøåíèåì çàäà÷è (1.8). Òîãäà äëÿ ëþáîé ôóíêöèè v ∈ C∞0 (Rd;Cm) âû-
ïîëíåíî íåðàâåíñòâî∫


Rd
|(DΛ)ε(x)v(x)|2 dx 6 β1


∫
Rd
|v(x)|2 dx


+ β2ε
2


∫
Rd
|Λε(x)|2|Dv(x)|2 dx.


Ïîñòîÿííûå β1 è β2 çàâèñÿò òîëüêî îò m, d, α0, α1, ‖g‖L∞ , ‖g−1‖L∞ .


Èç ëåììû 1.5 íåïîñðåäñòâåííî âûòåêàåò


Ñëåäñòâèå 1.6. Ïóñòü â óñëîâèÿõ ëåììû 1.5 äîïîëíèòåëüíî èçâåñò-


íî, ÷òî Λ ∈ L∞. Òîãäà äëÿ ëþáîé ôóíêöèè v ∈ H1(Rd;Cm) âûïîëíåíî
âêëþ÷åíèå Λεv ∈ H1(Rd;Cn) è íåðàâåíñòâî


‖Λεv‖2H1(Rd) 6 2β1ε
−2‖v‖2L2(Rd) + 2(1 + β2)‖Λ‖2L∞‖v‖


2
H1(Rd).


1.5. Ñãëàæèâàíèå ïî Ñòåêëîâó. Â L2(Rd;Cm) ðàññìîòðèì îïåðàòîð
Sε, äåéñòâóþùèé ïî ïðàâèëó


(Sεu)(x) = |Ω|−1


∫
Ω
u(x− εz) dz (1.19)


è íàçûâàåìûé ñãëàæèâàþùèì îïåðàòîðîì ïî Ñòåêëîâó. Îòìåòèì, ÷òî
‖Sε‖L2(Rd)→L2(Rd) 6 1. Ïóñòü s > 0. Î÷åâèäíî, DαSεu = SεD


αu ïðè


u ∈ Hs(Rd;Cm) äëÿ ëþáîãî ìóëüòèèíäåêñà α òàêîãî, ÷òî |α| 6 s.
Îïåðàòîð Sε íåïðåðûâíî îòîáðàæàåò H


s(Rd;Cm) â Hs(Rd;Cm), ïðè÷åì
‖Sε‖Hs(Rd)→Hs(Rd) 6 1.


Íàì ïîíàäîáÿòñÿ ñëåäóþùèå ñâîéñòâà îïåðàòîðà (1.19) (ñì. [ZhPas1,
ëåììû 1.1 è 1.2] èëè [PSu2, ïðåäëîæåíèÿ 3.1 è 3.2]).


Ëåììà 1.7. Ïóñòü f(x) � Γ-ïåðèîäè÷åñêàÿ ôóíêöèÿ â Rd òàêàÿ, ÷òî
f ∈ L2(Ω). ×åðåç [f ε] îáîçíà÷èì îïåðàòîð óìíîæåíèÿ íà ôóíêöèþ


f ε(x). Òîãäà îïåðàòîð [f ε]Sε íåïðåðûâåí â L2(Rd;Cm), ïðè÷åì


‖[f ε]Sε‖L2(Rd)→L2(Rd) 6 |Ω|−1/2‖f‖L2(Ω).
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Ëåììà 1.8. Ïóñòü r1 îïðåäåëåíî â (1.1). Äëÿ ëþáîãî v ∈ H1(Rd;Cm)
ñïðàâåäëèâà îöåíêà


‖(Sε − I)v‖L2(Rd) 6 εr1‖Dv‖L2(Rd).


�2. Ïðåäâàðèòåëüíûå ñâåäåíèÿ.


Àïïðîêñèìàöèÿ ðåçîëüâåíòû îïåðàòîðà AD,ε
Âûáåðåì ÷èñëà ε0, ε1 ∈ (0, 1] ñîãëàñíî ñëåäóþùåìó óñëîâèþ.


Óñëîâèå 2.1. Ïóñòü ÷èñëî ε0 ∈ (0, 1] òàêîâî, ÷òî ïîëîñêó


(∂O)ε0 := {x ∈ Rd : dist {x; ∂O} < ε0}
ìîæíî ïîêðûòü êîíå÷íûì ÷èñëîì îêðåñòíîñòåé, äîïóñêàþùèõ äèô-


ôåîìîðôèçìû êëàññà C0,1, ðàñïðÿìëÿþùèå ãðàíèöó ∂O. Ïîëîæèì ε1 =
ε0(1 + r1)−1, ãäå 2r1 = diamΩ.


Î÷åâèäíî, âåëè÷èíà ε1 çàâèñèò òîëüêî îò îáëàñòè O è îò ðåøåòêè Γ.
Îòìåòèì, ÷òî óñëîâèå 2.1 áûëî áû îáåñïå÷åíî òîëüêî ëèïøèöåâîñòüþ


∂O; áîëåå ñèëüíîå îãðàíè÷åíèå ∂O ∈ C1,1 ìû íàëîæèëè, ÷òîáû ãàðàí-
òèðîâàòü îöåíêó (1.17).


2.1. Àïïðîêñèìàöèÿ ðåçîëüâåíòû îïåðàòîðà AD,ε ïî îïåðàòîð-
íîé íîðìå â L2(O;Cn). Íàì ïîíàäîáÿòñÿ ðåçóëüòàòû î ïîâåäåíèè ðå-
çîëüâåíòû (AD,ε − ζI)−1, ïîëó÷åííûå â [Su7,8]. Â [Su8, òåîðåìà 4.1] áûë
íàéäåí ñòàðøèé ÷ëåí àïïðîêñèìàöèè ðåçîëüâåíòû ïðè ζ ∈ C\R+ òàêîì,
÷òî |ζ| > 1. Êðîìå òîãî â [Su8, òåîðåìà 8.1] óñòàíîâëåíà (L2 → L2)-
îöåíêà ðàçíîñòè ðåçîëüâåíò (AD,ε − ζI)−1 è (A0


D − ζI)−1, ñïðàâåäëèâàÿ
ïðè ζ ∈ C\ [c◦,∞), ãäå c◦ � îáùàÿ íèæíÿÿ ãðàíü îïåðàòîðîâ AD,ε è A0


D.
Ìû âîçüìåì â êà÷åñòâå c◦ ÷èñëî c∗ = c0(diamO)−2, îïèðàÿñü íà îöåíêè
(1.7) è (1.16). Íèæå ñèñòåìàòè÷åñêè èñïîëüçóåòñÿ ñëåäóþùåå îáîçíà÷å-
íèå, ãäå ϕ ∈ (0, 2π):


c(ϕ) =


{
| sinϕ|−1, ϕ ∈ (0, π/2) ∪ (3π/2, 2π),


1, ϕ ∈ [π/2, 3π/2].
(2.1)


Äëÿ óäîáñòâà äàëüíåéøèõ ññûëîê íàçîâåì èñõîäíûìè äàííûìè ñëå-
äóþùèé íàáîð ïàðàìåòðîâ:


m, d, α0, α1, ‖g‖L∞ , ‖g−1‖L∞ ; ïàðàìåòðû ðåøåòêè Γ; îáëàñòü O.
(2.2)


Òåîðåìà 2.2 ([Su8]). Ïðåäïîëîæèì, ÷òî O ⊂ Rd � îãðàíè÷åííàÿ îá-


ëàñòü ñ ãðàíèöåé êëàññà C1,1, à ìàòðèöà-ôóíêöèÿ g(x) è ÄÎ b(D) óäî-
âëåòâîðÿþò ïðåäïîëîæåíèÿì ï. 1.1. Ïóñòü îïåðàòîðû AD,ε è A0


D îïðå-


äåëåíû â ï. 1.1, 1.3. ×èñëî ε1 âûáåðåì èç óñëîâèÿ 2.1.
1◦. Ïóñòü ζ ∈ C \ R+, ζ = |ζ|eiφ, φ ∈ (0, 2π), ïðè÷åì |ζ| > 1. Òîãäà ïðè
0 < ε 6 ε1 ñïðàâåäëèâà îöåíêà


‖(AD,ε − ζI)−1 − (A0
D − ζI)−1‖L2(O)→L2(O) 6 C1c(φ)5(|ζ|−1/2ε+ ε2).







13


2◦. Ïóñòü òåïåðü ζ ∈ C \ [c∗,∞), ãäå c∗ = α0‖g−1‖−1
L∞


(diamO)−2. Ïîëî-


æèì ζ − c∗ = |ζ − c∗|eiψ, ψ ∈ (0, 2π). Ââåäåì îáîçíà÷åíèå


ρ∗(ζ) =


{
c(ψ)2|ζ − c∗|−2, |ζ − c∗| < 1,


c(ψ)2, |ζ − c∗| > 1.


Òîãäà ïðè 0 < ε 6 ε1 âûïîëíåíà îöåíêà


‖(AD,ε − ζI)−1 − (A0
D − ζI)−1‖L2(O)→L2(O) 6 C2ρ∗(ζ)ε. (2.3)


Ïîñòîÿííûå C1, C2 çàâèñÿò ëèøü îò èñõîäíûõ äàííûõ (2.2).


2.2. Àïïðîêñèìàöèÿ ðåçîëüâåíòû îïåðàòîðà AD,ε ïî îïåðàòîð-
íîé íîðìå èç L2(O;Cn) â H1(O;Cn). Àïïðîêñèìàöèÿ ðåçîëüâåíòû
(AD,ε − ζI)−1 ïî (L2 → H1)-íîðìå áûëà ïîëó÷åíà â òåîðåìàõ 4.2 è 8.1
èç [Su8]. ×òîáû ñôîðìóëèðîâàòü ðåçóëüòàò, ââåäåì êîððåêòîð KD(ε; ζ).
Äëÿ ýòîãî ôèêñèðóåì ëèíåéíûé íåïðåðûâíûé îïåðàòîð ïðîäîëæåíèÿ


PO : Hs(O;Cn)→ Hs(Rd;Cn), s > 0. (2.4)


Òàêîé ½óíèâåðñàëüíûé� îïåðàòîð ïðîäîëæåíèÿ ñóùåñòâóåò äëÿ ëþáîé
îãðàíè÷åííîé îáëàñòè ñ ëèïøèöåâîé ãðàíèöåé (ñì. [St] èëè [R]). Ïðè
ýòîì


‖PO‖Hs(O)→Hs(Rd) 6 C
(s)
O , (2.5)


ãäå ïîñòîÿííàÿ C
(s)
O çàâèñèò ëèøü îò s è îò îáëàñòè O. ×åðåç RO îáî-


çíà÷èì îïåðàòîð ñóæåíèÿ ôóíêöèé â Rd íà îáëàñòü O. Ïîëîæèì


KD(ε; ζ) = RO[Λε]Sεb(D)PO(A0
D − ζI)−1. (2.6)


Êîððåêòîð KD(ε; ζ) íåïðåðûâåí èç L2(O;Cn) â H1(O;Cn). Äåéñòâèòåëü-
íî, îïåðàòîð b(D)PO(A0


D − ζI)−1 íåïðåðûâíî ïåðåâîäèò L2(O;Cn) â


H1(Rd;Cm). Ñ ïîìîùüþ ëåììû 1.7 è âêëþ÷åíèÿ Λ ∈ H̃1(Ω) ëåãêî óáå-
äèòüñÿ, ÷òî îïåðàòîð [Λε]Sε íåïðåðûâåí èç H


1(Rd;Cm) â H1(Rd;Cn).


Òåîðåìà 2.3 ([Su8]). Ïóñòü âûïîëíåíû ïðåäïîëîæåíèÿ òåîðåìû 2.2.
Ïóñòü KD(ε; ζ) � îïåðàòîð (2.6). Ïóñòü g̃ � ìàòðèöà-ôóíêöèÿ (1.9).
1◦. Ïóñòü ζ ∈ C \ R+, ζ = |ζ|eiφ, φ ∈ (0, 2π), ïðè÷åì |ζ| > 1. Òîãäà ïðè
0 < ε 6 ε1 ñïðàâåäëèâû îöåíêè


‖(AD,ε − ζI)−1 − (A0
D − ζI)−1 − εKD(ε; ζ)‖L2(O)→H1(O)


6 C3c(φ)2|ζ|−1/4ε1/2 + C4c(φ)4ε,


‖gεb(D)(AD,ε − ζI)−1 − g̃εSεb(D)PO(A0
D − ζI)−1‖L2(O)→L2(O)


6 C̃3c(φ)2|ζ|−1/4ε1/2 + C̃4c(φ)4ε.
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2◦. Ïóñòü òåïåðü ζ ∈ C \ [c∗,∞). Òîãäà ïðè 0 < ε 6 ε1 èìååì


‖(AD,ε − ζI)−1 − (A0
D − ζI)−1 − εKD(ε; ζ)‖L2(O)→H1(O) 6 C5ρ∗(ζ)ε1/2,


(2.7)


‖gεb(D)(AD,ε − ζI)−1 − g̃εSεb(D)PO(A0
D − ζI)−1‖L2(O)→L2(O)


6 C̃5ρ∗(ζ)ε1/2.
(2.8)


Ïîñòîÿííûå C3, C4, C̃3, C̃4, C5 è C̃5 çàâèñÿò ëèøü îò èñõîäíûõ äàííûõ


(2.2).


Çàìå÷àíèå 2.4. Âìåñòî c∗ = α0‖g−1‖−1
L∞


(diamO)−2 â òåîðåìàõ 2.2 è


2.3 ìîæíî áðàòü ëþáóþ îáùóþ íèæíþþ ãðàíü c◦ îïåðàòîðîâ AD,ε è A0
D.


Ïóñòü κ > 0 � ïðîèçâîëüíîå äîñòàòî÷íî ìàëîå ÷èñëî. Â ñèëó ðåçîëüâåíò-
íîé ñõîäèìîñòè ïðè äîñòàòî÷íî ìàëûõ ε ìîæíî ïðèíÿòü c◦ = λ0


1−κ, ãäå
λ0


1 � ïåðâîå ñîáñòâåííîå çíà÷åíèå îïåðàòîðà A0
D. Ïðè òàêîì âûáîðå c◦


ïîñòîÿííûå â îöåíêàõ (2.3), (2.7), (2.8) ñòàíóò çàâèñåòü îò κ.


2.3. Ñëó÷àé Λ ∈ L∞. Îêàçûâàåòñÿ, ÷òî ñãëàæèâàòåëü Sε â âûðàæå-
íèè äëÿ êîððåêòîðà ìîæåò áûòü óñòðàíåí, åñëè íàëîæèòü íà ìàòðèöó-
ôóíêöèþ Λ(x) äîïîëíèòåëüíîå óñëîâèå.


Óñëîâèå 2.5. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî Γ-ïåðèîäè÷åñêîå ðåøåíèå Λ(x) çàäà÷è
(1.8) îãðàíè÷åíî: Λ ∈ L∞.


Ââåäåì îïåðàòîð


K0
D(ε; ζ) = [Λε]b(D)(A0


D − ζI)−1. (2.9)


Â ñèëó (1.17) îïåðàòîð b(D)(A0
D − ζI)−1 íåïðåðûâåí èç L2(O;Cn) â


H1(O;Cm). Ïðèìåíÿÿ îïåðàòîð ïðîäîëæåíèÿ PO è ñëåäñòâèå 1.6, óáåæ-
äàåìñÿ, ÷òî ïðè óñëîâèè 2.5 îïåðàòîð [Λε] óìíîæåíèÿ íà ìàòðèöó-
ôóíêöèþ Λε(x) íåïðåðûâåí èç H1(O;Cm) â H1(O;Cn). Ñëåäîâàòåëüíî,
îïåðàòîð (2.9) íåïðåðûâíî ïåðåâîäèò L2(O;Cn) â H1(O;Cn). Â [Su8, òåî-
ðåìû 6.1 è 8.3] ïîëó÷åí ñëåäóþùèé ðåçóëüòàò.


Òåîðåìà 2.6 ([Su8]). Ïóñòü âûïîëíåíû óñëîâèÿ òåîðåìû 2.2. Ïóñòü
ìàòðèöà-ôóíêöèÿ Λ(x) óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ 2.5. Ïóñòü K0


D(ε; ζ) �
îïåðàòîð (2.9). Ïóñòü g̃ �ìàòðèöà-ôóíêöèÿ (1.9).
1◦. Ïóñòü ζ ∈ C \ R+, ζ = |ζ|eiφ, φ ∈ (0, 2π), ïðè÷åì |ζ| > 1. Òîãäà ïðè
0 < ε 6 ε1 ñïðàâåäëèâû îöåíêè


‖(AD,ε − ζI)−1 − (A0
D − ζI)−1 − εK0


D(ε; ζ)‖L2(O)→H1(O)


6 C3c(φ)2|ζ|−1/4ε1/2 + C6c(φ)4ε,


‖gεb(D)(AD,ε − ζI)−1 − g̃εb(D)(A0
D − ζI)−1‖L2(O)→L2(O)


6 C̃3c(φ)2|ζ|−1/4ε1/2 + C̃6c(φ)4ε.
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2◦. Ïóñòü òåïåðü ζ ∈ C \ [c∗,∞). Òîãäà ïðè 0 < ε 6 ε1 âûïîëíåíî


‖(AD,ε − ζI)−1 − (A0
D − ζI)−1 − εK0


D(ε; ζ)‖L2(O)→H1(O) 6 C7ρ∗(ζ)ε1/2,


‖gεb(D)(AD,ε − ζI)−1 − g̃εb(D)(A0
D − ζI)−1‖L2(O)→L2(O) 6 C̃7ρ∗(ζ)ε1/2.


Ïîñòîÿííûå C3 è C̃3 � òå æå, ÷òî è â òåîðåìå 2.3. Ïîñòîÿííûå C6,


C̃6, C7 è C̃7 çàâèñÿò ëèøü îò èñõîäíûõ äàííûõ (2.2) è îò ‖Λ‖L∞ .


Â íåêîòîðûõ ñëó÷àÿõ óñëîâèå 2.5 âûïîëíåíî àâòîìàòè÷åñêè. Ñëåäó-
þùåå óòâåðæäåíèå ïðîâåðåíî â [BSu3, ëåììà 8.7]; ñì. òàêæå çàìå÷àíèå
8.8 â [BSu3].


Ïðåäëîæåíèå 2.7. Óñëîâèå 2.5 çàâåäîìî âûïîëíåíî, åñëè èìååò ìåñòî


õîòÿ áû îäíî èç ñëåäóþùèõ ïðåäïîëîæåíèé:


1◦ ðàçìåðíîñòü íå ïðåâîñõîäèò äâóõ, ò. å. d 6 2;
2◦ ðàçìåðíîñòü d ïðîèçâîëüíà, à îïåðàòîð èìååò âèä AD,ε = D∗gε(x)D,


ãäå g(x) � âåùåñòâåííàÿ ìàòðèöà;
3◦ ðàçìåðíîñòü d ïðîèçâîëüíà è äëÿ ýôôåêòèâíîé ìàòðèöû g0 ñïðàâåä-


ëèâî ðàâåíñòâî g0 = g, ò. å. âûïîëíåíî (1.13).


Çàìå÷àíèå 2.8. Â óñëîâèÿõ ïóíêòà 2◦ íîðìà ‖Λ‖L∞ êîíòðîëèðóåòñÿ
÷åðåç d, ‖g‖L∞ , ‖g−1‖L∞ è Γ. Â óñëîâèÿõ ïóíêòà 3◦ íîðìà ‖Λ‖L∞ êîí-
òðîëèðóåòñÿ ÷åðåç d, m, n, α0, α1, ‖g‖L∞ , ‖g−1‖L∞ è ïàðàìåòðû ðåøåòêè
Γ.


2.4. Îöåíêè â ñòðîãî âíóòðåííåé ïîäîáëàñòè. Â ñòðîãî âíóòðåí-
íåé ïîäîáëàñòè O′ îáëàñòè O ìîæíî óëó÷øèòü H1-îöåíêè ïîãðåøíîñòè.
Â òåîðåìàõ 7.1 è 8.6 èç [Su8] óñòàíîâëåí ñëåäóþùèé ðåçóëüòàò.


Òåîðåìà 2.9 ([Su8]). Ïóñòü âûïîëíåíû óñëîâèÿ òåîðåìû 2.3. Ïóñòü
O′ � ñòðîãî âíóòðåííÿÿ ïîäîáëàñòü îáëàñòè O. Îáîçíà÷èì δ :=
dist {O′; ∂O}.
1◦. Ïóñòü ζ ∈ C \ R+, ïðè÷åì |ζ| > 1. Òîãäà ïðè 0 < ε 6 ε1 èìååì


‖(AD,ε − ζI)−1 − (A0
D − ζI)−1 − εKD(ε; ζ)‖L2(O)→H1(O′)


6 (C8δ
−1 + C9)c(φ)6ε,


‖gεb(D)(AD,ε − ζI)−1 − g̃εSεb(D)PO(A0
D − ζI)−1‖L2(O)→L2(O′)


6 (C̃8δ
−1 + C̃9)c(φ)6ε.


2◦. Ïóñòü ζ ∈ C \ [c∗,∞). Îáîçíà÷èì ρ̂(ζ) := c(ψ)ρ∗(ζ) + c(ψ)5/2ρ∗(ζ)3/4.


Ïðè 0 < ε 6 ε1 âûïîëíåíû îöåíêè


‖(AD,ε − ζI)−1 − (A0
D − ζI)−1 − εKD(ε; ζ)‖L2(O)→H1(O′)


6
(
C10δ


−1ρ̂(ζ) + C11c(ψ)1/2ρ∗(ζ)5/4
)
ε,


‖gεb(D)(AD,ε − ζI)−1 − g̃εSεb(D)PO(A0
D − ζI)−1‖L2(O)→L2(O′)


6
(
C̃10δ


−1ρ̂(ζ) + C̃11c(ψ)1/2ρ∗(ζ)5/4
)
ε.
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Ïîñòîÿííûå C8, C9, C̃8, C̃9, C10, C11, C̃10 è C̃11 çàâèñÿò ëèøü îò èñ-


õîäíûõ äàííûõ (2.2).


Â ñëó÷àå Λ ∈ L∞ àíàëîãè÷íûé ðåçóëüòàò âåðåí ïðè èñïîëüçîâàíèè
áîëåå ïðîñòîãî êîððåêòîðà K0


D(ε; ζ). Ýòî ïîêàçàíî â òåîðåìàõ 7.2 è 8.7
èç [Su8].


Òåîðåìà 2.10 ([Su8]). Ïóñòü âûïîëíåíû óñëîâèÿ òåîðåìû 2.9. Ïóñòü
ìàòðèöà-ôóíêöèÿ Λ(x) óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ 2.5. Ïóñòü K0


D(ε; ζ) �
îïåðàòîð (2.9).
1◦. Ïóñòü ζ ∈ C \ R+, ïðè÷åì |ζ| > 1. Òîãäà ïðè 0 < ε 6 ε1 âûïîëíåíî


‖(AD,ε − ζI)−1 − (A0
D − ζI)−1 − εK0


D(ε; ζ)‖L2(O)→H1(O′)


6 (C8δ
−1 + Č9)c(φ)6ε,


‖gεb(D)(AD,ε − ζI)−1 − g̃εb(D)(A0
D − ζI)−1‖L2(O)→L2(O′)


6 (C̃8δ
−1 + Ĉ9)c(φ)6ε.


2◦. Ïðè ζ ∈ C \ [c∗,∞) è 0 < ε 6 ε1 ñïðàâåäëèâû îöåíêè


‖(AD,ε − ζI)−1 − (A0
D − ζI)−1 − εK0


D(ε; ζ)‖L2(O)→H1(O′)


6
(
C10δ


−1ρ̂(ζ) + Č11c(ψ)1/2ρ∗(ζ)5/4
)
ε,


‖gεb(D)(AD,ε − ζI)−1 − g̃εb(D)(A0
D − ζI)−1‖L2(O)→L2(O′)


6
(
C̃10δ


−1ρ̂(ζ) + Ĉ11c(ψ)1/2ρ∗(ζ)5/4
)
ε.


Ïîñòîÿííûå C8, C̃8, C10 è C̃10 � òå æå, ÷òî â òåîðåìå 2.9. Ïîñòîÿííûå


Č9, Ĉ9, Č11 è Ĉ11 çàâèñÿò ëèøü îò èñõîäíûõ äàííûõ (2.2) è îò ‖Λ‖L∞ .


�3. Àïïðîêñèìàöèÿ ýêñïîíåíòû e−AD,εt


3.1. Ñâîéñòâà îïåðàòîðíîé ýêñïîíåíòû. Íà÷íåì ñî ñëåäóþùåãî
ïðîñòîãî óòâåðæäåíèÿ îá îöåíêàõ îïåðàòîðíûõ ýêñïîíåíò e−AD,εt è


e−A
0
Dt â ðàçëè÷íûõ îïåðàòîðíûõ íîðìàõ.


Ëåììà 3.1. Ïóñòü âûïîëíåíû óñëîâèÿ òåîðåìû 2.2. Òîãäà ïðè t > 0,
ε > 0 ñïðàâåäëèâû îöåíêè


‖e−AD,εt‖L2(O)→L2(O) 6 e
−c∗t, (3.1)


‖e−AD,εt‖L2(O)→H1(O) 6 (c−1
0 + c−1


∗ )1/2t−1/2e−c∗t/2, (3.2)


‖e−A0
Dt‖L2(O)→L2(O) 6 e


−c∗t, (3.3)


‖e−A0
Dt‖L2(O)→H1(O) 6 (c−1


0 + c−1
∗ )1/2t−1/2e−c∗t/2, (3.4)


‖e−A0
Dt‖L2(O)→H2(O) 6 ĉ t


−1e−c∗t/2. (3.5)


Äîêàçàòåëüñòâî. Îöåíêè (3.1) è (3.3) ïðÿìî ñëåäóþò èç (1.7), (1.16).
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Êîìáèíèðóÿ (1.6) è (1.7), çàêëþ÷àåì, ÷òî


‖u‖2H1(O) 6 (c−1
0 + c−1


∗ )‖A1/2
D,εu‖


2
L2(O), u ∈ H1


0 (O;Cn).


Ñëåäîâàòåëüíî,


‖e−AD,εt‖L2(O)→H1(O) 6 (c−1
0 + c−1


∗ )1/2‖A1/2
D,εe


−AD,εt‖L2(O)→L2(O). (3.6)


Äàëåå, ñ ó÷åòîì (1.7) âûïîëíåíî


‖A1/2
D,εe


−AD,εt‖L2(O)→L2(O) 6 sup
µ>c∗


µ1/2e−µt


6 e−c∗t/2 sup
µ>0


µ1/2e−µt/2 6 t−1/2e−c∗t/2.
(3.7)


Èç (3.6) è (3.7) ïîëó÷àåì îöåíêó (3.2). Òî÷íî òàê æå èç íåðàâåíñòâà


‖(A0
D)1/2e−A


0
Dt‖L2(O)→L2(O) 6 t


−1/2e−c∗t/2 (3.8)


è (1.15), (1.16) âûâîäèòñÿ îöåíêà (3.4).
Â ñèëó (1.17) èìååì


‖e−A0
Dt‖L2(O)→H2(O) 6 ĉ‖A0


De
−A0


Dt‖L2(O)→L2(O) 6 ĉ sup
µ>c∗


µe−µt


6 ĉe−c∗t/2 sup
µ>0


µe−µt/2 6 ĉ t−1e−c∗t/2.
(3.9)


Îòñþäà âûòåêàåò (3.5). �


3.2. Àïïðîêñèìàöèÿ îïåðàòîðíîé ýêñïîíåíòû ïî îïåðàòîðíîé
íîðìå â L2(O;Cn). Íàøà öåëü â ýòîì ïóíêòå � äîêàçàòü ñëåäóþùóþ
òåîðåìó.


Òåîðåìà 3.2. Ïóñòü âûïîëíåíû óñëîâèÿ òåîðåìû 2.2. Òîãäà ïðè


0 < ε 6 ε1 ñïðàâåäëèâà îöåíêà


‖e−AD,εt − e−A0
Dt‖L2(O)→L2(O) 6 C12ε(t+ ε2)−1/2e−c∗t/2, t > 0. (3.10)


Ïîñòîÿííàÿ C12 çàâèñèò ëèøü îò èñõîäíûõ äàííûõ (2.2).


Äîêàçàòåëüñòâî. Äîêàçàòåëüñòâî îïèðàåòñÿ íà ðåçóëüòàò òåîðåìû 2.2
è ïðåäñòàâëåíèå ýêñïîíåíò îò îïåðàòîðîâ AD,ε, A0


D ÷åðåç èíòåãðàëû ïî
êîíòóðó îò ñîîòâåòñòâóþùèõ ðåçîëüâåíò.
Ñïðàâåäëèâî òîæäåñòâî (ñì., íàïðèìåð, [Ka, ãë. IX, �1.6])


e−AD,εt = − 1


2πi


∫
γ
e−ζt(AD,ε − ζI)−1 dζ, t > 0. (3.11)


Çäåñü γ � êîíòóð â êîìïëåêñíîé ïëîñêîñòè, îáõîäÿùèé ñïåêòð îïåðà-
òîðà AD,ε â ïîëîæèòåëüíîì íàïðàâëåíèè. Â ñèëó (1.7) è (1.16) ñïåêòðû
îïåðàòîðîâ AD,ε è A0


D ëåæàò íà ëó÷å [c∗,∞), ïîýòîìó âûáåðåì


γ = {ζ ∈ C : Im ζ > 0, Re ζ = Im ζ + c∗/2}
∪ {ζ ∈ C : Im ζ 6 0, Re ζ = −Im ζ + c∗/2}.
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Äëÿ ýêñïîíåíòû îò ýôôåêòèâíîãî îïåðàòîðà A0
D èìååò ìåñòî àíàëîã


ïðåäñòàâëåíèÿ (3.11) ñ òåì æå êîíòóðîì γ. Ñëåäîâàòåëüíî,


e−AD,εt−e−A0
Dt = − 1


2πi


∫
γ
e−ζt


(
(AD,ε − ζI)−1 − (A0


D − ζI)−1
)
dζ. (3.12)


Íà îñíîâàíèè òåîðåìû 2.2 îöåíèì ðàçíîñòü ðåçîëüâåíò ïðè ζ ∈ γ ðàâ-
íîìåðíî ïî arg ζ. Íàïîìíèì îáîçíà÷åíèå ψ = arg (ζ − c∗). Çàìåòèì,
÷òî ïðè ζ ∈ γ è ψ = π/2 ëèáî ψ = 3π/2 âûïîëíåíî |ζ| =


√
5c∗/2.


Ìû âîñïîëüçóåìñÿ ïóíêòîì 2◦ òåîðåìû 2.2 ïðè òåõ ζ ∈ γ, äëÿ êî-
òîðûõ |ζ| 6 č := max{1;


√
5c∗/2}. Íà êîíòóðå γ î÷åâèäíî âûïîëíåíî


ψ ∈ (π/4, 7π/4) è ρ∗(ζ) 6 2 max{1; 8c−2
∗ }. Ïîýòîìó ïðè 0 < ε 6 ε1 èç (2.3)


ïîëó÷àåì


‖(AD,ε − ζI)−1 − (A0
D − ζI)−1‖L2→L2 6 2C2 max{1; 8c−2


∗ }ε


6 C ′12


(
|ζ|−1/2ε+ ε2


)
, ζ ∈ γ, |ζ| 6 č,


(3.13)


ãäå C ′12 = 2C2 max{1; 8c−2
∗ }č1/2. (Ïîñëåäíèé øàã � ïðîñòî çàãðóáëåíèå


îöåíêè.)


Ïðè ïðî÷èõ ζ ∈ γ èìååì | sinφ| > 5−1/2, è ïî ïóíêòó 1◦ òåîðåìû 2.2


‖(AD,ε − ζI)−1 − (A0
D − ζI)−1‖L2→L2 6 C


′′
12(|ζ|−1/2ε+ ε2),


ζ ∈ γ, |ζ| > č, 0 < ε 6 ε1,
(3.14)


ãäå C ′′12 = 55/2C1. Â èòîãå, îáúåäèíÿÿ (3.13) è (3.14), ïðè 0 < ε 6 ε1


èìååì


‖(AD,ε− ζI)−1− (A0
D − ζI)−1‖L2→L2 6 Ĉ12(|ζ|−1/2ε+ ε2), ζ ∈ γ, (3.15)


ãäå Ĉ12 = max{C ′12;C ′′12}.
Èç (3.12) è (3.15) âûòåêàåò îöåíêà


‖e−AD,εt − e−A0
Dt‖L2(O)→L2(O) 6 2π−1Ĉ12


(
εt−1/2Γ(1/2) + ε2t−1


)
e−c∗t/2.


Çàìåòèì, ÷òî ïðè t > ε2 âûïîëíåíî ε2t−1 6 εt−1/2. Òàêèì îáðàçîì, ñ
ó÷åòîì ðàâåíñòâà Γ(1/2) = π1/2 íàõîäèì


‖e−AD,εt − e−A0
Dt‖L2(O)→L2(O) 6 4π−1/2Ĉ12εt


−1/2e−c∗t/2


6 Č12ε(t+ ε2)−1/2e−c∗t/2, t > ε2,
(3.16)


ãäå Č12 = 4
√


2π−1/2Ĉ12. Ïðè t 6 ε2 âîñïîëüçóåìñÿ (3.1) è (3.3):


‖e−AD,εt − e−A0
Dt‖L2(O)→L2(O) 6 2e−c∗t 6 2


√
2ε(t+ ε2)−1/2e−c∗t/2, t 6 ε2.


(3.17)
Èç (3.16) è (3.17) âûòåêàåò èñêîìîå íåðàâåíñòâî (3.10) ñ ïîñòîÿííîé
C12 = max{Č12; 2


√
2}. �
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3.3. Àïïðîêñèìàöèÿ îïåðàòîðà e−AD,εt ïî (L2 → H1)-íîðìå. Ââå-
äåì êîððåêòîð


KD(t; ε) = RO[Λε]Sεb(D)POe
−A0


Dt. (3.18)


Ñîãëàñíî (3.5) ïðè t > 0 îïåðàòîð e−A
0
Dt íåïðåðûâåí èç L2(O;Cn)


â H2(O;Cn). Ñëåäîâàòåëüíî, îïåðàòîð b(D)POe
−A0


Dt íåïðåðûâåí èç
L2(O;Cn) â H1(Rd;Cm). Êàê óæå îòìå÷àëîñü, îïåðàòîð [Λε]Sε íåïðå-
ðûâåí èç H1(Rd;Cm) â H1(Rd;Cn). Òàêèì îáðàçîì, îïåðàòîð KD(t; ε)
íåïðåðûâíî ïåðåâîäèò L2(O;Cn) â H1(O;Cn).


Òåîðåìà 3.3. Ïóñòü âûïîëíåíû óñëîâèÿ òåîðåìû 2.2. Ïóñòü KD(t; ε)
� îïåðàòîð (3.18). Ïóñòü g̃ � ìàòðèöà-ôóíêöèÿ (1.9). Òîãäà ïðè


0 < ε 6 ε1 è t > 0 âûïîëíåíî


‖e−AD,εt − e−A0
Dt − εKD(t; ε)‖L2(O)→H1(O)


6 C13(ε1/2t−3/4 + εt−1)e−c∗t/2,
(3.19)


‖gεb(D)e−AD,εt − g̃εSεb(D)POe
−A0


Dt‖L2(O)→L2(O)


6 C̃13(ε1/2t−3/4 + εt−1)e−c∗t/2.
(3.20)


Ïîñòîÿííûå C13 è C̃13 çàâèñÿò ëèøü îò èñõîäíûõ äàííûõ (2.2).


Äîêàçàòåëüñòâî. Êàê è ïðè äîêàçàòåëüñòâå òåîðåìû 3.2, áóäåì ïîëüçî-


âàòüñÿ ïðåäñòàâëåíèåì îïåðàòîðîâ e−AD,εt è e−A
0
Dt ÷åðåç èíòåãðàëû ïî


êîíòóðó γ îò ñîîòâåòñòâóþùèõ ðåçîëüâåíò. Èìååì


e−AD,εt − e−A0
Dt − εKD(t; ε)


= − 1


2πi


∫
γ
e−ζt


(
(AD,ε − ζI)−1 − (A0


D − ζI)−1 − εKD(ε; ζ)
)
dζ,


(3.21)


ãäå KD(ε; ζ) � îïåðàòîð (2.6).
Ðàññóæäàÿ àíàëîãè÷íî (3.13)�(3.15), íà îñíîâàíèè òåîðåìû 2.3 ïîëó-


÷àåì îöåíêó


‖(AD,ε − ζI)−1 − (A0
D − ζI)−1 − εKD(ε; ζ)‖L2→H1


6 Ĉ13


(
ε1/2|ζ|−1/4 + ε


)
, ζ ∈ γ, 0 < ε 6 ε1,


(3.22)


ñ ïîñòîÿííîé Ĉ13 = max{C ′13;C ′′13}, C ′13 = 2C5 max{1; 8c−2
∗ }č1/4, C ′′13 =


max{5C3; 25C4}. Èç (3.21) è (3.22) âûòåêàåò èñêîìàÿ îöåíêà (3.19) ñ ïî-


ñòîÿííîé C13 = 2π−1Γ(3/4)Ĉ13.
Íåðàâåíñòâî (3.20) âûâîäèòñÿ àíàëîãè÷íûì îáðàçîì èç òîæäåñòâà


gεb(D)e−AD,εt − g̃εSεb(D)POe
−A0


Dt


= − 1


2πi


∫
γ
e−ζt


(
gεb(D)(AD,ε − ζI)−1 − g̃εSεb(D)PO(A0


D − ζI)−1
)
dζ


(3.23)


è òåîðåìû 2.3. �
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Çàìå÷àíèå 3.4. Ïóñòü λ0
1 � ïåðâîå ñîáñòâåííîå çíà÷åíèå îïåðàòîðà A0


D.
Èç-çà ðåçîëüâåíòíîé ñõîäèìîñòè äëÿ äîñòàòî÷íî ìàëûõ κ > 0 íàéäåòñÿ
ε∗, çàâèñÿùåå îò κ è äàííûõ çàäà÷è, òàêîå, ÷òî ïðè 0 < ε 6 ε∗ ïåðâîå ñîá-
ñòâåííîå ÷èñëî λ1,ε îïåðàòîðà AD,ε óäîâëåòâîðÿåò îöåíêå λ1,ε > λ0


1−κ/2.
Ïîýòîìó ìîæíî ñäâèíóòü êîíòóð èíòåãðèðîâàíèÿ òàê, ÷òîáû îí ïåðåñå-
êàë âåùåñòâåííóþ îñü â òî÷êå λ0


1 − κ (âìåñòî c∗/2). Íà ýòîì ïóòè ïîëó-


÷àþòñÿ îöåíêè âèäà (3.10), (3.19), (3.20) ñ çàìåíîé e−c∗t/2 íà e−(λ01−κ)t â
ïðàâûõ ÷àñòÿõ. Ïðè ýòîì ïîñòîÿííûå â îöåíêàõ ñòàíóò çàâèñåòü îò κ.


3.4. Îöåíêè ïðè ìàëîì t. Îòìåòèì, ÷òî ïðè 0 < t < ε2 íåò ñìûñëà
ïðèìåíÿòü îöåíêè (3.19) è (3.20), ïîñêîëüêó âûãîäíåå èñïîëüçîâàòü ñëå-
äóþùåå ïðîñòîå óòâåðæäåíèå (âïðî÷åì, ñïðàâåäëèâîå ïðè âñåõ t > 0).


Ïðåäëîæåíèå 3.5. Ïóñòü âûïîëíåíû óñëîâèÿ òåîðåìû 2.2. Òîãäà ïðè
t > 0, ε > 0 ñïðàâåäëèâû îöåíêè


‖e−AD,εt − e−A0
Dt‖L2(O)→H1(O) 6 C14t


−1/2e−c∗t/2, (3.24)


‖gεb(D)e−AD,εt‖L2(O)→L2(O) 6 C̃14t
−1/2e−c∗t/2, (3.25)


‖g0b(D)e−A
0
Dt‖L2(O)→L2(O) 6 C̃14t


−1/2e−c∗t/2, (3.26)


ãäå C14 = 2α
−1/2
0 ‖g−1‖1/2L∞


(
1 + (diamO)2


)1/2
, C̃14 = ‖g‖1/2L∞


.


Äîêàçàòåëüñòâî. Îöåíêà (3.24) ñëåäóåò èç (3.2), (3.4) è âûðàæåíèé äëÿ
ïîñòîÿííûõ c0 è c∗.
Äàëåå, èìååì


‖gεb(D)e−AD,εt‖L2(O)→L2(O) 6 ‖g‖
1/2
L∞
‖A1/2


D,εe
−AD,εt‖L2(O)→L2(O).


Îòñþäà è èç (3.7) âûòåêàåò (3.25). Ñ ó÷åòîì (1.14) è (3.8) îöåíêà (3.26)
ïðîâåðÿåòñÿ àíàëîãè÷íî. �


3.5. Ñëó÷àé Λ ∈ L∞. Ïðåäïîëîæèì äîïîëíèòåëüíî, ÷òî ìàòðèöà-
ôóíêöèÿ Λ(x) óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ 2.5. Â ýòîì ñëó÷àå ìîæíî óñòðà-
íèòü ñãëàæèâàòåëü Sε â êîððåêòîðå è èñïîëüçîâàòü êîððåêòîð âèäà


K0
D(t; ε) = [Λε]b(D)e−A


0
Dt. (3.27)


Ïðè t > 0 îïåðàòîð b(D)e−A
0
Dt íåïðåðûâåí èç L2(O;Cn) â H1(O;Cm).


Êàê óæå îòìå÷àëîñü â ï. 2.3, ïðè óñëîâèè 2.5 îïåðàòîð [Λε] íåïðåðûâåí
èçH1(O;Cm) âH1(O;Cn). Ñëåäîâàòåëüíî, îïåðàòîðK0


D(t; ε) íåïðåðûâíî
ïåðåâîäèò L2(O;Cn) â H1(O;Cn).


Òåîðåìà 3.6. Ïóñòü âûïîëíåíû óñëîâèÿ òåîðåìû 2.2. Ïóñòü ìàòðèöà-
ôóíêöèÿ Λ(x) óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ 2.5. Ïóñòü K0


D(t; ε) � îïåðàòîð


(3.27). Òîãäà ïðè 0 < ε 6 ε1 è t > 0 ñïðàâåäëèâû îöåíêè


‖e−AD,εt − e−A0
Dt − εK0


D(t; ε)‖L2(O)→H1(O) 6 C15(ε1/2t−3/4 + εt−1)e−c∗t/2,
(3.28)


‖gεb(D)e−AD,εt − g̃εb(D)e−A
0
Dt‖L2(O)→L2(O) 6 C̃15(ε1/2t−3/4 + εt−1)e−c∗t/2,


(3.29)
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ãäå g̃ � ìàòðèöà-ôóíêöèÿ (1.9). Ïîñòîÿííûå C15, C̃15 çàâèñÿò ëèøü


îò èñõîäíûõ äàííûõ (2.2) è îò ‖Λ‖L∞ .


Äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû 3.6 àíàëîãè÷íî äîêàçàòåëüñòâó òåîðåìû 3.3.
Îòëè÷èå ñîñòîèò â òîì, ÷òî âìåñòî òåîðåìû 2.3 ñëåäóåò èñïîëüçîâàòü
òåîðåìó 2.6.


3.6. Ñëó÷àé ãëàäêîé ãðàíèöû. Óñòðàíèòü ñãëàæèâàòåëü Sε â êîð-
ðåêòîðå âîçìîæíî òàêæå çà ñ÷åò óñèëåíèÿ ïðåäïîëîæåíèÿ î ãëàäêîñòè
ãðàíèöû. Â ýòîì ïóíêòå ìû ðàññìîòðèì ñëó÷àé d > 3, ïîñêîëüêó ïðè
d 6 2 ïðèìåíèìà òåîðåìà 3.6 (ñì. ïðåäëîæåíèå 2.7(1◦)).


Ëåììà 3.7. Ïóñòü k > 2 � öåëîå ÷èñëî. Ïóñòü O ⊂ Rd � îãðàíè÷åííàÿ


îáëàñòü ñ ãðàíèöåé ∂O êëàññà Ck−1,1. Òîãäà ïðè t > 0 îïåðàòîð e−A
0
Dt


íåïðåðûâíî ïåðåâîäèò L2(O;Cn) â Hs(O;Cn), 0 6 s 6 k, è âûïîëíåíà


îöåíêà


‖e−A0
Dt‖L2(O)→Hs(O) 6 Ĉst


−s/2e−c∗t/2, t > 0. (3.30)


Ïîñòîÿííàÿ Ĉs çàâèñèò òîëüêî îò s, α0, α1, ‖g‖L∞ , ‖g−1‖L∞ è îò


îáëàñòè O.


Äîêàçàòåëüñòâî. Äîñòàòî÷íî ïðîâåðèòü îöåíêó (3.30) ïðè öåëûõ s ∈
[0, k]; òîãäà ðåçóëüòàò ïðè íåöåëûõ s ïîëó÷èòñÿ ïî èíòåðïîëÿöèè. Ïðè
s = 0, 1, 2 îöåíêà (3.30) óæå äîêàçàíà (ñì. ëåììó 3.1).
Èòàê, ïóñòü s � öåëîå, 2 6 s 6 k. Âîñïîëüçóåìñÿ òåîðåìàìè î ðå-


ãóëÿðíîñòè ðåøåíèé ñèëüíî ýëëèïòè÷åñêèõ óðàâíåíèé (ñì., íàïðèìåð,
[McL, ãë. 4]), â ñèëó êîòîðûõ îïåðàòîð (A0


D)−1 íåïðåðûâíî ïåðåâîäèò
Hσ(O;Cn) â Hσ+2(O;Cn) ïðè óñëîâèè ∂O ∈ Cσ+1,1. Çäåñü σ > 0 � öåëîå


÷èñëî. Ó÷òåì òàêæå, ÷òî îïåðàòîð (A0
D)−1/2 íåïðåðûâåí èç L2(O;Cn)


â H1(O;Cn). Èç ñêàçàííîãî ñëåäóåò, ÷òî â óñëîâèÿõ ëåììû ïðè öå-


ëîì s ∈ [2, k] îïåðàòîð (A0
D)−s/2 íåïðåðûâíî ïåðåâîäèò L2(O;Cn) â


Hs(O;Cn). Ïðè ýòîì


‖(A0
D)−s/2‖L2(O)→Hs(O) 6 C̃s, (3.31)


ãäå ïîñòîÿííàÿ C̃s çàâèñèò ëèøü îò s, α0, α1, ‖g‖L∞ , ‖g−1‖L∞ è îò îáëàñòè
O. Èç (3.31) ñëåäóåò îöåíêà


‖e−A0
Dt‖L2(O)→Hs(O) 6 C̃s‖(A0


D)s/2e−A
0
Dt‖L2(O)→L2(O) 6 C̃s sup


x>c∗
xs/2e−xt


6 C̃st
−s/2e−c∗t/2 sup


α>0
αs/2e−α/2 6 Ĉst


−s/2e−c∗t/2,


(3.32)


ãäå Ĉs = C̃s(s/e)
s/2. �


Èñïîëüçóÿ ñâîéñòâà ìàòðèöû-ôóíêöèè Λ(x) è îïåðàòîðà Sε, èç ëåì-
ìû 3.7 ìîæíî âûâåñòè îöåíêó ðàçíîñòè êîððåêòîðîâ (3.18) è (3.27) ïðè
óñëîâèè äîïîëíèòåëüíîé ãëàäêîñòè ãðàíèöû.
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Ëåììà 3.8. Ïóñòü d > 3. Ïóñòü O ⊂ Rd � îãðàíè÷åííàÿ îáëàñòü ñ


ãðàíèöåé ∂O êëàññà Cd/2,1, åñëè d � ÷åòíîå, è êëàññà C(d+1)/2,1, åñëè d
� íå÷åòíîå. Ïóñòü KD(t; ε) � îïåðàòîð (3.18) è K0


D(t; ε) � îïåðàòîð


(3.27). Òîãäà âûïîëíåíà îöåíêà


‖KD(t; ε)−K0
D(t; ε)‖L2(O)→H1(O) 6 Čd(t


−1 + t−d/4−1/2)e−c∗t/2, t > 0.
(3.33)


Ïîñòîÿííàÿ Čd çàâèñèò òîëüêî îò d, m, α0, α1, ‖g‖L∞ , ‖g−1‖L∞ è îò


îáëàñòè O.


Èç ëåììû 3.8 è òåîðåìû 3.3 âûâîäèòñÿ ñëåäóþùèé ðåçóëüòàò.


Òåîðåìà 3.9. Ïóñòü âûïîëíåíû óñëîâèÿ òåîðåìû 2.2, ïðè÷åì d > 3.
Ïóñòü îáëàñòü O óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèÿì ëåììû 3.8. Ïóñòü K0


D(t; ε)
� îïåðàòîð (3.27). Ïóñòü g̃ � ìàòðèöà-ôóíêöèÿ (1.9). Òîãäà ïðè 0 <
ε 6 ε1 è t > 0 ñïðàâåäëèâû îöåíêè


‖e−AD,εt − e−A0
Dt − εK0


D(t; ε)‖L2(O)→H1(O)


6 C∗d(ε
1/2t−3/4 + εt−1 + εt−d/4−1/2)e−c∗t/2,


(3.34)


‖gεb(D)e−AD,εt − g̃εb(D)e−A
0
Dt‖L2(O)→L2(O)


6 C̃∗d(ε
1/2t−3/4 + εt−1 + εt−d/4−1/2)e−c∗t/2.


(3.35)


Ïîñòîÿííûå C∗d, C̃∗d çàâèñÿò ëèøü îò èñõîäíûõ äàííûõ (2.2).


Äîêàçàòåëüñòâà ëåììû 3.8 è òåîðåìû 3.9 âûíåñåíû â ïðèëîæåíèå (ñì.
�9), ÷òîáû íå çàãðîìîæäàòü îñíîâíîå èçëîæåíèå. ßñíî, ÷òî òåîðåìó 3.9
óäîáíî ïðèìåíÿòü, åñëè t îòäåëåíî îò íóëÿ. Ïðè ìàëûõ çíà÷åíèÿõ t ïî-
ðÿäîê ìíîæèòåëÿ (ε1/2t−3/4 + εt−1 + εt−d/4−1/2) ðàñòåò ñ ðîñòîì ðàçìåð-
íîñòè. Ýòî ½ïëàòà� çà óñòðàíåíèå ñãëàæèâàòåëÿ.


Çàìå÷àíèå 3.10. Âìåñòî óñëîâèÿ ãëàäêîñòè ∂O èç ëåììû 3.8 ìîæíî
áûëî áû íàëîæèòü íåÿâíîå òðåáîâàíèå íà îáëàñòü: îãðàíè÷åííàÿ îáëàñòü
O ñ ëèïøèöåâîé ãðàíèöåé òàêîâà, ÷òî âûïîëíåíà îöåíêà (3.31) ïðè s =
d/2 + 1. Â òàêîé îáëàñòè îñòàþòñÿ ñïðàâåäëèâûìè óòâåðæäåíèÿ ëåììû
3.8 è òåîðåìû 3.9.


3.7. Ñïåöèàëüíûå ñëó÷àè. Ñëó÷àé, êîãäà êîððåêòîð îáðàùàåòñÿ â
íîëü, âûäåëÿåòñÿ óñëîâèåì g0 = g. Â ñèëó ïðåäëîæåíèÿ 1.2 â ýòîì ñëó-
÷àå âûïîëíåíû ñîîòíîøåíèÿ (1.12), à òîãäà ïåðèîäè÷åñêîå ðåøåíèå Λ
çàäà÷è (1.8) ðàâíî íóëþ. Ïðèìåíÿÿ òåîðåìó 3.3, ïîëó÷àåì ñëåäóþùåå
óòâåðæäåíèå.


Ïðåäëîæåíèå 3.11. Ïóñòü âûïîëíåíû óñëîâèÿ òåîðåìû 3.3. Ïóñòü
g0 = g, ò. å. âûïîëíåíû ñîîòíîøåíèÿ (1.12). Òîãäà KD(t; ε) = 0, è ïðè


0 < ε 6 ε1 ñïðàâåäëèâà îöåíêà


‖e−AD,εt − e−A0
Dt‖L2(O)→H1(O) 6 C13(ε1/2t−3/4 + εt−1)e−c∗t/2, t > 0.
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Â ñëó÷àå, êîãäà g0 = g, â ñèëó ïðåäëîæåíèÿ 1.3 ñïðàâåäëèâû ïðåäñòàâ-


ëåíèÿ (1.13). Òîãäà ìàòðèöà (1.9) îêàçûâàåòñÿ ïîñòîÿííîé: g̃(x) = g0 = g.
Êðîìå òîãî, â ñèëó ïðåäëîæåíèÿ 2.7(3◦) â ýòîì ñëó÷àå âûïîëíåíî óñëî-
âèå 2.5. Ïðèìåíÿÿ òåîðåìó 3.6, ïðèõîäèì ê ñëåäóþùåìó óòâåðæäåíèþ.


Ïðåäëîæåíèå 3.12. Ïóñòü âûïîëíåíû óñëîâèÿ òåîðåìû 2.2. Ïóñòü
g0 = g, ò. å. âûïîëíåíû ñîîòíîøåíèÿ (1.13). Òîãäà ïðè 0 < ε 6 ε1 è


t > 0 ñïðàâåäëèâà îöåíêà


‖gεb(D)e−AD,εt − g0b(D)e−A
0
Dt‖L2(O)→L2(O) 6 C̃15(ε1/2t−3/4 + εt−1)e−c∗t/2.


3.8. Îöåíêè â ñòðîãî âíóòðåííåé ïîäîáëàñòè. Ïîëüçóÿñü òåîðåìîé
2.9, óëó÷øèì îöåíêè ïîãðåøíîñòè â ñòðîãî âíóòðåííåé ïîäîáëàñòè.


Òåîðåìà 3.13. Ïóñòü âûïîëíåíû óñëîâèÿ òåîðåìû 3.3. Ïóñòü O′ �
ñòðîãî âíóòðåííÿÿ ïîäîáëàñòü îáëàñòè O, è δ = dist {O′; ∂O}. Òîãäà
ïðè 0 < ε 6 ε1 è t > 0 âûïîëíåíû îöåíêè


‖e−AD,εt − e−A0
Dt − εKD(t; ε)‖L2(O)→H1(O′) 6 (C16δ


−1 + C17)εt−1e−c∗t/2,
(3.36)


‖gεb(D)e−AD,εt − g̃εSεb(D)POe
−A0


Dt‖L2(O)→L2(O′)


6 (C̃16δ
−1 + C̃17)εt−1e−c∗t/2.


Ïîñòîÿííûå C16, C17, C̃16 è C̃17 çàâèñÿò ëèøü îò èñõîäíûõ äàííûõ


(2.2).


Äîêàçàòåëüñòâî. Äîêàçàòåëüñòâî îñíîâàíî íà ïðèìåíåíèè òåîðåìû 2.9
è òîæäåñòâ (3.21), (3.23). Êðîìå ýòîãî òðåáóþòñÿ îöåíêè c(ψ) 6 21/2 è


ρ∗(ζ) 6 2 max{1; 8c−2
∗ } ïðè ζ ∈ γ, à òàêæå c(φ) 6 51/2 ïðè ζ ∈ γ, |ζ| > č,


ïîëó÷åííûå ïðè äîêàçàòåëüñòâå òåîðåìû 3.2. Îïóñòèì äåòàëè. �


Ñëåäóþùèé ðåçóëüòàò ïðîâåðÿåòñÿ àíàëîãè÷íî íà îñíîâàíèè òåîðåìû
2.10.


Òåîðåìà 3.14. Ïóñòü âûïîëíåíû óñëîâèÿ òåîðåìû 3.13. Ïðåäïîëî-
æèì, ÷òî ìàòðèöà-ôóíêöèÿ Λ(x) óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ 2.5. Ïóñòü
K0
D(t; ε) � îïåðàòîð (3.27). Òîãäà ïðè 0 < ε 6 ε1, t > 0 ñïðàâåäëèâû


îöåíêè


‖e−AD,εt − e−A0
Dt − εK0


D(t; ε)‖L2(O)→H1(O′) 6 (C16δ
−1 + Č17)εt−1e−c∗t/2,


‖gεb(D)e−AD,εt − g̃εb(D)e−A
0
Dt‖L2(O)→L2(O′) 6 (C̃16δ


−1 + Ĉ17)εt−1e−c∗t/2.


Ïîñòîÿííûå C16 è C̃16 � òå æå, ÷òî â òåîðåìå 3.13. Ïîñòîÿííûå Č17


è Ĉ17 çàâèñÿò ëèøü îò èñõîäíûõ äàííûõ (2.2) è îò ‖Λ‖L∞ .


Îòìåòèì, ÷òî óñòðàíèòü ñãëàæèâàòåëü Sε â êîððåêòîðå â îöåíêàõ èç
òåîðåìû 3.13 âîçìîæíî è áåç óñëîâèÿ 2.5. Ðàññìîòðèì ñëó÷àé d > 3 (èíà-
÷å ñ ó÷åòîì ïðåäëîæåíèÿ 2.7(1◦) ïðèìåíèìà òåîðåìà 3.14). Ìû çíàåì,


÷òî ïðè t > 0 îïåðàòîð e−A
0
Dt íåïðåðûâåí èç L2(O;Cn) â H2(O;Cn) è


âûïîëíåíà îöåíêà (3.5). Êðîìå òîãî, ñïðàâåäëèâî ñâîéñòâî ½ïîâûøåíèÿ
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ãëàäêîñòè� âíóòðè îáëàñòè: ïðè t > 0 îïåðàòîð e−A
0
Dt íåïðåðûâåí èç


L2(O;Cn) â Hs(O′;Cn) ïðè ëþáîì öåëîì s > 3. Ïðè ýòîì ñïðàâåäëèâû
îöåíêè


‖e−A0
Dt‖L2(O)→Hs(O′) 6 C′st


−1/2(δ−2 + t−1)(s−1)/2e−c∗t/2, t > 0. (3.37)


Ïîñòîÿííàÿ C′s çàâèñèò îò s, d, α0, α1, ‖g‖L∞ , ‖g−1‖L∞ è îò îáëàñòè O.
Äëÿ ñêàëÿðíûõ ïàðàáîëè÷åñêèõ óðàâíåíèé ñâîéñòâî ½ïîâûøåíèÿ ãëàä-
êîñòè� âíóòðè îáëàñòè óñòàíîâëåíî â [LaSoUr] (ñì. ãëàâó 3, �12). Àíà-
ëîãè÷íûì îáðàçîì åãî ìîæíî ïðîâåðèòü è äëÿ îïåðàòîðà A0


D; êâàëèôè-
öèðîâàííûå îöåíêè (3.37) íåñëîæíî âûâåñòè, èñïîëüçóÿ òîò ôàêò, ÷òî


ïðîèçâîäíûå Dαu0 (ãäå u0 = e−A
0
Dtϕ ïðè ϕ ∈ L2(O;Cn)) ÿâëÿþòñÿ ðå-


øåíèÿìè ïàðàáîëè÷åñêîãî óðàâíåíèÿ ∂Dαu0/∂t = −b(D)∗g0b(D)Dαu0.
Ýòî óðàâíåíèå ñëåäóåò äîìíîæèòü íà χ2Dαu0 è ïðîèíòåãðèðîâàòü ïî
öèëèíäðó O × (0, t). Çäåñü χ � ãëàäêàÿ ñðåçêà, ðàâíàÿ íóëþ âáëèçè áî-
êîâîé ïîâåðõíîñòè è äíà öèëèíäðà. Ñòàíäàðòíûé àíàëèç ñîîòâåòñòâó-
þùåãî èíòåãðàëüíîãî òîæäåñòâà âìåñòå ñ óæå èçâåñòíûìè îöåíêàìè èç
ëåììû 3.1 è ïðèâîäèò ê îöåíêàì (3.37).
Èñïîëüçóÿ ñâîéñòâà ìàòðèöû-ôóíêöèè Λ(x) è îïåðàòîðà Sε, èç (3.37)


ìîæíî âûâåñòè ñëåäóþùåå óòâåðæäåíèå.


Ëåììà 3.15. Ïóñòü âûïîëíåíû óñëîâèÿ òåîðåìû 3.13, ïðè÷åì d > 3.
Ïóñòü K0


D(t; ε) � îïåðàòîð (3.27). Ïóñòü ÷èñëî r1 îïðåäåëåíî â (1.1).
Òîãäà ïðè 0 < ε 6 (4r1)−1δ è t > 0 ñïðàâåäëèâà îöåíêà


‖KD(t; ε)−K0
D(t; ε)‖L2(O)→H1(O′) 6 C′′d(t


−1 + t−1/2(δ−2 + t−1)d/4)e−c∗t/2.
(3.38)


Ïîñòîÿííàÿ C′′d çàâèñèò òîëüêî îò d, α0, α1, ‖g‖L∞ , ‖g−1‖L∞ è îò


îáëàñòè O.


Èç ëåììû 3.15 è òåîðåìû 3.13 âûâîäèòñÿ ñëåäóþùèé ðåçóëüòàò.


Òåîðåìà 3.16. Ïóñòü âûïîëíåíû óñëîâèÿ òåîðåìû 3.13, ïðè÷åì d > 3.
Ïóñòü K0


D(t; ε) � îïåðàòîð (3.27). Òîãäà ïðè 0 < ε 6 min{ε1; (4r1)−1δ}
è t > 0 ñïðàâåäëèâû îöåíêè


‖e−AD,εt − e−A0
Dt − εK0


D(t; ε)‖L2(O)→H1(O′) 6 Cdεhd(δ; t)e
−c∗t/2, (3.39)


‖gεb(D)e−AD,εt − g̃εb(D)e−A
0
Dt‖L2(O)→L2(O′) 6 C̃dεhd(δ; t)e


−c∗t/2. (3.40)


Âåëè÷èíà hd(δ; t) çàäàåòñÿ ðàâåíñòâîì


hd(δ; t) = t−1(δ−1 + 1) + t−1/2(δ−2 + t−1)d/4. (3.41)


Ïîñòîÿííûå Cd è C̃d çàâèñÿò ëèøü îò èñõîäíûõ äàííûõ (2.2).


Äîêàçàòåëüñòâà ëåììû 3.15 è òåîðåìû 3.16 âûíåñåíû â ïðèëîæåíèå
(ñì. �9), ÷òîáû íå çàãðîìîæäàòü îñíîâíîå èçëîæåíèå.
ßñíî, ÷òî òåîðåìó 3.16 óäîáíî ïðèìåíÿòü, åñëè t îòäåëåíî îò íóëÿ.


Ïðè ìàëûõ çíà÷åíèÿõ t ïîðÿäîê ìíîæèòåëÿ hd(δ; t) ðàñòåò ñ ðîñòîì ðàç-
ìåðíîñòè. Ýòî ½ïëàòà� çà óñòðàíåíèå ñãëàæèâàòåëÿ.
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�4. Óñðåäíåíèå ðåøåíèé ïåðâîé íà÷àëüíî-êðàåâîé çàäà÷è


äëÿ ïàðàáîëè÷åñêèõ ñèñòåì


Ïðèìåíèì ðåçóëüòàòû �3 ê óñðåäíåíèþ ðåøåíèé ïåðâîé íà÷àëüíî-
êðàåâîé çàäà÷è äëÿ ïàðàáîëè÷åñêèõ ñèñòåì.


4.1. Çàäà÷à äëÿ îäíîðîäíîãî ïàðàáîëè÷åñêîãî óðàâíåíèÿ. Íà÷-
íåì ñî ñëó÷àÿ îäíîðîäíîãî óðàâíåíèÿ. Íàñ èíòåðåñóåò ïîâåäåíèå ïðè
ìàëîì ε îáîáùåííîãî ðåøåíèÿ uε çàäà÷è


∂uε(x,t)
∂t = −b(D)∗gε(x)b(D)uε(x, t), x ∈ O, t > 0,


uε(x, 0) = ϕ(x), x ∈ O,
uε(·, t)|∂O = 0, t > 0,


(4.1)


ãäå ϕ ∈ L2(O;Cn). Òîãäà uε(·, t) = e−AD,εtϕ.
Ïóñòü u0(x, t) � ðåøåíèå òàê íàçûâàåìîé


”
óñðåäíåííîé“ çàäà÷è


∂u0(x,t)
∂t = −b(D)∗g0b(D)u0(x, t), x ∈ O, t > 0,


u0(x, 0) = ϕ(x), x ∈ O,
u0(·, t)|∂O = 0, t > 0.


(4.2)


Òîãäà u0(·, t) = e−A
0
Dtϕ, è èç òåîðåì 3.2 è 3.3 íåïîñðåäñòâåííî âûòåêàåò


ñëåäóþùèé ðåçóëüòàò.


Òåîðåìà 4.1. Ïóñòü âûïîëíåíû óñëîâèÿ òåîðåìû 2.2. Ïóñòü uε �


ðåøåíèå çàäà÷è (4.1), è ïóñòü u0 � ðåøåíèå çàäà÷è (4.2), ãäå ϕ ∈
L2(O;Cn). Òîãäà ïðè 0 < ε 6 ε1 è t > 0 ñïðàâåäëèâà îöåíêà


‖uε(·, t)− u0(·, t)‖L2(O) 6 C12ε(t+ ε2)−1/2e−c∗t/2‖ϕ‖L2(O).


Ïóñòü ìàòðèöà-ôóíêöèÿ Λ(x) � Γ-ïåðèîäè÷åñêîå ðåøåíèå çàäà÷è (1.8).
Ïóñòü ũ0(·, t) = POu0(·, t), ãäå PO � îïåðàòîð ïðîäîëæåíèÿ (2.4),
ïóñòü Sε � ñãëàæèâàþùèé îïåðàòîð (1.19). Òîãäà ïðè 0 < ε 6 ε1 è


t > 0 âûïîëíåíà îöåíêà


‖uε(·, t)− u0(·, t)− εΛεSεb(D)ũ0(·, t)‖H1(O)


6 C13(ε1/2t−3/4 + εt−1)e−c∗t/2‖ϕ‖L2(O).


Ïóñòü g̃ � ìàòðèöà-ôóíêöèÿ (1.9). Äëÿ ïîòîêà pε := gεb(D)uε ïðè


0 < ε 6 ε1 è t > 0 ñïðàâåäëèâà àïïðîêñèìàöèÿ


‖pε(·, t)− g̃εSεb(D)ũ0(·, t)‖L2(O) 6 C̃13(ε1/2t−3/4 + εt−1)e−c∗t/2‖ϕ‖L2(O).


Â ñëó÷àå Λ ∈ L∞ òåîðåìà 3.6 ïðèâîäèò ê ñëåäóþùåìó ðåçóëüòàòó.


Òåîðåìà 4.2. Ïóñòü âûïîëíåíû óñëîâèÿ òåîðåìû 4.1. Ïóñòü ìàòðèöà-
ôóíêöèÿ Λ(x) óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ 2.5. Òîãäà ïðè 0 < ε 6 ε1 è t > 0
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ñïðàâåäëèâû îöåíêè


‖uε(·, t)− u0(·, t)− εΛεb(D)u0(·, t)‖H1(O)


6 C15(ε1/2t−3/4 + εt−1)e−c∗t/2‖ϕ‖L2(O),


‖pε(·, t)− g̃εb(D)u0(·, t)‖L2(O) 6 C̃15(ε1/2t−3/4 + εt−1)e−c∗t/2‖ϕ‖L2(O).


Â ñëó÷àå äîñòàòî÷íî ãëàäêîé ãðàíèöû òåîðåìà 3.9 âëå÷åò ñëåäóþùèé
ðåçóëüòàò.


Òåîðåìà 4.3. Ïóñòü âûïîëíåíû óñëîâèÿ òåîðåìû 4.1, ïðè÷åì d > 3.
Ïóñòü ∂O ∈ Cd/2,1, åñëè d � ÷åòíîå, è ∂O ∈ C(d+1)/2,1, åñëè d � íå÷åò-


íîå. Òîãäà ïðè 0 < ε 6 ε1 è t > 0 ñïðàâåäëèâû îöåíêè


‖uε(·, t)− u0(·, t)− εΛεb(D)u0(·, t)‖H1(O)


6 C∗d(ε
1/2t−3/4 + εt−1 + εt−d/4−1/2)e−c∗t/2‖ϕ‖L2(O),


‖pε(·, t)− g̃εb(D)u0(·, t)‖L2(O)


6 C̃∗d(ε
1/2t−3/4 + εt−1 + εt−d/4−1/2)e−c∗t/2‖ϕ‖L2(O).


Ñïåöèàëüíûå ñëó÷àè âûäåëÿþòñÿ ñ ïîìîùüþ ïðåäëîæåíèé 3.11 è 3.12.


Ïðåäëîæåíèå 4.4. Ïóñòü âûïîëíåíû óñëîâèÿ òåîðåìû 4.1.
1◦. Åñëè g0 = g, ò. å. âûïîëíåíû ñîîòíîøåíèÿ (1.12), òî ïðè 0 < ε 6 ε1


è t > 0 ñïðàâåäëèâà îöåíêà


‖uε(·, t)− u0(·, t)‖H1(O) 6 C13(ε1/2t−3/4 + εt−1)e−c∗t/2‖ϕ‖L2(O).


2◦. Åñëè g0 = g, ò. å. ñïðàâåäëèâû ïðåäñòàâëåíèÿ (1.13), òî ïðè


0 < ε 6 ε1 è t > 0 èìååò ìåñòî îöåíêà


‖pε(·, t)− p0(·, t)‖L2(O) 6 C̃15(ε1/2t−3/4 + εt−1)e−c∗t/2‖ϕ‖L2(O),


ãäå p0 = g0b(D)u0.


Àïïðîêñèìàöèÿ ðåøåíèé â ñòðîãî âíóòðåííåé ïîäîáëàñòè O′ îáëà-
ñòè O ïîëó÷àåòñÿ íà îñíîâàíèè òåîðåìû 3.13.


Òåîðåìà 4.5. Ïóñòü âûïîëíåíû óñëîâèÿ òåîðåìû 4.1. Ïóñòü O′
� ñòðîãî âíóòðåííÿÿ ïîäîáëàñòü îáëàñòè O. Îáîçíà÷èì δ :=
dist {O′; ∂O}. Òîãäà ïðè 0 < ε 6 ε1 è t > 0 âûïîëíåíî


‖uε(·, t)− u0(·, t)− εΛεSεb(D)ũ0(·, t)‖H1(O′)


6 (C16δ
−1 + C17)εt−1e−c∗t/2‖ϕ‖L2(O),


‖pε(·, t)− g̃εSεb(D)ũ0(·, t)‖L2(O′) 6 (C̃16δ
−1 + C̃17)εt−1e−c∗t/2‖ϕ‖L2(O).


Íà îñíîâàíèè òåîðåìû 3.14 â ñëó÷àå Λ ∈ L∞ ïîëó÷àåì ñëåäóþùèé
ðåçóëüòàò.
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Òåîðåìà 4.6. Ïóñòü âûïîëíåíû óñëîâèÿ òåîðåìû 4.5, è ïóñòü


ìàòðèöà-ôóíêöèÿ Λ(x) óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ 2.5. Òîãäà ïðè


0 < ε 6 ε1 è t > 0 ñïðàâåäëèâû îöåíêè


‖uε(·, t)− u0(·, t)− εΛεb(D)u0(·, t)‖H1(O′)


6 (C16δ
−1 + Č17)εt−1e−c∗t/2‖ϕ‖L2(O),


‖pε(·, t)− g̃εb(D)u0(·, t)‖L2(O′) 6 (C̃16δ
−1 + Ĉ17)εt−1e−c∗t/2‖ϕ‖L2(O).


Íàêîíåö, ïðè d > 3 èç òåîðåìû 3.16 âûòåêàåò ñëåäóþùåå óòâåðæäåíèå.


Òåîðåìà 4.7. Ïóñòü âûïîëíåíû óñëîâèÿ òåîðåìû 4.5, ïðè÷åì d > 3.
Òîãäà ïðè 0 < ε 6 min{ε1; (4r1)−1δ} è t > 0 ñïðàâåäëèâû îöåíêè


‖uε(·, t)− u0(·, t)− εΛεb(D)u0(·, t)‖H1(O′) 6 Cdεhd(δ; t)e
−c∗t/2‖ϕ‖L2(O),


‖pε(·, t)− g̃εb(D)u0(·, t)‖L2(O′) 6 C̃dεhd(δ; t)e
−c∗t/2‖ϕ‖L2(O).


Çäåñü hd(δ; t) � âåëè÷èíà (3.41).


4.2. Çàäà÷à äëÿ íåîäíîðîäíîãî ïàðàáîëè÷åñêîãî óðàâíåíèÿ. Àï-
ïðîêñèìàöèÿ ðåøåíèé â L2(O;Cn). Ðàññìîòðèì òåïåðü çàäà÷ó


∂uε(x,t)
∂t = −b(D)∗gε(x)b(D)uε(x, t) + F(x, t), x ∈ O, 0 < t < T,


uε(x, 0) = ϕ(x), x ∈ O,
uε(·, t)|∂O = 0, 0 < t < T,


(4.3)
ãäå ϕ ∈ L2(O;Cn) è F ∈ Hp(T ) := Lp((0, T );L2(O;Cn)), 0 < T 6 ∞, ïðè
íåêîòîðîì 1 6 p 6∞. Òîãäà


uε(·, t) = e−AD,εtϕ(·) +


∫ t


0
e−AD,ε(t−t̃)F(·, t̃) dt̃. (4.4)


Ñîîòâåòñòâóþùàÿ ýôôåêòèâíàÿ çàäà÷à èìååò âèä
∂u0(x,t)


∂t = −b(D)∗g0b(D)u0(x, t) + F(x, t), x ∈ O, 0 < t < T,


u0(x, 0) = ϕ(x), x ∈ O,
u0(·, t)|∂O = 0, 0 < t < T.


(4.5)
Àíàëîãè÷íî (4.4) èìååì


u0(·, t) = e−A
0
Dtϕ(·) +


∫ t


0
e−A


0
D(t−t̃)F(·, t̃) dt̃. (4.6)


Âû÷èòàÿ (4.6) èç (4.4) è ïðèìåíÿÿ òåîðåìó 3.2, çàêëþ÷àåì, ÷òî ïðè
0 < ε 6 ε1 è t > 0 âûïîëíåíî


‖uε(·, t)− u0(·, t)‖L2(O) 6 C12ε(t+ ε2)−1/2e−c∗t/2‖ϕ‖L2(O) + C12εL(ε; t;F),
(4.7)


L(ε; t;F) :=


∫ t


0
e−c∗(t−t̃)/2(ε2 + t− t̃)−1/2‖F(·, t̃)‖L2(O) dt̃. (4.8)


Â ñëó÷àå 1 < p 6∞ ñïðàâåäëèâ ñëåäóþùèé ðåçóëüòàò.
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Òåîðåìà 4.8. Ïóñòü âûïîëíåíû óñëîâèÿ òåîðåìû 2.2. Ïóñòü uε �


ðåøåíèå çàäà÷è (4.3), è ïóñòü u0 � ðåøåíèå çàäà÷è (4.5) ïðè ϕ ∈
L2(O;Cn) è F ∈ Hp(T ), 0 < T 6 ∞, ïðè íåêîòîðîì 1 < p 6 ∞. Òî-


ãäà ïðè 0 < ε 6 ε1, 0 < t < T ñïðàâåäëèâà îöåíêà


‖uε(·, t)−u0(·, t)‖L2(O) 6 C12ε(t+ε
2)−1/2e−c∗t/2‖ϕ‖L2(O)+cpθ(ε, p)‖F‖Hp(t).


(4.9)
Âåëè÷èíà θ(ε, p) èìååò âèä


θ(ε, p) =



ε2−2/p, 1 < p < 2,


ε(| ln ε|+ 1)1/2, p = 2,


ε, 2 < p 6∞.
(4.10)


Ïîñòîÿííàÿ cp çàâèñèò ëèøü îò èñõîäíûõ äàííûõ (2.2) è îò p.


Äîêàçàòåëüñòâî. Ñ ïîìîùüþ íåðàâåíñòâà Ãåëüäåðà èç (4.8) ïîëó÷àåì


L(ε; t;F) 6 ‖F‖Hp(t)Ip′(ε; t)1/p′ , (4.11)


Ip′(ε; t) :=


∫ t


0
(ε2 + τ)−p


′/2e−c∗p
′τ/2 dτ. (4.12)


Çäåñü p−1 + (p′)−1 = 1 (ïðè p = ∞ ñ÷èòàåì p′ = 1). Ïðè 1 < p < 2,
îöåíèâàÿ åäèíèöåé ýêñïîíåíòó ïîä çíàêîì èíòåãðàëà â (4.12), èìååì


Ip′(ε; t) 6 (p′/2− 1)−1ε2−p′ , 1 < p < 2. (4.13)


Â ñëó÷àå p = 2 èíòåãðàë â (4.12) îöåíèâàåòñÿ ÷åðåç ñóììó èíòåãðàëîâ∫ 1
0 (τ + ε2)−1 dτ è


∫∞
1 e−c∗τ dτ . Ñëåäîâàòåëüíî,


I2(ε; t) 6 2| ln ε|+ ln 2 + c−1
∗ 6 max{2; ln 2 + c−1


∗ }(| ln ε|+ 1). (4.14)


Â ñëó÷àå 2 < p 6∞ (1 6 p′ < 2) ïîëó÷àåì


Ip′(ε; t) 6
∫ ∞


0
τ−p


′/2e−c∗p
′τ/2 dτ = (c∗p


′/2)p
′/2−1Γ(1− p′/2), 2 < p 6∞.


(4.15)
Êîìáèíèðóÿ (4.7), (4.11) è (4.13)�(4.15), ïðèõîäèì ê (4.9). Ïðè ýòîì


cp =



C12(p′/2− 1)−1/p′ , 1 < p < 2,


C12 max{
√


2; (ln 2 + c−1
∗ )1/2}, p = 2,


C12(c∗p
′/2)1/2−1/p′(Γ(1− p′/2))1/p′ , 2 < p <∞,


C12(2π)1/2c
−1/2
∗ , p =∞.


(4.16)


�


4.3. Ñõîäèìîñòü â Lp((0, T );L2(O;Cn)) ðåøåíèé íåîäíîðîäíîãî
óðàâíåíèÿ. Ïóñòü òåïåðü 1 6 p < ∞. Ïîëüçóÿñü ðàâåíñòâàìè (4.4),
(4.6), ïîëîæèòåëüíîé îïðåäåëåííîñòüþ îïåðàòîðîâ AD,ε è A0


D è íåðà-
âåíñòâîì Ãåëüäåðà, ìîæíî óáåäèòüñÿ, ÷òî ïðè F ∈ Hp(T ) ðåøåíèÿ uε è
u0 òàêæå ïîïàäàþò â Hp(T ). Óñòàíîâèì ñëåäóþùèé ðåçóëüòàò.
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Òåîðåìà 4.9. Ïóñòü âûïîëíåíû óñëîâèÿ òåîðåìû 2.2. Ïóñòü uε �


ðåøåíèå çàäà÷è (4.3), è ïóñòü u0 � ðåøåíèå çàäà÷è (4.5) ïðè ϕ ∈
L2(O;Cn) è F ∈ Hp(T ), 0 < T 6 ∞, ïðè íåêîòîðîì 1 6 p < ∞. Òîãäà


ïðè ε→ 0 ðåøåíèÿ uε ñõîäÿòñÿ ê u0 ïî íîðìå â Hp(T ). Ïðè 0 < ε 6 ε1


ñïðàâåäëèâà îöåíêà


‖uε − u0‖Hp(T ) 6 cp′Θ(ε, p)‖ϕ‖L2(O) + C18ε‖F‖Hp(T ).


Çäåñü C18 = C12(2π)1/2c
−1/2
∗ ; cp′ ïîëó÷àåòñÿ èç cp (ñì. (4.16)) çàìåíîé p


íà p′, ãäå p−1 + (p′)−1 = 1. Âåëè÷èíà Θ(ε, p) = θ(ε, p′) èìååò âèä


Θ(ε, p) =



ε, 1 6 p < 2,


ε(| ln ε|+ 1)1/2, p = 2,


ε2/p, 2 < p <∞.
(4.17)


Äîêàçàòåëüñòâî. Â ñèëó (4.7)


‖uε − u0‖Hp(T ) 6 C12ε‖ϕ‖L2(O)Ip(ε;T )1/p + C12ε


(∫ T


0
L(ε; t;F)p dt


)1/p


,


(4.18)


ãäå Ip(ε;T ) =
∫ T


0 (ε2 +t)−p/2e−pc∗t/2 dt (îáîçíà÷åíèå ñîãëàñîâàíî ñ (4.12)).
Èñïîëüçóÿ îöåíêè (4.13)�(4.15) (ñ çàìåíîé p′ íà p), óáåæäàåìñÿ, ÷òî ïåð-
âîå ñëàãàåìîå â ïðàâîé ÷àñòè (4.18) îöåíèâàåòñÿ ÷åðåç cp′Θ(ε, p)‖ϕ‖L2(O).
Ïåðåéäåì ê àíàëèçó âòîðîãî ñëàãàåìîãî â (4.18). Ïðè p = 1, ïîäñòàâ-


ëÿÿ (4.8) è ìåíÿÿ ïîðÿäîê èíòåãðèðîâàíèÿ, ïîëó÷àåì∫ T


0
L(ε; t;F) dt =


∫ T


0
dt̃ ‖F(·, t̃)‖L2(O)


∫ T


t̃
dt e−c∗(t−t̃)/2(ε2 + t− t̃)−1/2


6 (2/c∗)
1/2Γ(1/2)‖F‖H1(T ) = (2π/c∗)


1/2‖F‖H1(T ).


Â ñëó÷àå 1 < p < ∞ âîñïîëüçóåìñÿ ïðåäâàðèòåëüíî íåðàâåíñòâîì Ãåëü-
äåðà â (4.8):


L(ε; t;F) 6


(∫ t


0
e−c∗(t−t̃)/2(ε2 + t− t̃)−1/2 dt̃


)1/p′


×
(∫ t


0
e−c∗(t−t̃)/2(ε2 + t− t̃)−1/2‖F(·, t̃)‖pL2(O) dt̃


)1/p


.


(4.19)


Èíòåãðàë â ïåðâîé ñêîáêå ñïðàâà îöåíèâàåòñÿ ÷åðåç (2π/c∗)
1/2. Èñïîëü-


çóÿ (4.19) è ìåíÿÿ ïîðÿäîê èíòåãðèðîâàíèÿ, èìååì∫ T


0
L(ε; t;F)p dt


6 (2π/c∗)
p/2p′


∫ T


0
dt̃ ‖F(·, t̃)‖pL2(O)


∫ T


t̃
dt e−c∗(t−t̃)/2(ε2 + t− t̃)−1/2


6 (2π/c∗)
p/2‖F‖pHp(T ), 1 < p <∞.
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Â èòîãå âòîðîå ñëàãàåìîå â ïðàâîé ÷àñòè (4.18) îöåíèâàåòñÿ ÷åðåç
C18ε‖F‖Hp(T ). �


Çàìå÷àíèå 4.10. Ïðè ϕ = 0 è F ∈ H∞(T ) ìîæíî òàêæå äîêàçàòü ñõî-
äèìîñòü ðåøåíèé â H∞(T ). Èç òåîðåìû 4.8 â ýòîì ñëó÷àå ñëåäóåò îöåíêà


‖uε − u0‖H∞(T ) 6 c∞ε‖F‖H∞(T ), 0 < ε 6 ε1.


4.4. Çàäà÷à äëÿ íåîäíîðîäíîãî ïàðàáîëè÷åñêîãî óðàâíåíèÿ. Àï-
ïðîêñèìàöèÿ ðåøåíèé â H1(O;Cn). Ïîëó÷èì òåïåðü àïïðîêñèìàöèþ
ðåøåíèÿ çàäà÷è (4.3) âH1(O;Cn) ñ ïîìîùüþ òåîðåìû 3.3. Ïðè ýòîì ïðè-
äåòñÿ ñ÷èòàòü, ÷òî 2 < p 6 ∞. Îñëîæíåíèå âîçíèêàåò ïðè àïïðîêñèìà-
öèè èíòåãðàëüíîãî ÷ëåíà â (4.4), ïîñêîëüêó îöåíêà (3.19) ïîðòèòñÿ ïðè
ìàëûõ çíà÷åíèÿõ âðåìåíè. Ñ÷èòàÿ t > ε2, ìû ðàçáèâàåì èíòåãðàë â (4.4)
â ñóììó äâóõ èíòåãðàëîâ � ïî ïðîìåæóòêàì (0, t− ε2) è (t − ε2, t); ïðè
ðàññìîòðåíèè ïåðâîãî ïðèìåíÿåì îöåíêó (3.19), à ïðè îáðàáîòêå âòîðîãî
� îöåíêó (3.24).
Ââåäåì îáîçíà÷åíèå


wε(·, t) = e−A
0
Dε


2
u0(·, t− ε2), (4.20)


ãäå u0 � ðåøåíèå çàäà÷è (4.5). Â ñèëó (4.6) èìååì


wε(·, t) = e−A
0
Dtϕ(·) +


∫ t−ε2


0
e−A


0
D(t−t̃)F(·, t̃) dt̃. (4.21)


Îòìåòèì, ÷òî ôóíêöèÿ wε(·, t) åñòü çíà÷åíèå â òî÷êå t ðåøåíèÿ ïåðâîé
íà÷àëüíî-êðàåâîé çàäà÷è âèäà (4.5) íà ïðîìåæóòêå (0, t) ñ íîâîé ïðàâîé
÷àñòüþ Fε, ãäå Fε(·, τ) = F(·, τ) ïðè 0 < τ < t − ε2, è Fε(·, τ) = 0 ïðè
t− ε2 < τ < t.


Òåîðåìà 4.11. Ïóñòü âûïîëíåíû óñëîâèÿ òåîðåìû 2.2. Ïóñòü uε �
ðåøåíèå çàäà÷è (4.3), è ïóñòü u0 � ðåøåíèå çàäà÷è (4.5) ïðè ϕ ∈
L2(O;Cn) è F ∈ Hp(T ), 0 < T 6 ∞, ïðè íåêîòîðîì 2 < p 6 ∞. Ïóñòü


ôóíêöèÿ wε îïðåäåëåíà â (4.20). Ïóñòü Λ(x) � Γ-ïåðèîäè÷åñêîå ðåøå-
íèå çàäà÷è (1.8). Ïóñòü PO � îïåðàòîð ïðîäîëæåíèÿ (2.4), è Sε �


îïåðàòîð (1.19). Ïîëîæèì w̃ε = POwε. Ïóñòü pε = gεb(D)uε, è g̃ �


ìàòðèöà-ôóíêöèÿ (1.9). Òîãäà ïðè 0 < ε 6 ε1 è ε2 6 t < T âûïîëíåíû


îöåíêè


‖uε(·, t)− u0(·, t)− εΛεSεb(D)w̃ε(·, t)‖H1(O)


6 2C13ε
1/2t−3/4e−c∗t/2‖ϕ‖L2(O) + čpρ(ε, p)‖F‖Hp(t),


(4.22)


‖pε(·, t)− g̃εSεb(D)w̃ε(·, t)‖L2(O)


6 2C̃13ε
1/2t−3/4e−c∗t/2‖ϕ‖L2(O) + c̃pρ(ε, p)‖F‖Hp(t).


(4.23)


Çäåñü


ρ(ε, p) =



ε1−2/p, 2 < p < 4,


ε1/2(| ln ε|+ 1)3/4, p = 4,


ε1/2, 4 < p 6∞.
(4.24)
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Ïîñòîÿííûå čp è c̃p çàâèñÿò ëèøü îò èñõîäíûõ äàííûõ (2.2) è îò p.


Äîêàçàòåëüñòâî. Â ñèëó (4.4), (4.6) è (4.21) ñïðàâåäëèâà îöåíêà


‖uε(·, t)− u0(·, t)− εΛεSεb(D)w̃ε(·, t)‖H1(O)


6
∥∥∥(e−AD,εt − e−A0


Dt − εKD(t; ε)
)
ϕ
∥∥∥
H1(O)


+


∫ t−ε2


0


∥∥∥(e−AD,ε(t−t̃) − e−A0
D(t−t̃) − εKD(t− t̃; ε)


)
F(·, t̃)


∥∥∥
H1(O)


dt̃


+


∫ t


t−ε2


∥∥∥(e−AD,ε(t−t̃) − e−A0
D(t−t̃)


)
F(·, t̃)


∥∥∥
H1(O)


dt̃.


(4.25)
Îáîçíà÷èì ïîñëåäîâàòåëüíûå ñëàãàåìûå â ïðàâîé ÷àñòè (4.25) ÷åðåç


J1(t; ε;ϕ), J2(t; ε;F), J3(t; ε;F). Èç (3.19) è îöåíêè εt−1 6 ε1/2t−3/4, ñïðà-
âåäëèâîé ïðè t > ε2, ñëåäóåò, ÷òî


J1(t; ε;ϕ) 6 2C13ε
1/2t−3/4e−c∗t/2‖ϕ‖L2(O), 0 < ε 6 ε1. (4.26)


Îöåíèì J2(t; ε;F). Ïðè t̃ ∈ (0, t − ε2) âûïîëíåíî t − t̃ > ε2, à ïîòîìó


ε(t − t̃)−1 6 ε1/2(t − t̃)−3/4, è â ñèëó (3.19) ïðè 0 < ε 6 ε1 ñïðàâåäëèâà
îöåíêà


J2(t; ε;F) 6 2C13ε
1/2


∫ t−ε2


0
(t− t̃)−3/4e−c∗(t−t̃)/2‖F(·, t̃)‖L2(O) dt̃. (4.27)


Â ñèëó íåðàâåíñòâà Ãåëüäåðà èç (4.27) ïîëó÷àåì


J2(t; ε;F) 6 2C13ε
1/2‖F‖Hp(t)Ip′(t; ε)


1/p′ ,


Ip′(t; ε) :=


∫ t


ε2
τ−3p′/4e−c∗p


′τ/2 dτ.
(4.28)


(Ïðè p =∞ è p′ = 1 íåðàâåíñòâî îñòàåòñÿ â ñèëå.)
Îöåíèì Ip′(t; ε). Åñëè 2 < p < 4, òî 3p′/4 > 1, à òîãäà


Ip′(t; ε) 6
∫ ∞
ε2


τ−3p′/4 dτ = νpε
2−3p′/2, 2 < p < 4. (4.29)


Ïðè p = 4 èìååì p′ = 4/3 è


I4/3(t; ε) 6
∫ 1


ε2
τ−1 dτ +


∫ ∞
1


e−2c∗τ/3 dτ 6 2| ln ε|+ 3


2c∗
6 ν4(| ln ε|+ 1).


(4.30)
Íàêîíåö, ïðè 4 < p 6∞ âûïîëíåíî 3p′/4 < 1, à ïîòîìó


Ip′(t; ε) 6
∫ ∞


0
τ−3p′/4e−c∗p


′τ/2 dτ = νp, 4 < p 6∞. (4.31)


Çäåñü


νp =



(3p′/4− 1)−1, 2 < p < 4,


max{2; 3(2c∗)
−1}, p = 4,


(c∗p
′/2)3p′/4−1Γ(1− 3p′/4), 4 < p 6∞.


(4.32)
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Â èòîãå èç (4.28)�(4.31) ñëåäóåò îöåíêà


J2(t; ε;F) 6 2C13ν
1/p′
p ρ(ε, p)‖F‖Hp(t), 2 < p 6∞, (4.33)


ãäå ρ(ε, p) îïðåäåëåíî â (4.24).
Ïåðåéäåì ê îöåíêå ÷ëåíà J3(t; ε;F). Ñ ó÷åòîì (3.24) èìååì


J3(t; ε;F) 6 C14


∫ t


t−ε2
(t− t̃)−1/2‖F(·, t̃)‖L2(O) dt̃, 0 < ε 6 1. (4.34)


Ïðèìåíÿÿ íåðàâåíñòâî Ãåëüäåðà, ïðèõîäèì ê îöåíêå


J3(t; ε;F) 6 C14(1− p′/2)−1/p′ε1−2/p‖F‖Hp(t), 0 < ε 6 1, (4.35)


êîòîðàÿ ñïðàâåäëèâà ïðè âñåõ 2 < p 6 ∞. Çàìåòèì, ÷òî ïðè p > 4
âûïîëíåíî ε1−2/p 6 ε1/2.
Îáúåäèíÿÿ (4.25), (4.26), (4.33) è (4.35), ïðèõîäèì ê (4.22) ñ ïîñòîÿí-


íîé čp = 2C13ν
1/p′
p + C14(1− p′/2)−1/p′ .


Îñòàåòñÿ ïðîâåðèòü (4.23). Â ñîîòâåòñòâèè ñ (4.4) è (4.21) èìååì


‖pε(·, t)− g̃εSεb(D)w̃ε(·, t)‖L2(O)


6
∥∥∥(gεb(D)e−AD,εt − g̃εSεb(D)POe


−A0
Dt
)
ϕ
∥∥∥
L2(O)


+


∫ t−ε2


0


∥∥∥(gεb(D)e−AD,ε(t−t̃) − g̃εSεb(D)POe
−A0


D(t−t̃)
)
F(·, t̃)


∥∥∥
L2(O)


dt̃


+


∫ t


t−ε2


∥∥∥gεb(D)e−AD,ε(t−t̃)F(·, t̃)
∥∥∥
L2(O)


dt̃.


(4.36)
Ïåðâûå äâà ñëàãàåìûõ â (4.36) îöåíèâàþòñÿ íà îñíîâàíèè (3.20), à òðåòüå
� ñ ïîìîùüþ (3.25). (Ñð. (4.26)�(4.35).) Ýòî ïðèâîäèò ê (4.23) ñ ïîñòî-


ÿííîé c̃p = 2C̃13ν
1/p′
p + C̃14(1− p′/2)−1/p′ . �


Ïî àíàëîãèè ñ âûâîäîì òåîðåìû 4.11 ïðè óñëîâèè Λ ∈ L∞ ñ ïîìîùüþ
òåîðåìû 3.6 è ïðåäëîæåíèÿ 3.5 ïîëó÷àåì ñëåäóþùèé ðåçóëüòàò.


Òåîðåìà 4.12. Ïóñòü âûïîëíåíû óñëîâèÿ òåîðåìû 4.11. Ïðåäïî-


ëîæèì, ÷òî ìàòðèöà Λ(x) óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ 2.5. Òîãäà ïðè


0 < ε 6 ε1 è ε
2 6 t < T âûïîëíåíû îöåíêè


‖uε(·, t)− u0(·, t)− εΛεb(D)wε(·, t)‖H1(O)


6 2C15ε
1/2t−3/4e−c∗t/2‖ϕ‖L2(O) + c′pρ(ε, p)‖F‖Hp(t),


‖pε(·, t)− g̃εb(D)wε(·, t)‖L2(O)


6 2C̃15ε
1/2t−3/4e−c∗t/2‖ϕ‖L2(O) + c′′pρ(ε, p)‖F‖Hp(t).


Ïîñòîÿííûå c′p è c
′′
p çàâèñÿò ëèøü îò èñõîäíûõ äàííûõ (2.2), îò ‖Λ‖L∞


è îò p.


Â ñëó÷àå äîïîëíèòåëüíîé ãëàäêîñòè ãðàíèöû ìîæíî ïðèìåíèòü òåîðå-
ìó 3.9. Îäíàêî, èç-çà ñèëüíîãî ðîñòà ïðàâîé ÷àñòè â îöåíêàõ (3.34), (3.35)
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ïðè ìàëîì t ñîäåðæàòåëüíûé ðåçóëüòàò ïîëó÷àåòñÿ òîëüêî â òðåõìåðíîì
ñëó÷àå è òîëüêî ïðè p = ∞. Åãî âûâîä àíàëîãè÷åí äîêàçàòåëüñòâó òåî-
ðåìû 4.11.


Ïðåäëîæåíèå 4.13. Ïóñòü âûïîëíåíû óñëîâèÿ òåîðåìû 4.11, ïðè÷åì
d = 3, p = ∞. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ∂O ∈ C2,1. Òîãäà ïðè 0 < ε 6 ε1 è


ε2 6 t < T âûïîëíåíû îöåíêè


‖uε(·, t)− u0(·, t)− εΛεb(D)wε(·, t)‖H1(O)


6 2C∗3


(
ε1/2t−3/4 + εt−5/4


)
e−c∗t/2‖ϕ‖L2(O) + c′ε1/2‖F‖H∞(t),


‖pε(·, t)− g̃εb(D)wε(·, t)‖L2(O)


6 2C̃∗3


(
ε1/2t−3/4 + εt−5/4


)
e−c∗t/2‖ϕ‖L2(O) + c̃′ε1/2‖F‖H∞(t).


Ïîñòîÿííûå c′ è c̃′ çàâèñÿò ëèøü îò èñõîäíûõ äàííûõ (2.2).


Âûäåëèì ñïåöèàëüíûå ñëó÷àè.


Ïðåäëîæåíèå 4.14. Ïóñòü âûïîëíåíû óñëîâèÿ òåîðåìû 4.11.
1◦. Åñëè g0 = g, ò. å. âûïîëíåíû ñîîòíîøåíèÿ (1.12), òî ïðè 0 < ε 6 ε1


è ε2 6 t < T ñïðàâåäëèâà îöåíêà


‖uε(·, t)−u0(·, t)‖H1(O) 6 2C13ε
1/2t−3/4e−c∗t/2‖ϕ‖L2(O) + čpρ(ε, p)‖F‖Hp(t).


2◦. Åñëè g0 = g, ò. å. ñïðàâåäëèâû ïðåäñòàâëåíèÿ (1.13), òî ïðè


0 < ε 6 ε1 è ε
2 6 t < T âûïîëíåíà îöåíêà


‖pε(·, t)−p0(·, t)‖L2(O) 6 2C̃15ε
1/2t−3/4e−c∗t/2‖ϕ‖L2(O) + c′′′p ρ(ε, p)‖F‖Hp(t),


(4.37)
ãäå p0 = g0b(D)u0. Ïîñòîÿííàÿ c


′′′
p çàâèñèò îò èñõîäíûõ äàííûõ (2.2),


à òàêæå îò n è p.


Äîêàçàòåëüñòâî. Óòâåðæäåíèå 1◦ ïðÿìî âûòåêàåò èç òåîðåìû 4.11, ïî-
ñêîëüêó Λ = 0 ïðè óñëîâèè g0 = g.
Äîêàæåì óòâåðæäåíèå 2◦. Â ñèëó (4.4) è (4.6) èìååì


‖pε(·, t)− p0(·, t)‖L2(O)


6
∥∥∥(gεb(D)e−AD,εt − g0b(D)e−A


0
Dt
)
ϕ
∥∥∥
L2(O)


+


∫ t


0


∥∥∥(gεb(D)e−AD,ε(t−t̃) − g0b(D)e−A
0
D(t−t̃)


)
F(·, t̃)


∥∥∥
L2(O)


dt̃.


(4.38)


Ïåðâûé ÷ëåí ñïðàâà îöåíèâàåòñÿ ñ ïîìîùüþ ïðåäëîæåíèÿ 3.12. Èíòå-
ãðàë â ïðàâîé ÷àñòè (4.38) ðàçîáüåì â ñóììó äâóõ � ïî ïðîìåæóòêàì
(0, t − ε2) è (t − ε2, t). Ïåðâûé èíòåãðàë îöåíèâàåòñÿ ñ ïîìîùüþ ïðåä-
ëîæåíèÿ 3.12 (ñð. (4.27)�(4.33)). Äëÿ îöåíêè âòîðîãî ïðèìåíÿåì (3.25)
è (3.26) (ñð. (4.34), (4.35)). Ýòî ïðèâîäèò ê îöåíêå (4.37) ñ ïîñòîÿííîé


c′′′p = 2C̃15ν
1/p′
p + 2C̃14(1− p′/2)−1/p′ . �
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4.6. Àïïðîêñèìàöèÿ ðåøåíèé íåîäíîðîäíîãî óðàâíåíèÿ â ñòðî-
ãî âíóòðåííåé ïîäîáëàñòè. Äåéñòâóÿ ïî àíàëîãèè ñ äîêàçàòåëüñòâîì
òåîðåìû 4.11 è ïðèìåíÿÿ òåîðåìó 3.13 è ïðåäëîæåíèå 3.5, íåòðóäíî ïî-
ëó÷èòü ñëåäóþùèé ðåçóëüòàò.


Òåîðåìà 4.15. Ïóñòü âûïîëíåíû óñëîâèÿ òåîðåìû 4.11. Ïóñòü


O′ � ñòðîãî âíóòðåííÿÿ ïîäîáëàñòü îáëàñòè O. Îáîçíà÷èì δ =
dist {O′; ∂O}. Òîãäà ïðè 0 < ε 6 ε1 è ε


2 6 t < T ñïðàâåäëèâû îöåíêè


‖uε(·, t)− u0(·, t)− εΛεSεb(D)w̃ε(·, t)‖H1(O′)


6 (C16δ
−1 + C17)εt−1e−c∗t/2‖ϕ‖L2(O) + (kpδ


−1 + k′p)σ(ε, p)‖F‖Hp(t),


‖pε(·, t)− g̃εSεb(D)w̃ε(·, t)‖L2(O′)


6 (C̃16δ
−1 + C̃17)εt−1e−c∗t/2‖ϕ‖L2(O) + (k̃pδ


−1 + k̃′p)σ(ε, p)‖F‖Hp(t).


Çäåñü âåëè÷èíà σ(ε, p) îïðåäåëåíà ðàâåíñòâîì


σ(ε, p) =


{
ε1−2/p, 2 < p <∞,
ε (| ln ε|+ 1) , p =∞.


(4.39)


Ïîñòîÿííûå kp, k
′
p, k̃p, k̃


′
p çàâèñÿò ëèøü îò èñõîäíûõ äàííûõ (2.2) è


îò p.


Íàêîíåö, â ñëó÷àå Λ ∈ L∞ íà îñíîâàíèè òåîðåìû 3.14 ïîëó÷àåì ñëå-
äóþùèé ðåçóëüòàò.


Òåîðåìà 4.16. Ïóñòü ìàòðèöà-ôóíêöèÿ Λ(x) óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ


2.5. Â óñëîâèÿõ òåîðåìû 4.15 ïðè 0 < ε 6 ε1 è ε
2 6 t < T èìååì


‖uε(·, t)− u0(·, t)− εΛεb(D)wε(·, t)‖H1(O′)


6 (C16δ
−1 + Č17)εt−1e−c∗t/2‖ϕ‖L2(O) + (kpδ


−1 + ǩ′p)σ(ε, p)‖F‖Hp(t),


‖pε(·, t)− g̃εb(D)wε(·, t)‖L2(O′)


6 (C̃16δ
−1 + Ĉ17)εt−1e−c∗t/2‖ϕ‖L2(O) + (k̃pδ


−1 + k̂′p)σ(ε, p)‖F‖Hp(t).


Ïîñòîÿííûå kp è k̃p � òå æå, ÷òî â òåîðåìå 4.15. Ïîñòîÿííûå ǩ′p è


k̂′p çàâèñÿò ëèøü îò èñõîäíûõ äàííûõ (2.2), îò ‖Λ‖L∞ è îò p.


Çàìå÷àíèå 4.17. 1) Ïðè p > 4 ìíîæèòåëü ïðè ‖F‖Hp(t) â îöåíêàõ èç
òåîðåì 4.15, 4.16 èìååò áîëåå òî÷íûé ïîðÿäîê (ïî ε), íåæåëè àíàëîãè÷-
íûé ìíîæèòåëü â îöåíêàõ èç òåîðåì 4.11, 4.12. Åñëè æå 2 < p < 4, òî
óïîìÿíóòûå ìíîæèòåëè èìåþò îäèíàêîâûé ïîðÿäîê ε1−2/p, ò. å. ïåðåõîä
ê ñòðîãî âíóòðåííåé ïîäîáëàñòè íå äàåò âûãîäû. 2) Ïðèìåíåíèå òåîðå-
ìû 3.16 ê àïïðîêñèìàöèè ðåøåíèé íåîäíîðîäíîãî óðàâíåíèÿ â êëàññå
H1(O′;Cn) íå äàåò èíòåðåñíûõ ðåçóëüòàòîâ èç-çà ñèëüíîãî ðîñòà ìíî-
æèòåëÿ hd(δ; t) â îöåíêàõ (3.39), (3.40) ïðè ìàëîì t.
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4.7. Àïïðîêñèìàöèÿ ðåøåíèé íåîäíîðîäíîãî óðàâíåíèÿ â
Lp((0, T );H1(O;Cn)). Îáîçíà÷èì Gp(T ) := Lp((0, T );H1(O;Cn)).


Òåîðåìà 4.18. Ïóñòü âûïîëíåíû óñëîâèÿ òåîðåìû 2.2. Ïóñòü uε, u0


� ðåøåíèÿ çàäà÷ (4.3), (4.5) ñîîòâåòñòâåííî ïðè ϕ ∈ L2(O;Cn) è


F ∈ Hp(T ), 0 < T 6 ∞. Ïóñòü ôóíêöèÿ wε(·, t) ïðè ε2 6 t < T îïðå-


äåëåíà â (4.20). Ïðè 0 6 t < ε2 áóäåì ñ÷èòàòü wε(·, t) = 0. Ïóñòü
Λ(x) � Γ-ïåðèîäè÷åñêîå ðåøåíèå çàäà÷è (1.8), PO � îïåðàòîð ïðîäîë-


æåíèÿ (2.4), è ïóñòü Sε � îïåðàòîð (1.19). Ïîëîæèì w̃ε = POwε.


Ïóñòü pε = gεb(D)uε, g̃ � ìàòðèöà-ôóíêöèÿ (1.9).
1◦. Ïóñòü 1 6 p < 2. Òîãäà ïðè 0 < ε 6 ε1 ñïðàâåäëèâû îöåíêè


‖uε − u0 − εΛεSεb(D)w̃ε‖Gp(T ) 6 κpα(ε, p)‖ϕ‖L2(O) + C19ε
1/2‖F‖Hp(T ),


(4.40)


‖pε − g̃εSεb(D)w̃ε‖Lp((0,T );L2(O)) 6 κ̃pα(ε, p)‖ϕ‖L2(O) + C̃19ε
1/2‖F‖Hp(T ).


Âåëè÷èíà α(ε, p) = ρ(ε, p′) îïðåäåëåíà ðàâåíñòâîì


α(ε, p) =



ε1/2, 1 6 p < 4/3,


ε1/2(| ln ε|+ 1)3/4, p = 4/3,


ε2/p−1, 4/3 < p < 2.


(4.41)


Ïîñòîÿííûå C19 è C̃19 çàâèñÿò ëèøü îò èñõîäíûõ äàííûõ (2.2). Ïî-
ñòîÿííûå κp è κ̃p çàâèñÿò îò èñõîäíûõ äàííûõ (2.2) è îò p.
2◦. Ïóñòü ϕ = 0 è 1 6 p 6∞. Òîãäà ïðè 0 < ε 6 ε1 ñïðàâåäëèâû îöåíêè


‖uε − u0 − εΛεSεb(D)w̃ε‖Gp(T ) 6 C19ε
1/2‖F‖Hp(T ), (4.42)


‖pε − g̃εSεb(D)w̃ε‖Lp((0,T );L2(O)) 6 C̃19ε
1/2‖F‖Hp(T ).


Äîêàçàòåëüñòâî. Ñíà÷àëà ðàññìîòðèì ñëó÷àé T > ε2. Èìååì


‖uε − u0 − εΛεSεb(D)w̃ε‖Gp(T ) 6 T1(ε; p;ϕ) + T2(ε; p;ϕ)


+ T3(ε; p;F) + T4(ε; p;F) + T5(ε; p;F),
(4.43)
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ãäå


T1(ε; p;ϕ)p :=


∫ ε2


0
dt
∥∥∥(e−AD,εt − e−A0


Dt
)
ϕ
∥∥∥p
H1
, (4.44)


T2(ε; p;ϕ)p :=


∫ T


ε2
dt
∥∥∥(e−AD,εt − e−A0


Dt − εKD(t; ε)
)
ϕ
∥∥∥p
H1
,


T3(ε; p;F)p :=


∫ ε2


0
dt


∥∥∥∥∫ t


0
dt̃
(
e−AD,ε(t−t̃) − e−A0


D(t−t̃))F(·, t̃)
∥∥∥∥p
H1


,


T4(ε; p;F)p :=∫ T


ε2
dt


∥∥∥∥∫ t−ε2


0
dt̃
(
e−AD,ε(t−t̃) − e−A0


D(t−t̃) − εKD(t− t̃; ε)
)
F(·, t̃)


∥∥∥∥p
H1


,


T5(ε; p;F)p :=


∫ T


ε2
dt


∥∥∥∥∫ t


t−ε2
dt̃
(
e−AD,ε(t−t̃) − e−A0


D(t−t̃))F(·, t̃)
∥∥∥∥p
H1


.


Èíòåãðàë â (4.44) ñõîäèòñÿ ïðè 1 6 p < 2. Ïðèìåíÿÿ (3.24), íàõîäèì


T1(ε; p;ϕ)p 6 Cp14‖ϕ‖
p
L2(O)


∫ ε2


0
t−p/2 dt = Cp14(1− p/2)−1ε2−p‖ϕ‖pL2(O).


(4.45)
Äàëåå, â ñèëó (3.19)


T2(ε; p;ϕ)p 6 (2C13)pεp/2‖ϕ‖pL2(O)


∫ T


ε2
t−3p/4e−pc∗t/2 dt. (4.46)


Èíòåãðàë â ïðàâîé ÷àñòè (4.46) óæå ðàññìàòðèâàëñÿ � ýòî Ip(T ; ε) (ñì.
(4.28)). Â ñèëó (4.29)�(4.31) ñïðàâåäëèâû îöåíêè Ip(T ; ε) 6 νp′ ïðè 1 6
p < 4/3; I4/3(T ; ε) 6 ν4(| ln ε| + 1); Ip(T ; ε) 6 νp′ε


2−3p/2 ïðè 4/3 < p < 2.
Îòñþäà è èç (4.45), (4.46) ïîëó÷àåì


T1(ε; p;ϕ) + T2(ε; p;ϕ) 6 κpα(ε, p)‖ϕ‖L2 , 1 6 p < 2, (4.47)


ãäå κp = C14(1− p/2)−1/p + 2C13ν
1/p
p′ .


Â ñèëó (3.24), ïðèìåíÿÿ íåðàâåíñòâî Ãåëüäåðà, èìååì


T3(ε; p;F)p 6 Cp14


∫ ε2


0
dt


(∫ t


0
dt̃(t− t̃)−1/2‖F(·, t̃)‖L2


)p
6 Cp14


∫ ε2


0
dt


(∫ t


0
(t− t̃)−1/2‖F(·, t̃)‖pL2


dt̃


)(∫ t


0
(t− t̃)−1/2 dt̃


)p/p′
.


Ïðè 0 6 t 6 ε2 âûïîëíåíî
∫ t


0 (t − t̃)−1/2 dt̃ 6 2ε. Ó÷èòûâàÿ ýòî è ìåíÿÿ
ïîðÿäîê èíòåãðèðîâàíèÿ â ïîëó÷èâøåìñÿ èíòåãðàëå, íàõîäèì


T3(ε; p;F)p 6 Cp14(2ε)p/p
′
∫ ε2


0
dt̃ ‖F(·, t̃)‖pL2


∫ ε2


t̃
dt (t− t̃)−1/2


6 Cp14(2ε)1+p/p′‖F‖pHp(T ).


(4.48)
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×ëåí T5(ε; p;F) îöåíèâàåòñÿ àíàëîãè÷íî:


T5(ε; p;F)p 6 Cp14(2ε)1+p/p′‖F‖pHp(T ). (4.49)


Îñòàåòñÿ îöåíèòü T4(ε; p;F). Â ñèëó (3.19) è íåðàâåíñòâà Ãåëüäåðà


T4(ε; p;F)p


6 (2C13)pεp/2
∫ T


ε2
dt


(∫ t−ε2


0
dt̃ (t− t̃)−3/4e−c∗(t−t̃)/2‖F(·, t̃)‖L2


)p
6 (2C13)pεp/2


∫ T


ε2
dt


(∫ t−ε2


0
dt̃ (t− t̃)−3/4e−c∗(t−t̃)/2‖F(·, t̃)‖pL2


)
×
(∫ t−ε2


0
dt̃ (t− t̃)−3/4e−c∗(t−t̃)/2


)p/p′
.


Ïîñëåäíèé èíòåãðàë â ñêîáêàõ îöåíèâàåòñÿ ÷åðåç (c∗/2)−1/4Γ(1/4). Ìå-
íÿÿ ïîðÿäîê èíòåãðèðîâàíèÿ â ïîëó÷èâøåìñÿ èíòåãðàëå, íàõîäèì


T4(ε; p;F)p 6 (2C13)pεp/2
(


(c∗/2)−1/4Γ(1/4)
)1+p/p′


‖F‖pHp(T ). (4.50)


Îáúåäèíÿÿ (4.43) è (4.47)�(4.50), ïîëó÷àåì îöåíêó (4.40) (â óñëî-
âèÿõ ïóíêòà 1◦ òåîðåìû) ïðè T > ε2. Ïðè ýòîì C19 = 4C14 +


2C13(c∗/2)−1/4Γ(1/4). Â ñëó÷àå 0 < T < ε2 îöåíêè î÷åâèäíî óïðîùàþòñÿ
è îïèðàþòñÿ òîëüêî íà ïðåäëîæåíèå 3.5.
Òåïåðü ïðåäïîëîæèì, ÷òî ϕ = 0 è 1 6 p 6 ∞. Ïðè 1 6 p < ∞


ñïðàâåäëèâ àíàëîã îöåíêè (4.43) ñ T1(ε; p;ϕ) = T2(ε; p;ϕ) = 0. Çàìåòèì,
÷òî îöåíêè (4.48)�(4.50) ñîõðàíÿþò ñèëó ïðè âñåõ 1 6 p <∞, ÷òî âëå÷åò
(4.42) â ýòîì ñëó÷àå.
Ïðè p =∞ èìååì


‖uε − u0 − εΛεSεb(D)w̃ε‖G∞(T ) = max{ess sup
t∈(0,ε2)


‖uε(·, t)− u0(·, t)‖H1(O);


ess sup
t∈(ε2,T )


‖uε(·, t)− u0(·, t)− εΛεSεb(D)w̃ε(·, t)‖H1(O)}.


(4.51)


Â ñèëó ðåçóëüòàòà òåîðåìû 4.11 ñ p =∞


ess sup
t∈(ε2,T )


‖uε(·, t)− u0(·, t)− εΛεSεb(D)w̃ε(·, t)‖H1(O) 6 č∞ε
1/2‖F‖H∞(T ),


(4.52)


ãäå č∞ = 2C13(c∗/2)−1/4Γ(1/4) + 2C14. Ñ ó÷åòîì (3.24) èìååì


ess sup
t∈(0,ε2)


‖uε(·, t)− u0(·, t)‖H1(O)


= ess sup
t∈(0,ε2)


∥∥∥∥∫ t


0


(
e−AD,ε(t−t̃) − e−A0


D(t−t̃))F(·, t̃)dt̃
∥∥∥∥
H1(O)


6 C14 ess sup
t∈(0,ε2)


∫ t


0
(t− t̃)−1/2‖F(·, t̃)‖L2 dt̃ 6 2εC14‖F‖H∞(T ).


(4.53)
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Èç (4.51)�(4.53) âûòåêàåò (4.42) ïðè p =∞.
Óòâåðæäåíèÿ òåîðåìû îòíîñèòåëüíî ïîòîêîâ pε ïîëó÷àþòñÿ íà àíà-


ëîãè÷íîì ïóòè ñ ïîìîùüþ îöåíîê (3.20) è (3.25). �


Ïðè äîïîëíèòåëüíîì óñëîâèè 2.5 íà ìàòðèöó-ôóíêöèþ Λ(x) ñïðàâåä-
ëèâà ñëåäóþùàÿ òåîðåìà. Åå äîêàçàòåëüñòâî ïîëíîñòüþ àíàëîãè÷íî äî-
êàçàòåëüñòâó òåîðåìû 4.18; îòëè÷èå ëèøü â òîì, ÷òî âìåñòî (3.19) è (3.20)
ñëåäóåò èñïîëüçîâàòü (3.28) è (3.29).


Òåîðåìà 4.19. Ïóñòü âûïîëíåíû óñëîâèÿ òåîðåìû 4.18 è óñëîâèå 2.5.
1◦. Ïóñòü 1 6 p < 2. Òîãäà ïðè 0 < ε 6 ε1 ñïðàâåäëèâû îöåíêè


‖uε − u0 − εΛεb(D)wε‖Gp(T ) 6 κpα(ε, p)‖ϕ‖L2(O) + C20ε
1/2‖F‖Hp(T ),


‖pε − g̃εb(D)wε‖Lp((0,T );L2(O)) 6 κ̃pα(ε, p)‖ϕ‖L2(O) + C̃20ε
1/2‖F‖Hp(T ).


Ïîñòîÿííûå C20 è C̃20 çàâèñÿò ëèøü îò èñõîäíûõ äàííûõ (2.2) è îò


‖Λ‖L∞ . Ïîñòîÿííûå κp è κ̃p çàâèñÿò îò òåõ æå ïàðàìåòðîâ è îò p.
2◦. Ïóñòü ϕ = 0 è 1 6 p 6∞. Òîãäà ïðè 0 < ε 6 ε1 ñïðàâåäëèâû îöåíêè


‖uε − u0 − εΛεb(D)wε‖Gp(T ) 6 C20ε
1/2‖F‖Hp(T ),


‖pε − g̃εb(D)wε‖Lp((0,T );L2(O)) 6 C̃20ε
1/2‖F‖Hp(T ).


Â ñëó÷àå äîïîëíèòåëüíîé ãëàäêîñòè ãðàíèöû ìîæíî èñïîëüçîâàòü
òåîðåìó 3.9. Êàê è â ïðåäëîæåíèè 4.13, ñîäåðæàòåëüíûé ðåçóëüòàò ïî-
ëó÷àåòñÿ òîëüêî â òðåõìåðíîì ñëó÷àå. Åãî ïðîâåðêà àíàëîãè÷íà äîêàçà-
òåëüñòâó òåîðåìû 4.18.


Ïðåäëîæåíèå 4.20. Ïóñòü âûïîëíåíû óñëîâèÿ òåîðåìû 4.18, ïðè÷åì
d = 3. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ∂O ∈ C2,1.


1◦. Ïóñòü 1 6 p < 4/3. Òîãäà ïðè 0 < ε 6 ε1 ñïðàâåäëèâû îöåíêè


‖uε − u0 − εΛεb(D)wε‖Gp(T ) 6 κ′pε2/p−3/2‖ϕ‖L2(O) + C21ε
1/2‖F‖Hp(T ),


‖pε − g̃εb(D)wε‖Lp((0,T );L2(O)) 6 κ̃′pε2/p−3/2‖ϕ‖L2(O) + C̃21ε
1/2‖F‖Hp(T ).


Ïîñòîÿííûå C21 è C̃21 çàâèñÿò ëèøü îò èñõîäíûõ äàííûõ (2.2). Ïî-
ñòîÿííûå κ′p è κ̃′p çàâèñÿò îò òåõ æå ïàðàìåòðîâ è îò p.
2◦. Ïóñòü ϕ = 0 è 1 6 p 6∞. Òîãäà ïðè 0 < ε 6 ε1 ñïðàâåäëèâû îöåíêè


‖uε − u0 − εΛεb(D)wε‖Gp(T ) 6 C21ε
1/2‖F‖Hp(T ),


‖pε − g̃εb(D)wε‖Lp((0,T );L2(O)) 6 C̃21ε
1/2‖F‖Hp(T ).


4.8. Àïïðîêñèìàöèÿ ðåøåíèé â Lp((0, T );H1(O′;Cn)). Ñëåäóþùèé
ðåçóëüòàò ïðîâåðÿåòñÿ ïî àíàëîãèè ñ òåîðåìîé 4.18 íà îñíîâàíèè òåîðå-
ìû 3.13 è ïðåäëîæåíèÿ 3.5.


Òåîðåìà 4.21. Ïóñòü âûïîëíåíû óñëîâèÿ òåîðåìû 4.18. Ïóñòü O′ �
ñòðîãî âíóòðåííÿÿ ïîäîáëàñòü îáëàñòè O, è δ = dist {O′; ∂O}.
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1◦. Ïóñòü 1 6 p < 2. Òîãäà ïðè 0 < ε 6 ε1 ñïðàâåäëèâû îöåíêè


‖uε − u0 − εΛεSεb(D)w̃ε‖Lp((0,T );H1(O′))


6 (kp′δ
−1 + k′p′)τ(ε, p)‖ϕ‖L2(O) + (C ′22δ


−1 + C ′′22)ε(| ln ε|+ 1)‖F‖Hp(T ),


‖pε − g̃εSεb(D)w̃ε‖Lp((0,T );L2(O′))


6 (k̃p′δ
−1 + k̃′p′)τ(ε, p)‖ϕ‖L2(O) + (C̃ ′22δ


−1 + C̃ ′′22)ε(| ln ε|+ 1)‖F‖Hp(T ).


Âåëè÷èíà τ(ε, p) = σ(ε, p′) îïðåäåëåíà ðàâåíñòâîì


τ(ε, p) =


{
ε2/p−1, 1 < p < 2,


ε (| ln ε|+ 1) , p = 1.
(4.54)


2◦. Ïóñòü ϕ = 0 è 1 6 p 6∞. Òîãäà ïðè 0 < ε 6 ε1 âûïîëíåíî


‖uε − u0 − εΛεSεb(D)w̃ε‖Lp((0,T );H1(O′))


6 (C ′22δ
−1 + C ′′22)ε(| ln ε|+ 1)‖F‖Hp(T ),


‖pε − g̃εSεb(D)w̃ε‖Lp((0,T );L2(O′)) 6 (C̃ ′22δ
−1 + C̃ ′′22)ε(| ln ε|+ 1)‖F‖Hp(T ).


Ïîñòîÿííûå C ′22, C
′′
22, C̃


′
22 è C̃ ′′22 çàâèñÿò ëèøü îò èñõîäíûõ äàííûõ


(2.2). Ïîñòîÿííûå kp′ , k
′
p′ , k̃p′ , k̃


′
p′ � òå æå, ÷òî â òåîðåìå 4.15 (ñ


çàìåíîé p íà p′).


Íàêîíåö, â ñëó÷àå Λ ∈ L∞ íà îñíîâàíèè òåîðåìû 3.14 è ïðåäëîæåíèÿ
3.5 ïîëó÷àåì ñëåäóþùèé ðåçóëüòàò.


Òåîðåìà 4.22. Ïóñòü âûïîëíåíû óñëîâèÿ òåîðåìû 4.21, è ïóñòü


ìàòðèöà-ôóíêöèÿ Λ(x) ïîä÷èíåíà óñëîâèþ 2.5.
1◦. Ïóñòü 1 6 p < 2. Òîãäà ïðè 0 < ε 6 ε1 ñïðàâåäëèâû îöåíêè


‖uε − u0 − εΛεb(D)wε‖Lp((0,T );H1(O′))


6 (kp′δ
−1 + ǩ′p′)τ(ε, p)‖ϕ‖L2(O) + (C ′22δ


−1 + Č ′′22)ε(| ln ε|+ 1)‖F‖Hp(T ),


‖pε − g̃εb(D)wε‖Lp((0,T );L2(O′))


6 (k̃p′δ
−1 + k̂′p′)τ(ε, p)‖ϕ‖L2(O) + (C̃ ′22δ


−1 + Ĉ ′′22)ε(| ln ε|+ 1)‖F‖Hp(T ).


2◦. Ïóñòü ϕ = 0 è 1 6 p 6∞. Òîãäà ïðè 0 < ε 6 ε1 âûïîëíåíî


‖uε − u0 − εΛεb(D)wε‖Lp((0,T );H1(O′))


6 (C ′22δ
−1 + Č ′′22)ε(| ln ε|+ 1)‖F‖Hp(T ),


‖pε − g̃εb(D)wε‖Lp((0,T );L2(O′)) 6 (C̃ ′22δ
−1 + Ĉ ′′22)ε(| ln ε|+ 1)‖F‖Hp(T ).


Ïîñòîÿííûå C ′22, C̃
′
22 � òå æå, ÷òî è â òåîðåìå 4.21. Ïîñòîÿííûå Č ′′22 è


Ĉ ′′22 çàâèñÿò ëèøü îò èñõîäíûõ äàííûõ (2.2) è îò ‖Λ‖L∞ . Ïîñòîÿííûå
kp′ , ǩ


′
p′ , k̃p′ , k̂


′
p′ � òå æå, ÷òî è â òåîðåìå 4.16 (ñ çàìåíîé p íà p′).


Îòìåòèì, ÷òî ïðèìåíåíèå òåîðåìû 3.16 ê àïïðîêñèìàöèè ðåøåíèé
íåîäíîðîäíîãî óðàâíåíèÿ â êëàññå Lp((0, T );H1(O′;Cn)) íå äàåò èíòå-
ðåñíûõ ðåçóëüòàòîâ èç-çà ñèëüíîãî ðîñòà ìíîæèòåëÿ hd(δ; t) â îöåíêàõ
(3.39), (3.40) ïðè ìàëîì t.
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Ãëàâà 2. Óñðåäíåíèå âòîðîé íà÷àëüíî-êðàåâîé çàäà÷è


äëÿ ïàðàáîëè÷åñêèõ ñèñòåì


�5. Êëàññ îïåðàòîðîâ AN,ε. Ýôôåêòèâíûé îïåðàòîð


5.1. Êîýðöèòèâíîñòü. Íàëîæèì äîïîëíèòåëüíîå óñëîâèå íà ñèìâîë


b(ξ) =
∑d


l=1 blξl ïðè ξ ∈ Cd.


Óñëîâèå 5.1. Ìàòðè÷íîçíà÷íàÿ ôóíêöèÿ b(ξ), ξ ∈ Cd, òàêîâà, ÷òî


rank b(ξ) = n, 0 6= ξ ∈ Cd. (5.1)


Îòìåòèì, ÷òî óñëîâèå (5.1) áîëåå îãðàíè÷èòåëüíîå, ÷åì (1.3). Â ñîîò-
âåòñòâèè ñ [Ne] (ñì. òåîðåìó 7.8 â ðàçäåëå 3.7), óñëîâèå 5.1 ðàâíîñèëüíî
êîýðöèòèâíîñòè ôîðìû ‖b(D)u‖2L2(O) â H


1(O;Cn); ïðè ýòîì ñëåäóþùåå


óòâåðæäåíèå ñïðàâåäëèâî ëèøü ïðè óñëîâèè ëèïøèöåâîñòè ∂O.


Ïðåäëîæåíèå 5.2 ([Ne]). Óñëîâèå 5.1 íåîáõîäèìî è äîñòàòî÷íî äëÿ


ñóùåñòâîâàíèÿ ïîñòîÿííûõ C1 > 0 è C2 > 0 òàêèõ, ÷òî âûïîëíåíî


íåðàâåíñòâî òèïà Ãîðäèíãà


‖b(D)u‖2L2(O) + C2‖u‖2L2(O) > C1‖Du‖2L2(O), u ∈ H1(O;Cn). (5.2)


Çàìå÷àíèå 5.3. Ïîñòîÿííûå C1 è C2 çàâèñÿò îò ñèìâîëà b(ξ) è îò îáëà-
ñòè O, íî â îáùåì ñëó÷àå èõ òðóäíî êîíòðîëèðîâàòü ÿâíî. Îäíàêî ÷àñòî
äëÿ êîíêðåòíûõ îïåðàòîðîâ èõ ìîæíî íàéòè. Ïîýòîìó â äàëüíåéøåì ìû
áóäåì ññûëàòüñÿ íà çàâèñèìîñòü äðóãèõ ïîñòîÿííûõ îò C1 è C2.


5.2. Êëàññ îïåðàòîðîâ. Â L2(O;Cn) ðàññìîòðèì îïåðàòîð AN,ε, ôîð-
ìàëüíî çàäàííûé äèôôåðåíöèàëüíûì âûðàæåíèåì b(D)∗gε(x)b(D) ïðè
óñëîâèè Íåéìàíà íà ∂O. Òî÷íîå îïðåäåëåíèå îïåðàòîðà AN,ε äàåòñÿ ÷å-
ðåç êâàäðàòè÷íóþ ôîðìó


aN,ε[u,u] :=


∫
O
〈gε(x)b(D)u, b(D)u〉 dx, u ∈ H1(O;Cn). (5.3)


Â ñèëó (1.2) è (1.5) âûïîëíåíî


aN,ε[u,u] 6 dα1‖g‖L∞‖Du‖2L2(O), u ∈ H1(O;Cn). (5.4)


Èç (5.2) ñëåäóåò, ÷òî


aN,ε[u,u] > ‖g−1‖−1
L∞


(
C1‖Du‖2L2(O) − C2‖u‖2L2(O)


)
, u ∈ H1(O;Cn).


(5.5)
Èç (5.3)�(5.5) âèäíî, ÷òî ôîðìà (5.3) çàìêíóòà è íåîòðèöàòåëüíà.


5.3. Ýôôåêòèâíûé îïåðàòîð. Â L2(O;Cn) ðàññìîòðèì îïåðàòîð A0
N ,


ïîðîæäåííûé êâàäðàòè÷íîé ôîðìîé


a0
N [u,u] =


∫
O
〈g0b(D)u, b(D)u〉 dx, u ∈ H1(O;Cn). (5.6)
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Çäåñü g0 � ïîñòîÿííàÿ ýôôåêòèâíàÿ ìàòðèöà, îïðåäåëåííàÿ ðàâåíñòâîì
(1.10). Â ñèëó (1.14) ôîðìà (5.6) óäîâëåòâîðÿåò îöåíêàì âèäà (5.4), (5.5)
ñ òåìè æå ïîñòîÿííûìè.
Ïóñòü ν(x) � åäèíè÷íûé âåêòîð âíåøíåé íîðìàëè ê ∂O â òî÷-


êå x ∈ ∂O. Ïóñòü ∂0
ν � êîíîðìàëüíàÿ ïðîèçâîäíàÿ, ò. å. ∂0


νu(x) =
b(ν(x))∗g0b(∇)u(x). Â ñèëó óñëîâèÿ ∂O ∈ C1,1 è òîãî, ÷òî b(D)∗g0b(D) �
ñèëüíî ýëëèïòè÷åñêèé îïåðàòîð (ñ ïîñòîÿííûìè êîýôôèöèåíòàìè), îïå-
ðàòîð A0


N ìîæíî çàäàòü äèôôåðåíöèàëüíûì âûðàæåíèåì b(D)∗g0b(D)
íà îáëàñòè îïðåäåëåíèÿ {u ∈ H2(O;Cn) : ∂0


νu|∂O = 0}. Ïðè ýòîì


‖(A0
N + I)−1‖L2(O)→H2(O) 6 c


◦. (5.7)


Ïîñòîÿííàÿ c◦ çàâèñèò òîëüêî îò ïîñòîÿííûõ C1, C2 èç (5.2), îò α0, α1,
‖g‖L∞ , ‖g−1‖L∞ è îò îáëàñòè O. ×òîáû îïðàâäàòü ýòîò ôàêò, ñîøëåìñÿ
íà ðåçóëüòàòû î ðåãóëÿðíîñòè ðåøåíèé ñèëüíî ýëëèïòè÷åñêèõ ñèñòåì
(ñì., íàïðèìåð, [McL, ãë. 4]).
Ñëåäóþùåå çàìå÷àíèå àíàëîãè÷íî çàìå÷àíèþ 1.4.


Çàìå÷àíèå 5.4. Âìåñòî óñëîâèÿ ∂O ∈ C1,1 ìîæíî áûëî áû íàëîæèòü
íåÿâíîå òðåáîâàíèå íà îáëàñòü: îãðàíè÷åííàÿ îáëàñòü O ñ ëèïøèöåâîé
ãðàíèöåé òàêîâà, ÷òî âûïîëíåíà îöåíêà (5.7). Äëÿ òàêîé îáëàñòè îñòà-
þòñÿ ñïðàâåäëèâûìè ðåçóëüòàòû ãëàâû 2 (çà èñêëþ÷åíèåì ðåçóëüòàòîâ
ï. 7.6, òåîðåìû 8.3 è ïðåäëîæåíèé 8.12, 8.18, â êîòîðûõ òðåáóåòñÿ äî-
ïîëíèòåëüíàÿ ãëàäêîñòü ãðàíèöû). Â ñëó÷àå ñêàëÿðíûõ ýëëèïòè÷åñêèõ
îïåðàòîðîâ øèðîêèå äîñòàòî÷íûå óñëîâèÿ íà ∂O, ãàðàíòèðóþùèå âû-
ïîëíåíèå îöåíêè (5.7), ìîæíî íàéòè â [KoE] è [MaSh, ãë. 7] (â ÷àñòíîñòè,
äîñòàòî÷íî, ÷òîáû ∂O ∈ Cα, α > 3/2).


5.4. Îáîçíà÷èì


Z := Ker b(D) = {z ∈ H1(O;Cn) : b(D)z = 0}.
Èç (5.2) è èç êîìïàêòíîñòè âëîæåíèÿ H1(O;Cn) â L2(O;Cn) ñëåäóåò,
÷òî Z êîíå÷íîìåðíî. Çàâåäîìî Z ñîäåðæèò n-ìåðíîå ïîäïðîñòðàíñòâî
ïîñòîÿííûõ âåêòîð-ôóíêöèé. Îáîçíà÷èì q = dimZ. Ïîëîæèì


H(O) := L2(O;Cn)	 Z. (5.8)


×åðåç P îáîçíà÷èì îðòîãîíàëüíûé ïðîåêòîð ïðîñòðàíñòâà L2(O;Cn) íà
H(O). Äàëåå, ïóñòü H1


⊥(O;Cn) := H1(O;Cn) ∩H(O). Èíûìè ñëîâàìè,


H1
⊥(O;Cn) = {u ∈ H1(O;Cn) : (u, z)L2(O) = 0, ∀ z ∈ Z}.


Êàê ïðîâåðåíî â [Su6, ïðåäëîæåíèå 9.1], ôîðìà ‖b(D)u‖2L2(O) çàäàåò â


ïðîñòðàíñòâå H1
⊥(O;Cn) íîðìó, ýêâèâàëåíòíóþ ñòàíäàðòíîé, ò. å. ñóùå-


ñòâóåò ïîñòîÿííàÿ C̃1 > 0 òàêàÿ, ÷òî


C̃1‖u‖2H1(O) 6 ‖b(D)u‖2L2(O), u ∈ H1
⊥(O;Cn). (5.9)


Î÷åâèäíî,


KerAN,ε = KerA0
N = Z. (5.10)
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Ïîýòîìó îðòîãîíàëüíîå ðàçëîæåíèå L2(O;Cn) = Z ⊕ H(O) ïðèâîäèò
îïåðàòîðû AN,ε è A0


N . Â ñèëó (5.9) ñïðàâåäëèâû îöåíêè


aN,ε[u,u] > ‖g−1‖−1
L∞


C̃1‖u‖2H1(O), u ∈ H1
⊥(O;Cn),


a0
N [u,u] > ‖g−1‖−1


L∞
C̃1‖u‖2H1(O), u ∈ H1


⊥(O;Cn).
(5.11)


�6. Ïðåäâàðèòåëüíûå ñâåäåíèÿ.


Àïïðîêñèìàöèÿ ðåçîëüâåíòû îïåðàòîðà AN,ε
6.1. Àïïðîêñèìàöèÿ ðåçîëüâåíòû îïåðàòîðà AN,ε ïî îïåðàòîð-
íîé íîðìå â L2(O;Cn). Â [Su7,8] ïîëó÷åíà àïïðîêñèìàöèÿ îïåðàòîðà
(AN,ε − ζI)−1 ïðè ζ ∈ C \ [c[,∞), ζ 6= 0. Çäåñü 0 < c[ 6 min{µ2,ε;µ


0
2},


ãäå µ2,ε è µ
0
2 � ïåðâûå íåíóëåâûå ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ îïåðàòîðîâ AN,ε


è A0
N ñîîòâåòñòâåííî. (Ñ ó÷åòîì êðàòíîñòè ýòî (q + 1)-å ñîáñòâåííûå


çíà÷åíèÿ.) Â ñèëó (5.11) ìîæíî ïðèíÿòü c[ = ‖g−1‖−1
L∞


C̃1.
Äëÿ óäîáñòâà äàëüíåéøèõ ññûëîê ïåðå÷èñëèì èñõîäíûå äàííûå:


m, d, α0, α1, ‖g‖L∞ , ‖g−1‖L∞ ; ïîñòîÿííûå C1,C2 èç (5.2);


ïàðàìåòðû ðåøåòêè Γ; îáëàñòü O,
(6.1)


à òàêæå ðàñøèðåííûé íàáîð äàííûõ :


m, n, d, q, α0, α1, ‖g‖L∞ , ‖g−1‖L∞ ; ïîñòîÿííûå C1,C2 èç (5.2);


ïîñòîÿííàÿ C̃1 èç (5.9); ïàðàìåòðû ðåøåòêè Γ; îáëàñòü O.
(6.2)


Â òåîðåìàõ 10.1 è 14.8 èç [Su8] ïîëó÷åí ñëåäóþùèé ðåçóëüòàò.


Òåîðåìà 6.1 ([Su8]). Ïóñòü O ⊂ Rd � îãðàíè÷åííàÿ îáëàñòü ñ ãðàíè-


öåé êëàññà C1,1. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ìàòðèöà-ôóíêöèÿ g(x) è ÄÎ b(D)
óäîâëåòâîðÿþò óñëîâèÿì ï. 1.1. Ïóñòü âûïîëíåíî óñëîâèå 5.1. Ïóñòü
÷èñëî ε1 ∈ (0, 1] ïîä÷èíåíî óñëîâèþ 2.1.
1◦. Ïóñòü ζ ∈ C \ R+, ζ = |ζ|eiφ, è |ζ| > 1. Òîãäà ïðè 0 < ε 6 ε1


ñïðàâåäëèâà îöåíêà


‖(AN,ε−ζI)−1−(A0
N−ζI)−1‖L2(O)→L2(O) 6 C1c(φ)5


(
|ζ|−1/2ε+ ε2


)
. (6.3)


Çäåñü c(φ) îïðåäåëåíî ñîãëàñíî (2.1). Ïîñòîÿííàÿ C1 çàâèñèò ëèøü îò


èñõîäíûõ äàííûõ (6.1).


2◦. Ïóñòü òåïåðü ζ ∈ C \ [c[,∞), ζ 6= 0, ãäå c[ = ‖g−1‖−1
L∞


C̃1. Ïîëîæèì


ζ − c[ = |ζ − c[|eiϑ, ϑ ∈ (0, 2π), è ââåäåì îáîçíà÷åíèå


ρ[(ζ) =


{
c(ϑ)2|ζ − c[|−2, |ζ − c[| < 1,


c(ϑ)2, |ζ − c[| > 1.


Òîãäà ïðè 0 < ε 6 ε1 èìååì


‖(AN,ε − ζI)−1 − (A0
N − ζI)−1‖L2(O)→L2(O) 6 C2ρ[(ζ)ε. (6.4)


Ïîñòîÿííàÿ C2 çàâèñèò ëèøü îò äàííûõ (6.2).
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6.2. Àïïðîêñèìàöèÿ ðåçîëüâåíòû îïåðàòîðà AN,ε ïî îïåðà-
òîðíîé íîðìå èç L2(O;Cn) â H1(O;Cn). Àïïðîêñèìàöèÿ îïåðàòîðà
(AN,ε − ζI)−1 ïðè ó÷åòå êîððåêòîðà ïîëó÷åíà â [Su8, òåîðåìû 10.2 è
14.8]. Êîððåêòîð ââîäèòñÿ àíàëîãè÷íî (2.6):


KN (ε; ζ) = RO[Λε]Sεb(D)PO(A0
N − ζI)−1. (6.5)


Îïåðàòîð KN (ε; ζ) íåïðåðûâíî ïåðåâîäèò L2(O;Cn) â H1(O;Cn).


Òåîðåìà 6.2 ([Su8]). Ïóñòü âûïîëíåíû óñëîâèÿ òåîðåìû 6.1. Ïóñòü
KN (ε; ζ) � îïåðàòîð (6.5), ãäå PO � îïåðàòîð ïðîäîëæåíèÿ (2.4), Sε
� îïåðàòîð ñãëàæèâàíèÿ ïî Ñòåêëîâó (1.19). Ïóñòü g̃ � ìàòðèöà-


ôóíêöèÿ (1.9).
1◦. Ïðè ζ ∈ C \ R+, |ζ| > 1 è 0 < ε 6 ε1 ñïðàâåäëèâû îöåíêè


‖(AN,ε − ζI)−1 − (A0
N − ζI)−1 − εKN (ε; ζ)‖L2(O)→H1(O)


6 C3c(φ)2|ζ|−1/4ε1/2 + C4c(φ)4ε,
(6.6)


‖gεb(D)(AN,ε − ζI)−1 − g̃εSεb(D)PO(A0
N − ζI)−1‖L2(O)→L2(O)


6 C̃3c(φ)2|ζ|−1/4ε1/2 + C̃4c(φ)4ε.
(6.7)


Ïîñòîÿííûå C3, C4, C̃3 è C̃4 çàâèñÿò ëèøü îò èñõîäíûõ äàííûõ (6.1).
2◦. Ïóñòü òåïåðü ζ ∈ C \ [c[,∞), ζ 6= 0. ×åðåç P îáîçíà÷èì îðòîãî-


íàëüíûé ïðîåêòîð ïðîñòðàíñòâà L2(O;Cn) íà ïîäïðîñòðàíñòâî H(O),
îïðåäåëåííîå â (5.8). Òîãäà ïðè 0 < ε 6 ε1 âûïîëíåíû îöåíêè


‖(AN,ε − ζI)−1 − (A0
N − ζI)−1 − εKN (ε; ζ)P‖L2(O)→H1(O) 6 C5ρ[(ζ)ε1/2,


(6.8)


‖gεb(D)(AN,ε − ζI)−1 − g̃εSεb(D)PO(A0
N − ζI)−1P‖L2(O)→L2(O)


6 C̃5ρ[(ζ)ε1/2.
(6.9)


Ïîñòîÿííûå C5 è C̃5 çàâèñÿò ëèøü îò äàííûõ (6.2).


Çàìå÷àíèå 6.3. Âìåñòî ‖g−1‖−1
L∞


C̃1 â êà÷åñòâå c[ â òåîðåìàõ 6.1 è 6.2


ìîæíî âçÿòü ëþáîå ÷èñëî, íå ïðåâîñõîäÿùåå min{µ2,ε;µ
0
2}. Ïóñòü κ > 0 �


ñêîëü óãîäíî ìàëîå ÷èñëî. Åñëè ñ÷èòàòü ε äîñòàòî÷íî ìàëûì, òî ìîæíî
ïðèíÿòü c[ = µ0


2− κ. Ïðè ýòîì ïîñòîÿííûå â îöåíêàõ ñòàíóò çàâèñåòü îò
κ.


6.3. Ñëó÷àé Λ ∈ L∞. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî âûïîëíåíî óñëîâèå 2.5. Òîãäà
ñãëàæèâàòåëü â êîððåêòîðå ìîæåò áûòü óñòðàíåí. Ïîëîæèì


K0
N (ε; ζ) = [Λε]b(D)(A0


N − ζI)−1. (6.10)


Íåïðåðûâíîñòü îïåðàòîðà K0
N (ε; ζ) èç L2(O;Cn) â H1(O;Cn) óñòàíàâëè-


âàåòñÿ ïî àíàëîãèè ñ íåïðåðûâíîñòüþ îïåðàòîðà (2.9).
Â òåîðåìàõ 12.1 è 14.9 èç [Su8] ïîëó÷åí ñëåäóþùèé ðåçóëüòàò.
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Òåîðåìà 6.4 ([Su8]). Ïóñòü âûïîëíåíû óñëîâèÿ òåîðåìû 6.1. Ïóñòü
ìàòðèöà-ôóíêöèÿ Λ(x) óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ 2.5. Ïóñòü K0


N (ε; ζ) �
îïåðàòîð (6.10). Ïóñòü g̃ � ìàòðèöà-ôóíêöèÿ (1.9).
1◦. Ïóñòü ζ ∈ C \ R+, |ζ| > 1. Òîãäà ïðè 0 < ε 6 ε1 âûïîëíåíî


‖(AN,ε − ζI)−1 − (A0
N − ζI)−1 − εK0


N (ε; ζ)‖L2(O)→H1(O)


6 C3c(φ)2|ζ|−1/4ε1/2 + C6c(φ)4ε,


‖gεb(D)(AN,ε − ζI)−1 − g̃εb(D)(A0
N − ζI)−1‖L2(O)→L2(O)


6 C̃3c(φ)2|ζ|−1/4ε1/2 + C̃6c(φ)4ε.


Ïîñòîÿííûå C3, C̃3 � òå æå, ÷òî è â òåîðåìå 6.2. Ïîñòîÿííûå C6, C̃6


çàâèñÿò ëèøü îò èñõîäíûõ äàííûõ (6.1) è îò ‖Λ‖L∞ .
2◦. Ïóñòü òåïåðü ζ ∈ C \ [c[,∞), ζ 6= 0. Òîãäà ïðè 0 < ε 6 ε1 èìååì


‖(AN,ε − ζI)−1 − (A0
N − ζI)−1 − εK0


N (ε; ζ)‖L2(O)→H1(O) 6 C7ρ[(ζ)ε1/2,


‖gεb(D)(AN,ε − ζI)−1 − g̃εb(D)(A0
N − ζI)−1‖L2(O)→L2(O) 6 C̃7ρ[(ζ)ε1/2.


Ïîñòîÿííûå C7 è C̃7 çàâèñÿò ëèøü îò äàííûõ (6.2) è îò ‖Λ‖L∞ .


6.4. Îöåíêè â ñòðîãî âíóòðåííåé ïîäîáëàñòè. Â ñòðîãî âíóòðåííåé
ïîäîáëàñòè O′ îáëàñòè O ìîæíî ïîëó÷èòü H1-îöåíêè ïîãðåøíîñòè òî÷-
íîãî ïîðÿäêà îòíîñèòåëüíî ε. Â òåîðåìàõ 12.4 è 14.10 èç [Su8] óñòàíîâëåí
ñëåäóþùèé ðåçóëüòàò.


Òåîðåìà 6.5 ([Su8]). Ïóñòü âûïîëíåíû óñëîâèÿ òåîðåìû 6.2. Ïóñòü
O′ � ñòðîãî âíóòðåííÿÿ ïîäîáëàñòü îáëàñòè O, è δ = dist {O′; ∂O}.
1◦. Ïóñòü ζ ∈ C \R+ è |ζ| > 1. Òîãäà ïðè 0 < ε 6 ε1 ñïðàâåäëèâû îöåíêè


‖(AN,ε − ζI)−1 − (A0
N − ζI)−1 − εKN (ε; ζ)‖L2(O)→H1(O′)


6 (C8δ
−1 + C9)c(φ)6ε,


‖gεb(D)(AN,ε − ζI)−1 − g̃εSεb(D)PO(A0
N − ζI)−1‖L2(O)→L2(O′)


6 (C̃8δ
−1 + C̃9)c(φ)6ε.


Ïîñòîÿííûå C8, C9, C̃8 è C̃9 çàâèñÿò ëèøü îò èñõîäíûõ äàííûõ (6.1).
2◦. Ïóñòü òåïåðü ζ ∈ C \ [c[,∞), ζ 6= 0. Îáîçíà÷èì ρ̂[(ζ) := c(ϑ)ρ[(ζ) +


c(ϑ)5/2ρ[(ζ)3/4. Ïðè 0 < ε 6 ε1 ñïðàâåäëèâû îöåíêè


‖(AN,ε − ζI)−1 − (A0
N − ζI)−1 − εKN (ε; ζ)P‖L2(O)→H1(O′)


6
(
C10δ


−1ρ̂[(ζ) + C11c(ϑ)1/2ρ[(ζ)5/4
)
ε,


‖gεb(D)(AN,ε − ζI)−1 − g̃εSεb(D)PO(A0
N − ζI)−1P‖L2(O)→L2(O′)


6
(
C̃10δ


−1ρ̂[(ζ) + C̃11c(ϑ)1/2ρ[(ζ)5/4
)
ε.


Ïîñòîÿííûå C10, C11, C̃10 è C̃11 çàâèñÿò ëèøü îò äàííûõ (6.2).
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Â ñëó÷àå Λ ∈ L∞ â òåîðåìàõ 12.5 è 14.11 èç [Su8] ïîëó÷åíî ñëåäóþùåå
óòâåðæäåíèå.


Òåîðåìà 6.6 ([Su8]). Ïóñòü âûïîëíåíû óñëîâèÿ òåîðåìû 6.5, è ïóñòü


ìàòðèöà-ôóíêöèÿ Λ(x) óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ 2.5. Ïóñòü K0
N (ε; ζ) �


îïåðàòîð (6.10).
1◦. Ïóñòü ζ ∈ C \ R+, |ζ| > 1. Ïðè 0 < ε 6 ε1 âûïîëíåíî


‖(AN,ε − ζI)−1 − (A0
N − ζI)−1 − εK0


N (ε; ζ)‖L2(O)→H1(O′)


6 (C8δ
−1 + Č9)c(φ)6ε,


‖gεb(D)(AN,ε − ζI)−1 − g̃εb(D)(A0
N − ζI)−1‖L2(O)→L2(O′)


6 (C̃8δ
−1 + Ĉ9)c(φ)6ε.


Ïîñòîÿííûå C8 è C̃8 � òå æå, ÷òî â òåîðåìå 6.5. Ïîñòîÿííûå Č9, Ĉ9


çàâèñÿò ëèøü îò èñõîäíûõ äàííûõ (6.1) è îò ‖Λ‖L∞ .
2◦. Ïóñòü ζ ∈ C \ [c[,∞), ζ 6= 0. Ïðè 0 < ε 6 ε1 ñïðàâåäëèâû îöåíêè


‖(AN,ε − ζI)−1 − (A0
N − ζI)−1 − εK0


N (ε; ζ)‖L2(O)→H1(O′)


6
(
C10δ


−1ρ̂[(ζ) + Č11c(ϑ)1/2ρ[(ζ)5/4
)
ε,


‖gεb(D)(AN,ε − ζI)−1 − g̃εb(D)(A0
N − ζI)−1‖L2(O)→L2(O′)


6
(
C̃10δ


−1ρ̂[(ζ) + Ĉ11c(ϑ)1/2ρ[(ζ)5/4
)
ε.


Ïîñòîÿííûå C10, C̃10 � òå æå, ÷òî â òåîðåìå 6.5. Ïîñòîÿííûå Č11, Ĉ11


çàâèñÿò ëèøü îò äàííûõ (6.2) è îò ‖Λ‖L∞ .


�7. Óñðåäíåíèå îïåðàòîðíîé ýêñïîíåíòû e−AN,εt


7.1. Ñâîéñòâà îïåðàòîðíîé ýêñïîíåíòû. Íà÷íåì ñî ñëåäóþùåãî


ïðîñòîãî óòâåðæäåíèÿ îá îöåíêàõ îïåðàòîðîâ e−AN,εtP è e−A
0
N tP â ðàç-


ëè÷íûõ îïåðàòîðíûõ íîðìàõ.


Ëåììà 7.1. Ïóñòü âûïîëíåíû óñëîâèÿ òåîðåìû 6.1. Ïóñòü P � îðòî-


ïðîåêòîð ïðîñòðàíñòâà L2(O;Cn) íà ïîäïðîñòðàíñòâî (5.8). Òîãäà ïðè
t > 0, ε > 0 ñïðàâåäëèâû îöåíêè


‖e−AN,εtP‖L2(O)→L2(O) 6 e
−c[t, (7.1)


‖e−AN,εtP‖L2(O)→H1(O) 6 c
−1/2
[ t−1/2e−c[t/2, (7.2)


‖e−A0
N tP‖L2(O)→L2(O) 6 e


−c[t, (7.3)


‖e−A0
N tP‖L2(O)→H1(O) 6 c


−1/2
[ t−1/2e−c[t/2, (7.4)


‖e−A0
N tP‖L2(O)→H2(O) 6 č


◦ t−1e−c[t/2, (7.5)


ãäå č◦ = c◦(1 + c−1
[ ).
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Äîêàçàòåëüñòâî. Îöåíêè (7.1) è (7.3) ïðÿìî ñëåäóþò èç (5.11).
Â ñèëó (5.11) èìååì


‖e−AN,εtP‖L2(O)→H1(O) 6 c
−1/2
[ ‖A1/2


N,εe
−AN,εtP‖L2(O)→L2(O). (7.6)


Àíàëîãè÷íî (3.7)


‖A1/2
N,εe


−AN,εtP‖L2(O)→L2(O) 6 sup
µ>c[


µ1/2e−µt 6 t−1/2e−c[t/2. (7.7)


Èç (7.6) è (7.7) âûòåêàåò îöåíêà (7.2). Òî÷íî òàê æå èç íåðàâåíñòâà


‖(A0
N )1/2e−A


0
N tP‖L2(O)→L2(O) 6 t


−1/2e−c[t/2 (7.8)


è èç (5.11) âûâîäèòñÿ îöåíêà (7.4).
Äàëåå, â ñèëó (5.7)


‖(A0
N )−1P‖L2(O)→H2(O) 6 c


◦ sup
µ>c[


(µ+ 1)µ−1 6 c◦(1 + c−1
[ ) = č◦.


Îòñþäà àíàëîãè÷íî (3.9) ïîëó÷àåì


‖e−A0
N tP‖L2(O)→H2(O) 6 č


◦‖A0
Ne
−A0


N tP‖L2(O)→L2(O) 6 č
◦ t−1e−c[t/2,


÷òî äîêàçûâàåò (7.5). �


7.2. Àïïðîêñèìàöèÿ îïåðàòîðà e−AN,εt ïî íîðìå â L2(O;Cn). Óñòà-
íîâèì ñëåäóþùèé ðåçóëüòàò.


Òåîðåìà 7.2. Ïóñòü âûïîëíåíû óñëîâèÿ òåîðåìû 6.1. Òîãäà ïðè


0 < ε 6 ε1 ñïðàâåäëèâà îöåíêà


‖e−AN,εt − e−A0
N t‖L2(O)→L2(O) 6 C12ε(t+ ε2)−1/2e−c[t/2, t > 0. (7.9)


Ïîñòîÿííàÿ C12 çàâèñèò òîëüêî îò äàííûõ (6.2).


Äîêàçàòåëüñòâî. Òàê êàê I−P � îðòîïðîåêòîð ïðîñòðàíñòâà L2(O;Cn)
íà Z, â ñèëó (5.10) èìååì


e−AN,εt(I − P) = e−A
0
N t(I − P) = I − P.


Ñëåäîâàòåëüíî,


e−AN,εt − e−A0
N t =


(
e−AN,εt − e−A0


N t
)
P. (7.10)


Ïîýòîìó ñ ó÷åòîì (5.11) ñïðàâåäëèâî òîæäåñòâî


e−AN,εt−e−A0
N t = − 1


2πi


∫
γ̃
e−ζt


(
(AN,ε − ζI)−1 − (A0


N − ζI)−1
)
dζ. (7.11)


Çäåñü γ̃ ⊂ C � ïðîáåãàåìûé â ïîëîæèòåëüíîì íàïðàâëåíèè êîíòóð, ñî-
ñòîÿùèé èç äâóõ ëó÷åé:


γ̃ = {ζ ∈ C : Im ζ > 0, Re ζ = Im ζ + c[/2}
∪ {ζ ∈ C : Im ζ < 0, Re ζ = −Im ζ + c[/2}.
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Îáîçíà÷èì č[ := max{1;
√


5c[/2}. Ïðè ζ ∈ γ̃ è |ζ| 6 č[ ïðèìåíÿåì
îöåíêó (6.4). Ïðè ζ ∈ γ̃ è |ζ| > č[ èñïîëüçóåì (6.3). Àíàëîãè÷íî äîêàçà-
òåëüñòâó òåîðåìû 3.2 ýòî âëå÷åò (7.9). �


7.3. Àïïðîêñèìàöèÿ îïåðàòîðà e−AN,εt ïî (L2 → H1)-íîðìå. Ââå-
äåì îïåðàòîð


KN (t; ε) = RO[Λε]Sεb(D)POe
−A0


N tP. (7.12)


Íåïðåðûâíîñòü îïåðàòîðà KN (t; ε) èç L2(O;Cn) â H1(O;Cn) ïðè t > 0
ïðîâåðÿåòñÿ àíàëîãè÷íî íåïðåðûâíîñòè îïåðàòîðà (3.18).
Îïèðàÿñü íà òåîðåìó 6.2, óñòàíîâèì ñëåäóþùèé ðåçóëüòàò.


Òåîðåìà 7.3. Ïóñòü âûïîëíåíû óñëîâèÿ òåîðåìû 6.2. Ïóñòü KN (t; ε)
� îïåðàòîð (7.12). Òîãäà ïðè 0 < ε 6 ε1 è t > 0 ñïðàâåäëèâû îöåíêè


‖e−AN,εt − e−A0
N t − εKN (t; ε)‖L2(O)→H1(O)


6 C13(ε1/2t−3/4 + εt−1)e−c[t/2,
(7.13)


‖gεb(D)e−AN,εt − g̃εSεb(D)POe
−A0


N tP‖L2(O)→L2(O)


6 C̃13(ε1/2t−3/4 + εt−1)e−c[t/2.
(7.14)


Ïîñòîÿííûå C13 è C̃13 çàâèñÿò òîëüêî îò äàííûõ (6.2).


Äîêàçàòåëüñòâî. Àíàëîãè÷íî (7.11) èìååì


e−AN,εt − e−A0
N t − εKN (t; ε)


= − 1


2πi


∫
γ̃
e−ζt


(
(AN,ε − ζI)−1 − (A0


N − ζI)−1 − εKN (ε; ζ)P
)
dζ.


(7.15)


Çäåñü KN (ε; ζ) � îïåðàòîð (6.5). Îòìåòèì, ÷òî â ñèëó (5.10) âûïîëíåíî


(AN,ε − ζI)−1 − (A0
N − ζI)−1 − εKN (ε; ζ)P


=
(
(AN,ε − ζI)−1 − (A0


N − ζI)−1 − εKN (ε; ζ)
)
P.


(7.16)


Ïðè ζ ∈ γ̃ è |ζ| 6 č[ ïðèìåíÿåì îöåíêó (6.8). Ïðè ζ ∈ γ̃ è |ζ| > č[
èñïîëüçóåì (6.6) è (7.16). Àíàëîãè÷íî äîêàçàòåëüñòâó òåîðåìû 3.3 ýòî
âëå÷åò (7.13).
Îáñóäèì äîêàçàòåëüñòâî îöåíêè (7.14). Òàê êàê I−P � îðòîïðîåêòîð


ïðîñòðàíñòâà L2(O;Cn) íà Z = Ker b(D) = KerAN,ε, òî


gεb(D)e−AN,εt = gεb(D)e−AN,εtP. (7.17)


Ñëåäîâàòåëüíî,


gεb(D)e−AN,εt − g̃εSεb(D)POe
−A0


N tP


= − 1


2πi


∫
γ̃
e−ζt


(
gεb(D)(AN,ε − ζI)−1 − g̃εSεb(D)PO(A0


N − ζI)−1
)
P dζ.


(7.18)
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Êðîìå òîãî, ñïðàâåäëèâî òîæäåñòâî


gεb(D)(AN,ε − ζI)−1 − g̃εSεb(D)PO(A0
N − ζI)−1P


=
(
gεb(D)(AN,ε − ζI)−1 − g̃εSεb(D)PO(A0


N − ζI)−1
)
P.


(7.19)


Ïðè ζ ∈ γ̃ è |ζ| 6 č[ ïðèìåíÿåì îöåíêó (6.9) è (7.19). Ïðè ζ ∈ γ̃ è |ζ| > č[
îïèðàåìñÿ íà (6.7). Ýòî ïðèâîäèò ê (7.14). �


Çàìå÷àíèå 7.4. Ñ ó÷åòîì ñêàçàííîãî â çàìå÷àíèè 6.3 ìîæíî ïîëó÷èòü


îöåíêè âèäà (7.9), (7.13), (7.14) ñ çàìåíîé e−c[t/2 íà e−(µ02−κ)t, ãäå κ > 0
� ñêîëü óãîäíî ìàëîå ÷èñëî. Äåéñòâèòåëüíî, ïðè äîñòàòî÷íî ìàëûõ ε
ìîæíî ñäâèíóòü êîíòóð èíòåãðèðîâàíèÿ òàê, ÷òîáû îí ïåðåñåêàë âåùå-
ñòâåííóþ îñü â òî÷êå µ0


2 − κ. Ïðè ýòîì âñå ïîñòîÿííûå â îöåíêàõ âèäà
(7.9), (7.13) è (7.14) ñòàíóò çàâèñåòü îò κ.


7.4. Îöåíêè ïðè ìàëîì t. Îòìåòèì, ÷òî ïðè 0 < t < ε2 âìåñòî òåî-
ðåìû 7.3 âûãîäíåå èñïîëüçîâàòü ñëåäóþùåå ïðîñòîå óòâåðæäåíèå (ñïðà-
âåäëèâîå, âïðî÷åì, ïðè âñåõ t > 0).


Ïðåäëîæåíèå 7.5. Ïóñòü âûïîëíåíû óñëîâèÿ òåîðåìû 6.1. Òîãäà ïðè
t > 0 è ε > 0 ñïðàâåäëèâû îöåíêè


‖e−AN,εt − e−A0
N t‖L2(O)→H1(O) 6 C14t


−1/2e−c[t/2, (7.20)


‖gεb(D)e−AN,εt‖L2(O)→L2(O) 6 C̃14t
−1/2e−c[t/2, (7.21)


‖g0b(D)e−A
0
N t‖L2(O)→L2(O) 6 C̃14t


−1/2e−c[t/2. (7.22)


Çäåñü C14 = 2C̃
−1/2
1 ‖g−1‖1/2L∞


, C̃14 = ‖g‖1/2L∞
.


Äîêàçàòåëüñòâî. Îöåíêà (7.20) ñëåäóåò èç (7.2), (7.4), (7.10) è âûðàæå-
íèÿ äëÿ ïîñòîÿííîé c[.
Â ñèëó (7.17)


‖gεb(D)e−AN,εt‖L2(O)→L2(O) 6 ‖g‖
1/2
L∞
‖A1/2


N,εe
−AN,εtP‖L2(O)→L2(O).


Âìåñòå ñ (7.7) ýòî âëå÷åò (7.21). Îöåíêà (7.22) ïðîâåðÿåòñÿ àíàëîãè÷íî
ñ ó÷åòîì (1.14) è (7.8). �


7.5. Ñëó÷àé Λ ∈ L∞. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ìàòðèöà-ôóíêöèÿ Λ(x) óäî-
âëåòâîðÿåò óñëîâèþ 2.5. Òîãäà îïåðàòîð


K0
N (t; ε) = [Λε]b(D)e−A


0
N t (7.23)


íåïðåðûâåí èç L2(O;Cn) â H1(O;Cn) ïðè t > 0.


Òåîðåìà 7.6. Ïóñòü âûïîëíåíû óñëîâèÿ òåîðåìû 6.1. Ïðåäïîëîæèì,


÷òî âûïîëíåíî óñëîâèå 2.5. Ïóñòü K0
N (t; ε) � îïåðàòîð (7.23). Ïóñòü


g̃ � ìàòðèöà-ôóíêöèÿ (1.9). Òîãäà ïðè 0 < ε 6 ε1 è t > 0 ñïðàâåäëèâû


îöåíêè


‖e−AN,εt − e−A0
N t − εK0


N (t; ε)‖L2(O)→H1(O) 6 C15(ε1/2t−3/4 + εt−1)e−c[t/2,


‖gεb(D)e−AN,εt − g̃εb(D)e−A
0
N t‖L2(O)→L2(O) 6 C̃15(ε1/2t−3/4 + εt−1)e−c[t/2.
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Ïîñòîÿííûå C15 è C̃15 çàâèñÿò òîëüêî îò äàííûõ (6.2) è îò ‖Λ‖L∞ .


Äîêàçàòåëüñòâî. Äîêàçàòåëüñòâî îñíîâàíî íà ïðèìåíåíèè òåîðåìû 6.4
è ñ íåêîòîðûìè óïðîùåíèÿìè ïîâòîðÿåò äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû 7.3. �


7.6. Ñëó÷àé ãëàäêîé ãðàíèöû. Óñòðàíèòü ñãëàæèâàòåëü Sε â êîððåê-
òîðå ìîæíî òàêæå çà ñ÷åò óñèëåíèÿ ïðåäïîëîæåíèÿ î ãëàäêîñòè ãðàíè-
öû. Â ýòîì ïóíêòå ìû ðàññìîòðèì ñëó÷àé d > 3, ïîñêîëüêó ïðè d 6 2
ïðèìåíèìà òåîðåìà 7.6 (ñì. ïðåäëîæåíèå 2.7(1◦)).


Ëåììà 7.7. Ïóñòü k > 2 � öåëîå ÷èñëî. Ïóñòü O ⊂ Rd � îãðàíè÷åííàÿ


îáëàñòü ñ ãðàíèöåé ∂O êëàññà Ck−1,1. Òîãäà ïðè t > 0 îïåðàòîð e−A
0
N tP


íåïðåðûâíî ïåðåâîäèò L2(O;Cn) â Hs(O;Cn), 0 6 s 6 k, è âûïîëíåíà


îöåíêà


‖e−A0
N tP‖L2(O)→Hs(O) 6 Ĉst


−s/2e−c[t/2, t > 0. (7.24)


Ïîñòîÿííàÿ Ĉs çàâèñèò òîëüêî îò s, α0, α1, ‖g‖L∞ , ‖g−1‖L∞ , îò ïî-


ñòîÿííûõ C1, C2 èç íåðàâåíñòâà (5.2), îò ïîñòîÿííîé C̃1 èç (5.9) è îò


îáëàñòè O.


Äîêàçàòåëüñòâî. Äîêàçàòåëüñòâî àíàëîãè÷íî äîêàçàòåëüñòâó ëåììû
3.7. Äîñòàòî÷íî ïðîâåðèòü îöåíêó (7.24) ïðè öåëûõ s ∈ [0, k]. Ïðè
s = 0, 1, 2 îöåíêà (7.24) óæå äîêàçàíà (ñì. ëåììó 7.1).
Èòàê, ïóñòü s � öåëîå, 2 6 s 6 k. Ññûëàÿñü íà [McL, ãë. 4], çàêëþ÷àåì,


÷òî îïåðàòîð (A0
N )−s/2P íåïðåðûâíî ïåðåâîäèò L2(O;Cn) â Hs(O;Cn).


Ïðè ýòîì


‖(A0
N )−s/2P‖L2(O)→Hs(O) 6 C̃s, (7.25)


ãäå ïîñòîÿííàÿ C̃s çàâèñèò ëèøü îò s, α0, α1, ‖g‖L∞ , ‖g−1‖L∞ , îò ïîñòî-
ÿííûõ C1, C2 èç íåðàâåíñòâà (5.2), îò ïîñòîÿííîé C̃1 èç (5.9) è îò îáëà-
ñòè O. Àíàëîãè÷íî (3.32) îòñþäà âûâîäèòñÿ îöåíêà (7.24) ñ ïîñòîÿííîé


Ĉs = C̃s(s/e)s/2. �


Èñïîëüçóÿ ñâîéñòâà ìàòðèöû-ôóíêöèè Λ(x) è îïåðàòîðà Sε, èç ëåì-
ìû 7.7 ìîæíî âûâåñòè îöåíêó ðàçíîñòè êîððåêòîðîâ (7.12) è (7.23) ïðè
óñëîâèè äîïîëíèòåëüíîé ãëàäêîñòè ãðàíèöû.


Ëåììà 7.8. Ïóñòü d > 3. Ïóñòü O ⊂ Rd � îãðàíè÷åííàÿ îáëàñòü ñ


ãðàíèöåé ∂O êëàññà Cd/2,1, åñëè d � ÷åòíîå, è êëàññà C(d+1)/2,1, åñëè d
� íå÷åòíîå. Ïóñòü KN (t; ε) � îïåðàòîð (7.12) è K0


N (t; ε) � îïåðàòîð


(7.23). Òîãäà âûïîëíåíà îöåíêà


‖KN (t; ε)−K0
N (t; ε)‖L2(O)→H1(O) 6 Čd(t


−1 + t−d/4−1/2)e−c[t/2, t > 0.
(7.26)


Ïîñòîÿííàÿ Čd çàâèñèò òîëüêî îò d, m, α0, α1, ‖g‖L∞ , ‖g−1‖L∞ , îò
ïîñòîÿííûõ C1, C2 èç íåðàâåíñòâà (5.2), îò ïîñòîÿííîé C̃1 èç (5.9) è
îò îáëàñòè O.


Èç ëåììû 7.8 è òåîðåìû 7.3 âûâîäèòñÿ ñëåäóþùèé ðåçóëüòàò.
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Òåîðåìà 7.9. Ïóñòü âûïîëíåíû óñëîâèÿ òåîðåìû 6.1, ïðè÷åì d > 3.
Ïóñòü îáëàñòü O óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèÿì ëåììû 7.8. Ïóñòü K0


N (t; ε)
� îïåðàòîð (7.23). Ïóñòü g̃ � ìàòðèöà-ôóíêöèÿ (1.9). Òîãäà ïðè


0 < ε 6 ε1 è t > 0 ñïðàâåäëèâû îöåíêè


‖e−AN,εt − e−A0
N t − εK0


N (t; ε)‖L2(O)→H1(O)


6 C ∗d (ε1/2t−3/4 + εt−1 + εt−d/4−1/2)e−c[t/2,
(7.27)


‖gεb(D)e−AN,εt − g̃εb(D)e−A
0
N t‖L2(O)→L2(O)


6 C̃ ∗d (ε1/2t−3/4 + εt−1 + εt−d/4−1/2)e−c[t/2.
(7.28)


Ïîñòîÿííûå C ∗d , C̃ ∗d çàâèñÿò òîëüêî îò äàííûõ (6.2).


Äîêàçàòåëüñòâà ëåììû 7.8 è òåîðåìû 7.9 âûíåñåíû â ïðèëîæåíèå (ñì.
�9). Êàê è â ñëó÷àå óñëîâèÿ Äèðèõëå, òåîðåìó 7.9 óäîáíî ïðèìåíÿòü,
åñëè t îòäåëåíî îò íóëÿ.


Çàìå÷àíèå 7.10. Âìåñòî óñëîâèÿ ãëàäêîñòè ∂O èç ëåììû 7.8 ìîæíî
áûëî áû íàëîæèòü íåÿâíîå òðåáîâàíèå íà îáëàñòü: îãðàíè÷åííàÿ îáëàñòü
O ñ ëèïøèöåâîé ãðàíèöåé òàêîâà, ÷òî âûïîëíåíà îöåíêà (7.25) ïðè s =
d/2 + 1. Â òàêîé îáëàñòè îñòàþòñÿ ñïðàâåäëèâûìè óòâåðæäåíèÿ ëåììû
7.8 è òåîðåìû 7.9.


7.7. Ñïåöèàëüíûå ñëó÷àè. Ñïåöèàëüíûå ñëó÷àè âûäåëÿþòñÿ ñ ïîìî-
ùüþ ðàññóæäåíèé, àíàëîãè÷íûõ ðàññóæäåíèÿì ï. 3.7. Íà îñíîâàíèè òåî-
ðåì 7.3 è 7.6 è ïðåäëîæåíèé 1.2, 1.3, 2.7(3◦) ïîëó÷àåì ñëåäóþùèå ðåçóëü-
òàòû.


Ïðåäëîæåíèå 7.11. Ïóñòü âûïîëíåíû óñëîâèÿ òåîðåìû 7.3.
1◦. Ïóñòü g0 = g, ò. å. âûïîëíåíû ñîîòíîøåíèÿ (1.12). Òîãäà KN (t; ε) =
0, è ïðè 0 < ε 6 ε1 ñïðàâåäëèâà îöåíêà


‖e−AN,εt − e−A0
N t‖L2(O)→H1(O) 6 C13(ε1/2t−3/4 + εt−1)e−c[t/2, t > 0.


2◦. Ïóñòü g0 = g, ò. å. âûïîëíåíû ñîîòíîøåíèÿ (1.13). Òîãäà ïðè


0 < ε 6 ε1 è t > 0 ñïðàâåäëèâà îöåíêà


‖gεb(D)e−AN,εt − g0b(D)e−A
0
N t‖L2(O)→L2(O) 6 C̃15(ε1/2t−3/4 + εt−1)e−c[t/2.


7.8. Îöåíêè â ñòðîãî âíóòðåííåé ïîäîáëàñòè. Â ñòðîãî âíóòðåííåé
ïîäîáëàñòè O′ îáëàñòè O ìîæíî ïîëó÷èòü îöåíêè òî÷íîãî ïîðÿäêà ε
(ïðè ôèêñèðîâàííîì t > 0), îïèðàÿñü íà òåîðåìó 6.5.


Òåîðåìà 7.12. Ïóñòü âûïîëíåíû óñëîâèÿ òåîðåìû 7.3. Ïóñòü O′ �
ñòðîãî âíóòðåííÿÿ ïîäîáëàñòü îáëàñòè O, è δ = dist {O′; ∂O}. Òîãäà
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ïðè 0 < ε 6 ε1 è t > 0 ñïðàâåäëèâû îöåíêè


‖e−AN,εt − e−A0
N t − εKN (t; ε)‖L2(O)→H1(O′)


6 (C16δ
−1 + C17)εt−1e−c[t/2,


(7.29)


‖gεb(D)e−AN,εt − g̃εSεb(D)POe
−A0


N tP‖L2(O)→L2(O′)


6 (C̃16δ
−1 + C̃17)εt−1e−c[t/2.


Ïîñòîÿííûå C16, C17, C̃16 è C̃17 çàâèñÿò ëèøü îò äàííûõ (6.2).


Äîêàçàòåëüñòâî. Äîêàçàòåëüñòâî ïîõîæå íà äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû
7.3 è îïèðàåòñÿ íà òåîðåìó 6.5 è ñîîòíîøåíèÿ (7.15), (7.16), (7.18) è
(7.19). �


Â ñëó÷àå Λ ∈ L∞ íà îñíîâàíèè òåîðåìû 6.6 ïîëó÷àåì ñëåäóþùèé
ðåçóëüòàò.


Òåîðåìà 7.13. Ïóñòü âûïîëíåíû óñëîâèÿ òåîðåìû 7.12, è ïóñòü


ìàòðèöà-ôóíêöèÿ Λ(x) óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ 2.5. Ïóñòü K0
N (t; ε) �


îïåðàòîð (7.23). Òîãäà ïðè 0 < ε 6 ε1 è t > 0 âûïîëíåíî


‖e−AN,εt − e−A0
N t − εK0


N (t; ε)‖L2(O)→H1(O′) 6 (C16δ
−1 + Č17)εt−1e−c[t/2,


‖gεb(D)e−AN,εt − g̃εb(D)e−A
0
N t‖L2(O)→L2(O′) 6 (C̃16δ


−1 + Ĉ17)εt−1e−c[t/2.


Ïîñòîÿííûå C16 è C̃16 � òå æå, ÷òî â òåîðåìå 7.12. Ïîñòîÿííûå Č17


è Ĉ17 çàâèñÿò òîëüêî îò äàííûõ (6.2) è îò ‖Λ‖L∞ .


Óñòðàíèòü ñãëàæèâàòåëü Sε â êîððåêòîðå â îöåíêàõ èç òåîðåìû 7.12
ìîæíî è áåç óñëîâèÿ 2.5. Ðàññìîòðèì ñëó÷àé d > 3 (èíà÷å ñ ó÷åòîì ïðåä-


ëîæåíèÿ 2.7(1◦) ïðèìåíèìà òåîðåìà 7.13). Ïðè t > 0 îïåðàòîð e−A
0
N tP


íåïðåðûâåí èç L2(O;Cn) â H2(O;Cn) è âûïîëíåíà îöåíêà (7.5). Êðîìå
òîãî, ñïðàâåäëèâî ñâîéñòâî ½ïîâûøåíèÿ ãëàäêîñòè� âíóòðè îáëàñòè: ïðè


t > 0 îïåðàòîð e−A
0
N tP íåïðåðûâåí èç L2(O;Cn) â Hs(O′;Cn) ïðè ëþáîì


öåëîì s > 3. Ïðè ýòîì ñïðàâåäëèâû îöåíêè


‖e−A0
N tP‖L2(O)→Hs(O′) 6 C ′st


−1/2(δ−2 + t−1)(s−1)/2e−c[t/2, t > 0. (7.30)


Ïîñòîÿííàÿ C ′s çàâèñèò îò s, d, α0, α1, ‖g‖L∞ , ‖g−1‖L∞ , îò êîíñòàíò C1,


C2 èç íåðàâåíñòâà (5.2), îò ïîñòîÿííîé C̃1 èç (5.9) è îò îáëàñòè O.
Ñïîñîá âûâîäà îöåíîê (7.30) � òàêîé æå, êàê â ñëó÷àå îïåðàòîðà A0


D;
ñì. êîììåíòàðèè â ï. 3.8. Îòëè÷èå â òîì, ÷òî âìåñòî ëåììû 3.1 ñëåäóåò
èñïîëüçîâàòü ëåììó 7.1.
Èñïîëüçóÿ ñâîéñòâà ìàòðèöû-ôóíêöèè Λ(x) è îïåðàòîðà Sε, èç (7.30)


ìîæíî âûâåñòè ñëåäóþùåå óòâåðæäåíèå.


Ëåììà 7.14. Ïóñòü âûïîëíåíû óñëîâèÿ òåîðåìû 7.12, ïðè÷åì d > 3.
Ïóñòü K0


N (t; ε) � îïåðàòîð (7.23). Ïóñòü ÷èñëî r1 îïðåäåëåíî â (1.1).
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Òîãäà ïðè 0 < ε 6 (4r1)−1δ è t > 0 ñïðàâåäëèâà îöåíêà


‖KN (t; ε)−K0
N (t; ε)‖L2(O)→H1(O′) 6 C ′′d (t−1 + t−1/2(δ−2 + t−1)d/4)e−c[t/2.


(7.31)
Ïîñòîÿííàÿ C ′′d çàâèñèò òîëüêî îò d, α0, α1, ‖g‖L∞ , ‖g−1‖L∞ , îò êîí-


ñòàíò C1, C2 èç íåðàâåíñòâà (5.2), îò ïîñòîÿííîé C̃1 èç (5.9) è îò


îáëàñòè O.


Èç ëåììû 7.14 è òåîðåìû 7.12 âûâîäèòñÿ ñëåäóþùèé ðåçóëüòàò.


Òåîðåìà 7.15. Ïóñòü âûïîëíåíû óñëîâèÿ òåîðåìû 7.12, ïðè÷åì d > 3.
Ïóñòü K0


N (t; ε) � îïåðàòîð (7.23). Òîãäà ïðè 0 < ε 6 min{ε1; (4r1)−1δ}
è t > 0 ñïðàâåäëèâû îöåíêè


‖e−AN,εt − e−A0
N t − εK0


N (t; ε)‖L2(O)→H1(O′) 6 Cdεhd(δ; t)e
−c[t/2, (7.32)


‖gεb(D)e−AN,εt − g̃εb(D)e−A
0
N t‖L2(O)→L2(O′) 6 C̃dεhd(δ; t)e


−c[t/2. (7.33)


Âåëè÷èíà hd(δ; t) îïðåäåëåíà â (3.41). Ïîñòîÿííûå Cd è C̃d çàâèñÿò


òîëüêî îò äàííûõ (6.2).


Äîêàçàòåëüñòâà ëåììû 7.14 è òåîðåìû 7.15 âûíåñåíû â ïðèëîæåíèå
(ñì. �9). Òåîðåìó 7.15 óäîáíî ïðèìåíÿòü, åñëè t îòäåëåíî îò íóëÿ.


�8. Óñðåäíåíèå ðåøåíèé âòîðîé íà÷àëüíî-êðàåâîé çàäà÷è


Â ýòîì ïàðàãðàôå ðåçóëüòàòû �7 ïðèìåíÿþòñÿ ê óñðåäíåíèþ ðåøåíèé
âòîðîé íà÷àëüíî-êðàåâîé çàäà÷è äëÿ ïàðàáîëè÷åñêèõ ñèñòåì ñ áûñòðî
îñöèëëèðóþùèìè êîýôôèöèåíòàìè.


8.1. Çàäà÷à äëÿ îäíîðîäíîãî ïàðàáîëè÷åñêîãî óðàâíåíèÿ. Íà÷-
íåì ñî ñëó÷àÿ îäíîðîäíîãî óðàâíåíèÿ è íåîäíîðîäíîãî íà÷àëüíîãî óñëî-
âèÿ. Íàñ èíòåðåñóåò ïîâåäåíèå ïðè ìàëîì ε îáîáùåííîãî ðåøåíèÿ çàäà÷è


∂uε(x,t)
∂t = −b(D)∗gε(x)b(D)uε(x, t), x ∈ O, t > 0,


uε(x, 0) = ϕ(x), x ∈ O,
∂ενuε(·, t)|∂O = 0, t > 0.


(8.1)


Çäåñü ϕ ∈ L2(O;Cn). ×åðåç ∂εν îáîçíà÷åíà êîíîðìàëüíàÿ ïðîèçâîäíàÿ,
îòâå÷àþùàÿ îïåðàòîðó b(D)∗gε(x)b(D). Ôîðìàëüíîå äèôôåðåíöèàëüíîå
âûðàæåíèå äëÿ ∂εν èìååò âèä ∂ενu(x) := b(ν(x))∗gε(x)b(∇)u(x).
Ðåøåíèå çàäà÷è (8.1) äàåòñÿ ôîðìóëîé uε(·, t) = e−AN,εtϕ. Òåì ñàìûì


âîïðîñ îá óñðåäíåíèè ðåøåíèé ñâîäèòñÿ ê âîïðîñó îá àïïðîêñèìàöèè
îïåðàòîðà e−AN,εt, èçó÷åííîìó â �7.
Ñîîòâåòñòâóþùàÿ ýôôåêòèâíàÿ çàäà÷à èìååò âèä


∂u0(x,t)
∂t = −b(D)∗g0b(D)u0(x, t), x ∈ O, t > 0,


u0(x, 0) = ϕ(x), x ∈ O,
∂0
νu0(·, t)|∂O = 0, t > 0.


(8.2)
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Èìååì uε(·, t) = e−AN,εtϕ, u0(·, t) = e−A
0
N tϕ. Ïîýòîìó èç òåîðåì 7.2 è


7.3 ñ ó÷åòîì ðàâåíñòâà e−A
0
N tPϕ = Pe−A0


N tϕ = Pu0(·, t) âûòåêàåò ñëåäó-
þùèé ðåçóëüòàò.


Òåîðåìà 8.1. Ïóñòü âûïîëíåíû óñëîâèÿ òåîðåìû 6.2. Ïóñòü uε, u0


� ðåøåíèÿ çàäà÷ (8.1), (8.2) ñîîòâåòñòâåííî, ãäå ϕ ∈ L2(O;Cn). Òîãäà
ïðè 0 < ε 6 ε1, t > 0 ñïðàâåäëèâà îöåíêà


‖uε(·, t)− u0(·, t)‖L2(O) 6 C12ε(t+ ε2)−1/2e−c[t/2‖ϕ‖L2(O).


Îáîçíà÷èì û0 := POPu0, pε := gεb(D)uε. Òîãäà ïðè 0 < ε 6 ε1 è t > 0
âûïîëíåíû îöåíêè


‖uε(·, t)− u0(·, t)− εΛεSεb(D)û0(·, t)‖H1(O)


6 C13(ε1/2t−3/4 + εt−1)e−c[t/2‖ϕ‖L2(O),


‖pε(·, t)− g̃εSεb(D)û0(·, t)‖L2(O) 6 C̃13(ε1/2t−3/4 + εt−1)e−c[t/2‖ϕ‖L2(O).


Â ñëó÷àå Λ ∈ L∞ íà îñíîâàíèè òåîðåìû 7.6 ïîëó÷àåì ñëåäóþùèé
ðåçóëüòàò.


Òåîðåìà 8.2. Ïóñòü âûïîëíåíû óñëîâèÿ òåîðåìû 8.1. Ïóñòü âûïîëíå-
íî óñëîâèå 2.5. Òîãäà ïðè 0 < ε 6 ε1 è t > 0 ñïðàâåäëèâû îöåíêè


‖uε(·, t)− u0(·, t)− εΛεb(D)u0(·, t)‖H1(O)


6 C15(ε1/2t−3/4 + εt−1)e−c[t/2‖ϕ‖L2(O),


‖pε(·, t)− g̃εb(D)u0(·, t)‖L2(O) 6 C̃15(ε1/2t−3/4 + εt−1)e−c[t/2‖ϕ‖L2(O).


Â ñëó÷àå äîñòàòî÷íî ãëàäêîé ãðàíèöû èç òåîðåìû 7.9 âûòåêàåò ñëå-
äóþùèé ðåçóëüòàò.


Òåîðåìà 8.3. Ïóñòü âûïîëíåíû óñëîâèÿ òåîðåìû 8.1, ïðè÷åì d > 3.
Ïóñòü ∂O ∈ Cd/2,1, åñëè d � ÷åòíîå, è ∂O ∈ C(d+1)/2,1, åñëè d � íå÷åò-


íîå. Òîãäà ïðè 0 < ε 6 ε1 è t > 0 ñïðàâåäëèâû îöåíêè


‖uε(·, t)− u0(·, t)− εΛεb(D)u0(·, t)‖H1(O)


6 C ∗d (ε1/2t−3/4 + εt−1 + εt−d/4−1/2)e−c[t/2‖ϕ‖L2(O),


‖pε(·, t)− g̃εb(D)u0(·, t)‖L2(O)


6 C̃ ∗d (ε1/2t−3/4 + εt−1 + εt−d/4−1/2)e−c[t/2‖ϕ‖L2(O).


Ñïåöèàëüíûå ñëó÷àè âûäåëÿþòñÿ ñ ïîìîùüþ ïðåäëîæåíèÿ 7.11.


Ïðåäëîæåíèå 8.4. Ïóñòü âûïîëíåíû óñëîâèÿ òåîðåìû 8.1.
1◦. Åñëè g0 = g, ò. å. âûïîëíåíû ñîîòíîøåíèÿ (1.12), òî ïðè 0 < ε 6 ε1


è t > 0 ñïðàâåäëèâà îöåíêà


‖uε(·, t)− u0(·, t)‖H1(O) 6 C13(ε1/2t−3/4 + εt−1)e−c[t/2‖ϕ‖L2(O).


2◦. Åñëè g0 = g, ò. å. ñïðàâåäëèâû ïðåäñòàâëåíèÿ (1.13), òî ïðè


0 < ε 6 ε1 è t > 0 âûïîëíåíà îöåíêà


‖pε(·, t)− p0(·, t)‖L2(O) 6 C̃15(ε1/2t−3/4 + εt−1)e−c[t/2‖ϕ‖L2(O),
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ãäå p0 = g0b(D)u0.


Ïðèìåíÿÿ òåîðåìó 7.12, ïîëó÷àåì àïïðîêñèìàöèþ ðåøåíèé â ñòðîãî
âíóòðåííåé ïîäîáëàñòè.


Òåîðåìà 8.5. Ïóñòü âûïîëíåíû óñëîâèÿ òåîðåìû 8.1. Ïóñòü O′ �
ñòðîãî âíóòðåííÿÿ ïîäîáëàñòü îáëàñòè O, è δ = dist {O′; ∂O}. Òîãäà
ïðè 0 < ε 6 ε1 è t > 0 âûïîëíåíî


‖uε(·, t)− u0(·, t)− εΛεSεb(D)û0(·, t)‖H1(O′)


6 (C16δ
−1 + C17)εt−1e−c[t/2‖ϕ‖L2(O),


‖pε(·, t)− g̃εSεb(D)û0(·, t)‖L2(O′) 6 (C̃16δ
−1 + C̃17)εt−1e−c[t/2‖ϕ‖L2(O).


Â ñëó÷àå Λ ∈ L∞ íà îñíîâàíèè òåîðåìû 7.13 ïîëó÷àåì ñëåäóþùèé
ðåçóëüòàò.


Òåîðåìà 8.6. Ïóñòü âûïîëíåíû óñëîâèÿ òåîðåìû 8.5, è ïóñòü


ìàòðèöà-ôóíêöèÿ Λ(x) óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ 2.5. Òîãäà ïðè


0 < ε 6 ε1 è t > 0 èìååì


‖uε(·, t)− u0(·, t)− εΛεb(D)u0(·, t)‖H1(O′)


6 (C16δ
−1 + Č17)εt−1e−c[t/2‖ϕ‖L2(O),


‖pε(·, t)− g̃εb(D)u0(·, t)‖L2(O′) 6 (C̃16δ
−1 + Ĉ17)εt−1e−c[t/2‖ϕ‖L2(O).


Íàêîíåö, ïðè d > 3 òåîðåìà 7.15 âëå÷åò ñëåäóþùèé ðåçóëüòàò.


Òåîðåìà 8.7. Ïóñòü d > 3. Â óñëîâèÿõ òåîðåìû 8.5 ïðè 0 < ε 6
min{ε1; (4r1)−1δ} è t > 0 âûïîëíåíû îöåíêè


‖uε(·, t)− u0(·, t)− εΛεb(D)u0(·, t)‖H1(O′) 6 Cdεhd(δ; t)e
−c[t/2‖ϕ‖L2(O),


‖pε(·, t)− g̃εb(D)u0(·, t)‖L2(O′) 6 C̃dεhd(δ; t)e
−c[t/2‖ϕ‖L2(O).


Âåëè÷èíà hd(δ; t) îïðåäåëåíà â (3.41).


8.2. Çàäà÷à äëÿ íåîäíîðîäíîãî ïàðàáîëè÷åñêîãî óðàâíåíèÿ. Àï-
ïðîêñèìàöèÿ ðåøåíèé â L2(O;Cn) è â Hp(T ). Ðàññìîòðèì òåïåðü
çàäà÷ó


∂uε(x,t)
∂t = −b(D)∗gε(x)b(D)uε(x, t) + F(x, t), x ∈ O, 0 < t < T,


uε(x, 0) = ϕ(x), x ∈ O,
∂ενuε(·, t)|∂O = 0, 0 < t < T.


(8.3)
Çäåñü ϕ ∈ L2(O;Cn) è F ∈ Hp(T ) = Lp((0, T );L2(O;Cn)), 0 < T 6 ∞,
ïðè íåêîòîðîì 1 6 p 6∞.
Ñîîòâåòñòâóþùàÿ ýôôåêòèâíàÿ çàäà÷à èìååò âèä


∂u0(x,t)
∂t = −b(D)∗g0b(D)u0(x, t) + F(x, t), x ∈ O, 0 < t < T,


u0(x, 0) = ϕ(x), x ∈ O,
∂0
νu0(·, t)|∂O = 0, 0 < t < T.


(8.4)
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Èìååì uε(·, t) = e−AN,εtϕ(·) +
∫ t


0 e
−AN,ε(t−t̃)F(·, t̃) dt̃. Àíàëîãè÷íî,


u0(·, t) = e−A
0
N tϕ(·) +


∫ t
0 e
−A0


N (t−t̃)F(·, t̃) dt̃. Äåéñòâóÿ ïî àíàëîãèè ñ äîêà-
çàòåëüñòâîì òåîðåìû 4.8, ñ ïîìîùüþ òåîðåìû 7.2 ïîëó÷àåì ñëåäóþùèé
ðåçóëüòàò.


Òåîðåìà 8.8. Ïóñòü âûïîëíåíû óñëîâèÿ òåîðåìû 6.1. Ïóñòü uε � ðå-


øåíèå çàäà÷è (8.3), ãäå ϕ ∈ L2(O;Cn) è F ∈ Hp(T ), 0 < T 6 ∞, ïðè


íåêîòîðîì 1 < p 6∞. Ïóñòü u0 � ðåøåíèå ýôôåêòèâíîé çàäà÷è (8.4).
Òîãäà ïðè 0 < ε 6 ε1 è 0 < t < T ñïðàâåäëèâà îöåíêà


‖uε(·, t)−u0(·, t)‖L2(O) 6 C12ε(t+ε
2)−1/2e−c[t/2‖ϕ‖L2(O)+cpθ(ε, p)‖F‖Hp(t).


Âåëè÷èíà θ(ε, p) îïðåäåëåíà â (4.10). Ïîñòîÿííàÿ cp çàâèñèò ëèøü îò


äàííûõ (6.2) è îò p.


Äîêàçàòåëüñòâî ñëåäóþùåãî ðåçóëüòàòà àíàëîãè÷íî äîêàçàòåëüñòâó
òåîðåìû 4.9 è îïèðàåòñÿ íà òåîðåìó 7.2.


Òåîðåìà 8.9. Ïóñòü âûïîëíåíû óñëîâèÿ òåîðåìû 6.1. Ïóñòü uε �


ðåøåíèå çàäà÷è (8.3), è ïóñòü u0 � ðåøåíèå çàäà÷è (8.4) ïðè ϕ ∈
L2(O;Cn) è F ∈ Hp(T ), 0 < T 6 ∞, ïðè íåêîòîðîì 1 6 p < ∞. Òî-


ãäà ïðè 0 < ε 6 ε1 ñïðàâåäëèâà îöåíêà


‖uε − u0‖Hp(T ) 6 cp′Θ(ε, p)‖ϕ‖L2(O) + C18ε‖F‖Hp(T ).


Çäåñü C18 = C12(2π)1/2c
−1/2
[ . Âåëè÷èíà Θ(ε, p) îïðåäåëåíà â (4.17).


8.3. Àïïðîêñèìàöèÿ ðåøåíèé â H1(O;Cn). Óñòàíîâèì òåïåðü àï-
ïðîêñèìàöèþ ðåøåíèÿ uε çàäà÷è (8.3) â êëàññå Ñîáîëåâà H


1(O;Cn). Îñ-
íîâûâàÿñü íà òåîðåìå 7.3 è ïðåäëîæåíèè 7.5 è äåéñòâóÿ ïî àíàëîãèè ñ
äîêàçàòåëüñòâîì òåîðåìû 4.11, ïîëó÷àåì ñëåäóþùèé ðåçóëüòàò.


Òåîðåìà 8.10. Ïóñòü âûïîëíåíû óñëîâèÿ òåîðåìû 6.2. Ïóñòü uε �
ðåøåíèå çàäà÷è (8.3), ãäå ϕ ∈ L2(O;Cn) è F ∈ Hp(T ), 0 < T 6 ∞, ïðè


íåêîòîðîì 2 < p 6∞. Ïóñòü u0 � ðåøåíèå ýôôåêòèâíîé çàäà÷è (8.4).
Ñ÷èòàÿ t > ε2, îáîçíà÷èì


wε(·, t) := e−A
0
Nε


2
u0(·, t− ε2) = e−A


0
N tϕ(·) +


∫ t−ε2


0
e−A


0
N (t−t̃)F(·, t̃) dt̃.


(8.5)
Ïîëîæèì ŵε(·, t) := POPwε(·, t), pε = gεb(D)uε. Òîãäà ïðè 0 < ε 6 ε1 è


ε2 6 t < T ñïðàâåäëèâû îöåíêè


‖uε(·, t)− u0(·, t)− εΛεSεb(D)ŵε(·, t)‖H1(O)


6 2C13ε
1/2t−3/4e−c[t/2‖ϕ‖L2(O) + čpρ(ε, p)‖F‖Hp(t),


‖pε(·, t)− g̃εSεb(D)ŵε(·, t)‖L2(O)


6 2C̃13ε
1/2t−3/4e−c[t/2‖ϕ‖L2(O) + c̃pρ(ε, p)‖F‖Hp(t).


Âåëè÷èíà ρ(ε, p) îïðåäåëåíà â (4.24). Ïîñòîÿííûå čp è c̃p çàâèñÿò ëèøü


îò äàííûõ (6.2) è îò p.
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Â ñëó÷àå Λ ∈ L∞ íà îñíîâàíèè òåîðåìû 7.6 è ïðåäëîæåíèÿ 7.5 ïîëó-
÷àåòñÿ ñëåäóþùèé ðåçóëüòàò, àíàëîãè÷íûé òåîðåìå 4.12.


Òåîðåìà 8.11. Ïóñòü âûïîëíåíû óñëîâèÿ òåîðåìû 8.10. Ïðåäïîëî-
æèì, ÷òî ìàòðèöà-ôóíêöèÿ Λ(x) óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ 2.5. Òîãäà
ïðè 0 < ε 6 ε1 è ε


2 6 t < T ñïðàâåäëèâû îöåíêè


‖uε(·, t)− u0(·, t)− εΛεb(D)wε(·, t)‖H1(O)


6 2C15ε
1/2t−3/4e−c[t/2‖ϕ‖L2(O) + c′pρ(ε, p)‖F‖Hp(t),


‖pε(·, t)− g̃εb(D)wε(·, t)‖L2(O)


6 2C̃15ε
1/2t−3/4e−c[t/2‖ϕ‖L2(O) + c′′pρ(ε, p)‖F‖Hp(t).


Ïîñòîÿííûå c′p è c′′p çàâèñÿò ëèøü îò äàííûõ (6.2), îò ‖Λ‖L∞ è îò p.


Â ñëó÷àå äîïîëíèòåëüíîé ãëàäêîñòè ãðàíèöû íà îñíîâàíèè òåîðåìû
7.9 ïîëó÷àåì ñëåäóþùèé ðåçóëüòàò (ñð. ïðåäëîæåíèå 4.13).


Ïðåäëîæåíèå 8.12. Ïóñòü âûïîëíåíû óñëîâèÿ òåîðåìû 8.10, ïðè÷åì
d = 3, p = ∞. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ∂O ∈ C2,1. Òîãäà ïðè 0 < ε 6 ε1 è


ε2 6 t < T ñïðàâåäëèâû îöåíêè


‖uε(·, t)− u0(·, t)− εΛεb(D)wε(·, t)‖H1(O)


6 2C ∗3 (ε1/2t−3/4 + εt−5/4)e−c[t/2‖ϕ‖L2(O) + c′ε1/2‖F‖H∞(t),


‖pε(·, t)− g̃εb(D)wε(·, t)‖L2(O)


6 2C̃ ∗3 (ε1/2t−3/4 + εt−5/4)e−c[t/2‖ϕ‖L2(O) + c̃′ε1/2‖F‖H∞(t).


Ïîñòîÿííûå c′ è c̃′ çàâèñÿò ëèøü îò äàííûõ (6.2).


Âûäåëèì ñïåöèàëüíûå ñëó÷àè. Ñëåäóþùåå óòâåðæäåíèå óñòàíàâëèâà-
åòñÿ àíàëîãè÷íî ïðåäëîæåíèþ 4.14 ñ ïîìîùüþ ïðåäëîæåíèé 7.5, 7.11 è
òåîðåìû 8.10.


Ïðåäëîæåíèå 8.13. Ïóñòü âûïîëíåíû óñëîâèÿ òåîðåìû 8.10.
1◦. Åñëè g0 = g, ò. å. âûïîëíåíû ñîîòíîøåíèÿ (1.12), òî ïðè 0 < ε 6 ε1


è ε2 6 t < T ñïðàâåäëèâà îöåíêà


‖uε(·, t)− u0(·, t)‖H1(O) 6 2C13ε
1/2t−3/4e−c[t/2‖ϕ‖L2(O)


+ čpρ(ε, p)‖F(·, t)‖Hp(t).


2◦. Åñëè g0 = g, ò. å. ñïðàâåäëèâû ïðåäñòàâëåíèÿ (1.13), òî ïðè


0 < ε 6 ε1 è ε
2 6 t < T âûïîëíåíà îöåíêà


‖pε(·, t)− p0(·, t)‖L2(O) 6 2C̃15ε
1/2t−3/4e−c[t/2‖ϕ‖L2(O) + c′′′p ρ(ε, p)‖F‖Hp(t),


ãäå p0 = g0b(D)u0. Ïîñòîÿííàÿ c′′′p çàâèñèò ëèøü îò äàííûõ (6.2) è îò
p.
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8.4. Àïïðîêñèìàöèÿ ðåøåíèé â ñòðîãî âíóòðåííåé ïîäîáëàñòè.
Àïïðîêñèìàöèÿ ðåøåíèé â ñòðîãî âíóòðåííåé ïîäîáëàñòè ìîæåò áûòü
ïîëó÷åíà íà îñíîâàíèè òåîðåìû 7.12 (ñð. òåîðåìó 4.15).


Òåîðåìà 8.14. Ïóñòü âûïîëíåíû óñëîâèÿ òåîðåìû 8.10. Ïóñòü O′ �
ñòðîãî âíóòðåííÿÿ ïîäîáëàñòü îáëàñòè O, è ïóñòü δ = dist {O′; ∂O}.
Òîãäà ïðè 0 < ε 6 ε1 è ε


2 6 t < T ñïðàâåäëèâû îöåíêè


‖uε(·, t)− u0(·, t)− εΛεSεb(D)ŵε(·, t)‖H1(O′)


6 (C16δ
−1 + C17)εt−1e−c[t/2‖ϕ‖L2(O) + (kpδ


−1 + k′p)σ(ε, p)‖F‖Hp(t),


‖pε(·, t)− g̃εSεb(D)ŵε(·, t)‖L2(O′)


6 (C̃16δ
−1 + C̃17)εt−1e−c[t/2‖ϕ‖L2(O) + (k̃pδ


−1 + k̃′p)σ(ε, p)‖F‖Hp(t).


Âåëè÷èíà σ(ε, p) îïðåäåëåíà â (4.39). Ïîñòîÿííûå kp, k′p, k̃p è k̃′p çàâèñÿò
ëèøü îò äàííûõ (6.2) è îò p.


Â ñëó÷àå Λ ∈ L∞ íà îñíîâàíèè òåîðåìû 7.13 ïîëó÷àåì ñëåäóþùèé
ðåçóëüòàò, àíàëîãè÷íûé òåîðåìå 4.16.


Òåîðåìà 8.15. Ïóñòü âûïîëíåíû óñëîâèÿ òåîðåìû 8.14, è ïóñòü


ìàòðèöà-ôóíêöèÿ Λ(x) óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ 2.5. Ïðè 0 < ε 6 ε1


è ε2 6 t < T ñïðàâåäëèâû îöåíêè


‖uε(·, t)− u0(·, t)− εΛεb(D)wε(·, t)‖H1(O′)


6 (C16δ
−1 + Č17)εt−1e−c[t/2‖ϕ‖L2(O) + (kpδ


−1 + ǩ′p)σ(ε, p)‖F‖Hp(t),


‖pε(·, t)− g̃εb(D)wε(·, t)‖L2(O′)


6 (C̃16δ
−1 + Ĉ17)εt−1e−c[t/2‖ϕ‖L2(O) + (k̃pδ


−1 + k̂′p)σ(ε, p)‖F‖Hp(t).


Ïîñòîÿííûå kp è k̃p � òå æå, ÷òî â òåîðåìå 8.14. Ïîñòîÿííûå ǩ′p è


k̂′p çàâèñÿò ëèøü îò äàííûõ (6.2), îò ‖Λ‖L∞ è îò p.


8.5. Àïïðîêñèìàöèÿ ðåøåíèé â Gp(T ) = Lp((0, T );H1(O;Cn)). Äåé-
ñòâóÿ ïî àíàëîãèè ñ äîêàçàòåëüñòâîì òåîðåìû 4.18, íåòðóäíî ïðîâåðèòü
ñëåäóþùèé ðåçóëüòàò.


Òåîðåìà 8.16. Ïóñòü âûïîëíåíû óñëîâèÿ òåîðåìû 6.2. Ïóñòü uε, u0


� ðåøåíèÿ çàäà÷ (8.3) è (8.4) ñîîòâåòñòâåííî, ãäå ϕ ∈ L2(O;Cn) è


F ∈ Hp(T ), 0 < T 6 ∞. Ïóñòü ïðè ε2 6 t < T ôóíêöèÿ wε(·, t)
îïðåäåëåíà â (8.5). Ïðè 0 6 t < ε2 ïîëîæèì wε(·, t) = 0. Îáîçíà÷èì
ŵε := POPwε(·, t). Ïóñòü pε = gεb(D)uε.
1◦. Ïóñòü 1 6 p < 2. Òîãäà ïðè 0 < ε 6 ε1 ñïðàâåäëèâû îöåíêè


‖uε − u0 − εΛεSεb(D)ŵε‖Gp(T ) 6 κ
′
pα(ε, p)‖ϕ‖L2(O) + C19ε


1/2‖F‖Hp(T ),


‖pε − g̃εSεb(D)ŵε‖Lp((0,T );L2(O)) 6 κ
′′
pα(ε, p)‖ϕ‖L2(O) + C̃19ε


1/2‖F‖Hp(T ).


Âåëè÷èíà α(ε, p) îïðåäåëåíà â (4.41). Ïîñòîÿííûå C19 è C̃19 çàâèñÿò


ëèøü îò äàííûõ (6.2). Ïîñòîÿííûå κ′p è κ′′p çàâèñÿò îò òåõ æå ïà-


ðàìåòðîâ è îò p.
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2◦. Ïóñòü ϕ = 0 è 1 6 p 6∞. Òîãäà ïðè 0 < ε 6 ε1 ñïðàâåäëèâû îöåíêè


‖uε − u0 − εΛεSεb(D)ŵε‖Gp(T ) 6 C19ε
1/2‖F‖Hp(T ),


‖pε − g̃εSεb(D)ŵε‖Lp((0,T );L2(O)) 6 C̃19ε
1/2‖F‖Hp(T ).


Ïðè äîïîëíèòåëüíîì óñëîâèè Λ ∈ L∞ ñïðàâåäëèâà ñëåäóþùàÿ òåîðå-
ìà, àíàëîãè÷íàÿ òåîðåìå 4.19.


Òåîðåìà 8.17. Ïóñòü âûïîëíåíû óñëîâèÿ òåîðåìû 8.16 è óñëîâèå 2.5.
1◦. Ïóñòü 1 6 p < 2. Òîãäà ïðè 0 < ε 6 ε1 ñïðàâåäëèâû îöåíêè


‖uε − u0 − εΛεb(D)wε‖Gp(T ) 6 kpα(ε, p)‖ϕ‖L2(O) + C20ε
1/2‖F‖Hp(T ),


‖pε − g̃εb(D)wε‖Lp((0,T );L2(O)) 6 k̃pα(ε, p)‖ϕ‖L2(O) + C̃20ε
1/2‖F‖Hp(T ).


Ïîñòîÿííûå C20 è C̃20 çàâèñÿò ëèøü îò äàííûõ (6.2) è îò ‖Λ‖L∞ . Ïî-
ñòîÿííûå kp è k̃p çàâèñÿò îò òåõ æå ïàðàìåòðîâ è îò p.
2◦. Ïóñòü ϕ = 0 è 1 6 p 6∞. Òîãäà ïðè 0 < ε 6 ε1 ñïðàâåäëèâû îöåíêè


‖uε − u0 − εΛεb(D)wε‖Gp(T ) 6 C20ε
1/2‖F‖Hp(T ),


‖pε − g̃εb(D)wε‖Lp((0,T );L2(O)) 6 C̃20ε
1/2‖F‖Hp(T ).


Ñëåäóþùèé ðåçóëüòàò àíàëîãè÷åí ïðåäëîæåíèþ 4.20 è âûâîäèòñÿ èç
òåîðåìû 7.9.


Ïðåäëîæåíèå 8.18. Ïóñòü âûïîëíåíû óñëîâèÿ òåîðåìû 8.16, ïðè÷åì
d = 3. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ∂O ∈ C2,1.


1◦. Ïóñòü 1 6 p < 4/3. Òîãäà ïðè 0 < ε 6 ε1 âûïîëíåíî


‖uε − u0 − εΛεb(D)wε‖Gp(T ) 6 k′pε
2/p−3/2‖ϕ‖L2(O) + C21ε


1/2‖F‖Hp(T ),


‖pε − g̃εb(D)wε‖Lp((0,T );L2(O)) 6 k̃′pε
2/p−3/2‖ϕ‖L2(O) + C̃21ε


1/2‖F‖Hp(T ).


Ïîñòîÿííûå C21 è C̃21 çàâèñÿò ëèøü îò äàííûõ (6.2). Ïîñòîÿííûå k′p è


k̃′p çàâèñÿò îò òåõ æå ïàðàìåòðîâ è îò p.
2◦. Ïóñòü ϕ = 0 è 1 6 p 6∞. Òîãäà ïðè 0 < ε 6 ε1 ñïðàâåäëèâû îöåíêè


‖uε − u0 − εΛεb(D)wε‖Gp(T ) 6 C21ε
1/2‖F‖Hp(T ),


‖pε − g̃εb(D)wε‖Lp((0,T );L2(O)) 6 C̃21ε
1/2‖F‖Hp(T ).


8.6. Àïïðîêñèìàöèÿ ðåøåíèé â Lp((0, T );H1(O′;Cn)). Ñëåäóþùèé
ðåçóëüòàò àíàëîãè÷åí òåîðåìå 4.21 è ïðîâåðÿåòñÿ ñ ïîìîùüþ òåîðåìû
7.12 è ïðåäëîæåíèÿ 7.5.


Òåîðåìà 8.19. Ïóñòü âûïîëíåíû óñëîâèÿ òåîðåìû 8.16. Ïóñòü O′ �
ñòðîãî âíóòðåííÿÿ ïîäîáëàñòü îáëàñòè O, è δ = dist {O′; ∂O}.
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1◦. Ïóñòü 1 6 p < 2. Òîãäà ïðè 0 < ε 6 ε1 ñïðàâåäëèâû îöåíêè


‖uε − u0 − εΛεSεb(D)ŵε‖Lp((0,T );H1(O′))


6 (kp′δ
−1 + k′p′)τ(ε, p)‖ϕ‖L2(O) + (C′22δ


−1 + C′′22)ε(| ln ε|+ 1)‖F‖Hp(T ),


‖pε − g̃εSεb(D)ŵε‖Lp((0,T );L2(O′))


6 (k̃p′δ
−1 + k̃′p′)τ(ε, p)‖ϕ‖L2(O) + (C̃′22δ


−1 + C̃′′22)ε(| ln ε|+ 1)‖F‖Hp(T ).


Âåëè÷èíà τ(ε, p) îïðåäåëåíà â (4.54).
2◦. Ïóñòü ϕ = 0 è 1 6 p 6∞. Òîãäà ïðè 0 < ε 6 ε1 âûïîëíåíî


‖uε − u0 − εΛεSεb(D)ŵε‖Lp((0,T );H1(O′))


6 (C′22δ
−1 + C′′22)ε(| ln ε|+ 1)‖F‖Hp(T ),


‖pε − g̃εSεb(D)ŵε‖Lp((0,T );L2(O′)) 6 (C̃′22δ
−1 + C̃′′22)ε(| ln ε|+ 1)‖F‖Hp(T ).


Ïîñòîÿííûå C′22, C′′22, C̃′22 è C̃′′22 çàâèñÿò ëèøü îò èñõîäíûõ äàííûõ (6.2).


Ïîñòîÿííûå kp′, k′p′, k̃p′, k̃′p′ � òå æå, ÷òî è â òåîðåìå 8.14 (ñ çàìåíîé


p íà p′).


Íàêîíåö, â ñëó÷àå Λ ∈ L∞ ñ ïîìîùüþ òåîðåìû 7.13 è ïðåäëîæåíèÿ
7.5 ïîëó÷àåì ñëåäóþùèé ðåçóëüòàò, àíàëîãè÷íûé òåîðåìå 4.22.


Òåîðåìà 8.20. Ïóñòü âûïîëíåíû óñëîâèÿ òåîðåìû 8.19, è ïóñòü


ìàòðèöà-ôóíêöèÿ Λ(x) ïîä÷èíåíà óñëîâèþ 2.5.
1◦. Ïóñòü 1 6 p < 2. Òîãäà ïðè 0 < ε 6 ε1 ñïðàâåäëèâû îöåíêè


‖uε − u0 − εΛεb(D)wε‖Lp((0,T );H1(O′))


6 (kp′δ
−1 + ǩ′p′)τ(ε, p)‖ϕ‖L2(O) + (C′22δ


−1 + Č′′22)ε(| ln ε|+ 1)‖F‖Hp(T ),


‖pε − g̃εb(D)wε‖Lp((0,T );L2(O′))


6 (k̃p′δ
−1 + k̂′p′)τ(ε, p)‖ϕ‖L2(O) + (C̃′22δ


−1 + Ĉ′′22)ε(| ln ε|+ 1)‖F‖Hp(T ).


2◦. Ïóñòü ϕ = 0 è 1 6 p 6∞. Òîãäà ïðè 0 < ε 6 ε1 âûïîëíåíî


‖uε − u0 − εΛεb(D)wε‖Lp((0,T );H1(O′))


6 (C′22δ
−1 + Č′′22)ε(| ln ε|+ 1)‖F‖Hp(T ),


‖pε − g̃εb(D)wε‖Lp((0,T );L2(O′)) 6 (C̃′22δ
−1 + Ĉ′′22)ε(| ln ε|+ 1)‖F‖Hp(T ).


Ïîñòîÿííûå C′22, C̃′22 � òå æå, ÷òî è â òåîðåìå 8.19. Ïîñòîÿííûå Č′′22 è


Ĉ′′22 çàâèñÿò ëèøü îò èñõîäíûõ äàííûõ (6.2) è îò ‖Λ‖L∞ . Ïîñòîÿííûå
kp′, ǩ′p′, k̃p′ , k̂′p′ � òå æå, ÷òî è â òåîðåìå 8.15 (ñ çàìåíîé p íà p′).


Ïðèëîæåíèå


�9. Óñòðàíåíèå ñãëàæèâàþùåãî îïåðàòîðà


Â �9 ìû ðàññìàòðèâàåì ñëó÷àé d > 3 è äîêàçûâàåì óòâåæäåíèÿ îá
óñòðàíåíèè ñãëàæèâàþùåãî îïåðàòîðà Sε â êîððåêòîðå â ñëó÷àå äîñòà-
òî÷íî ãëàäêîé ãðàíèöû (ëåììà 3.8 è òåîðåìà 3.9 â ñëó÷àå óñëîâèÿ Äè-
ðèõëå, ëåììà 7.8 è òåîðåìà 7.9 â ñëó÷àå óñëîâèÿ Íåéìàíà) è â ñòðîãî
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âíóòðåííåé ïîäîáëàñòè (ëåììà 3.15 è òåîðåìà 3.16 â ñëó÷àå óñëîâèÿ Äè-
ðèõëå, ëåììà 7.14 è òåîðåìà 7.15 â ñëó÷àå óñëîâèÿ Íåéìàíà).


9.1. Ìóëüòèïëèêàòîðíîå ñâîéñòâî ìàòðèöû-ôóíêöèè Λ(x).


Ëåììà 9.1. Ïóñòü ìàòðèöà-ôóíêöèÿ Λ(x) ÿâëÿåòñÿ Γ-ïåðèîäè÷åñêèì
ðåøåíèåì çàäà÷è (1.8). Ïóñòü d > 3 è l = d/2.
1◦. Ïðè 0 < ε 6 1 äëÿ v ∈ H l−1(Rd;Cm) ñïðàâåäëèâû âêëþ÷åíèå Λεv ∈
L2(Rd;Cn) è îöåíêà


‖Λεv‖2L2(Rd) 6 C
(0)‖v‖2Hl−1(Rd). (9.1)


2◦. Ïðè 0 < ε 6 1 äëÿ v ∈ H l(Rd;Cm) ñïðàâåäëèâû âêëþ÷åíèå Λεv ∈
H1(Rd;Cn) è îöåíêà


‖Λεv‖H1(Rd) 6 C
(1)ε−1‖v‖L2(Rd) + C(2)‖v‖Hl(Rd). (9.2)


Ïîñòîÿííûå C(0), C(1) è C(2) çàâèñÿò îò m, d, α0, α1, ‖g‖L∞ , ‖g−1‖L∞
è îò ïàðàìåòðîâ ðåøåòêè Γ.


Äîêàçàòåëüñòâî. Äîñòàòî÷íî ïðîâåðèòü (9.1) è (9.2) ïðè v ∈
C∞0 (Rd;Cm). Ïîäñòàâëÿÿ x = εy, εd/2v(x) = V(y), èìååì


‖Λεv‖2L2(Rd) 6
∫
Rd
|Λ(ε−1x)|2|v(x)|2 dx =


∫
Rd
|Λ(y)|2|V(y)|2 dy


=
∑
a∈Γ


∫
Ω+a
|Λ(y)|2|V(y)|2 dy 6


∑
a∈Γ


‖Λ‖2L2r(Ω)‖V‖
2
L2r′ (Ω+a),


(9.3)


ãäå r−1 + (r′)−1 = 1. ×èñëî r âûáèðàåì òàêèì, ÷òîáû èìåëî ìåñòî íåïðå-
ðûâíîå âëîæåíèå H1(Ω) ⊂ L2r(Ω), òî åñòü r = d(d− 2)−1. Òîãäà


‖Λ‖2L2r(Ω) 6 cΩ‖Λ‖2H1(Ω), (9.4)


ãäå ïîñòîÿííàÿ cΩ çàâèñèò òîëüêî îò ðàçìåðíîñòè d è ðåøåòêè Γ. Ïðè
ñäåëàííîì âûáîðå r èìååì 2r′ = d. Â ñèëó íåïðåðûâíîñòè âëîæåíèÿ
H l−1(Ω) ⊂ Ld(Ω) âûïîëíåíî


‖V‖2Ld(Ω+a) 6 c
′
Ω‖V‖2Hl−1(Ω+a), (9.5)


ãäå ïîñòîÿííàÿ c′Ω çàâèñèò òîëüêî îò ðàçìåðíîñòè d è ðåøåòêè Γ. Òåïåðü
èç (9.3)�(9.5) âûòåêàåò îöåíêà∫


Rd
|Λ(ε−1x)|2|v(x)|2 dx 6 cΩc


′
Ω‖Λ‖2H1(Ω)‖V‖


2
Hl−1(Rd). (9.6)


Î÷åâèäíî, ÷òî ïðè 0 < ε 6 1 âûïîëíåíî íåðàâåíñòâî ‖V‖Hl−1(Rd) 6
‖v‖Hl−1(Rd). Îòñþäà è èç (9.6) ñ ó÷åòîì (1.18) ñëåäóåò, ÷òî∫


Rd
|Λ(ε−1x)|2|v(x)|2 dx 6 cΩc


′
ΩM


2‖v‖2Hl−1(Rd), v ∈ C∞0 (Rd;Cm), (9.7)


÷òî äîêàçûâàåò (9.1) ñ ïîñòîÿííîé C(0) = cΩc
′
ΩM


2.
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Äàëåå, â ñèëó ëåììû 1.5 èìååì


‖D(Λεv)‖2L2(Rd)


6 2ε−2


∫
Rd
|(DΛ)ε(x)v(x)|2 dx + 2


∫
Rd
|Λε(x)|2|Dv(x)|2 dx


6 2β1ε
−2


∫
Rd
|v(x)|2 dx + 2(1 + β2)


∫
Rd
|Λε(x)|2|Dv(x)|2 dx.


(9.8)


Èç (9.7) (ñ çàìåíîé v íà ïðîèçâîäíûå ∂jv) ñëåäóåò îöåíêà∫
Rd
|Λε(x)|2|Dv(x)|2 dx 6 cΩc


′
ΩM


2‖v‖2Hl(Rd), v ∈ C∞0 (Rd;Cm). (9.9)


Â èòîãå èç (9.7)�(9.9) âûòåêàåò (9.2) ñ ïîñòîÿííûìè C(1) = (2β1)1/2 è


C(2) = M(3 + 2β2)1/2(cΩc
′
Ω)1/2. �


Èñïîëüçóÿ îïåðàòîð ïðîäîëæåíèÿ PO, óäîâëåòâîðÿþùèé îöåíêàì
(2.5), èç ëåììû 9.1(1◦) âûâîäèì ñëåäóþùåå óòâåðæäåíèå.


Ñëåäñòâèå 9.2. Ïóñòü âûïîëíåíû óñëîâèÿ ëåììû 9.1. Òîãäà îïåðà-


òîð [Λε] óìíîæåíèÿ íà ìàòðèöó-ôóíêöèþ Λε(x) íåïðåðûâíî ïåðåâîäèò
H l−1(O;Cm) â L2(O;Cn), ïðè÷åì


‖[Λε]‖Hl−1(O)→L2(O) 6 (C(0))1/2C
(l−1)
O .


9.2. Äîêàçàòåëüñòâî ëåììû 3.8. Ïóñòü âûïîëíåíû óñëîâèÿ ëåì-


ìû 3.8. Ïóñòü u0(·, t) = e−A
0
Dtϕ(·), ãäå ϕ ∈ L2(O;Cn). Ïîëîæèì


ũ0(·, t) = POu0(·, t). Â ñîîòâåòñòâèè ñ (3.18) è (3.27) èìååì KD(t; ε)ϕ =
ΛεSεb(D)ũ0, K0


D(t; ε)ϕ = Λεb(D)u0. Òðåáóåòñÿ îöåíèòü âåëè÷èíó


‖KD(t; ε)ϕ−K0
D(t; ε)ϕ‖H1(O) = ‖Λε ((Sε − I)b(D)ũ0) (·, t)‖H1(O)


6 ‖Λε ((Sε − I)b(D)ũ0) (·, t)‖H1(Rd).
(9.10)


Îòñþäà â ñèëó ëåììû 9.1(2◦) ïîëó÷àåì


‖KD(t; ε)ϕ−K0
D(t; ε)ϕ‖H1(O)


6 C(1)ε−1‖ ((Sε − I)b(D)ũ0) (·, t)‖L2(Rd)


+ C(2)‖ ((Sε − I)b(D)ũ0) (·, t)‖Hl(Rd), l = d/2.


(9.11)


Ïåðâûé ÷ëåí â ïðàâîé ÷àñòè (9.11) îöåíèì ñ ïîìîùüþ ëåììû 1.8 è
(1.4), (2.5), (3.5):


ε−1‖ ((Sε − I)b(D)ũ0) (·, t)‖L2(Rd)


6 r1‖Db(D)ũ0(·, t)‖L2(Rd) 6 r1α
1/2
1 ‖ũ0(·, t)‖H2(Rd)


6 r1α
1/2
1 C


(2)
O ‖u0(·, t)‖H2(O) 6 C


(3)t−1e−c∗t/2‖ϕ‖L2(O),


(9.12)


ãäå C(3) = r1α
1/2
1 C


(2)
O ĉ.
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Äëÿ îöåíêè âòîðîãî ÷ëåíà â ïðàâîé ÷àñòè (9.11) ïðèìåíèì íåðàâåí-
ñòâî ‖Sε‖Hl(Rd)→Hl(Rd) 6 1 è (1.4):


‖ ((Sε − I)b(D)ũ0) (·, t)‖Hl(Rd) 6 2‖b(D)ũ0(·, t)‖Hl(Rd)


6 2α
1/2
1 ‖ũ0(·, t)‖Hl+1(Rd).


(9.13)


Â ñèëó (2.5) è ëåììû 3.7 èìååì


‖ũ0(·, t)‖Hl+1(Rd) 6 C
(l+1)
O ‖u0(·, t)‖Hl+1(O)


6 C(l+1)
O Ĉl+1t


−(l+1)/2e−c∗t/2‖ϕ‖L2(O).
(9.14)


Èç (9.13) è (9.14) ñëåäóåò îöåíêà


‖ ((Sε − I)b(D)ũ0) (·, t)‖Hl(Rd) 6 C
(4)t−(l+1)/2e−c∗t/2‖ϕ‖L2(O), (9.15)


ãäå C(4) = 2α
1/2
1 C


(l+1)
O Ĉl+1.


Â èòîãå ñîîòíîøåíèÿ (9.11), (9.12), (9.15) ïðèâîäÿò ê íåðàâåíñòâó


‖KD(t; ε)ϕ−K0
D(t; ε)ϕ‖H1(O)


6
(
C(1)C(3)t−1 + C(2)C(4)t−(l+1)/2


)
e−c∗t/2‖ϕ‖L2(O),


÷òî äîêàçûâàåò (3.33) ñ ïîñòîÿííîé Čd = max{C(1)C(3);C(2)C(4)}. Ýòî
çàâåðøàåò äîêàçàòåëüñòâî ëåììû 3.8.


9.3. Äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû 3.9. Íåðàâåíñòâî (3.34) íåïîñðåäñòâåí-
íî ñëåäóåò èç (3.19) è (3.33). Ïðè ýòîì C∗d = C13 + Čd.
Ïðîâåðèì (3.35). Èç (3.34) ñ ó÷åòîì (1.2), (1.5) ñëåäóåò îöåíêà


‖gεb(D)
(
e−AD,εt − e−A0


Dt − εΛεb(D)e−A
0
Dt
)
‖L2(O)→L2(O)


6 ‖g‖L∞(dα1)1/2C∗d(ε
1/2t−3/4 + εt−1 + εt−d/4−1/2)e−c∗t/2.


(9.16)


Ñîãëàñíî (1.2) èìååì


gεb(D)
(
εΛεb(D)e−A


0
Dt
)


= gε(b(D)Λ)εb(D)e−A
0
Dt + ε


d∑
i,j=1


gεbiΛ
εbjDiDje


−A0
Dt.


(9.17)


Íîðìà âòîðîãî ñëàãàåìîãî â ïðàâîé ÷àñòè (9.17) îöåíèâàåòñÿ ñ ïîìîùüþ
(1.5), ñëåäñòâèÿ 9.2 è ëåììû 3.7:


ε


∥∥∥∥ d∑
i,j=1


gεbiΛ
εbjDiDje


−A0
Dt


∥∥∥∥
L2(O)→L2(O)


6 ε‖g‖L∞α1d(C(0))1/2C
(l−1)
O ‖e−A0


Dt‖L2(O)→Hl+1(O)


6 C(5)εt−(l+1)/2e−c∗t/2,


(9.18)


ãäå l = d/2 è C(5) = ‖g‖L∞α1d(C(0))1/2C
(l−1)
O Ĉl+1.
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Òåïåðü èç (9.16)�(9.18) ñ ó÷åòîì (1.9) âûòåêàåò îöåíêà (3.35) ñ ïî-


ñòîÿííîé C̃∗d = ‖g‖L∞(dα1)1/2C∗d + C(5). Ýòî çàâåðøàåò äîêàçàòåëüñòâî
òåîðåìû 3.9.


9.4. Äîêàçàòåëüñòâî ëåììû 7.8. Ëåììó 7.8 äîêàæåì ïî àíàëîãèè
ñ ëåììîé 3.8. Ïóñòü ϕ ∈ L2(O;Cn) è ϕ̌ = Pϕ. Ïîëîæèì u0(·, t) =


e−A
0
N tϕ̌(·), ũ0(·, t) = POu0(·, t). Â ñîîòâåòñòâèè ñ (7.12) è (7.23) èìååì


KN (t; ε)ϕ = ΛεSεb(D)ũ0, K0
N (t; ε)ϕ = Λεb(D)u0. Ìû ó÷ëè ñîîòíîøåíèå


b(D)e−A
0
N t = b(D)e−A


0
N tP.


Àíàëîãè÷íî (9.10) ïîëó÷àåì


‖KN (t; ε)ϕ−K0
N (t; ε)ϕ‖H1(O) 6 ‖Λε ((Sε − I)b(D)ũ0) (·, t)‖H1(Rd).


Äàëüíåéøèå ðàññìîòðåíèÿ ïðîâîäÿòñÿ ïî àíàëîãèè ñ (9.11)�(9.15); âìå-
ñòî (3.5) èñïîëüçóåì (7.5), âìåñòî ëåììû 3.7 � ëåììó 7.7. Ýòî ïðèâîäèò
ê îöåíêå


‖KN (t; ε)ϕ−K0
N (t; ε)ϕ‖H1(O)


6
(
C(1)C


(3)
N t−1 + C(2)C


(4)
N t−(l+1)/2


)
e−c[t/2‖ϕ‖L2(O),


ãäå C
(3)
N = r1α


1/2
1 C


(2)
O č◦, C


(4)
N = 2α


1/2
1 C


(l+1)
O Ĉl+1. Îòñþäà âûòåêàåò (7.26)


ñ ïîñòîÿííîé Čd = max{C(1)C
(3)
N ;C(2)C


(4)
N }. Ëåììà 7.8 äîêàçàíà.


9.5. Äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû 7.9. Ðàññóæäåíèÿ àíàëîãè÷íû äîêà-
çàòåëüñòâó òåîðåìû 3.9. Íåðàâåíñòâî (7.27) íåïîñðåäñòâåííî ñëåäóåò èç
(7.13) è (7.26). Ïðè ýòîì C ∗d = C13 + Čd.
Íåðàâåíñòâî (7.28) âûâîäèòñÿ èç (7.27) ïî àíàëîãèè ñ (9.16)�(9.18).


Íóæíî äîïîëíèòåëüíî ó÷åñòü òîæäåñòâî


ε


d∑
i,j=1


gεbiΛ
εbjDiDje


−A0
N t = ε


d∑
i,j=1


gεbiΛ
εbjDiDje


−A0
N tP (9.19)


è îöåíèòü ýòîò ÷ëåí ñ ïîìîùüþ ñëåäñòâèÿ 9.2 è ëåììû 7.7. Â
èòîãå ïîëó÷àåì (7.28) ñ ïîñòîÿííîé C̃ ∗d = ‖g‖L∞(dα1)1/2C ∗d +


‖g‖L∞α1d(C(0))1/2C
(l−1)
O Ĉl+1. Ýòî çàâåðøàåò äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû 7.9.


9.6. Îäíî ñâîéñòâî îïåðàòîðà Sε. Ïåðåéäåì ê ðàññìîòðåíèÿì, ñâÿ-
çàííûì ñ îöåíêàìè â ñòðîãî âíóòðåííåé ïîäîáëàñòè. Íà÷íåì ñ îäíîãî
ïðîñòîãî ñâîéñòâà îïåðàòîðà Sε.
Ïóñòü O′ � ñòðîãî âíóòðåííÿÿ ïîäîáëàñòü îáëàñòè O, è ïóñòü δ =


dist {O′; ∂O}. Ââåäåì îáîçíà÷åíèÿ


O′′ = {x ∈ O : dist {x; ∂O} > δ/2}, O′′′ = {x ∈ O : dist {x; ∂O} > δ/4}.


Ëåììà 9.3. Ïóñòü Sε � îïåðàòîð (1.19). Ïóñòü ÷èñëî r1 îïðåäåëåíî â


(1.1). Òîãäà ïðè 0 < ε 6 (4r1)−1δ äëÿ ëþáîé ôóíêöèè v ∈ Hs(Rd;Cm),
s ∈ Z+, ñïðàâåäëèâî íåðàâåíñòâî


‖Sεv‖Hs(O′′) 6 ‖v‖Hs(O′′′).







64


Äîêàçàòåëüñòâî. Â ñîîòâåòñòâèè ñ (1.19) èìååì


‖Sεv‖2Hs(O′′) = |Ω|−2
∑
|α|6s


∫
O′′
dx


∣∣∣∣∫
Ω
Dαv(x− εz) dz


∣∣∣∣2
6 |Ω|−1


∑
|α|6s


∫
O′′
dx


∫
Ω
|Dαv(x− εz)|2 dz.


(9.20)


Ïîñêîëüêó 0 < εr1 6 δ/4, ïðè x ∈ O′′ è z ∈ Ω âûïîëíåíî x − εz ∈ O′′′.
Òîãäà, ìåíÿÿ ïîðÿäîê èíòåãðèðîâàíèÿ â (9.20), ïîëó÷àåì


‖Sεv‖2Hs(O′′) 6
∑
|α|6s


∫
O′′′


dx |Dαv(x)|2 dx = ‖v‖2Hs(O′′′).


�


9.7. Ñðåçêà χ(x). Ôèêñèðóåì ãëàäêóþ ñðåçêó χ(x) òàêóþ, ÷òî


χ ∈ C∞0 (Rd), 0 6 χ(x) 6 1; χ(x) = 1, x ∈ O′;
suppχ ⊂ O′′; |Dαχ(x)| 6 κsδ−s, |α| = s, ∀s ∈ N.


(9.21)


Ïîñòîÿííûå κs çàâèñÿò òîëüêî îò d, s è îò îáëàñòè O.


Ëåììà 9.4. Ïóñòü ôóíêöèÿ χ(x) ïîä÷èíåíà óñëîâèÿì (9.21). Ïóñòü
k ∈ Z+.


1◦. Äëÿ ëþáîé ôóíêöèè v ∈ Hk(Rd;Cm) ñïðàâåäëèâî íåðàâåíñòâî


‖χv‖Hk(Rd) 6 C
(6)
k


k∑
s=0


δ−(k−s)‖v‖Hs(O′′), (9.22)


ãäå ïîñòîÿííàÿ C
(6)
k çàâèñèò ëèøü îò d, k è îò îáëàñòè O.


2◦. Äëÿ ëþáîé ôóíêöèè v ∈ Hk+1(Rd;Cm) ñïðàâåäëèâî íåðàâåíñòâî


‖χv‖Hk+1/2(Rd) 6 C
(6)
k+1/2


(k+1∑
s=0


δ−(k+1−s)‖v‖Hs(O′′)


)1/2


×
( k∑
σ=0


δ−(k−σ)‖v‖Hσ(O′′)


)1/2


,


(9.23)


ãäå ïîñòîÿííàÿ C
(6)
k+1/2 çàâèñèò ëèøü îò d, k è îò îáëàñòè O.


Äîêàçàòåëüñòâî. Íåðàâåíñòâî (9.22) âûòåêàåò èç ôîðìóëû Ëåéáíèöà
äëÿ ïðîèçâîäíûõ ïðîèçâåäåíèÿ χv è èç îöåíîê ïðîèçâîäíûõ ñðåçêè χ
(ñì. (9.21)). Äëÿ ïðîâåðêè (9.23) íóæíî äîïîëíèòåëüíî ó÷åñòü íåðàâåí-
ñòâî


‖w‖2
Hk+1/2(Rd)


6 ‖w‖Hk+1(Rd)‖w‖Hk(Rd), w ∈ Hk+1(Rd;Cm).


�
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9.8. Äîêàçàòåëüñòâî ëåììû 3.15. Ïóñòü âûïîëíåíû óñëîâèÿ ëåììû


3.15. Ïóñòü u0(·, t) = e−A
0
Dtϕ(·), ãäå ϕ ∈ L2(O;Cn). Ñ ó÷åòîì (1.15) è


(3.8) ñïðàâåäëèâà îöåíêà


‖Du0(·, t)‖L2(O) 6 c
−1/2
0 ‖(A0


D)1/2e−A
0
Dt‖L2(O)→L2(O)‖ϕ‖L2(O)


6 c−1/2
0 t−1/2e−c∗t/2‖ϕ‖L2(O).


(9.24)


Â ñèëó (3.5)


‖u0(·, t)‖H2(O) 6 ĉt
−1e−c∗t/2‖ϕ‖L2(O). (9.25)


Ïóñòü ũ0 = POu0. Â ñîîòâåòñòâèè ñ (3.18) è (3.27) èìååì KD(t; ε)ϕ =
ΛεSεb(D)ũ0, K0


D(t; ε)ϕ = Λεb(D)u0.
Òðåáóåòñÿ îöåíèòü âåëè÷èíó


‖KD(t; ε)ϕ−K0
D(t; ε)ϕ‖H1(O′) 6 ‖Λεχ ((Sε − I)b(D)ũ0) (·, t)‖H1(Rd).


(9.26)
Â ñèëó ëåììû 9.1(2◦)


‖Λεχ ((Sε − I)b(D)ũ0) (·, t)‖H1(Rd)


6 C(1)ε−1‖χ ((Sε − I)b(D)ũ0) (·, t)‖L2(Rd)


+ C(2)‖χ ((Sε − I)b(D)ũ0) (·, t)‖Hl(Rd), l = d/2.


(9.27)


Ïåðâûé ÷ëåí â ïðàâîé ÷àñòè (9.27) îöåíèì ñ ïîìîùüþ ëåììû 1.8 è
(1.4), (2.5), (9.25). Àíàëîãè÷íî (9.12) ïîëó÷àåì


ε−1‖χ ((Sε − I)b(D)ũ0) (·, t)‖L2(Rd) 6 ε
−1‖ ((Sε − I)b(D)ũ0) (·, t)‖L2(Rd)


6 C(3)t−1e−c∗t/2‖ϕ‖L2(O).
(9.28)


Ïåðåéäåì ê ðàññìîòðåíèþ âòîðîãî ÷ëåíà â ïðàâîé ÷àñòè (9.27). Î÷å-
âèäíî,


‖χ ((Sε − I)b(D)ũ0) (·, t)‖Hl(Rd) 6 ‖χ (Sεb(D)ũ0) (·, t)‖Hl(Rd)


+ ‖χb(D)ũ0(·, t)‖Hl(Rd).
(9.29)


Äëÿ îöåíêè âòîðîãî ÷ëåíà ñïðàâà â (9.29) ïðèìåíèì ëåììó 9.4 è (1.2),
(1.5). Â ñëó÷àå öåëîãî l = d/2 (ò. å. ÷åòíîé ðàçìåðíîñòè d) èìååì


‖χb(D)ũ0(·, t)‖Hl(Rd) 6 C
(6)
l (dα1)1/2


l∑
s=0


δ−(l−s)‖Du0(·, t)‖Hs(O′′). (9.30)
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Â ñëó÷àå ïîëóöåëîãî l = d/2 = k + 1/2 (ò. å. íå÷åòíîé ðàçìåðíîñòè d)
èìååì


‖χb(D)ũ0(·, t)‖Hl(Rd) 6 C
(6)
l (dα1)1/2


(k+1∑
s=0


δ−(k+1−s)‖Du0(·, t)‖Hs(O′′)


)1/2


×
( k∑
σ=0


δ−(k−σ)‖Du0(·, t)‖Hσ(O′′)


)1/2


.


(9.31)


Íîðìû Du0(·, t) â L2(O) è H1(O) îöåíåíû â (9.24) è (9.25). Â ñèëó
(3.37) (ñ çàìåíîé O′ íà O′′)


‖Du0(·, t)‖Hs(O′′) 6 C′s+12st−1/2(δ−2 + t−1)s/2e−c∗t/2‖ϕ‖L2(O), s > 2.
(9.32)


Èñïîëüçóÿ (9.24), (9.25), (9.30)�(9.32), ïðèõîäèì ê îöåíêå


‖χb(D)ũ0(·, t)‖Hl(Rd) 6 C
(7)t−1/2(δ−2 + t−1)d/4e−c∗t/2‖ϕ‖L2(O). (9.33)


Ïîñòîÿííàÿ C(7) çàâèñèò îò d, α0, α1, ‖g‖L∞ , ‖g−1‖L∞ è îò îáëàñòè O.
Äëÿ îöåíêè ïåðâîãî ÷ëåíà ñïðàâà â (9.29) ïðèìåíèì ëåììû 9.4 è 9.3.


Ñ÷èòàåì, ÷òî 0 < ε 6 (4r1)−1δ. Ó÷èòûâàÿ òàêæå (1.2) è (1.5), â ñëó÷àå
öåëîãî l èìååì


‖χ (Sεb(D)ũ0) (·, t)‖Hl(Rd) 6 C
(6)
l


l∑
s=0


δ−(l−s)‖(Sεb(D)ũ0)(·, t)‖Hs(O′′)


6 C(6)
l


l∑
s=0


δ−(l−s)‖b(D)u0(·, t)‖Hs(O′′′)


6 C(6)
l (dα1)1/2


l∑
s=0


δ−(l−s)‖Du0(·, t)‖Hs(O′′′).


(9.34)


Íîðìû Du0(·, t) â L2(O) è H1(O) îöåíåíû â (9.24) è (9.25). Â ñèëó (3.37)
(ñ çàìåíîé O′ íà O′′′)


‖Du0(·, t)‖Hs(O′′′) 6 C′s+14st−1/2(δ−2 + t−1)s/2e−c∗t/2‖ϕ‖L2(O), s > 2.
(9.35)


Èç (9.24), (9.25), (9.34) è (9.35) âûòåêàåò îöåíêà


‖χ (Sεb(D)ũ0) (·, t)‖Hl(Rd) 6 C
(8)t−1/2(δ−2 + t−1)d/4e−c∗t/2‖ϕ‖L2(O).


(9.36)


Ïîñòîÿííàÿ C(8) çàâèñèò îò d, α0, α1, ‖g‖L∞ , ‖g−1‖L∞ è îò îáëàñòè O.
Ñëó÷àé ïîëóöåëîãî l ðàññìàòðèâàåòñÿ àíàëîãè÷íî.
Â èòîãå ñîîòíîøåíèÿ (9.26)�(9.29), (9.33) è (9.36) ïðèâîäÿò ê îöåíêå


‖KD(t; ε)ϕ−K0
D(t; ε)ϕ‖H1(O′) 6 C


(1)C(3)t−1e−c∗t/2‖ϕ‖L2(O)


+ C(2)(C(7) + C(8))t−1/2(δ−2 + t−1)d/4e−c∗t/2‖ϕ‖L2(O).
(9.37)
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Ýòî âëå÷åò (3.38) ñ ïîñòîÿííîé C′′d = max{C(1)C(3);C(2)(C(7) + C(8))} è
çàâåðøàåò äîêàçàòåëüñòâî ëåììû 3.15.


9.9. Äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû 3.16. Íåðàâåíñòâî (3.39) íåïîñðåä-
ñòâåííî ñëåäóåò èç (3.36) è (3.38); ïðè ýòîì Cd = max{C16;C17}+ C′′d.
Ïðîâåðèì (3.40). Èç (3.39) ñ ó÷åòîì (1.2), (1.5) ñëåäóåò îöåíêà


‖gεb(D)
(
e−AD,εt − e−A0


Dt − εΛεb(D)e−A
0
Dt
)
‖L2(O)→L2(O′)


6 ‖g‖L∞(dα1)1/2Cdεhd(δ; t)e
−c∗t/2.


(9.38)


Âîñïîëüçóåìñÿ òîæäåñòâîì (9.17). Íîðìà âòîðîãî ñëàãàåìîãî â ïðàâîé
÷àñòè (9.17) îöåíèâàåòñÿ ñ ïîìîùüþ (1.5) è ëåììû 9.1(1◦):


ε


∥∥∥∥ d∑
i,j=1


gεbiΛ
εbjDiDje


−A0
Dt


∥∥∥∥
L2(O)→L2(O′)


6 ε‖g‖L∞α
1/2
1


d∑
i,j=1


‖ΛεbjχDiDje
−A0


Dt‖L2(O)→L2(Rd)


6 ε‖g‖L∞α1(C(0))1/2
d∑


i,j=1


‖χDiDje
−A0


Dt‖L2(O)→Hl−1(Rd), l = d/2.


(9.39)


Äàëåå ïðèìåíèì ëåììó 9.4. Â ñëó÷àå öåëîãî l ïîëó÷èì


d∑
i,j=1


‖χDiDje
−A0


Dt‖L2(O)→Hl−1(Rd)


6 dC(6)
l−1


l−1∑
s=0


δ−(l−1−s)‖e−A0
Dt‖L2(O)→Hs+2(O′′).


(9.40)


Íîðìà ‖e−A0
Dt‖L2(O)→H2(O) îöåíåíà â (3.5). Ïðè s > 1 â ñèëó (3.37) (ñ


çàìåíîé O′ íà O′′) èìååì


‖e−A0
Dt‖L2(O)→Hs+2(O′′) 6 C′s+22s+1t−1/2(δ−2 + t−1)(s+1)/2e−c∗t/2. (9.41)


Èç (9.39)�(9.41) è (3.5) âûòåêàåò îöåíêà


ε


∥∥∥∥ d∑
i,j=1


gεbiΛ
εbjDiDje


−A0
Dt


∥∥∥∥
L2(O)→L2(O′)


6 C(9)εt−1/2(δ−2 + t−1)d/4e−c∗t/2,


(9.42)


ãäå ïîñòîÿííàÿ C(9) çàâèñèò ëèøü îò d, α0, α1, ‖g‖L∞ , ‖g−1‖L∞ è îò îáëà-
ñòè O. Â ñëó÷àå ïîëóöåëîãî l íåðàâåíñòâî (9.42) ïðîâåðÿåòñÿ àíàëîãè÷íî
ñ èñïîëüçîâàíèåì ëåììû 9.4(2◦).
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Â èòîãå ñîîòíîøåíèÿ (9.17), (9.38) è (9.42) ñ ó÷åòîì (1.9) âëåêóò (3.40)


ñ ïîñòîÿííîé C̃d = ‖g‖L∞(dα1)1/2Cd + C(9). Ýòî çàâåðøàåò äîêàçàòåëü-
ñòâî òåîðåìû 3.16.


9.10. Äîêàçàòåëüñòâî ëåììû 7.14. Ðàññóæäåíèÿ àíàëîãè÷íû äîêàçà-
òåëüñòâó ëåììû 3.15. Êàê è â ï. 9.4, ïóñòü ϕ ∈ L2(O;Cn) è ϕ̌ = Pϕ. Ïî-
ëîæèì u0(·, t) = e−A


0
N tϕ̌(·), ũ0(·, t) = POu0(·, t). Â ñîîòâåòñòâèè ñ (7.12)


è (7.23) èìååì KN (t; ε)ϕ = ΛεSεb(D)ũ0, K0
N (t; ε)ϕ = Λεb(D)u0.


Àíàëîãè÷íî (9.26) ïîëó÷àåì


‖KN (t; ε)ϕ−K0
N (t; ε)ϕ‖H1(O′) 6 ‖Λεχ ((Sε − I)b(D)ũ0) (·, t)‖H1(Rd).


Äàëüíåéøèå ðàññóæäåíèÿ àíàëîãè÷íû (9.27)�(9.37); ñëåäóåò èñïîëüçî-
âàòü îöåíêè (7.4), (7.5) è (7.30). Ýòî ïðèâîäèò ê (7.31).


9.11. Äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû 7.15. Ðàññóæäåíèÿ àíàëîãè÷íû äî-
êàçàòåëüñòâó òåîðåìû 3.16. Íåðàâåíñòâî (7.32) íåïîñðåäñòâåííî ñëåäóåò
èç (7.29) è (7.31). Ïðè ýòîì Cd = max{C16; C17}+ C ′′d .
Íåðàâåíñòâî (7.33) âûâîäèòñÿ èç (7.32) ïî àíàëîãèè ñ (9.38)�(9.42). Äî-


ïîëíèòåëüíî íóæíî ó÷åñòü òîæäåñòâî (9.19) è âîñïîëüçîâàòüñÿ îöåíêàìè
(7.5) è (7.30).
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