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ÀÍÍÎÒÀÖÈß

Ðàññìàòðèâàåòñÿ ñèëüíî ýëëèïòè÷åñêîå äèôôåðåíöèàëüíîå âûðàæå-
íèå âèäà b(D)∗g(x/ε)b(D), ε > 0, ãäå g(x) � îãðàíè÷åííàÿ è ïîëîæèòåëü-
íî îïðåäåëåííàÿ ìàòðèöà-ôóíêöèÿ â Rd, ïåðèîäè÷åñêàÿ îòíîñèòåëüíî

íåêîòîðîé ðåøåòêè; b(D) =
∑d

l=1 blDl � äèôôåðåíöèàëüíûé îïåðàòîð
ïåðâîãî ïîðÿäêà ñ ïîñòîÿííûìè êîýôôèöèåíòàìè. Íà ñèìâîë b(ξ) íà-
êëàäûâàåòñÿ óñëîâèå, îáåñïå÷èâàþùåå ñèëüíóþ ýëëèïòè÷íîñòü. Â ïðî-
ñòðàíñòâå L2(Rd;Cn) âûðàæåíèå b(D)∗g(x/ε)b(D) ïîðîæäàåò îïåðàòîð
Aε. Â ïðîñòðàíñòâå L2(O;Cn), ãäå O ⊂ Rd � îãðàíè÷åííàÿ îáëàñòü ñ
ãðàíèöåé êëàññà C1,1, ðàññìàòðèâàþòñÿ îïåðàòîðû AD,ε è AN,ε, ïîðîæ-
äåííûå ýòèì âûðàæåíèåì ïðè óñëîâèÿõ Äèðèõëå èëè Íåéìàíà íà ãðà-
íèöå. Äëÿ ðåçîëüâåíòû îïåðàòîðîâ Aε, AD,ε, AN,ε â ðåãóëÿðíîé òî÷êå ζ
ïîëó÷åíû àïïðîêñèìàöèè â ðàçëè÷íûõ îïåðàòîðíûõ íîðìàõ ñ îöåíêàìè
ïîãðåøíîñòè â çàâèñèìîñòè îò ε è ñïåêòðàëüíîãî ïàðàìåòðà ζ.

Êëþ÷åâûå ñëîâà: ïåðèîäè÷åñêèå äèôôåðåíöèàëüíûå îïåðàòîðû, çàäà-
÷à Äèðèõëå, çàäà÷à Íåéìàíà, óñðåäíåíèå, ýôôåêòèâíûé îïåðàòîð, êîð-
ðåêòîð, îïåðàòîðíûå îöåíêè ïîãðåøíîñòè.

Èññëåäîâàíèå âûïîëíåíî ïðè ïîääåðæêå ãðàíòà ÑÏáÃÓ � 11.38.63.2012
è ÐÔÔÈ (ïðîåêò 14-01-00760).
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Ââåäåíèå

Ðàáîòà îòíîñèòñÿ ê òåîðèè óñðåäíåíèé (ãîìîãåíèçàöèè) ïåðèîäè÷å-
ñêèõ äèôôåðåíöèàëüíûõ îïåðàòîðîâ (ÄÎ). Çàäà÷àì óñðåäíåíèÿ â ïðå-
äåëå ìàëîãî ïåðèîäà ïîñâÿùåíà îáøèðíàÿ ëèòåðàòóðà. Óêàæåì â ïåðâóþ
î÷åðåäü êíèãè [BeLP], [BaPa], [ZhKO].
0.1. Êëàññ îïåðàòîðîâ. Èçó÷àåòñÿ øèðîêèé êëàññ ìàòðè÷íûõ (ðàç-
ìåðà n × n) ñèëüíî ýëëèïòè÷åñêèõ îïåðàòîðîâ, çàäàííûõ äèôôåðåíöè-
àëüíûì âûðàæåíèåì b(D)∗g(x/ε)b(D), ε > 0. Çäåñü g(x) � ýðìèòîâà
ìàòðèöà-ôóíêöèÿ â Rd (ðàçìåðà m ×m), îãðàíè÷åííàÿ, ïîëîæèòåëüíî
îïðåäåëåííàÿ è ïåðèîäè÷åñêàÿ îòíîñèòåëüíî íåêîòîðîé ðåøåòêè Γ. Îïå-
ðàòîð b(D) � (m × n)-ìàòðè÷íûé ÄÎ ïåðâîãî ïîðÿäêà ñ ïîñòîÿííûìè
êîýôôèöèåíòàìè. Ñ÷èòàåòñÿ, ÷òî m > n; íà ñèìâîë îïåðàòîðà b(D) íà-
êëàäûâàåòñÿ óñëîâèå, ãàðàíòèðóþùåå ñèëüíóþ ýëëèïòè÷íîñòü ðàññìàò-
ðèâàåìîãî îïåðàòîðà.
Äèôôåðåíöèàëüíîìó âûðàæåíèþ b(D)∗g(x/ε)b(D) îòâå÷àåò ñàìîñî-

ïðÿæåííûé îïåðàòîð Aε, äåéñòâóþùèé â L2(Rd;Cn). Ìû èçó÷àåì òàêæå
ñàìîñîïðÿæåííûå îïåðàòîðû AD,ε è AN,ε â L2(O;Cn), çàäàííûå òåì æå
âûðàæåíèåì ïðè óñëîâèè Äèðèõëå èëè Íåéìàíà íà ãðàíèöå ∂O, ñîîò-
âåòñòâåííî. Çäåñü O ⊂ Rd � îãðàíè÷åííàÿ îáëàñòü êëàññà C1,1.
Ïðîñòåéøèé ïðèìåð îïåðàòîðà Aε � àêóñòè÷åñêèé îïåðàòîð

−div g(x/ε)∇; îïåðàòîð òåîðèè óïðóãîñòè òàêæå äîïóñêàåò çàïèñü â òðå-
áóåìîì âèäå. Ýòè è äðóãèå ïðèìåðû ïîäðîáíî ðàññìîòðåíû â [BSu2].
Èçó÷àåòñÿ çàäà÷à óñðåäíåíèÿ: â îïåðàòîðíûõ òåðìèíàõ, çàäà÷à ñîñòî-

èò â àïïðîêñèìàöèè ðåçîëüâåíòû îïèñàííûõ îïåðàòîðîâ ïðè ìàëîì ε â
ðàçëè÷íûõ îïåðàòîðíûõ íîðìàõ.

0.2. Îáçîð ðåçóëüòàòîâ ïî îïåðàòîðíûì îöåíêàì ïîãðåøíîñòè.
Çàäà÷è óñðåäíåíèÿ äëÿ îïåðàòîðà Aε â L2(Rd;Cn) èçó÷àëèñü â öèêëå
ðàáîò Áèðìàíà è Ñóñëèíîé [BSu1�4]. Â [BSu1,2] áûëà ïîëó÷åíà îöåíêà

‖(Aε + I)−1 − (A0 + I)−1‖L2(Rd)→L2(Rd) 6 Cε. (0.1)

Çäåñü A0 = b(D)∗g0b(D) � ýôôåêòèâíûé îïåðàòîð, g0 � ïîñòîÿííàÿ
ïîëîæèòåëüíàÿ ýôôåêòèâíàÿ ìàòðèöà. (Îïðåäåëåíèå g0 äàíî â �1 íèæå.)
Äàëåå, â [BSu4] áûëà íàéäåíà àïïðîêñèìàöèÿ ðåçîëüâåíòû (Aε+ I)−1 ïî
íîðìå îïåðàòîðîâ, äåéñòâóþùèõ èç L2(Rd;Cn) â ïðîñòðàíñòâî Ñîáîëåâà
H1(Rd;Cn), ïðè ó÷åòå êîððåêòîðà:

‖(Aε + I)−1 − (A0 + I)−1 − εK(ε)‖L2(Rd)→H1(Rd) 6 Cε. (0.2)

Îöåíêè âèäà (0.1), (0.2), ïîëó÷èâøèå íàçâàíèå îïåðàòîðíûõ îöåíîê ïî-
ãðåøíîñòè, òî÷íû ïî ïîðÿäêó; ïîñòîÿííûå â îöåíêàõ êîíòðîëèðóþòñÿ
ÿâíî ÷åðåç äàííûå çàäà÷è. Ìåòîä ðàáîò [BSu1�4] îñíîâàí íà ïðèìåíå-
íèè ìàñøòàáíîãî ïðåîáðàçîâàíèÿ, òåîðèè Ôëîêå-Áëîõà è àíàëèòè÷åñêîé
òåîðèè âîçìóùåíèé.
Äðóãîé ïîäõîä ê ïîëó÷åíèþ îïåðàòîðíûõ îöåíîê ïîãðåøíîñòè â çà-

äà÷àõ óñðåäíåíèÿ áûë ïðåäëîæåí Æèêîâûì. Â ðàáîòàõ [Zh1,2], [ZhPas]
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ðàññìàòðèâàëèñü îïåðàòîðû àêóñòèêè è òåîðèè óïðóãîñòè. Äëÿ íèõ áû-
ëè ïîëó÷åíû îöåíêè âèäà (0.1), (0.2). Ìåòîä îñíîâàí íà àíàëèçå ïåðâîãî
ïðèáëèæåíèÿ ê ðåøåíèþ è ââåäåíèè äîïîëíèòåëüíîãî ïàðàìåòðà. Ïîìè-
ìî çàäà÷ â Rd â [Zh1,2], [ZhPas] èçó÷àëèñü çàäà÷è â îãðàíè÷åííîé îáëàñòè
O ⊂ Rd ïðè óñëîâèè Äèðèõëå ëèáî Íåéìàíà íà ãðàíèöå; áûëè ïîëó÷å-
íû àíàëîãè îöåíîê (0.1), (0.2), íî ñ ïîãðåøíîñòüþ O(ε1/2). Ïîãðåøíîñòü
óõóäøàåòñÿ çà ñ÷åò âëèÿíèÿ ãðàíèöû. (Â ñëó÷àå çàäà÷è Äèðèõëå äëÿ
îïåðàòîðà àêóñòèêè (L2 → L2)-îöåíêà áûëà óëó÷øåíà â [ZhPas]; íî ïî-
ðÿäîê îöåíêè íå áûë òî÷íûì.)
Áëèçêèå ðåçóëüòàòû äëÿ îïåðàòîðà −div g(x/ε)∇ â îãðàíè÷åííîé îá-

ëàñòè ïðè óñëîâèè Äèðèõëå ëèáî Íåéìàíà áûëè óñòàíîâëåíû â ðàáîòàõ
Ãðèçî [Gr1,2] ñ ïîìîùüþ

”
unfolding“-ìåòîäà. Â ðàáîòå [Gr2] âïåðâûå áûë

ïîëó÷åí àíàëîã îöåíêè (0.1) äëÿ òîãî æå ñêàëÿðíîãî ýëëèïòè÷åñêîãî îïå-
ðàòîðà ñ óñëîâèåì Äèðèõëå èëè Íåéìàíà íà ãðàíèöå ñ òî÷íîé ïî ïîðÿäêó
ïîãðåøíîñòüþ O(ε).
Äëÿ ðàññìàòðèâàåìûõ íàìè ìàòðè÷íûõ îïåðàòîðîâ AD,ε, AN,ε îïå-

ðàòîðíûå îöåíêè ïîãðåøíîñòè ïîëó÷åíû â íåäàâíèõ ðàáîòàõ [PSu1,2],
[Su1�3]. Â [PSu1,2] èçó÷àëàñü çàäà÷à Äèðèõëå è áûëà óñòàíîâëåíà îöåí-
êà

‖A−1
D,ε − (A0

D)−1 − εKD(ε)‖L2(O)→H1(O) 6 Cε1/2.

Çäåñü A0
D � îïåðàòîð, çàäàííûé âûðàæåíèåì b(D)∗g0b(D) ïðè óñëîâèè

Äèðèõëå, KD(ε) � ñîîòâåòñòâóþùèé êîððåêòîð. Â [Su1,2] óäàëîñü ïîëó-
÷èòü òî÷íóþ ïî ïîðÿäêó îöåíêó

‖A−1
D,ε − (A0

D)−1‖L2(O)→L2(O) 6 Cε. (0.3)

Äëÿ çàäà÷è Íåéìàíà àíàëîãè÷íûå ðåçóëüòàòû ïîëó÷åíû â [Su3]. (Îò-
ìåòèì, ÷òî â [Su3] ðàññìàòðèâàëàñü ðåçîëüâåíòà (AN,ε − ζI)−1 â ïðî-
èçâîëüíîé ðåãóëÿðíîé òî÷êå ζ ∈ C \ R+, íî íå ñòàâèëàñü öåëü íàéòè
îïòèìàëüíóþ çàâèñèìîñòü êîíñòàíò â îöåíêàõ îò ïàðàìåòðà ζ.) Ìåòîä
ðàáîò [PSu1,2], [Su1�3] îñíîâàí íà èñïîëüçîâàíèè ðåçóëüòàòîâ äëÿ çàäà-
÷è â Rd, ââåäåíèè ïîïðàâêè òèïà ïîãðàíè÷íîãî ñëîÿ è ïîëó÷åíèè îöåíîê
íîðì ýòîé ïîïðàâêè â H1(O) è â L2(O). Íåêîòîðûå òåõíè÷åñêèå ïðèåìû
çàèìñòâîâàíû èç [ZhPas].
Îöåíêà âèäà (0.3) äëÿ ðàâíîìåðíî ýëëèïòè÷åñêèõ ñèñòåì ïðè óñëî-

âèè Äèðèõëå èëè Íåéìàíà áûëà íåçàâèñèìî ïîëó÷åíà äðóãèì ìåòîäîì
â ðàáîòå [KeLiS] ïðè íåêîòîðûõ óñëîâèÿõ ðåãóëÿðíîñòè êîýôôèöèåíòîâ.

0.3. Îñíîâíûå ðåçóëüòàòû. Â íàñòîÿùåé ðàáîòå èçó÷àþòñÿ îïåðàòîðû
Aε, AD,ε, AN,ε. Öåëü ðàáîòû � ïîëó÷åíèå àïïðîêñèìàöèé ðåçîëüâåíòû
â ðåãóëÿðíîé òî÷êå ζ â çàâèñèìîñòè îò ε è îò ñïåêòðàëüíîãî ïàðàìåòðà
ζ. Îñîáûé èíòåðåñ ïðåäñòàâëÿþò îöåíêè ïðè ìàëîì ε è áîëüøîì |ζ|.
Îïèøåì îñíîâíûå ðåçóëüòàòû. Äëÿ îïåðàòîðà Aε â L2(Rd;Cn) ïîëó-

÷åíû ñëåäóþùèå îöåíêè ïðè ζ = |ζ|eiϕ ∈ C \ R+ è ε > 0:

‖(Aε − ζI)−1 − (A0 − ζI)−1‖L2(Rd)→L2(Rd) 6 C(ϕ)|ζ|−1/2ε, (0.4)
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‖(Aε − ζI)−1 − (A0 − ζI)−1 − εK(ε; ζ)‖L2(Rd)→H1(Rd) 6 C(ϕ)(1 + |ζ|−1/2)ε.

(0.5)
Äëÿ îïåðàòîðîâ AD,ε è AN,ε ïðè ζ ∈ C\R+ è |ζ| > 1 óñòàíîâëåíû îöåíêè

‖(A†,ε − ζI)−1 − (A0
† − ζI)−1‖L2(O)→L2(O) 6 C1(ϕ)(|ζ|−1/2ε+ ε2), (0.6)

‖(A†,ε − ζI)−1 − (A0
† − ζI)−1 − εK†(ε; ζ)‖L2(O)→H1(O)

6 C2(ϕ)|ζ|−1/4ε1/2 + C3(ϕ)ε,
(0.7)

ïðè 0 < ε 6 ε1 (ãäå ε1 � äîñòàòî÷íî ìàëîå ÷èñëî, çàâèñÿùåå îò îáëàñòè
O è ðåøåòêè Γ). Çäåñü † = D,N . Ïðîñëåæåíà çàâèñèìîñòü êîíñòàíò â
îöåíêàõ (0.4)�(0.7) îò óãëà ϕ. Îöåíêè (0.4)�(0.7) ïî ñóùåñòâó ÿâëÿþòñÿ
äâóïàðàìåòðè÷åñêèìè (îòíîñèòåëüíî ε è |ζ|); îíè ðàâíîìåðíû ïî ϕ â
ñåêòîðå ϕ ∈ [ϕ0, 2π − ϕ0] ïðè ñêîëü óãîäíî ìàëîì ϕ0 > 0.
Êîððåêòîðû â (0.5), (0.7) â îáùåì ñëó÷àå ñîäåðæàò ñãëàæèâàþùèé

îïåðàòîð. Ìû âûäåëÿåì äîïîëíèòåëüíîå óñëîâèå, ïðè êîòîðîì ìîæíî
èñïîëüçîâàòü ñòàíäàðòíûé êîððåêòîð.
Ïîìèìî àïïðîêñèìàöèè ðåçîëüâåíòû, ìû íàõîäèì àïïðîêñèìàöèþ

îïåðàòîðîâ âèäà gεb(D)(Aε−ζI)−1 (îòâå÷àþùèõ
”
ïîòîêàì“) â (L2 → L2)-

îïåðàòîðíîé íîðìå. Êðîìå òîãî, äëÿ ñòðîãî âíóòðåííåé ïîäîáëàñòè O′
îáëàñòè O íàéäåíà àïïðîêñèìàöèÿ ðåçîëüâåíòû îïåðàòîðîâ AD,ε è AN,ε
ïî (L2(O)→ H1(O′))-íîðìå òî÷íîãî ïîðÿäêà (îòíîñèòåëüíî ε).
Äëÿ ïîëíîòû èçëîæåíèÿ ìû íàõîäèì àïïðîêñèìàöèþ ðåçîëüâåíòû

îïåðàòîðîâAD,ε èAN,ε äðóãîãî òèïà, êîòîðàÿ ñïðàâåäëèâà â áîëåå øèðî-
êîé îáëàñòè èçìåíåíèÿ ïàðàìåòðà ζ, è ìîæåò îêàçàòüñÿ ïðåäïî÷òèòåëü-
íåå ïðè îãðàíè÷åííûõ çíà÷åíèÿõ |ζ|. Ïîÿñíèì õàðàêòåð ýòèõ ðåçóëüòàòîâ
íà ïðèìåðå çàäà÷è Äèðèõëå. Ïóñòü c∗ > 0 � îáùàÿ íèæíÿÿ ãðàíü îïå-
ðàòîðîâ AD,ε è A0

D. Ðàññìàòðèâàåì çíà÷åíèÿ ζ ∈ C \ [c∗,∞). Ïîëîæèì

ζ − c∗ = |ζ − c∗|eiψ. Ñïðàâåäëèâû îöåíêè

‖(AD,ε − ζI)−1 − (A0
D − ζI)−1‖L2(O)→L2(O) 6 Ĉ(ζ)ε, (0.8)

‖(AD,ε − ζI)−1 − (A0
D − ζI)−1 − εKD(ε; ζ)‖L2(O)→H1(O) 6 Ĉ(ζ)ε1/2 (0.9)

ïðè 0 < ε 6 ε1, ãäå Ĉ(ζ) = C(ψ)|ζ − c∗|−2 ïðè |ζ − c∗| < 1, Ĉ(ζ) = C(ψ)
ïðè |ζ − c∗| > 1. Ïðîñëåæåíà çàâèñèìîñòü ïîñòîÿííûõ â îöåíêàõ (0.8),
(0.9) îò óãëà ψ. Îöåíêè ðàâíîìåðíû ïî ψ â ñåêòîðå ψ ∈ [ψ0, 2π−ψ0] äëÿ
ñêîëü óãîäíî ìàëîãî ψ0.
Ãëàâíûìè ðåçóëüòàòàìè ðàáîòû àâòîð ñ÷èòàåò îöåíêè (0.6), (0.7).

0.4. Ìåòîä. Äëÿ çàäà÷è â Rd îöåíêè (0.4), (0.5) íåñëîæíî âûâåñòè èç èç-
âåñòíûõ îöåíîê â òî÷êå ζ = −1 (ñì. (0.1), (0.2)) ñ ïîìîùüþ ïîäõîäÿùèõ
ðåçîëüâåíòíûõ òîæäåñòâ è ìàñøòàáíîãî ïðåîáðàçîâàíèÿ (ñì. �2). Îäíà-
êî ýòîò ïóòü íå ïðîõîäèò äëÿ çàäà÷ â îãðàíè÷åííîé îáëàñòè. Äëÿ äîêàçà-
òåëüñòâà îöåíîê (0.6), (0.7) ïðèõîäèòñÿ ïðîâîäèòü âñþ ñõåìó èññëåäîâà-
íèÿ èç ðàáîò [PSu2], [Su2,3] çàíîâî, òùàòåëüíî îòñëåæèâàÿ çàâèñèìîñòü
îöåíîê îò ñïåêòðàëüíîãî ïàðàìåòðà ζ. Ìåòîä ñîñòîèò â èñïîëüçîâàíèè
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îïåðàòîðà ïðîäîëæåíèÿ PO : Hs(O) → Hs(Rd), ðàññìîòðåíèè àññîöèè-
ðîâàííîé çàäà÷è â Rd, ââåäåíèè ïîïðàâêè òèïà ïîãðàíè÷íîãî ñëîÿ è åå
òùàòåëüíîì àíàëèçå. Ñóùåñòâåííóþ òåõíè÷åñêóþ ðîëü èãðàåò èñïîëüçî-
âàíèå ñãëàæèâàíèÿ ïî Ñòåêëîâó (çàèìñòâîâàííîå èç ðàáîòû [ZhPas]) è
îöåíêè â ε-îêðåñòíîñòè ãðàíèöû. Ñíà÷àëà ìû äîêàçûâàåì îöåíêó (0.7),
à çàòåì îöåíêó (0.6), îïèðàÿñü íà óæå äîêàçàííîå íåðàâåíñòâî (0.7) è
ñîîáðàæåíèÿ äâîéñòâåííîñòè.
Íàì óäàëîñü äîñòèãíóòü íåêîòîðûõ òåõíè÷åñêèõ óïðîùåíèé â ñõåìå

èññëåäîâàíèÿ ïî ñðàâíåíèþ ñ [PSu2], [Su2,3]: èçëîæåíèå ïîñëåäîâàòåëüíî
âåäåòñÿ íà ÿçûêå èíòåãðàëüíûõ òîæäåñòâ, ìû óõîäèì îò ðàññìîòðåíèé
ïðîñòðàíñòâ Ñîáîëåâà ñ îòðèöàòåëüíûì èíäåêñîì, à â çàäà÷å Íåéìàíà
óõîäèì îò ðàññìîòðåíèÿ êîíîðìàëüíîé ïðîèçâîäíîé è èíà÷å ââîäèì ïî-
ïðàâêó ïî ñðàâíåíèþ ñ [Su3].
Îöåíêè (0.8), (0.9) ñðàâíèòåëüíî ïðîñòî âûâîäÿòñÿ èç óæå ïîëó÷åííûõ

îöåíîê â òî÷êå ζ = −1 è ïîäõîäÿùèõ ðåçîëüâåíòíûõ òîæäåñòâ.

0.5. Ïðèìåíåíèå ðåçóëüòàòîâ. Ñòèìóëîì äëÿ íàñòîÿùåãî èññëåäîâà-
íèÿ ïîñëóæèëî èçó÷åíèå óñðåäíåíèÿ íà÷àëüíî-êðàåâûõ çàäà÷ äëÿ ïàðà-
áîëè÷åñêîãî óðàâíåíèÿ âèäà

∂uε(x, t)

∂t
= −b(D)∗g(x/ε)b(D)uε(x, t), x ∈ O, t > 0,

ïðè íà÷àëüíîì óñëîâèè uε(x, 0) = φ(x), φ ∈ L2(O;Cn), è êðàåâîì óñëî-
âèè Äèðèõëå èëè Íåéìàíà íà ∂O. Ðåøåíèå âûðàæàåòñÿ ÷åðåç îïåðàòîð-
íóþ ýêñïîíåíòó: uε = e−A†,εtφ, à ïîòîìó çàäà÷à ñâîäèòñÿ ê àïïðîêñèìà-
öèè îïåðàòîðíîé ýêñïîíåíòû e−A†,εt â ðàçëè÷íûõ îïåðàòîðíûõ íîðìàõ.
Äëÿ èçó÷åíèÿ ýòîé çàäà÷è ìîæíî èñïîëüçîâàòü ïðåäñòàâëåíèå îïåðàòîð-
íîé ýêñïîíåíòû ÷åðåç èíòåãðàë îò ðåçîëüâåíòû ïî ïîäõîäÿùåìó êîíòóðó
γ â êîìïëåêñíîé ïëîñêîñòè:

e−A†,εt = − 1

2πi

∫
γ

e−ζt(A†,ε − ζI)−1 dζ.

Îêàçàëîñü, ÷òî äëÿ ïîëó÷åíèÿ äâóïàðàìåòðè÷åñêèõ àïïðîêñèìàöèé ýêñ-
ïîíåíòû e−A†,εt ïðàâèëüíîãî ïîðÿäêà ïî ε è t òðåáóþòñÿ àïïðîêñèìàöèè
ðåçîëüâåíòû âèäà (0.6), (0.7), â êîòîðûõ îòñëåæåíà çàâèñèìîñòü íå òîëü-
êî îò ε, íî è îò ζ. Ïàðàáîëè÷åñêèì çàäà÷àì áóäåò ïîñâÿùåíà îòäåëüíàÿ
ñòàòüÿ [MSu2] (ñì. òàêæå êðàòêóþ çàìåòêó [MSu1]).

0.6. Ñòðóêòóðà ñòàòüè. Ðàáîòà ñîñòîèò èç òðåõ ãëàâ. Ãëàâà 1 (�1, 2)
ïîñâÿùåíà çàäà÷å â Rd. Â �1 ââîäèòñÿ êëàññ ðàññìàòðèâàåìûõ îïåðàòî-
ðîâ, îïèñàí ýôôåêòèâíûé îïåðàòîð, ââåäåí ñãëàæèâàþùèé îïåðàòîð ïî
Ñòåêëîâó Sε. Â �2 èç èçâåñòíûõ îöåíîê ïðè ζ = −1 âûâîäÿòñÿ îöåíêè
âèäà (0.4), (0.5) ñ ïîìîùüþ ðåçîëüâåíòíûõ òîæäåñòâ è ìàñøòàáíîãî ïðå-
îáðàçîâàíèÿ. Êîððåêòîð â (0.5) â îáùåì ñëó÷àå ñîäåðæèò îïåðàòîð Sε.
Ïîêàçàíî, ÷òî ïðè äîïîëíèòåëüíîì óñëîâèè (êîãäà ðåøåíèå Λ(x) âñïîìî-
ãàòåëüíîé çàäà÷è (1.7) îãðàíè÷åíî) ìîæíî óñòðàíèòü Sε è èñïîëüçîâàòü
ñòàíäàðòíûé êîððåêòîð.
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Ãëàâà 2 (�3�8) ïîñâÿùåíà çàäà÷å Äèðèõëå. Â �3 äàíà ïîñòàíîâêà çàäà-
÷è, îïèñàí ýôôåêòèâíûé îïåðàòîð, ïðèâåäåíû âñïîìîãàòåëüíûå óòâåð-
æäåíèÿ, êàñàþùèåñÿ îöåíîê â îêðåñòíîñòè ãðàíèöû. Â �4 ñôîðìóëèðî-
âàíû îñíîâíûå ðåçóëüòàòû äëÿ çàäà÷è Äèðèõëå (òåîðåìû 4.2 è 4.3). Ïðî-
âåäåíû ïåðâûå äâà ýòàïà äîêàçàòåëüñòâà: ðàññìîòðåíà àññîöèèðîâàííàÿ
çàäà÷à â Rd è ââåäåíà ïîïðàâêà wε òèïà ïîãðàíè÷íîãî ñëîÿ, âîïðîñ ñâå-
äåí ê îöåíêàì íîðì wε â H

1(O) è L2(O). Â �5 óñòàíîâëåíû òðåáóåìûå
îöåíêè ïîïðàâêè è çàâåðøåíî äîêàçàòåëüñòâî òåîðåì 4.2 è 4.3. Â �6 ðàñ-
ñìîòðåí ñëó÷àé Λ ∈ L∞, à òàêæå ñïåöèàëüíûå ñëó÷àè. �7 ïîñâÿùåí àï-
ïðîêñèìàöèè ðåøåíèé çàäà÷è Äèðèõëå â ñòðîãî âíóòðåííåé ïîäîáëàñòè
îáëàñòè O. Â �8 ïîëó÷åíà àïïðîêñèìàöèÿ ðåçîëüâåíòû îïåðàòîðà AD,ε
äðóãîãî òèïà (îöåíêè (0.8), (0.9)).
Ãëàâà 3 (�9�14) ïîñâÿùåíà çàäà÷å Íåéìàíà. Â �9 ïðèâåäåíà ïîñòàíîâêà

çàäà÷è è îïèñàí ýôôåêòèâíûé îïåðàòîp. Â �10 ñôîðìóëèðîâàíû îñíîâ-
íûå ðåçóëüòàòû äëÿ çàäà÷è Íåéìàíà (òåîðåìû 10.1 è 10.2), ïðîâåäåíû
ïåðâûå äâà ýòàïà äîêàçàòåëüñòâà: ðàññìîòðåíà àññîöèèðîâàííàÿ çàäà-
÷à â Rd, ââåäåíà ïîïðàâêà wε òèïà ïîãðàíè÷íîãî ñëîÿ, âîïðîñ ñâåäåí
ê îöåíêàì íîðì wε â H

1(O) è L2(O). Â �11 ïðîâåäåíû îöåíêè ïîïðàâ-
êè è çàâåðøåíî äîêàçàòåëüñòâî òåîðåì 10.1 è 10.2. Â �12 ðàññìîòðåí
ñëó÷àé Λ ∈ L∞ è ñïåöèàëüíûå ñëó÷àè, à òàêæå ïðîâåäåíû îöåíêè â
ñòðîãî âíóòðåííåé ïîäîáëàñòè îáëàñòè O. Â �13 íàéäåíà àïïðîêñèìàöèÿ
ðåçîëüâåíòû îïåðàòîðà AN,ε äðóãîãî òèïà ïðè ζ ∈ C \ R+. Íàêîíåö, â
�14 ðàññìîòðåí îïåðàòîð BN,ε, ÿâëÿþùèéñÿ ÷àñòüþ AN,ε â èíâàðèàíòíîì
ïîäïðîñòðàíñòâå, îðòîãîíàëüíîì ê ÿäðó îïåðàòîðà b(D). Äëÿ ðåçîëüâåí-
òû îïåðàòîðà BN,ε ïîëó÷åíû àïïðîêñèìàöèè ðåçîëüâåíòû (àíàëîãè÷íûå
(0.8), (0.9)) ïðè ζ ∈ C \ [c[,∞), ãäå c[ > 0 � îáùàÿ íèæíÿÿ ãðàíü îïåðà-
òîðîâ BN,ε è B0

N . Çàòåì ýòè ðåçóëüòàòû ïðèìåíÿþòñÿ ê îïåðàòîðó AN,ε:
íàéäåíû àïïðîêñèìàöèè ðåçîëüâåíòû (AN,ε − ζI)−1 â ðåãóëÿðíîé òî÷êå
ζ ∈ C \ [c[,∞), ζ 6= 0.
0.7. Îáîçíà÷åíèÿ. Ïóñòü H, H∗ � êîìïëåêñíûå ñåïàðàáåëüíûå ãèëü-
áåðòîâû ïðîñòðàíñòâà. Ñèìâîëû (·, ·)H è ‖ · ‖H îçíà÷àþò ñêàëÿðíîå ïðî-
èçâåäåíèå è íîðìó â H; ñèìâîë ‖·‖H→H∗ îçíà÷àåò íîðìó ëèíåéíîãî íåïðå-
ðûâíîãî îïåðàòîðà èç H â H∗.
Ñèìâîëû 〈·, ·〉 è | · | îçíà÷àþò ñîîòâåòñòâåííî ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå

è íîðìó â Cn; 1 = 1n � åäèíè÷íàÿ (n × n)-ìàòðèöà. Åñëè a � (m × n)-
ìàòðèöà, òî ñèìâîë |a| îçíà÷àåò íîðìó ìàòðèöû a êàê îïåðàòîðà èç Cn
â Cm. Èñïîëüçóåì îáîçíà÷åíèÿ x = (x1, . . . , xd) ∈ Rd, iDj = ∂j = ∂/∂xj ,
j = 1, . . . , d, D = −i∇ = (D1, . . . , Dd). Êëàññû Lp âåêòîð-ôóíêöèé â îáëà-

ñòè O ⊂ Rd ñî çíà÷åíèÿìè â Cn îáîçíà÷àåì ÷åðåç Lp(O;Cn), 1 6 p 6∞.

Êëàññû Ñîáîëåâà Cn-çíà÷íûõ ôóíêöèé â îáëàñòè O ⊂ Rd îáîçíà÷à-
þòñÿ ÷åðåç Hs(O;Cn). ×åðåç H1

0 (O;Cn) îáîçíà÷àåòñÿ çàìûêàíèå êëàññà
C∞0 (O;Cn) â ïðîñòðàíñòâå H1(O;Cn). Ïðè n = 1 ïèøåì ïðîñòî Lp(O),
Hs(O) è ò. ä., íî èíîãäà ìû ïðèìåíÿåì òàêèå óïðîùåííûå îáîçíà÷åíèÿ
è äëÿ ïðîñòðàíñòâ âåêòîð-ôóíêöèé èëè ìàòðè÷íîçíà÷íûõ ôóíêöèé.
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Èñïîëüçóåì îáîçíà÷åíèå R+ = [0,∞). Ðàçëè÷íûå îöåíî÷íûå ïîñòî-
ÿííûå îáîçíà÷àþòñÿ ñèìâîëàìè c, C, C, C (âîçìîæíî, ñ èíäåêñàìè è
çíà÷êàìè).
Êðàòêîå ñîîáùåíèå î ðåçóëüòàòàõ ýòîé ðàáîòû îïóáëèêîâàíî â [Su4].

Ãëàâà 1. Çàäà÷à â Rd

�1. Ïåðèîäè÷åñêèå ýëëèïòè÷åñêèå îïåðàòîðû â L2(Rd;Cn)

Â ýòîì ïàðàãðàôå ìû îïèñûâàåì êëàññ ðàññìàòðèâàåìûõ ìàòðè÷íûõ
ýëëèïòè÷åñêèõ îïåðàòîðîâ â Rd, îïðåäåëÿåì ýôôåêòèâíóþ ìàòðèöó è
ýôôåêòèâíûé îïåðàòîð.

1.1. Ðåøåòêè â Rd. Ïóñòü Γ ⊂ Rd � ðåøåòêà, ïîðîæäåííàÿ áàçèñîì
a1, . . . ,ad ∈ Rd:

Γ = {a ∈ Rd : a =
d∑
j=1

νjaj , νj ∈ Z},

è ïóñòü Ω � (ýëåìåíòàðíàÿ) ÿ÷åéêà ðåøåòêè Γ:

Ω := {x ∈ Rd : x =

d∑
j=1

τjaj , −
1

2
< τj <

1

2
}.

Áóäåì ïîëüçîâàòüñÿ îáîçíà÷åíèåì |Ω| = mes Ω.
Äâîéñòâåííûé ïî îòíîøåíèþ ê a1, . . . ,ad áàçèñ b1, . . . ,bd â Rd îïðåäå-

ëÿåòñÿ èç ñîîòíîøåíèé 〈bi,aj〉 = 2πδij . Ýòîò áàçèñ ïîðîæäàåò ðåøåòêó

Γ̃, äâîéñòâåííóþ ê ðåøåòêå Γ. Íèæå èñïîëüçóþòñÿ îáîçíà÷åíèÿ

r0 =
1

2
min

0 6=b∈Γ̃
|b|, r1 =

1

2
diamΩ.

×åðåç H̃1(Ω) îáîçíà÷àåòñÿ ïîäïðîñòðàíñòâî òåõ ôóíêöèé èç H1(Ω), Γ-
ïåðèîäè÷åñêîå ïðîäîëæåíèå êîòîðûõ íà Rd ïðèíàäëåæèò H1

loc
(Rd). Åñëè

ϕ(x) � Γ-ïåðèîäè÷åñêàÿ ôóíêöèÿ â Rd, îáîçíà÷èì

ϕε(x) := ϕ(ε−1x), ε > 0.

1.2. Êëàññ îïåðàòîðîâ. Â L2(Rd;Cn) ðàññìàòðèâàåòñÿ ÄÎ Aε âòîðîãî
ïîðÿäêà, ôîðìàëüíî çàäàííûé äèôôåðåíöèàëüíûì âûðàæåíèåì

Aε = b(D)∗gε(x)b(D), ε > 0. (1.1)

Çäåñü èçìåðèìàÿ ýðìèòîâà ìàòðèöà-ôóíêöèÿ g(x) ðàçìåðà m×m (âî-
îáùå ãîâîðÿ, ñ êîìïëåêñíûìè ýëåìåíòàìè) ïðåäïîëàãàåòñÿ ïåðèîäè÷å-
ñêîé îòíîñèòåëüíî ðåø¼òêè Γ, ðàâíîìåðíî ïîëîæèòåëüíî îïðåäåëåííîé
è îãðàíè÷åííîé. Äàëåå, b(D) � îäíîðîäíûé (m×n)-ìàòðè÷íûé ÄÎ ïåð-
âîãî ïîðÿäêà ñ ïîñòîÿííûìè êîýôôèöèåíòàìè:

b(D) =

d∑
l=1

blDl, (1.2)
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ãäå bl � ïîñòîÿííûå ìàòðèöû (âîîáùå ãîâîðÿ, ñ êîìïëåêñíûìè ýëåìåí-

òàìè). Îïåðàòîðó b(D) îòâå÷àåò ñèìâîë b(ξ) =
∑d

l=1 blξl, ξ ∈ Rd. Ïðåä-
ïîëàãàåòñÿ, ÷òî m > n è

rank b(ξ) = n, 0 6= ξ ∈ Rd. (1.3)

Ýòî óñëîâèå ðàâíîñèëüíî ñóùåñòâîâàíèþ ïîñòîÿííûõ α0 è α1 òàêèõ, ÷òî

α01n 6 b(θ)∗b(θ) 6 α11n, θ ∈ Sd−1, 0 < α0 6 α1 <∞. (1.4)

Îòìåòèì ñðàçó, ÷òî èç (1.4) ñëåäóåò îöåíêà

|bl| 6 α
1/2
1 , l = 1, . . . , d. (1.5)

Ñòðîãîå îïðåäåëåíèå îïåðàòîðà Aε äà¼òñÿ ÷åðåç ñîîòâåòñòâóþùóþ
êâàäðàòè÷íóþ ôîðìó

aε[u,u] =

∫
Rd

〈gε(x)b(D)u, b(D)u〉 dx, u ∈ H1(Rd;Cn).

Ïðè ñäåëàííûõ ïðåäïîëîæåíèÿõ ýòà ôîðìà çàìêíóòà â L2(Rd;Cn) è
íåîòðèöàòåëüíà. Èñïîëüçóÿ ïðåîáðàçîâàíèå Ôóðüå è óñëîâèå (1.4), ëåãêî
óáåäèòüñÿ, ÷òî âûïîëíåíû îöåíêè

c0

∫
Rd

|Du|2 dx 6 aε[u,u] 6 c1

∫
Rd

|Du|2 dx, u ∈ H1(Rd;Cn),

c0 = α0‖g−1‖−1
L∞
, c1 = α1‖g‖L∞ .

(1.6)

Ïðîñòåéøèé ïðèìåð îïåðàòîðà (1.1) � ýòî ñêàëÿðíûé ýëëèïòè÷åñêèé
îïåðàòîð Aε = −div gε(x)∇ = D∗gε(x)D. Â ýòîì ñëó÷àå n = 1, m = d,
b(D) = D. Î÷åâèäíî, óñëîâèå (1.4) âûïîëíåíî ïðè α0 = α1 = 1. Îïåðàòîð
òåîðèè óïðóãîñòè òàêæå äîïóñêàåò çàïèñü â âèäå (1.1) ïðè n = d, m =
d(d+ 1)/2. Ýòè è äðóãèå ïðèìåðû ïîäðîáíî ðàññìîòðåíû â [BSu2].

1.3. Ýôôåêòèâíûé îïåðàòîð. Äëÿ ôîðìóëèðîâêè ðåçóëüòàòîâ íàì

íóæíî îïèñàòü ýôôåêòèâíûé îïåðàòîð A0. Ïóñòü Λ ∈ H̃1(Ω) � ìàòðèöà-
ôóíêöèÿ ðàçìåðà n×m, ÿâëÿþùàÿñÿ (ñëàáûì) Γ-ïåðèîäè÷åñêèì ðåøå-
íèåì çàäà÷è

b(D)∗g(x) (b(D)Λ(x) + 1m) = 0,

∫
Ω

Λ(x) dx = 0. (1.7)

Òàê íàçûâàåìàÿ ýôôåêòèâíàÿ ìàòðèöà g0 ðàçìåðà m ×m ñòðîèòñÿ ïî
ñëåäóþùåìó ïðàâèëó:

g0 = |Ω|−1

∫
Ω
g̃(x) dx, (1.8)

ãäå
g̃(x) := g(x) (b(D)Λ(x) + 1m) . (1.9)

Îêàçûâàåòñÿ, ÷òî ìàòðèöà g0 ïîëîæèòåëüíà. Ýôôåêòèâíûé îïåðàòîð

A0 äëÿ îïåðàòîðà (1.1) çàäàåòñÿ äèôôåðåíöèàëüíûì âûðàæåíèåì

A0 = b(D)∗g0b(D)

íà îáëàñòè îïðåäåëåíèÿ H2(Rd;Cn).
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Íèæå íàì ïîíàäîáÿòñÿ ñëåäóþùèå îöåíêè äëÿ Λ(x), óñòàíîâëåííûå â
[BSu3, (6.28) è ï. 7.3]:

‖DΛ‖L2(Ω) 6 |Ω|1/2m1/2α
−1/2
0 ‖g‖1/2L∞

‖g−1‖1/2L∞
, (1.10)

‖Λ‖L2(Ω) 6 |Ω|1/2m1/2(2r0)−1α
−1/2
0 ‖g‖1/2L∞

‖g−1‖1/2L∞
. (1.11)

1.4. Ñâîéñòâà ýôôåêòèâíîé ìàòðèöû. Ñëåäóþùèå ñâîéñòâà ýôôåê-
òèâíîé ìàòðèöû ïðîâåðåíû â [BSu2, ãë. 3, òåîðåìà 1.5].

Ïðåäëîæåíèå 1.1. Äëÿ ýôôåêòèâíîé ìàòðèöû ñïðàâåäëèâû îöåíêè

g 6 g0 6 g. (1.12)

Çäåñü

g = |Ω|−1

∫
Ω
g(x) dx, g =

(
|Ω|−1

∫
Ω
g(x)−1 dx

)−1

.

Ïðè m = n ýôôåêòèâíàÿ ìàòðèöà g0 ñîâïàäàåò ñ g.

Îöåíêè (1.12) èçâåñòíû â òåîðèè óñðåäíåíèé äëÿ êîíêðåòíûõ ÄÎ êàê
âèëêà Ôîéãòà-Ðåéññà. Âûäåëèì ñëó÷àè, êîãäà â (1.12) ðåàëèçóåòñÿ âåðõ-
íÿÿ èëè íèæíÿÿ ãðàíü. Ñëåäóþùèå óòâåðæäåíèÿ ïîëó÷åíû â [BSu2, ãë.
3, ïðåäëîæåíèÿ 1.6 è 1.7].

Ïðåäëîæåíèå 1.2. Ðàâåíñòâî g0 = g ðàâíîñèëüíî ñîîòíîøåíèÿì

b(D)∗gk(x) = 0, k = 1, . . . ,m, (1.13)

ãäå gk(x), k = 1, . . . ,m, � ñòîëáöû ìàòðèöû g(x).

Ïðåäëîæåíèå 1.3. Ðàâåíñòâî g0 = g ðàâíîñèëüíî ïðåäñòàâëåíèÿì

lk(x) = l0k + b(D)wk, l0k ∈ Cm, wk ∈ H̃1(Ω;Cn), k = 1, . . . ,m, (1.14)

ãäå lk(x), k = 1, . . . ,m, � ñòîëáöû ìàòðèöû g(x)−1.

Î÷åâèäíî, èç (1.12) âûòåêàþò îöåíêè íîðìû äëÿ ìàòðèö g0 è (g0)−1:

|g0| 6 ‖g‖L∞ , |(g0)−1| 6 ‖g−1‖L∞ . (1.15)

Îòìåòèì îöåíêè äëÿ ñèìâîëà ýôôåêòèâíîãî îïåðàòîðà A0, âûòåêàþùèå
èç (1.4) è (1.15):

c0|ξ|21n 6 b(ξ)∗g0b(ξ) 6 c1|ξ|21n, ξ ∈ Rd, (1.16)

ãäå êîíñòàíòû c0, c1 � òå æå, ÷òî â (1.6).

1.5. Ñãëàæèâàíèå ïî Ñòåêëîâó. Íàì ïîíàäîáèòñÿ âñïîìîãàòåëüíûé
ñãëàæèâàþùèé îïåðàòîð Sε, äåéñòâóþùèé â L2(Rd;Cm) ïî ïðàâèëó

(Sεu)(x) = |Ω|−1

∫
Ω

u(x− εz) dz (1.17)

è íàçûâàåìûé ñãëàæèâàþùèì îïåðàòîðîì ïî Ñòåêëîâó. Îòìåòèì, ÷òî

‖Sε‖L2(Rd)→L2(Rd) 6 1. (1.18)

Î÷åâèäíî, DαSεu = SεD
αu ïðè u ∈ Hs(Rd;Cm) äëÿ ëþáîãî ìóëüòèèí-

äåêñà α, òàêîãî ÷òî |α| 6 s.
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Óêàæåì íåêîòîðûå ñâîéñòâà îïåðàòîðà (1.17), ñì. [ZhPas, ëåììû 1.1
è 1.2] èëè [PSu2, ïðåäëîæåíèÿ 3.1, 3.2].

Ïðåäëîæåíèå 1.4. Äëÿ ëþáîé ôóíêöèè u ∈ H1(Rd;Cm) âûïîëíåíà

îöåíêà

‖Sεu− u‖L2(Rd) 6 εr1‖Du‖L2(Rd), ε > 0.

Ïðåäëîæåíèå 1.5. Ïóñòü f(x) � Γ-ïåðèîäè÷åñêàÿ ôóíêöèÿ â Rd òà-
êàÿ, ÷òî f ∈ L2(Ω). Ïóñòü [f ε] � îïåðàòîð óìíîæåíèÿ íà ôóíêöèþ

f ε(x). Òîãäà îïåðàòîð [f ε]Sε íåïðåðûâåí â L2(Rd;Cm), ïðè÷åì

‖[f ε]Sε‖L2(Rd)→L2(Rd) 6 |Ω|−1/2‖f‖L2(Ω), ε > 0.

Îòìåòèì ñðàçó íåðàâåíñòâà, âûòåêàþùèå èç ïðåäëîæåíèÿ 1.5 è îöåíîê
(1.10), (1.11):

‖[Λε]Sε‖L2(Rd)→L2(Rd) 6 m1/2(2r0)−1α
−1/2
0 ‖g‖1/2L∞

‖g−1‖1/2L∞
=: M1, ε > 0,

(1.19)

‖[(DΛ)ε]Sε‖L2(Rd)→L2(Rd) 6 m1/2α
−1/2
0 ‖g‖1/2L∞

‖g−1‖1/2L∞
=: M2, ε > 0.

(1.20)

�2. Ðåçóëüòàòû äëÿ çàäà÷è óñðåäíåíèÿ â Rd

Â ýòîì ïàðàãðàôå ìû ïîëó÷àåì ðåçóëüòàòû îá óñðåäíåíèè îïåðàòîðà
Aε â L2(Rd;Cn). Òî÷íåå, èç óæå èçâåñòíûõ ðåçóëüòàòîâ îá àïïðîêñè-
ìàöèè ðåçîëüâåíòû (Aε + I)−1, ïîëó÷åííûx â [BSu2], [BSu4], à òàêæå â
[PSu2], ìû âûâîäèì òåîðåìû îá àïïðîêñèìàöèè ðåçîëüâåíòû (Aε−ζI)−1

ïðè ëþáîì ζ ∈ C \ R+.

2.1. Àïïðîêñèìàöèÿ ðåçîëüâåíòû ïî îïåðàòîðíîé íîðìå â
L2(Rd;Cn). Òî÷êà ζ ∈ C \ R+ ÿâëÿåòñÿ ðåãóëÿðíîé òî÷êîé êàê äëÿ Aε,
òàê è äëÿ A0. Ïîëîæèì ζ = |ζ|eiϕ, ϕ ∈ (0, 2π), è ââåäåì îáîçíà÷åíèå

c(ϕ) =

{
| sinϕ|−1, ϕ ∈ (0, π/2) ∪ (3π/2, 2π),

1, ϕ ∈ [π/2, 3π/2].
(2.1)

Ðàññìîòðèì ýëëèïòè÷åñêîå óðàâíåíèå â Rd:

Aεuε − ζuε = F, (2.2)

ãäå F ∈ L2(Rd;Cn).

Ëåììà 2.1. Ðåøåíèå uε çàäà÷è (2.2) ïðè ε > 0 ïîä÷èíåíî îöåíêàì

‖uε‖L2(Rd) 6 c(ϕ)|ζ|−1‖F‖L2(Rd), (2.3)

‖Duε‖L2(Rd) 6 C0c(ϕ)|ζ|−1/2‖F‖L2(Rd), (2.4)

ãäå C0 =
√

2c
−1/2
0 . Â îïåðàòîðíûõ òåðìèíàõ,

‖(Aε − ζI)−1‖L2(Rd)→L2(Rd) 6 c(ϕ)|ζ|−1, (2.5)

‖D(Aε − ζI)−1‖L2(Rd)→L2(Rd) 6 C0c(ϕ)|ζ|−1/2.
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Äîêàçàòåëüñòâî. Cïåêòð îïåðàòîðà Aε ñîäåðæèòñÿ â R+. Íîðìà ðå-
çîëüâåíòû (Aε− ζI)−1 îöåíèâàåòñÿ ÷åðåç âåëè÷èíó, îáðàòíóþ ê ðàññòîÿ-
íèþ îò òî÷êè ζ äî R+. Ïîñêîëüêó ýòî ðàññòîÿíèå ðàâíî |ζ| ïðè Re ζ 6 0
è ðàâíî |ζ|| sinϕ| ïðè Re ζ > 0, ìû ïðèõîäèì ê îöåíêå (2.5).
×òîáû ïðîâåðèòü (2.4), âûïèøåì èíòåãðàëüíîå òîæäåñòâî äëÿ ðåøå-

íèÿ uε óðàâíåíèÿ (2.2):

(gεb(D)uε, b(D)η)L2(Rd) − ζ(uε,η)L2(Rd) = (F,η)L2(Rd), η ∈ H1(Rd;Cn).

(2.6)
Ïîäñòàâèì η = uε â (2.6) è âîçüìåì âåùåñòâåííóþ ÷àñòü. Òîãäà

aε[uε,uε] = Re ζ‖uε‖2L2(Rd) + Re (F,uε)L2(Rd).

Îòñþäà è èç (2.3) ïîëó÷àåì:

aε[uε,uε] 6 2c(ϕ)2|ζ|−1‖F‖2L2(Rd).

Ñ ó÷åòîì (1.6) îòñþäà âûòåêàåò (2.4). •
Èçâåñòíî, ÷òî ïðè ε→ 0 ðåøåíèå uε ñõîäèòñÿ â L2(Rd;Cn) ê ðåøåíèþ

”
óñðåäí¼ííîãî“ óðàâíåíèÿ

A0u0 − ζu0 = F. (2.7)

Ñïðàâåäëèâà ñëåäóþùàÿ òåîðåìà.

Òåîðåìà 2.2. Ïóñòü ζ = |ζ|eiϕ ∈ C \ R+, uε � ðåøåíèå óðàâíåíèÿ (2.2)
è u0 � ðåøåíèå óðàâíåíèÿ (2.7). Ñïðàâåäëèâà îöåíêà

‖uε − u0‖L2(Rd) 6 C1c(ϕ)2|ζ|−1/2ε‖F‖L2(Rd), ε > 0.

Èíà÷å ãîâîðÿ, â îïåðàòîðíûõ òåðìèíàõ,

‖(Aε−ζI)−1−(A0−ζI)−1‖L2(Rd)→L2(Rd) 6 C1c(ϕ)2|ζ|−1/2ε, ε > 0. (2.8)

Çäåñü c(ϕ) îïðåäåëåíî â (2.1), à ïîñòîÿííàÿ C1 çàâèñèò ëèøü îò íîðì

‖g‖L∞ , ‖g−1‖L∞ , îò êîíñòàíò α0, α1 èç (1.4) è îò ïàðàìåòðîâ ðåø¼òêè

Γ.

Äîêàçàòåëüñòâî. Â ðàáîòå [BSu2, ãë. 4, òåîðåìà 2.1] îöåíêà (2.8) áûëà
äîêàçàíà â ñëó÷àå ζ = −1 ïðè 0 < ε 6 1. Íàì íàäî ëèøü îáúÿñíèòü, êàê
ïåðåíåñòè îöåíêó íà îáùèé ñëó÷àé.
Çàìåòèì, ÷òî ïðè ζ = −1 è ε > 1 ëåâàÿ ÷àñòü â (2.8) î÷åâèäíûì

îáðàçîì îöåíèâàåòñÿ ÷åðåç 2, à òîãäà è ÷åðåç 2ε. Ïîýòîìó áóäåì èñõîäèòü
èç îöåíêè

‖(Aε + I)−1 − (A0 + I)−1‖L2(Rd)→L2(Rd) 6 Č1ε, ε > 0. (2.9)

Ïîñòîÿííàÿ Č1 çàâèñèò ëèøü îò ‖g‖L∞ , ‖g−1‖L∞ , α0, α1 è îò ïàðàìåòðîâ
ðåø¼òêè Γ.

Ïåðåíåñåì îöåíêó íà ñëó÷àé ζ = ζ̂ = eiϕ ñ ïîìîùüþ òîæäåñòâà

(Aε − ζI)−1 − (A0 − ζI)−1

= (Aε + I)(Aε − ζI)−1
(
(Aε + I)−1 − (A0 + I)−1

)
(A0 + I)(A0 − ζI)−1.

(2.10)
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Èìååì:

‖(Aε + I)(Aε − ζ̂I)−1‖L2(Rd)→L2(Rd) 6 sup
x>0

(x+ 1)|x− ζ̂|−1 6 2c(ϕ). (2.11)

Àíàëîãè÷íóþ îöåíêó äîïóñêàåò è íîðìà îïåðàòîðà (A0 + I)(A0 − ζ̂I)−1:

‖(A0 + I)(A0 − ζ̂I)−1‖L2(Rd)→L2(Rd) 6 2c(ϕ). (2.12)

Èç (2.9)�(2.12) ïîëó÷àåì îöåíêó

‖(Aε − ζ̂I)−1 − (A0 − ζ̂I)−1‖L2(Rd)→L2(Rd) 6 4Č1c(ϕ)2ε, ε > 0. (2.13)

Äàëåå, çà ñ÷åò ìàñøòàáíîãî ïðåîáðàçîâàíèÿ (2.13) ðàâíîñèëüíî íåðà-
âåíñòâó

‖(A− ε2ζ̂I)−1 − (A0 − ε2ζ̂I)−1‖L2(Rd)→L2(Rd) 6 4Č1c(ϕ)2ε−1, ε > 0.

(2.14)

Çäåñü A = b(D)∗g(x)b(D). Åñëè çàïèñàòü (2.14) ñ çàìåíîé ε íà ε|ζ|1/2, à
çàòåì ïðèìåíèòü îáðàòíîå ïðåîáðàçîâàíèå, òî ïîëó÷èòñÿ (2.8) ñ ïîñòî-
ÿííîé C1 = 4Č1. •
2.2. Àïïðîêñèìàöèÿ ðåçîëüâåíòû ïî (L2 → H1)-íîðìå. Äëÿ òîãî,
÷òîáû ïîëó÷èòü àïïðîêñèìàöèþ ðåøåíèÿ uε â ïðîñòðàíñòâå H

1(Rd;Cn),
íåîáõîäèìî ó÷åñòü êîððåêòîð ïåðâîãî ïîðÿäêà. Ïîëîæèì

K(ε; ζ) = [Λε]Sεb(D)(A0 − ζI)−1. (2.15)

Çäåñü [Λε] � îïåðàòîð óìíîæåíèÿ íà ìàòðèöó-ôóíêöèþ Λ(ε−1x), à Sε �
ñãëàæèâàþùèé îïåðàòîð, îïðåäåëåííûé â (1.17). Îïåðàòîð (2.15) íåïðå-
ðûâåí èç L2(Rd;Cn) â H1(Rd;Cn); ýòî âèäíî èç òîæäåñòâà

K(ε; ζ) = K(ε;−1)(A0 + I)(A0 − ζI)−1 (2.16)

è ñëåäóþùåé ëåììû.

Ëåììà 2.3. Ïðè ε > 0 è ζ = −1 îïåðàòîð (2.15) íåïðåðûâåí èç

L2(Rd;Cn) â H1(Rd;Cn), ïðè÷åì âûïîëíåíû îöåíêè

‖K(ε;−1)‖L2(Rd)→L2(Rd) 6 C
(1)
K , (2.17)

‖εDK(ε;−1)‖L2(Rd)→L2(Rd) 6 C
(2)
K ε+ C

(3)
K . (2.18)

Ïîñòîÿííûå C
(j)
K , j = 1, 2, 3, çàâèñÿò ëèøü îò m, α0, α1, ‖g‖L∞ ,

‖g−1‖L∞ è ïàðàìåòðîâ ðåøåòêè Γ.

Äîêàçàòåëüñòâî. Îöåíèì (L2 → L2)-íîðìó îïåðàòîðà K(ε;−1):

‖K(ε;−1)‖L2(Rd)→L2(Rd) 6 ‖[Λε]Sε‖L2→L2‖b(D)(A0 + I)−1‖L2→L2 . (2.19)

Èñïîëüçóÿ ïðåîáðàçîâàíèå Ôóðüå è (1.4), (1.16), ïîëó÷àåì:

‖b(D)(A0 + I)−1‖L2(Rd)→L2(Rd) 6 sup
ξ∈Rd

|b(ξ)
(
b(ξ)∗g0b(ξ) + 1

)−1 |

6 α
1/2
1 sup

ξ∈Rd

|ξ|(c0|ξ|2 + 1)−1 6
1

2
α

1/2
1 c

−1/2
0 .

(2.20)
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Èç (1.19), (2.19) è (2.20) âûòåêàåò (2.17) ñ ïîñòîÿííîé C
(1)
K =

1
2α

1/2
1 c

−1/2
0 M1.

Ðàññìîòðèì òåïåðü îïåðàòîðû

εDjK(ε;−1) = [(DjΛ)ε]Sεb(D)(A0 + I)−1 + ε[Λε]SεDjb(D)(A0 + I)−1.
(2.21)

Àíàëîãè÷íî (2.20) èìååì

‖Db(D)(A0 + I)−1‖L2(Rd)→L2(Rd) 6 α
1/2
1 sup

ξ∈Rd

|ξ|2(c0|ξ|2 + 1)−1 6 α
1/2
1 c−1

0 .

(2.22)
Òåïåðü èç (1.19), (1.20) è (2.20)�(2.22) âûòåêàåò îöåíêà (2.18) ñ ïîñòîÿí-

íûìè C
(2)
K = (2α1)1/2c−1

0 M1, C
(3)
K = α

1/2
1 (2c0)−1/2M2. •

”
Ïåðâîå ïðèáëèæåíèå“ ê ðåøåíèþ uε èìååò âèä

vε = u0 + εΛεSεb(D)u0 = (A0 − ζI)−1F + εK(ε; ζ)F. (2.23)

Òåîðåìà 2.4. Ïóñòü âûïîëíåíû óñëîâèÿ òåîðåìû 2.2. Ïóñòü ôóíêöèÿ
vε îïðåäåëåíà â (2.23). Òîãäà ïðè ε > 0 âûïîëíåíû îöåíêè

‖D(uε − vε)‖L2(Rd) 6 C2c(ϕ)2ε‖F‖L2(Rd), (2.24)

‖uε − vε‖L2(Rd) 6 C3c(ϕ)2|ζ|−1/2ε‖F‖L2(Rd). (2.25)

Èíà÷å ãîâîðÿ, â îïåðàòîðíûõ òåðìèíàõ,

‖D
(
(Aε − ζI)−1 − (A0 − ζI)−1 − εK(ε; ζ)

)
‖L2(Rd)→L2(Rd) 6 C2c(ϕ)2ε,

(2.26)

‖(Aε − ζI)−1 − (A0 − ζI)−1 − εK(ε; ζ)‖L2(Rd)→L2(Rd) 6 C3c(ϕ)2|ζ|−1/2ε.

(2.27)
Çäåñü c(ϕ) îïðåäåëåíî â (2.1), à ïîñòîÿííûå C2, C3 çàâèñÿò òîëüêî îò

m, d, ‖g‖L∞ , ‖g−1‖L∞ , α0, α1 è îò ïàðàìåòðîâ ðåø¼òêè Γ.

Íåïîñðåäñòâåííî èç òåîðåìû 2.4 âûòåêàåò ñëåäóþùåå óòâåðæäåíèå.

Ñëåäñòâèå 2.5. Â óñëîâèÿõ òåîðåìû 2.4 âûïîëíåíà îöåíêà

‖uε − vε‖H1(Rd) 6 c(ϕ)2(C2 + C3|ζ|−1/2)ε‖F‖L2(Rd), ε > 0.

Äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû 2.4. Â [BSu4, òåîðåìà 10.6] àíàëîãè÷íûå
îöåíêè áûëè óñòàíîâëåíû ïðè ζ = −1, íî ñ äðóãèì ñãëàæèâàþùèì îïå-
ðàòîðîì âìåñòî Sε. Â [PSu2, òåîðåìà 3.3] áûëî âûÿñíåíî, ÷òî ìîæíî
ïåðåéòè ê ñãëàæèâàòåëþ Sε, è íåðàâåíñòâà (2.24), (2.25) áûëè äîêàçàíû
ïðè ζ = −1 è 0 < ε 6 1. Èòàê, áóäåì èñõîäèòü èç îöåíîê

‖D
(
(Aε + I)−1 − (A0 + I)−1 − εK(ε;−1)

)
‖L2(Rd)→L2(Rd) 6 Č2ε,

0 < ε 6 1,
(2.28)

‖(Aε + I)−1 − (A0 + I)−1 − εK(ε;−1)‖L2(Rd)→L2(Rd) 6 Č3ε, 0 < ε 6 1.

(2.29)
Ïîñòîÿííûå Č2, Č3 çàâèñÿò ëèøü îò m, d, α0, α1, ‖g‖L∞ , ‖g−1‖L∞ è
ïàðàìåòðîâ ðåø¼òêè Γ.
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Ïðè ε > 1 îöåíêè òðèâèàëüíû: äîñòàòî÷íî îöåíèòü êàæäûé îïåðàòîð
ïîä çíàêîì íîðìû â (2.28), (2.29) ïî îòäåëüíîñòè. Ñ ó÷åòîì (2.17) ëåâàÿ

÷àñòü â (2.29) îöåíèâàåòñÿ ÷åðåç 2 +C
(1)
K ε, ÷òî íå ïðåâîñõîäèò (2 +C

(1)
K )ε

ïðè ε > 1. Îòñþäà è èç (2.29) ïîëó÷àåì îöåíêó

‖(Aε + I)−1− (A0 + I)−1− εK(ε;−1)‖L2(Rd)→L2(Rd) 6 Ĉ3ε, ε > 0, (2.30)

ãäå Ĉ3 = max{Č3, 2 + C
(1)
K }.

Äàëåå, èç íèæíåãî íåðàâåíñòâà (1.6) âûòåêàåò îöåíêà

‖D(Aε + I)−1‖L2(Rd)→L2(Rd) 6 c
−1/2
0 . (2.31)

Ñ ó÷åòîì (1.15) äëÿ íîðìû îïåðàòîðà D(A0 + I)−1 ñïðàâåäëèâà òàêàÿ
æå îöåíêà:

‖D(A0 + I)−1‖L2(Rd)→L2(Rd) 6 c
−1/2
0 . (2.32)

Èç (2.18), (2.31) è (2.32) âèäíî, ÷òî ëåâàÿ ÷àñòü â (2.28) îöåíèâàåòñÿ

÷åðåç 2c
−1/2
0 +C

(2)
K ε+C

(3)
K , ÷òî íå ïðåâîñõîäèò (2c

−1/2
0 +C

(2)
K +C

(3)
K )ε ïðè

ε > 1. Îòñþäà è èç (2.28) ïîëó÷àåì îöåíêó

‖D
(
(Aε + I)−1 − (A0 + I)−1 − εK(ε;−1)

)
‖L2(Rd)→L2(Rd) 6 Ĉ2ε, ε > 0,

(2.33)

ãäå Ĉ2 = max{Č2, 2c
−1/2
0 + C

(2)
K + C

(3)
K }.

Ïåðåíåñåì òåïåðü îöåíêè (2.30), (2.33) íà ñëó÷àé ζ = ζ̂ = eiϕ ñ ïîìî-
ùüþ òîæäåñòâà

(Aε − ζI)−1 − (A0 − ζI)−1 − εK(ε; ζ)

= (Aε + I)(Aε − ζI)−1
(
(Aε + I)−1 − (A0 + I)−1 − εK(ε;−1)

)
× (A0 + I)(A0 − ζI)−1 + ε(ζ + 1)(Aε − ζI)−1K(ε; ζ).

(2.34)

Â ñèëó (2.5)

‖(Aε − ζ̂I)−1‖L2(Rd)→L2(Rd) 6 c(ϕ). (2.35)

Èç (2.12), (2.16) è (2.17) ñëåäóåò, ÷òî

‖K(ε; ζ̂)‖L2(Rd)→L2(Rd) 6 2C
(1)
K c(ϕ). (2.36)

Èç (2.30) è (2.34)�(2.36) ñ ó÷åòîì (2.11), (2.12) âûòåêàåò íåðàâåíñòâî

‖(Aε − ζ̂I)−1 − (A0 − ζ̂I)−1 − εK(ε; ζ̂)‖L2(Rd)→L2(Rd) 6 C3c(ϕ)2ε, ε > 0,

(2.37)

ãäå C3 = 4Ĉ3 + 4C
(1)
K .

Äàëåå, ñîîòíîøåíèÿ (2.11), (2.12), (2.34) è (2.36) âëåêóò

‖A1/2
ε

(
(Aε − ζ̂I)−1 − (A0 − ζ̂I)−1 − εK(ε; ζ̂)

)
‖L2(Rd)→L2(Rd)

6 4c(ϕ)2‖A1/2
ε

(
(Aε + I)−1 − (A0 + I)−1 − εK(ε;−1)

)
‖L2(Rd)→L2(Rd)

+ 2ε|ζ̂ + 1|C(1)
K c(ϕ)‖A1/2

ε (Aε − ζ̂I)−1‖L2(Rd)→L2(Rd).

(2.38)
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Èìååì:

‖A1/2
ε (Aε − ζ̂I)−1‖L2(Rd)→L2(Rd) 6 sup

x>0
x1/2|x− ζ̂|−1 6 c(ϕ). (2.39)

Òåïåðü èç (1.6), (2.33), (2.38) è (2.39) âûòåêàåò îöåíêà

‖A1/2
ε

(
(Aε − ζ̂I)−1 − (A0 − ζ̂I)−1 − εK(ε; ζ̂)

)
‖L2(Rd)→L2(Rd) 6 C̃2c(ϕ)2ε

(2.40)

ïðè ε > 0, ãäå C̃2 = 4(c
1/2
1 Ĉ2 + C

(1)
K ). Îòñþäà è èç íèæíåé îöåíêè (1.6)

ïîëó÷àåì

‖D
(

(Aε − ζ̂I)−1 − (A0 − ζ̂I)−1 − εK(ε; ζ̂)
)
‖L2(Rd)→L2(Rd) 6 C2c(ϕ)2ε

(2.41)

ïðè ε > 0, ãäå C2 = c
−1/2
0 C̃2.

Çà ñ÷åò ìàñøòàáíîãî ïðåîáðàçîâàíèÿ (2.37) ðàâíîñèëüíî íåðàâåíñòâó

‖(A− ζ̂ε2I)−1−(A0− ζ̂ε2I)−1−ΛS1b(D)(A0− ζ̂ε2I)−1‖L2→L2 6 C3c(ϕ)2ε−1

(2.42)
ïðè ε > 0, à (2.41) ðàâíîñèëüíî îöåíêå

‖D
(

(A− ζ̂ε2I)−1 − (A0 − ζ̂ε2I)−1 − ΛS1b(D)(A0 − ζ̂ε2I)−1
)
‖L2→L2

6 C2c(ϕ)2, ε > 0.
(2.43)

Çàïèøåì (2.42), (2.43) ñ çàìåíîé ε íà ε|ζ|1/2 è âûïîëíèì îáðàòíîå ïðå-
îáðàçîâàíèå. Ýòî ïðèâîäèò ê (2.26), (2.27). •
Ïîëó÷èì òåïåðü àïïðîêñèìàöèþ òàê íàçûâàåìûõ ïîòîêîâ pε :=

gεb(D)uε â L2(Rd;Cm).

Òåîðåìà 2.6. Ïóñòü âûïîëíåíû óñëîâèÿ òåîðåìû 2.2. Ïóñòü pε :=
gεb(D)uε. Òîãäà ñïðàâåäëèâà îöåíêà

‖pε − g̃εSεb(D)u0‖L2(Rd) 6 C4c(ϕ)2ε‖F‖L2(Rd), ε > 0,

èëè, â îïåðàòîðíûõ òåðìèíàõ,

‖gεb(D)(Aε − ζI)−1 − g̃εSεb(D)(A0 − ζI)−1‖L2(Rd)→L2(Rd) 6 C4c(ϕ)2ε.

(2.44)
Çäåñü g̃(x) � ìàòðèöà (1.9), ïîñòîÿííàÿ C4 çàâèñèò òîëüêî îò d, m,
α0, α1, ‖g‖L∞ , ‖g−1‖L∞ è ïàðàìåòðîâ ðåø¼òêè Γ.

Äîêàçàòåëüñòâî. Íà÷íåì ñî ñëó÷àÿ ζ = ζ̂ = eiϕ. Èç (2.40) âûòåêàåò
îöåíêà

‖gεb(D)
(

(Aε − ζ̂I)−1 − (A0 − ζ̂I)−1 − εK(ε; ζ̂)
)
‖L2→L2 6 ‖g‖1/2L∞

C̃2c(ϕ)2ε

(2.45)
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ïðè ε > 0. Ñ ó÷åòîì (1.2) èìååì:

εgεb(D)K(ε; ζ̂) = gε(b(D)Λ)εSεb(D)(A0 − ζ̂I)−1

+ ε

d∑
l=1

gεblΛ
εSεb(D)Dl(A0 − ζ̂I)−1.

(2.46)

Îòìåòèì îöåíêó, âûòåêàþùóþ èç (2.12) è (2.22):

‖Db(D)(A0 − ζ̂I)−1‖L2(Rd)→L2(Rd) 6 2α
1/2
1 c−1

0 c(ϕ). (2.47)

Âòîðîé ÷ëåí â ïðàâîé ÷àñòè (2.46) îöåíèì ñ ïîìîùüþ (1.5), (1.19) è
(2.47):

ε

∥∥∥∥∥
d∑
l=1

gεblΛ
εSεb(D)Dl(A0 − ζ̂I)−1

∥∥∥∥∥
L2(Rd)→L2(Rd)

6 2ε‖g‖L∞α1c
−1
0 M1d

1/2c(ϕ).

(2.48)

Äàëåå, â ñèëó ïðåäëîæåíèÿ 1.4 è (2.47) âûïîëíåíà îöåíêà

‖gε(I−Sε)b(D)(A0−ζ̂I)−1‖L2(Rd)→L2(Rd) 6 2ε‖g‖L∞r1α
1/2
1 c−1

0 c(ϕ). (2.49)

Â èòîãå èç (2.45), (2.46), (2.48), (2.49) ñ ó÷åòîì (1.9) âûòåêàåò îöåíêà

‖gεb(D)(Aε − ζ̂I)−1 − g̃εSεb(D)(A0 − ζ̂I)−1‖L2(Rd)→L2(Rd) 6 C4c(ϕ)2ε

(2.50)

ïðè ε > 0, ãäå C4 = ‖g‖1/2L∞
C̃2 + 2‖g‖L∞c−1

0 α
1/2
1 ((dα1)1/2M1 + r1).

Çà ñ÷åò ìàñøòàáíîãî ïðåîáðàçîâàíèÿ (2.50) ðàâíîñèëüíî îöåíêå

‖gb(D)(A− ζ̂ε2I)−1 − g̃S1b(D)(A0 − ζ̂ε2I)−1‖L2(Rd)→L2(Rd) 6 C4c(ϕ)2

(2.51)

ïðè ε > 0. Çàïèñûâàÿ (2.51) ñ çàìåíîé ε íà ε|ζ|1/2 è âûïîëíÿÿ îáðàòíîå
ïðåîáðàçîâàíèå, ïðèõîäèì ê (2.44). •
Âûäåëèì ñëó÷àé, êîãäà êîððåêòîð îáðàùàåòñÿ â íîëü. Ñëåäóþùåå

óòâåðæäåíèå âûòåêàåò èç òåîðåìû 2.4, ïðåäëîæåíèÿ 1.2 è óðàâíåíèÿ
(1.7).

Ïðåäëîæåíèå 2.7. Ïóñòü uε � ðåøåíèå óðàâíåíèÿ (2.2) è u0 � ðåøå-

íèå óðàâíåíèÿ (2.7). Åñëè g0 = g, ò. å. âûïîëíåíû ñîîòíîøåíèÿ (1.13),
òî Λ = 0 è K(ε; ζ) = 0. Òîãäà ñïðàâåäëèâà îöåíêà

‖D(uε − u0)‖L2(Rd) 6 C2c(ϕ)2ε‖F‖L2(Rd), ε > 0.

2.3. Ðåçóëüòàòû äëÿ çàäà÷è óñðåäíåíèÿ â Rd â ñëó÷àå Λ ∈ L∞.
Îêàçûâàåòñÿ, ÷òî ïðè íåêîòîðûõ äîïîëíèòåëüíûõ ïðåäïîëîæåíèÿõ îò-
íîñèòåëüíî ñâîéñòâ ðåøåíèÿ çàäà÷è (1.7) ñãëàæèâàþùèé îïåðàòîð Sε â
âûðàæåíèè (2.15) äëÿ êîððåêòîðà ìîæåò áûòü óñòðàíåí (çàìåíåí òîæ-
äåñòâåííûì îïåðàòîðîì). Íàëîæèì ñëåäóþùåå óñëîâèå.

Óñëîâèå 2.8. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî Γ-ïåðèîäè÷åñêîå ðåøåíèå Λ(x) çàäà÷è
(1.7) îãðàíè÷åíî: Λ ∈ L∞.
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Íàì ïîíàäîáèòñÿ ñëåäóþùåå ìóëüòèïëèêàòîðíîå ñâîéñòâî ìàòðèöû Λ,
ñì. [PSu2, ñëåäñòâèå 2.4].

Ïðåäëîæåíèå 2.9. Ïðè óñëîâèè 2.8 äëÿ ëþáîé ôóíêöèè u ∈ H1(Rd)
ïðè ε > 0 âûïîëíåíî íåðàâåíñòâî∫

Rd

|(DΛ)ε(x)|2|u|2 dx 6 β1‖u‖2L2(Rd) + β2‖Λ‖2L∞ε
2

∫
Rd

|Du|2dx.

Ïîñòîÿííûå β1, β2 çàäàþòñÿ âûðàæåíèÿìè

β1 = 16mα−1
0 ‖g‖L∞‖g

−1‖L∞ ,
β2 = 2(1 + 2dα−1

0 α1 + 20dα−1
0 α1‖g‖L∞‖g−1‖L∞).

Ïîëîæèì

K0(ε; ζ) = [Λε]b(D)(A0 − ζI)−1. (2.52)

Ïðè óñëîâèè 2.8 îïåðàòîð (2.52) íåïðåðûâåí èç L2(Rd;Cn) â H1(Rd;Cn);
ýòî âèäíî èç òîæäåñòâà

K0(ε; ζ) = K0(ε;−1)(A0 + I)(A0 − ζI)−1 (2.53)

è ñëåäóþùåé ëåììû.

Ëåììà 2.10. Ïóñòü âûïîëíåíî óñëîâèå 2.8. Ïðè ε > 0 è ζ = −1 îïå-

ðàòîð (2.52) íåïðåðûâåí èç L2(Rd;Cn) â H1(Rd;Cn), ïðè÷åì âûïîëíåíû

îöåíêè

‖K0(ε;−1)‖L2(Rd)→L2(Rd) 6 Č
(1)
K , (2.54)

‖εDK0(ε;−1)‖L2(Rd)→L2(Rd) 6 Č
(2)
K ε+ Č

(3)
K . (2.55)

Ïîñòîÿííûå Č
(j)
K , j = 1, 2, 3, çàâèñÿò ëèøü îò d, m, α0, α1, ‖g‖L∞ ,

‖g−1‖L∞ , îò ïàðàìåòðîâ ðåøåòêè Γ è îò ‖Λ‖L∞ .
Äîêàçàòåëüñòâî. Â ñèëó (2.20)

‖K0(ε;−1)‖L2(Rd)→L2(Rd) 6
1

2
‖Λ‖L∞α

1/2
1 c

−1/2
0 =: Č

(1)
K ,

÷òî äîêàçûâàåò (2.54). Ðàññìîòðèì òåïåðü îïåðàòîðû

εDjK
0(ε;−1) = [(DjΛ)ε]b(D)(A0 + I)−1 + ε[Λε]Djb(D)(A0 + I)−1. (2.56)

Îöåíèì âòîðîé ÷ëåí â (2.56) ñ ïîìîùüþ (2.22):

d∑
j=1

‖εΛεb(D)Dj(A0 + I)−1‖2L2→L2
6 ε2‖Λ‖2L∞α1c

−2
0 . (2.57)
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Äëÿ îöåíêè ïåðâîãî ÷ëåíà â (2.56) ïðèìåíèì ïðåäëîæåíèå 2.9 è (2.20),
(2.22):

d∑
j=1

‖(DjΛ)εb(D)(A0 + I)−1‖2L2→L2

6 β1‖b(D)(A0 + I)−1‖2L2→L2
+ β2ε

2‖Λ‖2L∞‖Db(D)(A0 + I)−1‖2L2→L2

6 β1α1(4c0)−1 + β2ε
2‖Λ‖2L∞α1c

−2
0 .

(2.58)
Òåïåðü èç (2.56)�(2.58) âûòåêàåò íåðàâåíñòâî (2.55) ñ ïîñòîÿííûìè

Č
(2)
K = (2α1)1/2c−1

0 (β2 + 1)1/2 ‖Λ‖L∞ , Č
(3)
K = (β1α1)1/2(2c0)−1/2. •

Ðàññìîòðèì âìåñòî (2.23) äðóãîå ïðèáëèæåíèå ê ðåøåíèþ uε:

v̌ε = u0 + εΛεb(D)u0 = (A0 − ζI)−1F + εK0(ε; ζ)F. (2.59)

Ñïðàâåäëèâà ñëåäóþùàÿ òåîðåìà.

Òåîðåìà 2.11. Ïóñòü âûïîëíåíû óñëîâèÿ òåîðåìû 2.2 è óñëîâèå 2.8.
Ïóñòü ôóíêöèÿ v̌ε îïðåäåëåíà â (2.59). Ïóñòü pε = gεb(D)uε. Òîãäà ïðè
ε > 0 âûïîëíåíû îöåíêè

‖D(uε − v̌ε)‖L2(Rd) 6 C5c(ϕ)2ε‖F‖L2(Rd),

‖uε − v̌ε‖L2(Rd) 6 C6c(ϕ)2|ζ|−1/2ε‖F‖L2(Rd),

‖pε − g̃εb(D)u0‖L2(Rd) 6 C7c(ϕ)2ε‖F‖L2(Rd).

Èíà÷å ãîâîðÿ, â îïåðàòîðíûõ òåðìèíàõ,

‖D
(
(Aε − ζI)−1 − (A0 − ζI)−1 − εK0(ε; ζ)

)
‖L2(Rd)→L2(Rd) 6 C5c(ϕ)2ε,

(2.60)

‖(Aε − ζI)−1 − (A0 − ζI)−1 − εK0(ε; ζ)‖L2(Rd)→L2(Rd) 6 C6c(ϕ)2|ζ|−1/2ε,

(2.61)

‖gεb(D)(Aε−ζI)−1−g̃εb(D)(A0−ζI)−1‖L2(Rd)→L2(Rd) 6 C7c(ϕ)2ε. (2.62)

Ïîñòîÿííûå C5, C6, C7 çàâèñÿò îò d, m, α0, α1, ‖g‖L∞ , ‖g−1‖L∞ è

ïàðàìåòðîâ ðåø¼òêè Γ, à òàêæå îò íîðìû ‖Λ‖L∞ .
Äîêàçàòåëüñòâî ïðîâåäåì ïî àíàëîãèè ñ äîêàçàòåëüñòâîì òåîðåìû 2.4.
Â [BSu4] áûëî ïîêàçàíî, ÷òî ïðè óñëîâèè 2.8 ñïðàâåäëèâû îöåíêè

‖D
(
(Aε + I)−1 − (A0 + I)−1 − εK0(ε;−1)

)
‖L2(Rd)→L2(Rd) 6 Č5ε,

0 < ε 6 1,
(2.63)

‖(Aε + I)−1 − (A0 + I)−1 − εK0(ε;−1)‖L2(Rd)→L2(Rd) 6 Č6ε, 0 < ε 6 1.

(2.64)
Ïîñòîÿííûå Č5, Č6 çàâèñÿò ëèøü îò m, d, α0, α1, ‖g‖L∞ , ‖g−1‖L∞ , îò
ïàðàìåòðîâ ðåø¼òêè Γ è îò íîðìû ‖Λ‖L∞ .
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Ïðè ε > 1 îöåíêè òðèâèàëüíû. Ñ ó÷åòîì (2.54) ëåâàÿ ÷àñòü â (2.64)

îöåíèâàåòñÿ ÷åðåç 2 + Č
(1)
K ε, ÷òî íå ïðåâîñõîäèò (2 + Č

(1)
K )ε ïðè ε > 1.

Îòñþäà è èç (2.64) ïîëó÷àåì

‖(Aε+ I)−1− (A0 + I)−1−εK0(ε;−1)‖L2(Rd)→L2(Rd) 6 Ĉ6ε, ε > 0, (2.65)

ãäå Ĉ6 = max{Č6, 2 + Č
(1)
K }.

Èç (2.31), (2.32) è (2.55) ñëåäóåò, ÷òî ëåâàÿ ÷àñòü â (2.63) îöåíèâàåòñÿ

÷åðåç 2c
−1/2
0 + Č

(2)
K ε+ Č

(3)
K , ÷òî íå ïðåâîñõîäèò (2c

−1/2
0 + Č

(2)
K + Č

(3)
K )ε ïðè

ε > 1. Âìåñòå ñ (2.63) ýòî ïîêàçûâàåò, ÷òî

‖D
(
(Aε + I)−1 − (A0 + I)−1 − εK0(ε;−1)

)
‖L2(Rd)→L2(Rd) 6 Ĉ5ε, ε > 0,

(2.66)

ãäå Ĉ5 = max{Č5, 2c
−1/2
0 + Č

(2)
K + Č

(3)
K }.

Ñïðàâåäëèâ àíàëîã òîæäåñòâà (2.34) ñ K(ε; ζ) çàìåíåííûì íà K0(ε; ζ).

Ñ ïîìîùüþ íåãî ïåðåíåñåì îöåíêè (2.65), (2.66) â òî÷êó ζ̂ = eiϕ. Ó÷èòû-
âàÿ (2.11), (2.12), (2.35), (2.53), (2.54), èç (2.65) âûâîäèì íåðàâåíñòâî

‖(Aε − ζ̂I)−1 − (A0 − ζ̂I)−1 − εK0(ε; ζ̂)‖L2→L2 6 C6c(ϕ)2ε, ε > 0, (2.67)

ãäå C6 = 4Ĉ6 + 4Č
(1)
K .

Äàëåå, àíàëîãè÷íî (2.38)�(2.40) ïîëó÷àåì:

‖A1/2
ε

(
(Aε − ζ̂I)−1 − (A0 − ζ̂I)−1 − εK0(ε; ζ̂)

)
‖L2→L2 6 C̃5c(ϕ)2ε, ε > 0,

(2.68)

ãäå C̃5 = 4(c
1/2
1 Ĉ5 + Č

(1)
K ). Îòñþäà è èç íèæíåé îöåíêè (1.6) ñëåäóåò, ÷òî

‖D
(

(Aε − ζ̂I)−1 − (A0 − ζ̂I)−1 − εK0(ε; ζ̂)
)
‖L2→L2 6 C5c(ϕ)2ε, ε > 0,

(2.69)

ãäå C5 = C̃5c
−1/2
0 .

Òåïåðü ñ ïîìîùüþ ìàñøòàáíîãî ïðåîáðàçîâàíèÿ îöåíêà (2.61) âûâî-
äèòñÿ èç (2.67), à (2.60) � èç (2.69). (Ñð. äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû 2.4.)
Îñòàåòñÿ ïðîâåðèòü (2.62). Èç (2.68) âûòåêàåò íåðàâåíñòâî

‖gεb(D)
(

(Aε − ζ̂I)−1 − (A0 − ζ̂I)−1 − εK0(ε; ζ̂)
)
‖L2→L2

6 ‖g‖1/2L∞
C̃5c(ϕ)2ε, ε > 0.

(2.70)

Èìååì:

εgεb(D)K0(ε; ζ̂) = gε(b(D)Λ)εb(D)(A0 − ζ̂I)−1

+ ε
d∑
l=1

gεblΛ
εb(D)Dl(A0 − ζ̂I)−1.

(2.71)
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Âòîðîé ÷ëåí â (2.71) îöåíèì ñ ïîìîùüþ (1.5) è (2.47):

ε

∥∥∥∥∥
d∑
l=1

gεblΛ
εb(D)Dl(A0 − ζ̂I)−1

∥∥∥∥∥
L2→L2

6 2ε‖g‖L∞‖Λ‖L∞α1c
−1
0 d1/2c(ϕ).

(2.72)
Òåïåðü èç (2.70)�(2.72) ñ ó÷åòîì (1.9) ïîëó÷àåì:

‖gεb(D)(Aε− ζ̂I)−1− g̃εb(D)(A0− ζ̂I)−1‖L2→L2 6 C7c(ϕ)2ε, ε > 0, (2.73)

ãäå C7 = ‖g‖1/2L∞
C̃5 + 2‖g‖L∞‖Λ‖L∞α1c

−1
0 d1/2.

Íåðàâåíñòâî (2.62) âûâîäèòñÿ èç (2.73) ìàñøòàáíûì ïðåîáðàçîâàíèåì.
(Ñð. äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû 2.6.) •
Â íåêîòîðûõ ñëó÷àÿõ óñëîâèå 2.8 âûïîëíåíî àâòîìàòè÷åñêè. Ñëåäóþ-

ùåå óòâåðæäåíèå ïðîâåðåíî â [BSu4, ëåììà 8.7].

Ïðåäëîæåíèå 2.12. Óñëîâèå 2.8 çàâåäîìî âûïîëíåíî, åñëè èìååò ìå-

ñòî õîòÿ áû îäíî èç ñëåäóþùèõ ïðåäïîëîæåíèé:
1◦. ðàçìåðíîñòü íå ïðåâîñõîäèò äâóõ, ò. å. d 6 2;
2◦. îïåðàòîð äåéñòâóåò â L2(Rd), d > 1, è èìååò âèä Aε = D∗gε(x)D,

ãäå g(x) � âåùåñòâåííàÿ ìàòðèöà;
3◦. ðàçìåðíîñòü ïðîèçâîëüíà è g0 = g, ò. å. âûïîëíåíî (1.14).

Îòìåòèì, ÷òî âûïîëíåíèå óñëîâèÿ 2.8 ìîæíî îáåñïå÷èòü è çà ñ÷åò
ïðåäïîëîæåíèÿ î íåêîòîðîé ãëàäêîñòè ìàòðèöû g(x).
Âûäåëèì ñïåöèàëüíûé ñëó÷àé, êîãäà g0 = g. Â ýòîì ñëó÷àå ìàòðèöà

(1.9) îêàçûâàåòñÿ ïîñòîÿííîé: g̃(x) = g0 = g. Êðîìå òîãî, â ýòîì ñëó÷àå
âûïîëíåíî óñëîâèå 2.8. Ïðèìåíÿÿ óòâåðæäåíèå òåîðåìû 2.11 îòíîñèòåëü-
íî àïïðîêñèìàöèè ïîòîêîâ, ïðèõîäèì ê ñëåäóþùåìó ïðåäëîæåíèþ.

Ïðåäëîæåíèå 2.13. Ïóñòü âûïîëíåíû óñëîâèÿ òåîðåìû 2.2. Ïóñòü
pε = gεb(D)uε. Ïóñòü g0 = g, ò. å. âûïîëíåíû ñîîòíîøåíèÿ (1.14).
Òîãäà

‖pε − g0b(D)u0‖L2(Rd) 6 C7c(ϕ)2ε‖F‖L2(Rd), ε > 0.

Ãëàâà 2. Çàäà÷à Äèðèõëå

�3. Çàäà÷à Äèðèõëå â îãðàíè÷åííîé îáëàñòè:

ïðåäâàðèòåëüíûå ðàññìîòðåíèÿ

3.1. Îïåðàòîð AD,ε. Ïóñòü O ⊂ Rd � îãðàíè÷åííàÿ îáëàñòü ñ ãðàíèöåé
êëàññà C1,1. Â ïðîñòðàíñòâå L2(O;Cn) ðàññìîòðèì îïåðàòîð AD,ε, ôîð-
ìàëüíî çàäàííûé äèôôåðåíöèàëüíûì âûðàæåíèåì b(D)∗gε(x)b(D) ïðè
óñëîâèè Äèðèõëå íà ãðàíèöå ∂O. Ñòðîãî ãîâîðÿ, AD,ε åñòü ñàìîñîïðÿ-
æåííûé îïåðàòîð â L2(O;Cn), ïîðîæäåííûé êâàäðàòè÷íîé ôîðìîé

aD,ε[u,u] =

∫
O
〈gε(x)b(D)u, b(D)u〉 dx, u ∈ H1

0 (O;Cn).
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Ýòà ôîðìà çàìêíóòà è ïîëîæèòåëüíî îïðåäåëåíà. Äåéñòâèòåëüíî, ïðî-
äîëæàÿ u íóëåì íà Rd \ O è ïðèìåíÿÿ (1.6), ïîëó÷àåì

c0‖Du‖2L2(O) 6 aD,ε[u,u] 6 c1‖Du‖2L2(O), u ∈ H1
0 (O;Cn). (3.1)

Îñòàåòñÿ ïðèíÿòü âî âíèìàíèå, ÷òî ‖Du‖L2(O) çàäàåò â H
1
0 (O;Cn) íîð-

ìó, ýêâèâàëåíòíóþ ñòàíäàðòíîé. Â ñèëó íåðàâåíñòâà Ôðèäðèõñà èç (3.1)
ñëåäóåò, ÷òî

aD,ε[u,u] > c2‖u‖2L2(O), u ∈ H1
0 (O;Cn), c2 = c0(diamO)−2. (3.2)

Íàøà öåëü â ãëàâå 2 � íàéòè àïïðîêñèìàöèþ ïðè ìàëîì ε îáîáùåí-
íîãî ðåøåíèÿ uε ∈ H1

0 (O;Cn) çàäà÷è Äèðèõëå

b(D)∗gε(x)b(D)uε(x)− ζuε(x) = F(x), x ∈ O; uε|∂O = 0, (3.3)

ãäå F ∈ L2(O;Cn). Êàê è â �2, ñ÷èòàåì, ÷òî ζ ∈ C \ R+. (Ñëó÷àé äðóãèõ
äîïóñòèìûõ çíà÷åíèé ζ èçó÷àåòñÿ â �8.) Èìååì: uε = (AD,ε − ζI)−1F. Â
îïåðàòîðíûõ òåðìèíàõ, ìû èçó÷àåì ïîâåäåíèå ðåçîëüâåíòû (AD,ε−ζI)−1

ïðè ìàëîì ε.

Ëåììà 3.1. Ïóñòü ζ ∈ C \R+. Ïóñòü uε � îáîáùåííîå ðåøåíèå çàäà÷è

(3.3). Òîãäà ïðè ε > 0 ñïðàâåäëèâû îöåíêè

‖uε‖L2(O) 6 c(ϕ)|ζ|−1‖F‖L2(O), (3.4)

‖Duε‖L2(O) 6 C0c(ϕ)|ζ|−1/2‖F‖L2(O). (3.5)

Çäåñü C0 =
√

2α
−1/2
0 ‖g−1‖1/2L∞

. Â îïåðàòîðíûõ òåðìèíàõ,

‖(AD,ε − ζI)−1‖L2(O)→L2(O) 6 c(ϕ)|ζ|−1, (3.6)

‖D(AD,ε − ζI)−1‖L2(O)→L2(O) 6 C0c(ϕ)|ζ|−1/2.

Äîêàçàòåëüñòâî. Â ñèëó (3.2) cïåêòð îïåðàòîðà AD,ε ñîäåðæèòñÿ â
[c2,∞) ⊂ R+. Íîðìà ðåçîëüâåíòû (AD,ε− ζI)−1 îöåíèâàåòñÿ ÷åðåç âåëè-
÷èíó, îáðàòíóþ ê ðàññòîÿíèþ îò òî÷êè ζ äî R+. Â ðåçóëüòàòå ïðèõîäèì
ê îöåíêå (3.6).
×òîáû ïðîâåðèòü (3.5), âûïèøåì èíòåãðàëüíîå òîæäåñòâî äëÿ ðåøå-

íèÿ uε ∈ H1
0 (O;Cn) çàäà÷è (3.3):

(gεb(D)uε, b(D)η)L2(O) − ζ(uε,η)L2(O) = (F,η)L2(O), η ∈ H1
0 (O;Cn).

(3.7)
Ïîäñòàâèì η = uε â (3.7) è âîçüìåì âåùåñòâåííóþ ÷àñòü. Òîãäà

(gεb(D)uε, b(D)uε)L2(O) = Re ζ‖uε‖2L2(O) + Re (F,uε)L2(O).

Îòñþäà è èç (3.4) ïîëó÷àåì:

(gεb(D)uε, b(D)uε)L2(O) 6 2c(ϕ)2|ζ|−1‖F‖2L2(O).

Ñ ó÷åòîì (3.1) ýòî âëå÷åò (3.5) ñ ïîñòîÿííîé C0 =
√

2c
−1/2
0 . •
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3.2. Ýôôåêòèâíûé îïåðàòîð A0
D. Â ïðîñòðàíñòâå L2(O;Cn) ðàññìîò-

ðèì ñàìîñîïðÿæåííûé îïåðàòîð A0
D, ïîðîæäåííûé êâàäðàòè÷íîé ôîð-

ìîé

a0
D[u,u] =

∫
O
〈g0b(D)u, b(D)u〉 dx, u ∈ H1

0 (O;Cn). (3.8)

Çäåñü g0 � ýôôåêòèâíàÿ ìàòðèöà, îïðåäåëåííàÿ â (1.8). Ó÷èòûâàÿ
(1.15), óáåæäàåìñÿ, ÷òî ôîðìà (3.8) óäîâëåòâîðÿåò îöåíêàì âèäà (3.1)
è (3.2) ñ òåìè æå ïîñòîÿííûìè.
Â ñèëó óñëîâèÿ ∂O ∈ C1,1 îïåðàòîð A0

D çàäàåòñÿ âûðàæåíèåì
b(D)∗g0b(D) íà îáëàñòè îïðåäåëåíèÿ H2(O;Cn) ∩ H1

0 (O;Cn). Ïðè ýòîì
âûïîëíåíà îöåíêà

‖(A0
D)−1‖L2(O)→H2(O) 6 ĉ. (3.9)

Ïîñòîÿííàÿ ĉ çàâèñèò ëèøü îò α0, α1, ‖g‖L∞ , ‖g−1‖L∞ è îò îáëàñòè
O. Äëÿ îïðàâäàíèÿ ýòîãî ôàêòà äîñòàòî÷íî çàìåòèòü, ÷òî îïåðàòîð
b(D)∗g0b(D) îòíîñèòñÿ ê êëàññó ñèëüíî ýëëèïòè÷åñêèõ ìàòðè÷íûõ îïå-
ðàòîðîâ, è ñîñëàòüñÿ íà òåîðåìû î ïîâûøåíèè ãëàäêîñòè ðåøåíèé ñèëüíî
ýëëèïòè÷åñêèõ óðàâíåíèé (ñì., íàïðèìåð, [McL, ãë. 4]).
Ïóñòü u0 ∈ H1

0 (O;Cn) � îáîáùåííîå ðåøåíèå çàäà÷è

b(D)∗g0b(D)u0(x)− ζu0(x) = F(x), x ∈ O; u0|∂O = 0. (3.10)

Òîãäà u0 = (A0
D − ζI)−1F.

Ëåììà 3.2. Ïóñòü ζ ∈ C\R+. Ïóñòü u0 � îáîáùåííîå ðåøåíèå çàäà÷è

(3.10). Òîãäà ñïðàâåäëèâû îöåíêè

‖u0‖L2(O) 6 c(ϕ)|ζ|−1‖F‖L2(O),

‖Du0‖L2(O) 6 C0c(ϕ)|ζ|−1/2‖F‖L2(O),

‖u0‖H2(O) 6 ĉc(ϕ)‖F‖L2(O). (3.11)

Â îïåðàòîðíûõ òåðìèíàõ,

‖(A0
D − ζI)−1‖L2(O)→L2(O) 6 c(ϕ)|ζ|−1, (3.12)

‖D(A0
D − ζI)−1‖L2(O)→L2(O) 6 C0c(ϕ)|ζ|−1/2, (3.13)

‖(A0
D − ζI)−1‖L2(O)→H2(O) 6 ĉc(ϕ). (3.14)

Äîêàçàòåëüñòâî. Îöåíêè (3.12), (3.13) ïðîâåðÿþòñÿ ïî àíàëîãèè ñ äî-
êàçàòåëüñòâîì ëåììû 3.1. Îöåíêà (3.14) âûòåêàåò èç (3.9) è íåðàâåíñòâà

‖A0
D(A0

D − ζI)−1‖L2(O)→L2(O) 6 sup
x>0

x|x− ζ|−1 6 c(ϕ).

•
3.3. Âñïîìîãàòåëüíûå óòâåðæäåíèÿ: îöåíêè â îêðåñòíîñòè ãðà-
íèöû. Â ýòîì ïóíêòå ìû ôîðìóëèðóåì íåñêîëüêî âñïîìîãàòåëüíûõ
óòâåðæäåíèé (ñì., íàïðèìåð, [PSu2, �5]).

Ëåììà 3.3. Ïóñòü O ⊂ Rd � îãðàíè÷åííàÿ îáëàñòü ñ ãðàíèöåé êëàñ-

ñà C1. Îáîçíà÷èì (∂O)ε = {x ∈ Rd : dist {x; ∂O} < ε}, Bε = (∂O)ε ∩ O.
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Ïóñòü ÷èñëî ε0 > 0 òàêîâî, ÷òî ïîëîñêó (∂O)ε0 ìîæíî ïîêðûòü êîíå÷-

íûì ÷èñëîì îêðåñòíîñòåé, äîïóñêàþùèõ äèôôåîìîðôèçìû êëàññà C1,

ðàñïðÿìëÿþùèå ãðàíèöó. Òîãäà èìåþò ìåñòî ñëåäóþùèå óòâåðæäåíèÿ.

1◦. Äëÿ ëþáîé ôóíêöèè u ∈ H1(O) ñïðàâåäëèâà îöåíêà∫
Bε

|u|2 dx 6 βε‖u‖H1(O)‖u‖L2(O), 0 < ε 6 ε0.

2◦. Äëÿ ëþáîé ôóíêöèè u ∈ H1(Rd) ñïðàâåäëèâà îöåíêà∫
(∂O)ε

|u|2 dx 6 βε‖u‖H1(Rd)‖u‖L2(Rd), 0 < ε 6 ε0.

Ïîñòîÿííàÿ β çàâèñèò òîëüêî îò îáëàñòè O.
Ëåììà 3.4. Ïóñòü âûïîëíåíû óñëîâèÿ ëåììû 3.3. Ïóñòü f(x) � Γ-
ïåðèîäè÷åñêàÿ ôóíêöèÿ â Rd òàêàÿ, ÷òî f ∈ L2(Ω). Ïóñòü Sε � îïå-

ðàòîð (1.17). Òîãäà ïðè 0 < ε 6 ε1 äëÿ ëþáîé ôóíêöèè u ∈ H1(Rd;Cm)
ñïðàâåäëèâà îöåíêà∫

(∂O)ε

|f ε(x)|2|(Sεu)|2 dx 6 β∗ε|Ω|−1‖f‖2L2(Ω)‖u‖H1(Rd)‖u‖L2(Rd),

ãäå ε1 = ε0(1 + r1)−1, β∗ = β(1 + r1), 2r1 = diam Ω.

�4. Ðåçóëüòàòû äëÿ çàäà÷è Äèðèõëå

Áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî ÷èñëà ε0, ε1 ∈ (0, 1] âûáðàíû â ñîîòâåòñòâèè ñî
ñëåäóþùèì óñëîâèåì.

Óñëîâèå 4.1. Ïóñòü ÷èñëî ε0 ∈ (0, 1] òàêîâî, ÷òî ïîëîñêó (∂O)ε0 ìîæ-

íî ïîêðûòü êîíå÷íûì ÷èñëîì îêðåñòíîñòåé, äîïóñêàþùèõ äèôôåîìîð-

ôèçìû êëàññà C1,1, ðàñïðÿìëÿþùèå ãðàíèöó ∂O. Ïóñòü ε1 = ε0(1+r1)−1,

ãäå 2r1 = diam Ω.

ßñíî, ÷òî ε1 çàâèñèò ëèøü îò îáëàñòè O è ðåøåòêè Γ.

4.1. Àïïðîêñèìàöèÿ ðåçîëüâåíòû (AD,ε − ζI)−1 ïðè |ζ| > 1. Ñôîð-
ìóëèðóåì íàøè îñíîâíûå ðåçóëüòàòû äëÿ îïåðàòîðà AD,ε. Íàèáîëåå èí-
òåðåñåí ñëó÷àé áîëüøèõ çíà÷åíèé |ζ|, à ïîòîìó áóäåì ïîêà ñ÷èòàòü, ÷òî
|ζ| > 1. (Äðóãèå äîïóñòèìûå çíà÷åíèÿ ζ áóäóò ðàññìîòðåíû â �8.)

Òåîðåìà 4.2. Ïóñòü ζ = |ζ|eiϕ ∈ C \R+ è |ζ| > 1. Ïóñòü uε � ðåøåíèå

çàäà÷è (3.3) è u0 � ðåøåíèå çàäà÷è (3.10) ïðè F ∈ L2(O;Cn). Ïóñòü
÷èñëî ε1 óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ 4.1. Òîãäà ïðè 0 < ε 6 ε1 ñïðàâåäëèâà

îöåíêà

‖uε − u0‖L2(O) 6 C1c(ϕ)5(|ζ|−1/2ε+ ε2)‖F‖L2(O), (4.1)

ãäå c(ϕ) îïðåäåëåíî â (2.1). Â îïåðàòîðíûõ òåðìèíàõ,

‖(AD,ε− ζI)−1− (A0
D − ζI)−1‖L2(O)→L2(O) 6 C1c(ϕ)5(|ζ|−1/2ε+ ε2). (4.2)

Ïîñòîÿííàÿ C1 çàâèñèò îò d,m, α0, α1, ‖g‖L∞ , ‖g−1‖L∞ , îò ïàðàìåòðîâ

ðåø¼òêè Γ è îò îáëàñòè O.
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Äëÿ àïïðîêñèìàöèè ðåøåíèÿ â êëàññå H1(O;Cn) íóæíî ââåñòè êîð-
ðåêòîð. Ôèêñèðóåì ëèíåéíûé íåïðåðûâíûé îïåðàòîð ïðîäîëæåíèÿ PO :
H2(O;Cn)→ H2(Rd;Cn). Òðåáóåòñÿ, ÷òîáû PO îäíîâðåìåííî áûë íåïðå-
ðûâåí èç L2(O;Cn) â L2(Rd;Cn) è èç H1(O;Cn) â H1(Rd;Cn). Òàêîé
îïåðàòîð ñóùåñòâóåò (ñì., íàïðèìåð, [St]). Îáîçíà÷èì

‖PO‖Hs(O)→Hs(Rd) =: C
(s)
O , s = 0, 1, 2. (4.3)

Ïîñòîÿííûå C
(s)
O çàâèñÿò òîëüêî îò îáëàñòè O. Äàëåå, ÷åðåç RO îáîçíà-

÷èì îïåðàòîð ñóæåíèÿ ôóíêöèé â Rd íà îáëàñòü O. Ââåäåì êîððåêòîð

KD(ε; ζ) = RO[Λε]Sεb(D)PO(A0
D − ζI)−1. (4.4)

Îïåðàòîð KD(ε; ζ) íåïðåðûâíî ïåðåâîäèò L2(O;Cn) â H1(O;Cn). Äåé-
ñòâèòåëüíî, îïåðàòîð b(D)PO(A0

D − ζI)−1 íåïðåðûâíî îòîáðàæàåò

L2(O;Cn) â H1(Rd;Cm), à îïåðàòîð [Λε]Sε íåïðåðûâåí èç H1(Rd;Cm)

â H1(Rd;Cn) (ýòî ñëåäóåò èç ïðåäëîæåíèÿ 1.5 è âêëþ÷åíèÿ Λ ∈ H̃1(Ω)).
Ïóñòü u0 � ðåøåíèå çàäà÷è (3.10). Îáîçíà÷èì ũ0 := POu0. Îïðåäåëèì

â Rd ôóíêöèþ

ṽε(x) = ũ0(x) + εΛε(x)(Sεb(D)ũ0)(x), (4.5)

è ïîëîæèì

vε := ṽε|O. (4.6)

Òîãäà

vε = u0 + εKD(ε; ζ)F = (A0
D − ζI)−1F + εKD(ε; ζ)F. (4.7)

Òåîðåìà 4.3. Ïóñòü âûïîëíåíû óñëîâèÿ òåîðåìû 4.2. Ïóñòü ôóíêöèÿ
vε îïðåäåëåíà â (4.4), (4.7). Òîãäà ïðè 0 < ε 6 ε1 ñïðàâåäëèâà îöåíêà

‖uε − vε‖H1(O) 6
(
C2c(ϕ)2|ζ|−1/4ε1/2 + C3c(ϕ)4ε

)
‖F‖L2(O). (4.8)

Â îïåðàòîðíûõ òåðìèíàõ,

‖(AD,ε − ζI)−1 − (A0
D − ζI)−1 − εKD(ε; ζ)‖L2(O)→H1(O)

6 C2c(ϕ)2|ζ|−1/4ε1/2 + C3c(ϕ)4ε.
(4.9)

Äëÿ ïîòîêà pε := gεb(D)uε ïðè 0 < ε 6 ε1 ñïðàâåäëèâà àïïðîêñèìàöèÿ

‖pε − g̃εSεb(D)ũ0‖L2(O) 6
(
C̃2c(ϕ)2|ζ|−1/4ε1/2 + C̃3c(ϕ)4ε

)
‖F‖L2(O).

(4.10)

Ïîñòîÿííûå C2, C3, C̃2, C̃3 çàâèñÿò îò d, m, α0, α1, ‖g‖L∞ , ‖g−1‖L∞ , îò
ïàðàìåòðîâ ðåø¼òêè Γ è îò îáëàñòè O.
4.2. Ïåðâûé ýòàï äîêàçàòåëüñòâà. Àññîöèèðîâàííàÿ çàäà÷à â Rd.
Äîêàçàòåëüñòâî òåîðåì 4.2, 4.3 îïèðàåòñÿ íà ïðèìåíåíèå ðåçóëüòàòîâ äëÿ
çàäà÷è â Rd è âûäåëåíèe ïîïðàâêè òèïà ïîãðàíè÷íîãî ñëîÿ.
Â ñèëó ëåììû 3.2 è (4.3) ñïðàâåäëèâû îöåíêè

‖ũ0‖L2(Rd) 6 C
(0)
O c(ϕ)|ζ|−1‖F‖L2(O), (4.11)
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‖ũ0‖H1(Rd) 6 C
(1)
O (C0 + 1)c(ϕ)|ζ|−1/2‖F‖L2(O), (4.12)

‖ũ0‖H2(Rd) 6 C
(2)
O ĉc(ϕ)‖F‖L2(O). (4.13)

Ìû ó÷ëè, ÷òî |ζ| > 1. Ïîëîæèì

F̃ := A0ũ0 − ζũ0. (4.14)

Òîãäà F̃ ∈ L2(Rd;Cn) è F̃|O = F. Èç (1.16), (4.11) è (4.13) âûòåêàåò
îöåíêà ôóíêöèè (4.14):

‖F̃‖L2(Rd) 6 c1‖ũ0‖H2(Rd) + |ζ|‖ũ0‖L2(Rd) 6 C4c(ϕ)‖F‖L2(O), (4.15)

ãäå C4 = c1C
(2)
O ĉ+ C

(0)
O .

Ïóñòü ũε ∈ H1(Rd;Cn) � ðåøåíèå óðàâíåíèÿ â Rd:

Aεũε − ζũε = F̃, (4.16)

ò. å. ũε = (Aε − ζI)−1F̃. Ïðèìåíèìû òåîðåìû èç �2. Èç òåîðåìû 2.2 ñ
ó÷åòîì (4.14)�(4.16) ñëåäóåò, ÷òî ïðè ε > 0 âûïîëíåíà îöåíêà

‖ũε − ũ0‖L2(Rd) 6 C1c(ϕ)2|ζ|−1/2ε‖F̃‖L2(Rd) 6 C1C4c(ϕ)3|ζ|−1/2ε‖F‖L2(O).

(4.17)
Èç òåîðåìû 2.4 è ñîîòíîøåíèé (4.5), (4.14)�(4.16) âûòåêàåò, ÷òî ïðè ε > 0
ñïðàâåäëèâû îöåíêè

‖D(ũε − ṽε)‖L2(Rd) 6 C2c(ϕ)2ε‖F̃‖L2(Rd) 6 C2C4c(ϕ)3ε‖F‖L2(O), (4.18)

‖ũε − ṽε‖L2(Rd) 6 C3c(ϕ)2|ζ|−1/2ε‖F̃‖L2(Rd) 6 C3C4c(ϕ)3|ζ|−1/2ε‖F‖L2(O).

(4.19)

4.3. Âòîðîé ýòàï äîêàçàòåëüñòâà. Ââåäåíèå ïîïðàâêè wε. Ïåðâîå
ïðèáëèæåíèå vε ê ðåøåíèþ uε íå óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ Äèðèõëå. Èìå-
åì: vε|∂O = εΛε(Sεb(D)ũ0)|∂O. Ðàññìîòðèì ”

ïîïðàâêó“ wε � îáîáùåííîå
ðåøåíèå çàäà÷è

b(D)∗gε(x)b(D)wε − ζwε = 0 â O; wε|∂O = εΛε(Sεb(D)ũ0)|∂O. (4.20)

Óðàâíåíèå çäåñü ïîíèìàåòñÿ â ñëàáîì ñìûñëå: ôóíêöèÿ wε ∈ H1(O;Cn)
óäîâëåòâîðÿåò òîæäåñòâó

(gεb(D)wε, b(D)η)L2(O) − ζ(wε,η)L2(O) = 0, η ∈ H1
0 (O;Cn). (4.21)

Ëåììà 4.4. Ïóñòü uε � ðåøåíèå çàäà÷è (3.3), vε � ôóíêöèÿ (4.7), wε

� ðåøåíèå çàäà÷è (4.20). Òîãäà ïðè ε > 0 ñïðàâåäëèâû îöåíêè

‖D(uε − vε + wε)‖L2(O) 6 C5c(ϕ)4ε‖F‖L2(O), (4.22)

‖uε − vε + wε‖L2(O) 6 C6c(ϕ)4|ζ|−1/2ε‖F‖L2(O). (4.23)

Ïîñòîÿííûå C5, C6 çàâèñÿò îò d, m, α0, α1, ‖g‖L∞ , ‖g−1‖L∞ , îò ïàðà-

ìåòðîâ ðåø¼òêè Γ è îò îáëàñòè O.
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Äîêàçàòåëüñòâî. Îáîçíà÷èì äëÿ êðàòêîñòè Vε := uε−vε+ wε. Â ñèëó
(3.7), (4.20) è (4.21) ôóíêöèÿ Vε ïðèíàäëåæèò H

1
0 (O;Cn) è óäîâëåòâî-

ðÿåò òîæäåñòâó

Jε[η] := (gεb(D)Vε, b(D)η)L2(O) − ζ(Vε,η)L2(O)

= (F,η)L2(O) − (gεb(D)vε, b(D)η)L2(O) + ζ(vε,η)L2(O), η ∈ H1
0 (O;Cn).

(4.24)
Ïðîäîëæèì ôóíêöèþ η íóëåì íà Rd\O, ñîõðàíÿÿ òî æå îáîçíà÷åíèå; òî-
ãäà η ∈ H1(Rd;Cn). Âñïîìíèì, ÷òî F̃ ÿâëÿåòñÿ ïðîäîëæåíèåì ôóíêöèè
F, à ṽε ÿâëÿåòñÿ ïðîäîëæåíèåì ôóíêöèè vε. Ñëåäîâàòåëüíî,

Jε[η] = (F̃,η)L2(Rd) − (gεb(D)ṽε, b(D)η)L2(Rd) + ζ(ṽε,η)L2(Rd).

Ñ ó÷åòîì (4.16) ïðèõîäèì ê ðàâåíñòâó

Jε[η] = (gεb(D)(ũε − ṽε), b(D)η)L2(Rd) − ζ(ũε − ṽε,η)L2(Rd).

Ïðèìåíÿÿ (1.4), (4.18), (4.19), ïîëó÷àåì îöåíêó

|Jε[η]| 6 εc(ϕ)3‖F‖L2(O)

(
C7‖(gε)1/2b(D)η‖L2(O) + C8|ζ|1/2‖η‖L2(O)

)
(4.25)

ïðè ε > 0, ãäå C7 = ‖g‖1/2L∞
α

1/2
1 C2C4, C8 = C3C4.

Ïîäñòàâèì òåïåðü η = Vε â (4.24), âîçüìåì ìíèìóþ ÷àñòü îò ïîëó-
÷åííîãî ðàâåíñòâà è ïðèìåíèì (4.25):

|Im ζ|‖Vε‖2L2(O) 6 εc(ϕ)3‖F‖L2(O)

×
(
C7‖(gε)1/2b(D)Vε‖L2(O) + C8|ζ|1/2‖Vε‖L2(O)

)
.

(4.26)

Ïðè Re ζ > 0 (à òîãäà Im ζ 6= 0) îòñþäà âûâîäèì íåðàâåíñòâî

‖Vε‖2L2(O) 62ε|ζ|−1c(ϕ)4C7‖F‖L2(O)‖(gε)1/2b(D)Vε‖L2(O)

+ ε2|ζ|−1c(ϕ)8C2
8‖F‖2L2(O).

(4.27)

Åñëè Re ζ < 0, òî âîçüìåì âåùåñòâåííóþ ÷àñòü ïîëó÷åííîãî ðàâåíñòâà è
ïðèìåíèì (4.25). Òîãäà

|Re ζ|‖Vε‖2L2(O) 6 εc(ϕ)3‖F‖L2(O)

×
(
C7‖(gε)1/2b(D)Vε‖L2(O) + C8|ζ|1/2‖Vε‖L2(O)

)
.

(4.28)

Ñêëàäûâàÿ (4.26) è (4.28), âûâîäèì íåðàâåíñòâî, àíàëîãè÷íîå (4.27). Â
èòîãå ïðè âñåõ ðàññìàòðèâàåìûõ çíà÷åíèÿõ ζ ïîëó÷àåì

‖Vε‖2L2(O) 64ε|ζ|−1c(ϕ)4C7‖F‖L2(O)‖(gε)1/2b(D)Vε‖L2(O)

+ 4ε2|ζ|−1c(ϕ)8C2
8‖F‖2L2(O).

(4.29)

Òåïåðü èç (4.24) ïðè η = Vε, (4.25) è (4.29) âûòåêàåò îöåíêà

aD,ε[Vε,Vε]

6 9C7c(ϕ)4ε‖F‖L2(O)‖(gε)1/2b(D)Vε‖L2(O) + 9C2
8c(ϕ)8ε2‖F‖2L2(O).
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Îòñþäà âûâîäèì íåðàâåíñòâî

aD,ε[Vε,Vε] 6 Č2
5c(ϕ)8ε2‖F‖2L2(O), (4.30)

ãäå Č2
5 = 18C2

8 + 81C2
7 . Èç (4.30) ñ ó÷åòîì (3.1) âûòåêàåò îöåíêà (4.22)

ñ ïîñòîÿííîé C5 = Č5c
−1/2
0 . Íàêîíåö, èç (4.29) è (4.30) ñëåäóåò (4.23) ñ

ïîñòîÿííîé C6 = 2
(
C7Č5 + C2

8

)1/2
. •

Âûâîäû. 1) Èç îöåíîê (4.22) è (4.23) ñëåäóåò, ÷òî

‖D(uε − vε)‖L2(O) 6 C5c(ϕ)4ε‖F‖L2(O) + ‖Dwε‖L2(O), ε > 0, (4.31)

‖uε − vε‖L2(O) 6 C6c(ϕ)4|ζ|−1/2ε‖F‖L2(O) + ‖wε‖L2(O), ε > 0. (4.32)

Ïîýòîìó äëÿ äîêàçàòåëüñòâà òåîðåìû 4.3 äîñòàòî÷íî îöåíèòü íàäëåæà-
ùèì îáðàçîì íîðìó ‖wε‖H1(O).
2) Çàìåòèì, ÷òî ðàçíîñòü vε−u0 = ε(ΛεSεb(D)ũ0)|O ìîæíî îöåíèòü ñ

ïîìîùüþ (1.4), (1.19) è (4.12):

‖vε − u0‖L2(O) 6 ‖ṽε − ũ0‖L2(Rd) 6 C9c(ϕ)|ζ|−1/2ε‖F‖L2(O), (4.33)

ãäå C9 = M1α
1/2
1 C

(1)
O (C0 + 1). Èç (4.32) è (4.33) âûòåêàåò îöåíêà

‖uε−u0‖L2(O) 6 (C6+C9)c(ϕ)4|ζ|−1/2ε‖F‖L2(O)+‖wε‖L2(O), ε > 0. (4.34)

Ïîýòîìó äëÿ äîêàçàòåëüñòâà òåîðåìû 4.2 íóæíî îöåíèòü íàäëåæàùèì
îáðàçîì íîðìó ‖wε‖L2(O).

�5. Îöåíêè ïîïðàâêè. Äîêàçàòåëüñòâî òåîðåì 4.2 è 4.3

Ñíà÷àëà ìû îöåíèì H1-íîðìó ïîïðàâêè wε è çàâåðøèì äîêàçàòåëü-
ñòâî òåîðåìû 4.3. Çàòåì, èñïîëüçóÿ óæå äîêàçàííóþ òåîðåìó 4.3 è ñîîá-
ðàæåíèÿ äâîéñòâåííîñòè, ìû îöåíèì L2-íîðìó ïîïðàâêè wε è äîêàæåì
òåîðåìó 4.2.

5.1. Ëîêàëèçàöèÿ âáëèçè ãðàíèöû. Ïóñòü ÷èñëî ε0 ∈ (0, 1] âûáðàíî â
ñîîòâåòñòâèè ñ óñëîâèåì 4.1. Áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî 0 < ε 6 ε0. Ôèêñèðóåì
ãëàäêóþ ñðåçêó θε(x) â Rd, ñîñðåäîòî÷åííóþ â ε-îêðåñòíîñòè ãðàíèöû
∂O, òàêóþ, ÷òî

θε ∈ C∞0 (Rd), supp θε ⊂ (∂O)ε, 0 6 θε(x) 6 1,

θε(x) = 1 ïðè x ∈ ∂O; ε|∇θε(x)| 6 κ = Const.
(5.1)

Ïîñòîÿííàÿ κ çàâèñèò òîëüêî îò îáëàñòè O. Ðàññìîòðèì â Rd ôóíêöèþ
φε(x) = εθε(x)Λε(x)(Sεb(D)ũ0)(x). (5.2)

Ëåììà 5.1. Ïóñòü wε � ðåøåíèå çàäà÷è (4.20), à φε � ôóíêöèÿ (5.2).
Òîãäà ïðè 0 < ε 6 ε0 è ζ ∈ C \ R+, |ζ| > 1, ñïðàâåäëèâà îöåíêà

‖wε‖H1(O) 6 c(ϕ)
(
C10|ζ|1/2‖φε‖L2(O) + C11‖Dφε‖L2(O)

)
. (5.3)

Ïîñòîÿííûå C10, C11 çàâèñÿò îò d, m, α0, α1, ‖g‖L∞ , ‖g−1‖L∞ , îò ïà-

ðàìåòðîâ ðåø¼òêè Γ è îò îáëàñòè O.



29

Äîêàçàòåëüñòâî. Â ñèëó (4.20), (5.1) è (5.2) èìååì wε|∂O = φε|∂O. Ñ
ó÷åòîì (4.21) ôóíêöèÿ wε − φε ∈ H1

0 (O;Cn) óäîâëåòâîðÿåò òîæäåñòâó

(gεb(D)(wε − φε), b(D)η)L2(O) − ζ(wε − φε,η)L2(O)

= −(gεb(D)φε, b(D)η)L2(O) + ζ(φε,η)L2(O), η ∈ H1
0 (O;Cn).

(5.4)

Ïîäñòàâèì η = wε−φε â (5.4) è âîçüìåì ìíèìóþ ÷àñòü îò ïîëó÷åííîãî
ðàâåíñòâà. Òîãäà ñ ó÷åòîì (1.2) è (1.5) èìååì

|Im ζ|‖wε − φε‖2L2(O) 6 C12‖Dφε‖L2(O)‖(gε)1/2b(D)(wε − φε)‖L2(O)

+ |ζ|‖φε‖L2(O)‖wε − φε‖L2(O),
(5.5)

ãäå C12 = ‖g‖1/2L∞
(dα1)1/2. Ïðè Re ζ > 0 (à òîãäà Im ζ 6= 0) îòñþäà âûâîäèì

íåðàâåíñòâî

‖wε − φε‖2L2(O) 6 2C12c(ϕ)|ζ|−1‖Dφε‖L2(O)‖(gε)1/2b(D)(wε − φε)‖L2(O)

+ c(ϕ)2‖φε‖2L2(O).

(5.6)
Åñëè Re ζ < 0, òî âîçüìåì âåùåñòâåííóþ ÷àñòü ïîëó÷åííîãî ðàâåíñòâà è
íàõîäèì

|Re ζ|‖wε − φε‖2L2(O) 6 C12‖Dφε‖L2(O)‖(gε)1/2b(D)(wε − φε)‖L2(O)

+ |ζ|‖φε‖L2(O)‖wε − φε‖L2(O).
(5.7)

Ñêëàäûâàÿ (5.5) è (5.7), âûâîäèì íåðàâåíñòâî, àíàëîãè÷íîå (5.6). Â èòîãå
ïðè âñåõ ðàññìàòðèâàåìûõ çíà÷åíèÿõ ζ ïîëó÷àåì

‖wε − φε‖2L2(O) 6 4C12c(ϕ)|ζ|−1‖Dφε‖L2(O)‖(gε)1/2b(D)(wε − φε)‖L2(O)

+ 4c(ϕ)2‖φε‖2L2(O).

(5.8)
Òåïåðü èç (5.4) ïðè η = wε − φε è (5.8) âûòåêàåò, ÷òî

aD,ε[wε − φε,wε − φε]

6 9c(ϕ)2|ζ|‖φε‖2L2(O) + 9C12c(ϕ)‖Dφε‖L2(O)‖(gε)1/2b(D)(wε − φε)‖L2(O).

Îòñþäà âûâîäèì íåðàâåíñòâî

aD,ε[wε − φε,wε − φε] 6 18c(ϕ)2|ζ|‖φε‖2L2(O) + 81C2
12c(ϕ)2‖Dφε‖2L2(O).

(5.9)
Èç (5.9) ñ ó÷åòîì (3.1) ñëåäóåò, ÷òî

‖D(wε − φε)‖L2(O) 6 c(ϕ)
(
Č10|ζ|1/2‖φε‖L2(O) + Č11‖Dφε‖L2(O)

)
, (5.10)

ãäå Č10 =
√

18c
−1/2
0 , Č11 = 9c

−1/2
0 C12. Äàëåå, èç (5.8) è (5.9) âèäíî, ÷òî

‖wε − φε‖L2(O) 6 c(ϕ)
(√

22‖φε‖L2(O) +
√

85 C12|ζ|−1/2‖Dφε‖L2(O)

)
.

(5.11)
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Ñ ó÷åòîì óñëîâèÿ |ζ| > 1 ñîîòíîøåíèÿ (5.10), (5.11) âëåêóò èñêîìîå íåðà-
âåíñòâî (5.3) ñ ïîñòîÿííûìè C10 = Č10 +

√
22 + 1, C11 = Č11 +

√
85C12 + 1.

•
5.2. Îöåíêà ôóíêöèè φε.
Ëåììà 5.2. Ïóñòü ÷èñëî ε1 óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ 4.1. Ïóñòü φε �
ôóíêöèÿ (5.2). Ïðè 0 < ε 6 ε1 è ζ ∈ C \R+, |ζ| > 1, ñïðàâåäëèâû îöåíêè

‖φε‖L2(O) 6 C13c(ϕ)|ζ|−1/2ε‖F‖L2(O), (5.12)

‖Dφε‖L2(O) 6 c(ϕ)
(
C14|ζ|−1/4ε1/2 + C15ε

)
‖F‖L2(O). (5.13)

Ïîñòîÿííûå C13, C14, C15 çàâèñÿò îò d, m, α0, α1, ‖g‖L∞ , ‖g−1‖L∞ , îò
ïàðàìåòðîâ ðåø¼òêè Γ è îò îáëàñòè O.
Äîêàçàòåëüñòâî. Ñ÷èòàåì, ÷òî 0 < ε 6 ε1. Íà÷íåì ñ îöåíêè L2-íîðìû
ôóíêöèè (5.2). Èç (1.4), (1.19), (4.12) è (5.1) âûòåêàåò îöåíêà (5.12) ñ

ïîñòîÿííîé C13 = M1α
1/2
1 C

(1)
O (C0 + 1).

Òåïåðü ðàññìîòðèì ïðîèçâîäíûå

∂jφε =ε(∂jθε)Λ
εSεb(D)ũ0 + θε(∂jΛ)εSεb(D)ũ0

+ εθεΛ
εSεb(D)∂jũ0, j = 1, . . . , d.

Ñëåäîâàòåëüíî,

‖Dφε‖2L2(O) 6 3ε2‖(∇θε)ΛεSεb(D)ũ0‖2L2(Rd)+

+ 3‖θε(DΛ)εSεb(D)ũ0‖2L2(Rd) + 3ε2
d∑
j=1

‖θεΛεSεb(D)∂jũ0‖2L2(Rd).

(5.14)
Îáîçíà÷èì ñëàãàåìûå â ïðàâîé ÷àñòè (5.14) ÷åðåç J1(ε), J2(ε), J3(ε) ñî-
îòâåòñòâåííî.
Â ñèëó (5.1) è ëåììû 3.4 èìååì:

J1(ε) 6 3κ2

∫
(∂O)ε

|ΛεSεb(D)ũ0|2 dx

6 3κ2β∗ε|Ω|−1‖Λ‖2L2(Ω)‖b(D)ũ0‖H1(Rd)‖b(D)ũ0‖L2(Rd).

Ñ ó÷åòîì (1.4), (1.11), (4.12) è (4.13) ýòî ïðèâîäèò ê îöåíêå

J1(ε) 6 γ1c(ϕ)2|ζ|−1/2ε‖F‖2L2(O), (5.15)

ãäå γ1 = 3κ2β∗M
2
1α1C

(2)
O ĉC

(1)
O (C0+1). Àíàëîãè÷íî îöåíèâàåì âòîðîé ÷ëåí

â (5.14):

J2(ε) 6 3

∫
(∂O)ε

|(DΛ)εSεb(D)ũ0|2 dx

6 3β∗ε|Ω|−1‖DΛ‖2L2(Ω)‖b(D)ũ0‖H1(Rd)‖b(D)ũ0‖L2(Rd).

Èñïîëüçóÿ (1.4), (1.10), (4.12) è (4.13), îòñþäà âûâîäèì, ÷òî

J2(ε) 6 γ2c(ϕ)2|ζ|−1/2ε‖F‖2L2(O), (5.16)
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ãäå γ2 = 3β∗M
2
2α1C

(2)
O ĉC

(1)
O (C0 + 1). Òðåòèé ÷ëåí â (5.14) îöåíèâàåòñÿ ñ

ïîìîùüþ (1.4), (1.19), (4.13) è (5.1):

J3(ε) 6 γ3c(ϕ)2ε2‖F‖2L2(O), (5.17)

ãäå γ3 = 3M2
1α1(C

(2)
O ĉ)2. Òåïåðü èç (5.14)�(5.17) âûòåêàåò (5.13) ñ ïîñòî-

ÿííûìè C14 = (γ1 + γ2)1/2, C15 = γ
1/2
3 . •

5.3. Çàâåðøåíèå äîêàçàòåëüñòâà òåîðåìû 4.3. Èç ëåìì 5.1 è 5.2
ñëåäóåò íåðàâåíñòâî

‖wε‖H1(O) 6 c(ϕ)2
(
C16|ζ|−1/4ε1/2 + C17ε

)
‖F‖L2(O), 0 < ε 6 ε1,

ãäå C16 = C11C14, C17 = C10C13 + C11C15. Âìåñòå ñ (4.31), (4.32) ýòî âëå÷åò
èñêîìóþ îöåíêó (4.8) ñ ïîñòîÿííûìè C2 =

√
2C16, C3 = C5 + C6 +

√
2C17.

Îñòàåòñÿ ïðîâåðèòü (4.10). Èç (4.8) ñ ó÷åòîì (1.2) è (1.5) ñëåäóåò, ÷òî

‖pε − gεb(D)vε‖L2(O)

6 ‖g‖L∞(dα1)1/2
(
C2c(ϕ)2|ζ|−1/4ε1/2 + C3c(ϕ)4ε

)
‖F‖L2(O).

(5.18)

Èìååì:
gεb(D)vε = gεb(D)u0 + gε(b(D)Λ)εSεb(D)ũ0

+ ε
d∑
l=1

gεblΛ
εSεb(D)Dlũ0.

(5.19)

Òðåòèé ÷ëåí â (5.19) îöåíèì ñ ïîìîùüþ (1.4), (1.5) è (1.19):∥∥∥∥∥ε
d∑
l=1

gεblΛ
εSεb(D)Dlũ0

∥∥∥∥∥
L2(O)

6 C′ε‖ũ0‖H2(Rd), (5.20)

ãäå C′ = ‖g‖L∞α1d
1/2M1. Çàìåòèì, ÷òî â ñèëó ïðåäëîæåíèÿ 1.4 è (1.4)

âûïîëíåíî

‖gε(I − Sε)b(D)ũ0‖L2(O) 6 C′′ε‖ũ0‖H2(Rd), (5.21)

ãäå C′′ = ‖g‖L∞r1α
1/2
1 . Èç (5.19)�(5.21) ñ ó÷åòîì (1.9) è (4.13) âûòåêàåò,

÷òî

‖gεb(D)vε − g̃εSεb(D)ũ0‖L2(O) 6 C18c(ϕ)ε‖F‖L2(O), (5.22)

ãäå C18 = (C′ + C′′)C(2)
O ĉ.

Òåïåðü íåðàâåíñòâà (5.18) è (5.22) âëåêóò îöåíêó (4.10) ñ ïîñòîÿííûìè

C̃2 = ‖g‖L∞(dα1)1/2C2, C̃3 = ‖g‖L∞(dα1)1/2C3 + C18. •
5.4. Äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû 4.2.

Ëåììà 5.3. Ïóñòü wε � ðåøåíèå çàäà÷è (4.20). Ïóñòü ÷èñëî ε1 ïîä÷è-

íåíî óñëîâèþ 4.1. Òîãäà ïðè 0 < ε 6 ε1 è ζ ∈ C\R+, |ζ| > 1, ñïðàâåäëèâà
îöåíêà

‖wε‖L2(O) 6 c(ϕ)5
(
C19|ζ|−1/2ε+ C20ε

2
)
‖F‖L2(O). (5.23)
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Ïîñòîÿííûå C19 è C20 çàâèñÿò îò d, m, α0, α1, ‖g‖L∞ , ‖g−1‖L∞ , îò
ïàðàìåòðîâ ðåø¼òêè Γ è îò îáëàñòè O.
Äîêàçàòåëüñòâî. Ñ÷èòàåì, ÷òî 0 < ε 6 ε1. Ðàññìîòðèì òîæäåñòâî (5.4)
è â êà÷åñòâå ïðîáíîé ôóíêöèè η âîçüìåì ηε = (AD,ε − ζI)−1Φ, ãäå Φ ∈
L2(O;Cn). Òîãäà ëåâàÿ ÷àñòü â (5.4) ïðåîáðàçóåòñÿ ê âèäó

(gεb(D)(wε −φε), b(D)ηε)L2(O) − ζ(wε −φε,ηε)L2(O) = (wε −φε,Φ)L2(O).

Ñëåäîâàòåëüíî,

(wε − φε,Φ)L2(O) = −(gεb(D)φε, b(D)ηε)L2(O) + ζ(φε,ηε)L2(O). (5.24)

Äëÿ àïïðîêñèìàöèè ôóíêöèè ηε â H
1(O;Cn) ïðèìåíèì óæå äîêàçàííóþ

òåîðåìó 4.3. Ïîëîæèì η0 = (A0
D − ζI)−1Φ, η̃0 = POη0. Ïðèáëèæåíèåì

ôóíêöèè ηε ñëóæèò ôóíêöèÿ η0+εΛεSεb(D)η̃0. Ïåðåïèøåì (5.24) â âèäå

(wε − φε,Φ)L2(O) = − (gεb(D)φε, b(D)(ηε − η0 − εΛεSεb(D)η̃0))L2(O)

− (gεb(D)φε, b(D)η0)L2(O) − (gεb(D)φε, b(D)(εΛεSεb(D)η̃0))L2(O)

+ ζ(φε,ηε)L2(O).
(5.25)

Îáîçíà÷èì ïîñëåäîâàòåëüíûå ñëàãàåìûå â ïðàâîé ÷àñòè (5.25) ÷åðåç
Ij(ε), j = 1, 2, 3, 4.
Ïðîùå âñåãî îöåíèòü ÷åòâåðòûé ÷ëåí â (5.25), èñïîëüçóÿ ëåììó 3.1 è

(5.12):

|I4(ε)| 6 |ζ|‖φε‖L2(O)‖ηε‖L2(O) 6 C13c(ϕ)2|ζ|−1/2ε‖F‖L2(O)‖Φ‖L2(O).
(5.26)

Îöåíèì ïåðâûé ÷ëåí â (5.25). Ñ ó÷åòîì (1.2) è (1.5) èìååì:

|I1(ε)| 6 ‖g‖L∞dα1‖Dφε‖L2(O)‖D(ηε − η0 − εΛεSεb(D)η̃0)‖L2(O).

Ïðèìåíÿÿ òåîðåìó 4.3 è (5.13), ïðèõîäèì ê îöåíêå

|I1(ε)| 6 ‖g‖L∞dα1c(ϕ)
(
C14|ζ|−1/4ε1/2 + C15ε

)
×
(
C2c(ϕ)2|ζ|−1/4ε1/2 + C3c(ϕ)4ε

)
‖F‖L2(O)‖Φ‖L2(O).

Ñëåäîâàòåëüíî,

|I1(ε)| 6 c(ϕ)5
(
γ̌1|ζ|−1/2ε+ γ̌2ε

2
)
‖F‖L2(O)‖Φ‖L2(O), (5.27)

ãäå γ̌1 = ‖g‖L∞dα1 (C2C14 + C2C15 + C3C14), γ̌2 =
‖g‖L∞dα1 (C3C14 + C3C15 + C2C15).
×òîáû îöåíèòü âòîðîé ÷ëåí â (5.25), âñïîìíèì, ÷òî ôóíêöèÿ φε ñîñðå-

äîòî÷åíà â ε-îêðåñòíîñòè ãðàíèöû, è ïðèìåíèì ëåììó 3.3(1◦). Ñ ó÷åòîì
(1.2) è (1.5) èìååì:

|I2(ε)| 6 ‖g‖L∞(dα1)1/2‖Dφε‖L2(O)

(∫
Bε

|b(D)η0|2 dx
)1/2

6 ‖g‖L∞(dα1)1/2‖Dφε‖L2(O)β
1/2ε1/2‖b(D)η0‖

1/2
H1(O)

‖b(D)η0‖
1/2
L2(O).
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Âìåñòå ñ ëåììîé 3.2 è (5.13) ýòî âëå÷åò

|I2(ε)| 6 ‖g‖L∞dα1c(ϕ)
(
C14|ζ|−1/4ε1/2 + C15ε

)
× β1/2ε1/2(ĉc(ϕ))1/2(C0c(ϕ)|ζ|−1/2)1/2‖F‖L2(O)‖Φ‖L2(O).

Ñëåäîâàòåëüíî,

|I2(ε)| 6 c(ϕ)2
(
γ̌3|ζ|−1/2ε+ γ̌4ε

2
)
‖F‖L2(O)‖Φ‖L2(O), (5.28)

ãäå γ̌3 = ‖g‖L∞dα1(βĉ C0)1/2(C14 + C15), γ̌4 = ‖g‖L∞dα1(βĉ C0)1/2C15.
Îñòàëîñü îöåíèòü òðåòèé ÷ëåí â (5.25). Ñ ó÷åòîì (1.2) èìååì:

I3(ε) = I(1)
3 (ε) + I(2)

3 (ε), (5.29)

I(1)
3 (ε) = − (gεb(D)φε, (b(D)Λ)εSεb(D)η̃0)L2(O) , (5.30)

I(2)
3 (ε) = −

(
gεb(D)φε, ε

d∑
l=1

blΛ
εSεb(D)Dlη̃0

)
L2(O)

. (5.31)

×ëåí (5.30) îöåíèì ñ ïîìîùüþ (1.2), (1.5) è ëåììû 3.4:

|I(1)
3 (ε)| 6 ‖g‖L∞(dα1)1/2‖Dφε‖L2(O)

(∫
(∂O)ε

|(b(D)Λ)εSεb(D)η̃0|2 dx

)1/2

6 ‖g‖L∞(dα1)1/2‖Dφε‖L2(O)

×
(
β∗ε|Ω|−1‖b(D)Λ‖2L2(Ω)‖b(D)η̃0‖H1(Rd)‖b(D)η̃0‖L2(Rd)

)1/2
.

(5.32)
Àíàëîãè÷íî (4.12), (4.13) èìååì:

‖η̃0‖H1(Rd) 6 C
(1)
O (C0 + 1)c(ϕ)|ζ|−1/2‖Φ‖L2(O), (5.33)

‖η̃0‖H2(Rd) 6 C
(2)
O ĉc(ϕ)‖Φ‖L2(O). (5.34)

Èç (5.32)�(5.34) ñ ó÷åòîì (1.10) è (5.13) âûòåêàåò îöåíêà

|I(1)
3 (ε)| 6 ‖g‖L∞dα

3/2
1 M2c(ϕ)

(
C14|ζ|−1/4ε1/2 + C15ε

)
× β1/2

∗ ε1/2(C
(2)
O ĉc(ϕ))1/2(C

(1)
O (C0 + 1)c(ϕ)|ζ|−1/2)1/2‖F‖L2(O)‖Φ‖L2(O).

Ñëåäîâàòåëüíî,

|I(1)
3 (ε)| 6 c(ϕ)2

(
γ̌5|ζ|−1/2ε+ γ̌6ε

2
)
‖F‖L2(O)‖Φ‖L2(O), (5.35)

ãäå γ̌5 = ‖g‖L∞dα
3/2
1 M2(β∗C

(2)
O ĉ C

(1)
O (C0 + 1))1/2(C14 + C15), γ̌6 =

‖g‖L∞dα
3/2
1 M2(β∗C

(2)
O ĉ C

(1)
O (C0 + 1))1/2C15.

Íàêîíåö, ÷ëåí (5.31) îöåíèâàåòñÿ ñ ïîìîùüþ (1.2), (1.4), (1.5) è (1.19):

|I(2)
3 (ε)| 6 ε‖g‖L∞dα

3/2
1 M1‖Dφε‖L2(O)‖η̃0‖H2(Rd).
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Îòñþäà ñ ó÷åòîì (5.13) è (5.34) ïîëó÷àåì

|I(2)
3 (ε)| 6 c(ϕ)2

(
γ̌7|ζ|−1/2ε+ γ̌8ε

2
)
‖F‖L2(O)‖Φ‖L2(O), (5.36)

ãäå γ̌7 = ‖g‖L∞dα
3/2
1 M1C

(2)
O ĉ C14, γ̌8 = ‖g‖L∞dα

3/2
1 M1C

(2)
O ĉ(C14 + C15).

Â èòîãå ñîîòíîøåíèÿ (5.25)�(5.29), (5.35) è (5.36) âëåêóò îöåíêó

|(wε − φε,Φ)L2(O)| 6 c(ϕ)5
(
γ̃|ζ|−1/2ε+ γ̂ε2

)
‖F‖L2(O)‖Φ‖L2(O)

ïðè ëþáîì Φ ∈ L2(O;Cn), ãäå γ̃ = C13+γ̌1+γ̌3+γ̌5+γ̌7, γ̂ = γ̌2+γ̌4+γ̌6+γ̌8.
Ñëåäîâàòåëüíî,

‖wε − φε‖L2(O) 6 c(ϕ)5
(
γ̃|ζ|−1/2ε+ γ̂ε2

)
‖F‖L2(O). (5.37)

Òåïåðü èñêîìàÿ îöåíêà (5.23) ïðÿìî âûòåêàåò èç (5.37) è (5.12); ïðè ýòîì
C19 = γ̃ + C13, C20 = γ̂. •
Çàâåðøåíèå äîêàçàòåëüñòâà òåîðåìû 4.2. Â ñèëó (4.34) è (5.23) ïðè
0 < ε 6 ε1 ñïðàâåäëèâà îöåíêà

‖uε − u0‖L2(O) 6 (C6 + C9)c(ϕ)4|ζ|−1/2ε‖F‖L2(O)

+ c(ϕ)5
(
C19|ζ|−1/2ε+ C20ε

2
)
‖F‖L2(O).

Îòñþäà ïðÿìî âûòåêàåò èñêîìàÿ îöåíêà (4.1) ñ ïîñòîÿííîé C1 =
max{C6 + C9 + C19; C20}. •

�6. Ðåçóëüòàòû äëÿ çàäà÷è Äèðèõëå: ñëó÷àé Λ ∈ L∞,
ñïåöèàëüíûå ñëó÷àè

6.1. Ñëó÷àé Λ ∈ L∞. Êàê è äëÿ çàäà÷è â Rd (ñì. ï. 2.3), ïðè äîïîëíè-
òåëüíîì óñëîâèè 2.8 ìîæíî óñòðàíèòü ñãëàæèâàþùèé îïåðàòîð â êîð-
ðåêòîðå, ò. å. âìåñòî êîððåêòîðà (4.4) ìîæíî èñïîëüçîâàòü áîëåå ïðîñòîé
îïåðàòîð

K0
D(ε; ζ) = [Λε]b(D)(A0

D − ζI)−1. (6.1)

Èñïîëüçóÿ ïðåäëîæåíèå 2.9, íåòðóäíî óáåäèòüñÿ, ÷òî ïðè óñëîâèè 2.8
îïåðàòîð (6.1) íåïðåðûâíî îòîáðàæàåò L2(O;Cn) â H1(O;Cn). Âìåñòî
(4.7) ñåé÷àñ èñïîëüçóåì äðóãîå ïðèáëèæåíèå ê ðåøåíèþ uε çàäà÷è (3.3):

v̌ε := (A0
D − ζI)−1F + εK0

D(ε; ζ)F = u0 + εΛεb(D)u0. (6.2)

Òåîðåìà 6.1. Ïóñòü âûïîëíåíû óñëîâèÿ òåîðåìû 4.2 è óñëîâèå 2.8.
Ïóñòü ôóíêöèÿ v̌ε îïðåäåëåíà â (6.2). Òîãäà ïðè 0 < ε 6 ε1 ñïðàâåäëèâà

îöåíêà

‖uε − v̌ε‖H1(O) 6
(
C2c(ϕ)2|ζ|−1/4ε1/2 + C◦3c(ϕ)4ε

)
‖F‖L2(O). (6.3)

Â îïåðàòîðíûõ òåðìèíàõ,

‖(AD,ε − ζI)−1 − (A0
D − ζI)−1 − εK0

D(ε; ζ)‖L2(O)→H1(O)

6 C2c(ϕ)2|ζ|−1/4ε1/2 + C◦3c(ϕ)4ε.
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Äëÿ ïîòîêà pε := gεb(D)uε ïðè 0 < ε 6 ε1 ñïðàâåäëèâà àïïðîêñèìàöèÿ

‖pε − g̃εb(D)u0‖L2(O) 6
(
C̃2c(ϕ)2|ζ|−1/4ε1/2 + C̃◦3c(ϕ)4ε

)
‖F‖L2(O). (6.4)

Ïîñòîÿííûå C2, C̃2 � òå æå, ÷òî è â òåîðåìå 4.3. Ïîñòîÿííûå C◦3 , C̃◦3
çàâèñÿò îò d, m, α0, α1, ‖g‖L∞ , ‖g−1‖L∞ , îò ïàðàìåòðîâ ðåø¼òêè Γ,
îò îáëàñòè O è îò íîðìû ‖Λ‖L∞ .
Äîêàçàòåëüñòâî. ×òîáû âûâåñòè (6.3) èç (4.8), äîñòàòî÷íî îöåíèòü
H1(O;Cn)-íîðìó ôóíêöèè vε − v̌ε = ε (Λε(Sε − I)b(D)ũ0) |O. Íà÷íåì ñ
îöåíêè L2-íîðìû. Ñ ó÷åòîì óñëîâèÿ 2.8 è îöåíîê (1.4), (1.18) èìååì:

‖vε−v̌ε‖L2(O) 6 ε‖Λ‖L∞‖(Sε−I)b(D)ũ0‖L2(Rd) 6 2‖Λ‖L∞α
1/2
1 ε‖ũ0‖H1(Rd).

(6.5)
Òåïåðü ðàññìîòðèì ïðîèçâîäíûå

∂j(vε − v̌ε) = ((∂jΛ)ε(Sε − I)b(D)ũ0) |O + ε (Λε(Sε − I)b(D)∂jũ0) |O,

j = 1, . . . , d. Ñëåäîâàòåëüíî,

‖D(vε − v̌ε)‖2L2(O) 6 2‖(DΛ)ε(Sε − I)b(D)ũ0‖2L2(Rd)

+ 2ε2
d∑
j=1

‖Λε(Sε − I)b(D)∂jũ0‖2L2(Rd).
(6.6)

Ñ ó÷åòîì ïðåäëîæåíèÿ 2.9 ýòî âëå÷åò

‖D(vε − v̌ε)‖2L2(O) 6 2β1‖(Sε − I)b(D)ũ0‖2L2(Rd)

+ 2ε2‖Λ‖2L∞(β2 + 1)
d∑
j=1

‖(Sε − I)b(D)∂jũ0‖2L2(Rd).
(6.7)

Äëÿ îöåíêè ïåðâîãî ÷ëåíà ñïðàâà ïðèìåíèì ïðåäëîæåíèå 1.4, à âòîðîé
÷ëåí îöåíèì ñ ïîìîùüþ (1.18). Ó÷èòûâàÿ òàêæå (1.4), ïðèõîäèì ê íåðà-
âåíñòâó

‖D(vε − v̌ε)‖L2(O) 6 C21ε‖ũ0‖H2(Rd), (6.8)

ãäå C21 = α
1/2
1 (2β1r

2
1+8(β2+1)‖Λ‖2L∞)1/2. Â èòîãå èç (6.5) è (6.8) ïîëó÷àåì

‖vε − v̌ε‖H1(O) 6 C′′′ε‖ũ0‖H2(Rd), (6.9)

ãäå C′′′ = α
1/2
1 (2β1r

2
1+(8β2+12)‖Λ‖2L∞)1/2. Òåïåðü èç (4.8) è (6.9) ñ ó÷åòîì

(4.13) âûòåêàåò èñêîìàÿ îöåíêà (6.3) ñ ïîñòîÿííîé C◦3 = C3 + C′′′C(2)
O ĉ.

Îñòàåòñÿ ïðîâåðèòü (6.4). Èç (6.3) ñ ó÷åòîì (1.2) è (1.5) ñëåäóåò, ÷òî

‖pε − gεb(D)v̌ε‖L2(O)

6 ‖g‖L∞(dα1)1/2
(
C2c(ϕ)2|ζ|−1/4ε1/2 + C◦3c(ϕ)4ε

)
‖F‖L2(O)

(6.10)
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ïðè 0 < ε 6 ε1. Èìååì:

gεb(D)v̌ε = gεb(D)u0 + gε(b(D)Λ)εb(D)u0

+ ε

d∑
l=1

gεblΛ
εb(D)Dlu0.

(6.11)

Òðåòèé ÷ëåí â (6.11) îöåíèì ñ ïîìîùüþ (1.2) è (1.5):∥∥∥∥∥ε
d∑
l=1

gεblΛ
εb(D)Dlu0

∥∥∥∥∥
L2(O)

6 C̃′ε‖u0‖H2(O), (6.12)

ãäå C̃′ = ‖g‖L∞α1d‖Λ‖L∞ . Èç (6.11), (6.12) ñ ó÷åòîì (1.9) âûòåêàåò, ÷òî

‖gεb(D)v̌ε − g̃εb(D)u0‖L2(O) 6 C̃′ε‖u0‖H2(O). (6.13)

Òåïåðü íåðàâåíñòâà (6.10) è (6.13) ñ ó÷åòîì (3.11) âëåêóò îöåíêó (6.4) ñ

ïîñòîÿííîé C̃◦3 = ‖g‖L∞(dα1)1/2C◦3 + C̃′ĉ. •
6.2. Ñëó÷àé íóëåâîãî êîððåêòîðà. Ñëåäóþùåå óòâåðæäåíèå âûòåêà-
åò èç òåîðåìû 4.3, ïðåäëîæåíèÿ 1.2 è óðàâíåíèÿ (1.7). (Ñð. ïðåäëîæåíèå
2.7.)

Ïðåäëîæåíèå 6.2. Ïóñòü âûïîëíåíû óñëîâèÿ òåîðåìû 4.3. Åñëè g0 =
g, ò. å. âûïîëíåíû ñîîòíîøåíèÿ (1.13), òî Λ = 0 è vε = u0. Òîãäà ïðè

0 < ε 6 ε1 ñïðàâåäëèâà îöåíêà

‖uε − u0‖H1(O) 6
(
C2c(ϕ)2|ζ|−1/4ε1/2 + C3c(ϕ)4ε

)
‖F‖L2(O).

6.3. Ñëó÷àé g0 = g. Êàê óæå îòìå÷àëîñü (ñì. ï. 2.3), ïðè óñëîâèè

g0 = g ìàòðèöà (1.9) ïîñòîÿííà: g̃(x) = g0 = g. Êðîìå òîãî, â ýòîì ñëó÷àå
âûïîëíåíî óñëîâèå 2.8 (ñì. ïðåäëîæåíèå 2.12). Ïðèìåíÿÿ óòâåðæäåíèå
òåîðåìû 6.1 îòíîñèòåëüíî ïîòîêîâ, ïðèõîäèì ê ñëåäóþùåìó ðåçóëüòàòó.

Ïðåäëîæåíèå 6.3. Ïóñòü âûïîëíåíû óñëîâèÿ òåîðåìû 4.3. Åñëè g0 =
g, ò. å. ñïðàâåäëèâû ïðåäñòàâëåíèÿ (1.14), òî ïðè 0 < ε 6 ε1 ñïðàâåä-

ëèâà îöåíêà

‖pε − g0b(D)u0‖L2(O) 6
(
C̃2c(ϕ)2|ζ|−1/4ε1/2 + C̃◦3c(ϕ)4ε

)
‖F‖L2(O).

�7. Àïïðîêñèìàöèÿ ðåøåíèé çàäà÷è Äèðèõëå

â ñòðîãî âíóòðåííåé ïîäîáëàñòè

7.1. Îáùèé ñëó÷àé. Èñïîëüçóÿ òåîðåìó 4.2 è ðåçóëüòàòû äëÿ çàäà÷è
óñðåäíåíèÿ â Rd, íåòðóäíî óëó÷øèòü H1-îöåíêè ïîãðåøíîñòè â ñòðîãî
âíóòðåííåé ïîäîáëàñòè O′ îáëàñòè O.
Òåîðåìà 7.1. Ïóñòü âûïîëíåíû óñëîâèÿ òåîðåìû 4.3. Ïóñòü O′ �
ñòðîãî âíóòðåííÿÿ ïîäîáëàñòü îáëàñòè O. Ââåäåì îáîçíà÷åíèå δ :=
dist {O′; ∂O}. Òîãäà ïðè 0 < ε 6 ε1 ñïðàâåäëèâà îöåíêà

‖uε − vε‖H1(O′) 6 (C′22δ
−1 + C′′22)c(ϕ)6ε‖F‖L2(O), (7.1)
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èëè, â îïåðàòîðíûõ òåðìèíàõ,

‖(AD,ε − ζI)−1 − (A0
D − ζI)−1 − εKD(ε; ζ)‖L2(O)→H1(O′)

6 (C′22δ
−1 + C′′22)c(ϕ)6ε.

Äëÿ ïîòîêà pε = gεb(D)uε ïðè 0 < ε 6 ε1 ñïðàâåäëèâà àïïðîêñèìàöèÿ

‖pε − g̃εSεb(D)ũ0‖L2(O′) 6 (C̃′22δ
−1 + C̃′′22)c(ϕ)6ε‖F‖L2(O). (7.2)

Ïîñòîÿííûå C′22, C′′22, C̃′22 è C̃′′22 çàâèñÿò îò d, m, α0, α1, ‖g‖L∞ , ‖g−1‖L∞ ,
îò ïàðàìåòðîâ ðåø¼òêè Γ è îò îáëàñòè O.
Äîêàçàòåëüñòâî. Ôèêñèðóåì ãëàäêóþ ñðåçêó χ(x) ñî ñëåäóþùèìè
ñâîéñòâàìè:

χ ∈ C∞0 (O), 0 6 χ(x) 6 1;

χ(x) = 1 ïðè x ∈ O′; |∇χ(x)| 6 κ′δ−1.
(7.3)

Ïîñòîÿííàÿ κ′ çàâèñèò òîëüêî îò îáëàñòè O. Ïóñòü uε � ðåøåíèå çàäà÷è
(3.3) è ũε � ðåøåíèå óðàâíåíèÿ (4.16). Òîãäà (Aε − ζ)(uε − ũε) = 0 â
îáëàñòè O. Ñëåäîâàòåëüíî, âûïîëíåíî òîæäåñòâî

(gεb(D)(uε − ũε), b(D)η)L2(O) − ζ(uε − ũε,η)L2(O) = 0, ∀η ∈ H1
0 (O;Cn).

(7.4)
Ïîäñòàâèì η = χ2(uε − ũε) â (7.4) è îáîçíà÷èì

A(ε) := (gεb(D)(χ(uε − ũε)), b(D)(χ(uε − ũε)))L2(O). (7.5)

Íåòðóäíî ïðåîáðàçîâàòü ïîëó÷åííîå òîæäåñòâî ê âèäó

A(ε)− ζ‖χ(uε − ũε)‖2L2(O) = −(gεb(D)(χ(uε − ũε)), zε)L2(O)

+ (gεzε, b(D)(χ(uε − ũε)))L2(O) + (gεzε, zε)L2(O),
(7.6)

ãäå ââåäåíî îáîçíà÷åíèå

zε :=
d∑
l=1

bl(Dlχ)(uε − ũε). (7.7)

Ïðàâàÿ ÷àñòü â (7.6) îöåíèâàåòñÿ ÷åðåç 2A(ε)1/2‖g‖1/2L∞
‖zε‖L2(O) +

‖g‖L∞‖zε‖2L2(O). Âîçüìåì ìíèìóþ ÷àñòü â (7.6). Òîãäà

|Im ζ|‖χ(uε−ũε)‖2L2(O) 6 2A(ε)1/2‖g‖1/2L∞
‖zε‖L2(O)+‖g‖L∞‖zε‖2L2(O). (7.8)

Åñëè Re ζ > 0 (à òîãäà Im ζ 6= 0), îòñþäà ïîëó÷àåì

‖χ(uε−ũε)‖2L2(O) 6 c(ϕ)|ζ|−1
(

2A(ε)1/2‖g‖1/2L∞
‖zε‖L2(O) + ‖g‖L∞‖zε‖2L2(O)

)
.

(7.9)
Åñëè Re ζ < 0, òî âîçüìåì âåùåñòâåííóþ ÷àñòü â (7.6). Òîãäà

|Re ζ|‖χ(uε − ũε)‖2L2(O) 6 2A(ε)1/2‖g‖1/2L∞
‖zε‖L2(O) + ‖g‖L∞‖zε‖2L2(O).

(7.10)
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Ñêëàäûâàÿ (7.8) è (7.10), âûâîäèì íåðàâåíñòâî, àíàëîãè÷íîå (7.9). Â èòî-
ãå ïðè âñåõ ðàññìàòðèâàåìûõ çíà÷åíèÿõ ζ ïîëó÷àåì

‖χ(uε − ũε)‖2L2(O)

6 2c(ϕ)|ζ|−1
(

2A(ε)1/2‖g‖1/2L∞
‖zε‖L2(O) + ‖g‖L∞‖zε‖2L2(O)

)
.

(7.11)

Òåïåðü èç (7.6) è (7.11) âûâîäèì îöåíêó

A(ε) 6 42c(ϕ)2‖g‖L∞‖zε‖2L2(O). (7.12)

Â ñèëó (1.5) è (7.3) ñïðàâåäëèâà îöåíêà ôóíêöèè (7.7)

‖zε‖L2(O) 6 (dα1)1/2κ′δ−1‖uε − ũε‖L2(O). (7.13)

Èç (7.5), (7.12) è (7.13) ñ ó÷åòîì (3.1) ïîëó÷àåì:

‖D(χ(uε − ũε))‖L2(O) 6 C23c(ϕ)δ−1‖uε − ũε‖L2(O), (7.14)

ãäå C23 = c
−1/2
0 ‖g‖1/2L∞

(42dα1)1/2κ′.
Â ñèëó (4.1) è (4.17) âûïîëíåíà îöåíêà

‖uε − ũε‖L2(O) 6 C24c(ϕ)5(|ζ|−1/2ε+ ε2)‖F‖L2(O), 0 < ε 6 ε1, (7.15)

ãäå C24 = C1C4 + C1. Èç (7.14) è (7.15) âûòåêàåò, ÷òî

‖D(χ(uε− ũε))‖L2(O) 6 C23C24δ
−1c(ϕ)6(|ζ|−1/2ε+ ε2)‖F‖L2(O), 0 < ε 6 ε1.

Ñëåäîâàòåëüíî,

‖uε − ũε‖H1(O′) 6 C24(C23δ
−1 + 1)c(ϕ)6(|ζ|−1/2ε+ ε2)‖F‖L2(O), 0 < ε 6 ε1.

(7.16)
Â ñèëó (4.6), (4.18) è (4.19) èìååì

‖ũε − vε‖H1(O) 6 (C2 + C3)C4c(ϕ)3ε‖F‖L2(O). (7.17)

Â èòîãå èç (7.16) è (7.17) âûòåêàåò èñêîìàÿ îöåíêà (7.1) ñ ïîñòîÿííûìè
C′22 = 2C23C24, C′′22 = 2C24 + (C2 + C3)C4.
Ïðîâåðèì íåðàâåíñòâî (7.2). Èç (7.1) ñ ó÷åòîì (1.2) è (1.5) ïîëó÷àåì:

‖pε − gεb(D)vε‖L2(O′) 6 ‖g‖L∞(dα1)1/2(C′22δ
−1 + C′′22)c(ϕ)6ε‖F‖L2(O).

Îòñþäà è èç (5.22) ñëåäóåò îöåíêà (7.2) ñ ïîñòîÿííûìè C̃′22 =

‖g‖L∞(dα1)1/2C′22, C̃′′22 = ‖g‖L∞(dα1)1/2C′′22 + C18. •
7.2. Ñëó÷àé Λ ∈ L∞. Àíàëîãè÷íûì îáðàçîì â ñëó÷àå, êîãäà âûïîëíåíî
óñëîâèå 2.8, ïîëó÷àåì ñëåäóþùèé ðåçóëüòàò.

Òåîðåìà 7.2. Ïóñòü âûïîëíåíû óñëîâèÿ òåîðåìû 6.1. Ïóñòü O′ �
ñòðîãî âíóòðåííÿÿ ïîäîáëàñòü îáëàñòè O è δ := dist {O′; ∂O}. Òîãäà
ïðè 0 < ε 6 ε1 ñïðàâåäëèâà îöåíêà

‖uε − v̌ε‖H1(O′) 6 (C′22δ
−1 + Č′′22)c(ϕ)6ε‖F‖L2(O), (7.18)

èëè, â îïåðàòîðíûõ òåðìèíàõ,

‖(AD,ε−ζI)−1−(A0
D−ζI)−1−εK0

D(ε; ζ)‖L2(O)→H1(O′) 6 (C′22δ
−1+Č′′22)c(ϕ)6ε.
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Äëÿ ïîòîêà pε = gεb(D)uε ïðè 0 < ε 6 ε1 ñïðàâåäëèâà àïïðîêñèìàöèÿ

‖pε − g̃εb(D)u0‖L2(O′) 6 (C̃′22δ
−1 + Ĉ′′22)c(ϕ)6ε‖F‖L2(O). (7.19)

Ïîñòîÿííûå C′22, C̃′22 � òå æå, ÷òî è â òåîðåìå 7.1. Ïîñòîÿííûå Č′′22 è

Ĉ′′22 çàâèñÿò îò d, m, α0, α1, ‖g‖L∞ , ‖g−1‖L∞ , îò ïàðàìåòðîâ ðåø¼òêè

Γ, îò îáëàñòè O è îò íîðìû ‖Λ‖L∞ .
Äîêàçàòåëüñòâî. Èç (7.1), (6.9) è (4.13) ñëåäóåò îöåíêà (7.18) ñ ïîñòî-

ÿííîé Č′′22 = C′′22 + C′′′C(2)
O ĉ.

Èç (7.18) âûòåêàåò, ÷òî

‖pε − gεb(D)v̌ε‖L2(O′) 6 ‖g‖L∞(dα1)1/2(C′22δ
−1 + Č′′22)c(ϕ)6ε‖F‖L2(O)

ïðè 0 < ε 6 ε1. Îòñþäà è èç (6.13), (3.11) âûòåêàåò (7.19) ñ ïîñòîÿííîé

Ĉ′′22 = ‖g‖L∞(dα1)1/2Č′′22 + C̃′ĉ. •

�8. Äðóãàÿ àïïðîêñèìàöèÿ ðåçîëüâåíòû (AD,ε − ζI)−1

8.1. Àïïðîêñèìàöèÿ ðåçîëüâåíòû (AD,ε− ζI)−1 ïðè ζ ∈ C \ [c∗,∞).
Òåîðåìû 4.2, 4.3 è 6.1 äàþò äâóïàðàìåòðè÷åñêèå îöåíêè îòíîñèòåëüíî ε
è |ζ|, ðàâíîìåðíûå â îáëàñòè {ζ ∈ C : |ζ| > 1, ϕ ∈ [ϕ0, 2π − ϕ0]} ñî ñêîëü
óãîäíî ìàëûì ϕ0 > 0.
Äëÿ ïîëíîòû èçëîæåíèÿ ïðèâåäåì åùå îäèí ðåçóëüòàò îá àïïðîêñèìà-

öèè ðåçîëüâåíòû (AD,ε − ζI)−1, ñïðàâåäëèâûé â áîëåå øèðîêîé îáëàñòè
èçìåíåíèÿ ïàðàìåòðà ζ. Ïðè îãðàíè÷åííûõ çíà÷åíèÿõ |ζ|, à òàêæå â òî÷-
êàõ ζ ñ ìàëûì ϕ èëè 2π−ϕ ýòîò ðåçóëüòàò ìîæåò áûòü ïðåäïî÷òèòåëüíåå.
Òåîðåìà 8.1. Ïóñòü ζ ∈ C \ [c∗,∞), ãäå c∗ > 0 � îáùàÿ íèæíÿÿ ãðàíü

îïåðàòîðîâ AD,ε è A0
D. Ïîëîæèì ζ−c∗ = |ζ−c∗|eiψ è ââåäåì îáîçíà÷åíèå

ρ∗(ζ) =

{
c(ψ)2|ζ − c∗|−2, |ζ − c∗| < 1,

c(ψ)2, |ζ − c∗| > 1.
(8.1)

Ïóñòü uε � ðåøåíèå çàäà÷è (3.3), u0 � ðåøåíèå çàäà÷è (3.10), vε �
ôóíêöèÿ (4.7). Ïóñòü ÷èñëî ε1 óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ 4.1. Òîãäà ïðè

0 < ε 6 ε1 ñïðàâåäëèâû îöåíêè

‖uε − u0‖L2(O) 6 C25ρ∗(ζ)ε‖F‖L2(O), (8.2)

‖uε − vε‖H1(O) 6 C26ρ∗(ζ)ε1/2‖F‖L2(O). (8.3)

Â îïåðàòîðíûõ òåðìèíàõ,

‖(AD,ε − ζI)−1 − (A0
D − ζI)−1‖L2(O)→L2(O) 6 C25ρ∗(ζ)ε, (8.4)

‖(AD,ε−ζI)−1−(A0
D−ζI)−1−εKD(ε; ζ)‖L2(O)→H1(O) 6 C26ρ∗(ζ)ε1/2. (8.5)

Äëÿ ïîòîêà pε = gεb(D)uε ñïðàâåäëèâà àïïðîêñèìàöèÿ

‖pε − g̃εSεb(D)ũ0‖L2(O) 6 C27ρ∗(ζ)ε1/2‖F‖L2(O), 0 < ε 6 ε1. (8.6)

Ïîñòîÿííûå C25, C26, C27 çàâèñÿò îò d, m, α0, α1, ‖g‖L∞ , ‖g−1‖L∞ , îò
ïàðàìåòðîâ ðåø¼òêè Γ è îò îáëàñòè O.
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Çàìå÷àíèå 8.2. 1) Âåëè÷èíà c(ψ)2|ζ−c∗|−2 èç (8.1) åñòü íè ÷òî èíîå, êàê
âåëè÷èíà, îáðàòíàÿ ê êâàäðàòó ðàññòîÿíèÿ îò òî÷êè ζ äî [c∗,∞). 2) Â
êà÷åñòâå c∗ ìîæíî âûáðàòü c∗ = c2, ãäå c2 îïðåäåëåíî â (3.2). 3) Ïóñòü
ν > 0 � ñêîëü óãîäíî ìàëîå ÷èñëî. Åñëè ñ÷èòàòü ε äîñòàòî÷íî ìàëûì,
òî â êà÷åñòâå c∗ ìîæíî ïðèíÿòü c∗ = λ0

1(D) − ν, ãäå λ0
1(D) � ïåðâîå

ñîáñòâåííîå çíà÷åíèå îïåðàòîðà A0
D. 4) Ëåãêî óêàçàòü âåðõíþþ îöåíêó

÷èñëà c∗: èç (3.1) âèäíî, ÷òî c∗ 6 c1µ
0
1(D), ãäå µ0

1(D) � ïåðâîå ñîáñòâåí-
íîå çíà÷åíèå îïåðàòîðà −∆ ñ óñëîâèåì Äèðèõëå. Ïîýòîìó c∗ îãðàíè÷åíî
âåëè÷èíîé, çàâèñÿùåé ëèøü îò α1, ‖g‖L∞ è îò îáëàñòè O.
Äîêàçàòåëüñòâî. Ïðèìåíèì òåîðåìó 4.2 ïðè ζ = −1. Â ñèëó (4.2)

‖(AD,ε + I)−1 − (A0
D + I)−1‖L2(O)→L2(O) 6 C1(ε+ ε2) 6 2C1ε, 0 < ε 6 ε1.

Èñïîëüçóÿ àíàëîã òîæäåñòâà (2.10) (ñ çàìåíîé Aε íà AD,ε è A0 íà A0
D),

ïîëó÷àåì, ÷òî ïðè 0 < ε 6 ε1 âûïîëíåíî

‖(AD,ε−ζI)−1−(A0
D−ζI)−1‖L2(O)→L2(O) 6 2C1ε sup

x>c∗
(x+1)2|x−ζ|−2. (8.7)

Âû÷èñëåíèå ïîêàçûâàåò, ÷òî

sup
x>c∗

(x+ 1)2|x− ζ|−2 6 čρ∗(ζ), ζ ∈ C \ [c∗,∞), (8.8)

ãäå č = (c∗ + 2)2. Â ñèëó çàìå÷àíèÿ 8.2(4), č îãðàíè÷åíî âåëè÷èíîé,
çàâèñÿùåé ëèøü îò α1, ‖g‖L∞ è îò îáëàñòè O. Òåïåðü èç (8.7) è (8.8)
âûòåêàåò îöåíêà (8.4) ñ ïîñòîÿííîé C25 = 2C1č.
Ïðèìåíèì òåïåðü òåîðåìó 4.3 ïðè ζ = −1. Â ñèëó (4.9) ïðè 0 < ε 6 ε1

âûïîëíåíà îöåíêà

‖(AD,ε + I)−1 − (A0
D + I)−1 − εKD(ε;−1)‖L2(O)→H1(O)

6 C2ε
1/2 + C3ε 6 (C2 + C3)ε1/2.

(8.9)

Çàìåòèì, ÷òî èç ëåììû 5.2 ñ ζ = −1 ñëåäóåò, ÷òî

‖εθεKD(ε;−1)‖L2(O)→H1(O) 6 (C13 + C14 + C15)ε1/2, 0 < ε 6 ε1. (8.10)

Èç (8.9) è (8.10) âûòåêàåò íåðàâåíñòâî

‖(AD,ε + I)−1 − (A0
D + I)−1 − ε(1− θε)KD(ε;−1)‖L2(O)→H1(O) 6 C28ε

1/2

(8.11)
ïðè 0 < ε 6 ε1, C28 = C2 + C3 + C13 + C14 + C15. Èñïîëüçóåì àíàëîã
òîæäåñòâà (2.34):

(AD,ε − ζI)−1 − (A0
D − ζI)−1 − ε(1− θε)KD(ε; ζ)

= (AD,ε + I)(AD,ε − ζI)−1

×
(
(AD,ε + I)−1 − (A0

D + I)−1 − ε(1− θε)KD(ε;−1)
)

× (A0
D + I)(A0

D − ζI)−1 + ε(ζ + 1)(AD,ε − ζI)−1(1− θε)KD(ε; ζ).
(8.12)



41

Ïîñêîëüêó îáðàç îïåðàòîðîâ â (8.12) ñîäåðæèòñÿ â H1
0 (O;Cn), ìîæíî

äîìíîæèòü ñëåâà íà A1/2
D,ε. Òîãäà ñ ó÷åòîì (8.8) ïîëó÷àåì

‖A1/2
D,ε

(
(AD,ε − ζI)−1 − (A0

D − ζI)−1 − ε(1− θε)KD(ε; ζ)
)
‖L2→L2

6 čρ∗(ζ)‖A1/2
D,ε

(
(AD,ε + I)−1 − (A0

D + I)−1 − ε(1− θε)KD(ε;−1)
)
‖L2→L2

+ ε|ζ + 1| sup
x>c∗

x1/2|x− ζ|−1‖(1− θε)KD(ε; ζ)‖L2(O)→L2(O).

(8.13)
Îáîçíà÷èì ñëàãàåìûå â ïðàâîé ÷àñòè (8.13) ÷åðåç L1(ε) è L2(ε). Îöåíêà
ïåðâîãî ÷ëåíà âûòåêàåò èç (8.11) è (3.1):

L1(ε) 6 c
1/2
1 č C28ρ∗(ζ)ε1/2, 0 < ε 6 ε1. (8.14)

Îïåðàòîð KD(ε; ζ) ìîæíî ïðåäñòàâèòü â âèäå KD(ε; ζ) =

RO[Λε]Sεb(D)PO(A0
D)−1/2(A0

D)1/2(A0
D − ζI)−1, à ïîòîìó ñ ó÷åòîì

(1.4), (1.19), (4.3) è (5.1) ïîëó÷àåì

L2(ε) 6 ε|ζ + 1|
(

sup
x>c∗

x|x− ζ|−2

)
M1α

1/2
1 C

(1)
O ‖(A

0
D)−1/2‖L2(O)→H1(O).

(8.15)
Èç àíàëîãîâ îöåíîê (3.1) è (3.2) äëÿ îïåðàòîðà A0

D ñëåäóåò íåðàâåíñòâî

‖(A0
D)−1/2‖L2(O)→H1(O) 6 (c−1

0 + c−1
2 )1/2. (8.16)

Âû÷èñëåíèå ïîêàçûâàåò, ÷òî

sup
x>c∗

x|x− ζ|−2 6

{
(c∗ + 1)c(ψ)2|ζ − c∗|−2, |ζ − c∗| < 1,

(c∗ + 1)c(ψ)2|ζ − c∗|−1, |ζ − c∗| > 1.

Çàìåòèì, ÷òî |ζ + 1| 6 2 + c∗ ïðè |ζ − c∗| < 1, è |ζ + 1||ζ − c∗|−1 6 2 + c∗
ïðè |ζ − c∗| > 1, à ïîòîìó

|ζ + 1| sup
x>c∗

x|x− ζ|−2 6 (c∗ + 2)(c∗ + 1)ρ∗(ζ). (8.17)

Èç (8.15)�(8.17) ñëåäóåò, ÷òî

L2(ε) 6 C29ρ∗(ζ)ε, (8.18)

ãäå C29 = (c∗ + 2)(c∗ + 1)M1α
1/2
1 C

(1)
O (c−1

0 + c−1
2 )1/2.

Â èòîãå íåðàâåíñòâà (8.13), (8.14) è (8.18) ïðèâîäÿò ê îöåíêå

‖A1/2
D,ε

(
(AD,ε − ζI)−1 − (A0

D − ζI)−1 − ε(1− θε)KD(ε; ζ)
)
‖L2(O)→L2(O)

6 (c
1/2
1 č C28 + C29)ρ∗(ζ)ε1/2, 0 < ε 6 ε1.

Îòñþäà ñ ó÷åòîì (3.1), (3.2) âûòåêàåò íåðàâåíñòâî

‖(AD,ε − ζI)−1 − (A0
D − ζI)−1 − ε(1− θε)KD(ε; ζ)‖L2(O)→H1(O)

6 (c−1
0 + c−1

2 )1/2(c
1/2
1 č C28 + C29)ρ∗(ζ)ε1/2, 0 < ε 6 ε1.

(8.19)
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Íàêîíåö, â ñèëó (8.10) è (8.8) èìååì

‖εθεKD(ε; ζ)‖L2(O)→H1(O) 6 ‖εθεKD(ε;−1)‖L2(O)→H1(O)

× ‖(A0
D + I)(A0

D − ζI)−1‖L2(O)→L2(O) 6 (C13 + C14 + C15)č1/2ρ∗(ζ)1/2ε1/2

(8.20)
ïðè 0 < ε 6 ε1. Â èòîãå èç (8.19) è (8.20) ñëåäóåò íåðàâåíñòâî (8.5) ñ

ïîñòîÿííîé C26 = (c−1
0 + c−1

2 )1/2(c
1/2
1 č C28 + C29) + (C13 + C14 + C15)č1/2.

Îñòàåòñÿ ïðîâåðèòü (8.6). Èç (8.3) ñ ó÷åòîì (1.2), (1.5) âèäíî, ÷òî ïðè
0 < ε 6 ε1 âûïîëíåíî

‖pε − gεb(D)vε‖L2(O) 6 ‖g‖L∞(dα1)1/2C26ρ∗(ζ)ε1/2‖F‖L2(O). (8.21)

Äàëåå, àíàëîãè÷íî (5.19)�(5.21) ïîëó÷àåì

‖gεb(D)vε − g̃εSεb(D)ũ0‖L2(O) 6 (C′ + C′′)ε‖ũ0‖H2(Rd). (8.22)

Èç (3.9) ñ ó÷åòîì (8.8) âûòåêàåò îöåíêà

‖(A0
D − ζI)−1‖L2(O)→H2(O) 6 ĉ sup

x>c∗
x|x− ζ|−1 6 ĉ č1/2ρ∗(ζ)1/2.

Ñëåäîâàòåëüíî,

‖u0‖H2(O) 6 ĉ č1/2ρ∗(ζ)1/2‖F‖L2(O). (8.23)

Îòñþäà è èç (4.3), (8.22) âûòåêàåò, ÷òî

‖gεb(D)vε − g̃εSεb(D)ũ0‖L2(O) 6 C̃27ρ∗(ε)
1/2ε‖F‖L2(O), (8.24)

ãäå C̃27 = (C′+C′′)C(2)
O ĉ č1/2. Âìåñòå ñ (8.21) ýòî âëå÷åò (8.6) ñ ïîñòîÿííîé

C27 = ‖g‖L∞(dα1)1/2C26 + C̃27. •
8.2. Ñëó÷àé Λ ∈ L∞.
Òåîðåìà 8.3. Ïóñòü âûïîëíåíû óñëîâèÿ òåîðåìû 8.1 è óñëîâèå 2.8.
Ïóñòü ôóíêöèÿ v̌ε îïðåäåëåíà â (6.2). Òîãäà ïðè 0 < ε 6 ε1 ñïðàâåäëèâà

îöåíêà

‖uε − v̌ε‖H1(O) 6 C◦26ρ∗(ζ)ε1/2‖F‖L2(O). (8.25)

Â îïåðàòîðíûõ òåðìèíàõ,

‖(AD,ε − ζI)−1 − (A0
D − ζI)−1 − εK0

D(ε; ζ)‖L2(O)→H1(O) 6 C◦26ρ∗(ζ)ε1/2.

Äëÿ ïîòîêà pε = gεb(D)uε ñïðàâåäëèâà àïïðîêñèìàöèÿ

‖pε − g̃εb(D)u0‖L2(O) 6 C◦27ρ∗(ζ)ε1/2‖F‖L2(O), 0 < ε 6 ε1. (8.26)

Ïîñòîÿííûå C◦26, C◦27 çàâèñÿò îò d, m, α0, α1, ‖g‖L∞ , ‖g−1‖L∞ , îò ïà-

ðàìåòðîâ ðåø¼òêè Γ, îò îáëàñòè O è îò íîðìû ‖Λ‖L∞ .
Äîêàçàòåëüñòâî. Àíàëîãè÷íî ðàññìîòðåíèÿì èç äîêàçàòåëüñòâà òåîðå-
ìû 6.1 (ñì. (6.5)�(6.9)) ëåãêî ïðîâåðèòü îöåíêó

‖vε − v̌ε‖H1(O) 6 C′′′ε‖ũ0‖H2(Rd).

Ñ ó÷åòîì (8.23) è (4.3) îòñþäà ïîëó÷àåì

‖vε − v̌ε‖H1(O) 6 C′′′C
(2)
O ĉ č1/2ρ∗(ζ)1/2ε‖F‖L2(O). (8.27)
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Òåïåðü èç (8.3) è (8.27) âûòåêàåò èñêîìàÿ îöåíêà (8.25) ñ ïîñòîÿííîé

C◦26 = C26 + C′′′C(2)
O ĉ č1/2.

Îñòàåòñÿ ïðîâåðèòü (8.26). Èç (8.25) ñ ó÷åòîì (1.2), (1.5) âûòåêàåò, ÷òî

‖pε − gεb(D)v̌ε‖L2(O) 6 ‖g‖L∞(dα1)1/2C◦26ρ∗(ζ)ε1/2‖F‖L2(O), 0 < ε 6 ε1.
(8.28)

Àíàëîãè÷íî (6.11)�(6.13) óáåæäàåìñÿ, ÷òî

‖gεb(D)v̌ε − g̃εb(D)u0‖L2(O) 6 C̃′ε‖u0‖H2(O). (8.29)

Â èòîãå ñîîòíîøåíèÿ (8.23), (8.28) è (8.29) âëåêóò (8.26) ñ ïîñòîÿííîé

C◦27 = ‖g‖L∞(dα1)1/2C◦26 + C̃′ĉč1/2. •
8.3. Ñïåöèàëüíûå ñëó÷àè. Àíàëîãè÷íî ïðåäëîæåíèþ 6.2 ïîëó÷àåì
ñëåäóþùåå óòâåðæäåíèå.

Ïðåäëîæåíèå 8.4. Ïóñòü âûïîëíåíû óñëîâèÿ òåîðåìû 8.1. Åñëè g0 =
g, ò. å. âûïîëíåíû ñîîòíîøåíèÿ (1.13), òî Λ = 0 è vε = u0. Òîãäà ïðè

0 < ε 6 ε1 ñïðàâåäëèâà îöåíêà

‖uε − u0‖H1(O) 6 C26ρ∗(ζ)ε1/2‖F‖L2(O).

Ñëåäóþùåå óòâåðæäåíèå ïîëó÷àåòñÿ àíàëîãè÷íî ïðåäëîæåíèþ 6.3.

Ïðåäëîæåíèå 8.5. Ïóñòü âûïîëíåíû óñëîâèÿ òåîðåìû 8.1. Åñëè g0 =
g, ò. å. ñïðàâåäëèâû ïðåäñòàâëåíèÿ (1.14), òî ïðè 0 < ε 6 ε1 ñïðàâåä-

ëèâà îöåíêà

‖pε − g0b(D)u0‖L2(O) 6 C◦27ρ∗(ζ)ε1/2‖F‖L2(O).

8.4. Îöåíêè â ñòðîãî âíóòðåííåé ïîäîáëàñòè. Àíàëîãè÷íî òåîðåìå
7.1 â ñòðîãî âíóòðåííåé ïîäîáëàñòè O′ îáëàñòè O ìîæíî ïîëó÷èòü H1-
îöåíêó ïîãðåøíîñòè ïîðÿäêà ε, èñïîëüçóÿ òåîðåìó 8.1 è ðåçóëüòàòû äëÿ
çàäà÷è â Rd.
Òåîðåìà 8.6. Ïóñòü âûïîëíåíû óñëîâèÿ òåîðåìû 8.1. Ïóñòü O′ �
ñòðîãî âíóòðåííÿÿ ïîäîáëàñòü îáëàñòè O, è ïóñòü δ := dist {O′; ∂O}.
Òîãäà ïðè 0 < ε 6 ε1 ñïðàâåäëèâà îöåíêà

‖uε − vε‖H1(O′)

6
(
C′30δ

−1(c(ψ)ρ∗(ζ) + c(ψ)5/2ρ∗(ζ)3/4) + C′′30c(ψ)1/2ρ∗(ζ)5/4
)
ε‖F‖L2(O).

(8.30)
Â îïåðàòîðíûõ òåðìèíàõ,

‖(AD,ε − ζI)−1 − (A0
D − ζI)−1 − εKD(ε; ζ)‖L2(O)→H1(O′)

6
(
C′30δ

−1(c(ψ)ρ∗(ζ) + c(ψ)5/2ρ∗(ζ)3/4) + C′′30c(ψ)1/2ρ∗(ζ)5/4
)
ε.

Äëÿ ïîòîêà pε = gεb(D)uε ïðè 0 < ε 6 ε1 ñïðàâåäëèâà àïïðîêñèìàöèÿ

‖pε − g̃εSεb(D)ũ0‖L2(O′)

6
(
C̃′30δ

−1(c(ψ)ρ∗(ζ) + c(ψ)5/2ρ∗(ζ)3/4) + C̃′′30c(ψ)1/2ρ∗(ζ)5/4
)
ε‖F‖L2(O).

(8.31)
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Ïîñòîÿííûå C′30, C′′30, C̃′30, C̃′′30 çàâèñÿò îò d, m, α0, α1, ‖g‖L∞ , ‖g−1‖L∞ ,
îò ïàðàìåòðîâ ðåø¼òêè Γ è îò îáëàñòè O.
Äîêàçàòåëüñòâî. Îáùèé ïëàí äîêàçàòåëüñòâà àíàëîãè÷åí äîêàçàòåëü-
ñòâó òåîðåìû 7.1. Îäíàêî àññîöèèðîâàííóþ çàäà÷ó â Rd ïðèõîäèòñÿ âû-
áèðàòü èíà÷å. Ïóñòü uε � ðåøåíèå çàäà÷è (3.3), u0 � ðåøåíèå çàäà÷è
(3.10), è ũ0 = POu0. Ïîñêîëüêó ‖(A0

D−ζI)−1‖L2(O)→L2(O) 6 c(ψ)|ζ−c∗|−1,
ñ ó÷åòîì (4.3) ïîëó÷àåì

‖ũ0‖L2(Rd) 6 C
(0)
O ‖u0‖L2(O) 6 C

(0)
O c(ψ)|ζ − c∗|−1‖F‖L2(O). (8.32)

Â ñèëó (4.3) è (8.23) ñïðàâåäëèâà îöåíêà

‖ũ0‖H2(Rd) 6 C
(2)
O ĉ č1/2ρ∗(ζ)1/2‖F‖L2(O). (8.33)

Ïîëîæèì
F̂ := A0ũ0 − (ζ − c∗)ũ0. (8.34)

Àíàëîãè÷íî (4.15) èç (8.32) è (8.33) âûâîäèì íåðàâåíñòâî

‖F̂‖L2(Rd) 6 C31ρ∗(ζ)1/2‖F‖L2(O), (8.35)

ãäå C31 = c1C
(2)
O ĉ č1/2 + C

(0)
O . Çàìåòèì, ÷òî (F̂− F)|O = c∗u0.

Ïî óñëîâèÿì òåîðåìû ζ ∈ C \ [c∗,∞). Òîãäà òî÷êà ζ − c∗ ∈ C \ [0,∞)
ÿâëÿåòñÿ ðåãóëÿðíîé äëÿ îïåðàòîðà Aε. Ïóñòü ûε � ðåøåíèå óðàâíåíèÿ

Aεûε − (ζ − c∗)ûε = F̂ (8.36)

â Rd. Òîãäà ôóíêöèÿ uε − ûε óäîâëåòâîðÿåò òîæäåñòâó

(gεb(D)(uε − ûε), b(D)η)L2(O) − (ζ − c∗)(uε − ûε,η)L2(O)

= c∗(uε − u0,η)L2(O), ∀η ∈ H1
0 (O;Cn).

(8.37)

Ïóñòü χ(x) � ñðåçêà, ïîä÷èíåííàÿ óñëîâèÿì (7.3). Ïîäñòàâèì η =
χ2(uε − ûε) â (8.37) è îáîçíà÷èì

B(ε) := (gεb(D)(χ(uε − ûε)), b(D)(χ(uε − ûε)))L2(O).

Àíàëîãè÷íî (7.6) íåòðóäíî ïðåîáðàçîâàòü ïîëó÷åííîå òîæäåñòâî ê âèäó

B(ε)− (ζ − c∗)‖χ(uε − ûε)‖2L2(O) = c∗(uε − u0, χ
2(uε − ûε))L2(O)

− (gεb(D)(χ(uε − ûε)), rε)L2(O)

+ (gεrε, b(D)(χ(uε − ûε)))L2(O) + (gεrε, rε)L2(O),
(8.38)

ãäå ââåäåíî îáîçíà÷åíèå

rε :=

d∑
l=1

bl(Dlχ)(uε − ûε). (8.39)

Âîçüìåì ìíèìóþ ÷àñòü â (8.38). Òîãäà

|Im ζ|‖χ(uε − ûε)‖2L2(O) 6 c∗‖uε − u0‖L2(O)‖χ(uε − ûε)‖L2(O)

+ 2B(ε)1/2‖g‖1/2L∞
‖rε‖L2(O) + ‖g‖L∞‖rε‖2L2(O).

(8.40)
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Åñëè Re ζ > c∗ (à òîãäà Im ζ 6= 0), îòñþäà âûâîäèì íåðàâåíñòâî

‖χ(uε − ûε)‖2L2(O) 6 c(ψ)2|ζ − c∗|−2c2
∗‖uε − u0‖2L2(O)

+ c(ψ)|ζ − c∗|−1
(

4B(ε)1/2‖g‖1/2L∞
‖rε‖L2(O) + 2‖g‖L∞‖rε‖2L2(O)

)
.

(8.41)
Åñëè Re ζ < c∗, òî âîçüìåì âåùåñòâåííóþ ÷àñòü â (8.38) è ïîëó÷èì

|Re ζ − c∗|‖χ(uε − ûε)‖2L2(O) 6 c∗‖uε − u0‖L2(O)‖χ(uε − ûε)‖L2(O)

+ 2B(ε)1/2‖g‖1/2L∞
‖rε‖L2(O) + ‖g‖L∞‖rε‖2L2(O).

(8.42)
Ñêëàäûâàÿ (8.40) è (8.42), âûâîäèì íåðàâåíñòâî, àíàëîãè÷íîå (8.41). Â
èòîãå ïðè âñåõ ðàññìàòðèâàåìûõ çíà÷åíèÿõ ζ ïîëó÷àåì

‖χ(uε − ûε)‖2L2(O) 6 4c(ψ)2|ζ − c∗|−2c2
∗‖uε − u0‖2L2(O)

+ c(ψ)|ζ − c∗|−1
(

8B(ε)1/2‖g‖1/2L∞
‖rε‖L2(O) + 4‖g‖L∞‖rε‖2L2(O)

)
.

(8.43)
Òåïåðü èç (8.38) è (8.43) âûâîäèì íåðàâåíñòâî

B(ε) 6 342c(ψ)2‖g‖L∞‖rε‖2L2(O)+18c2
∗c(ψ)2|ζ−c∗|−1‖uε−u0‖2L2(O). (8.44)

Â ñèëó (1.5) è (7.3) ñïðàâåäëèâà îöåíêà ôóíêöèè (8.39)

‖rε‖L2(O) 6 (dα1)1/2κ′δ−1‖uε − ûε‖L2(O). (8.45)

Èç (8.44), (8.45) ñ ó÷åòîì (3.1) ïîëó÷àåì

‖D(χ(uε − ûε))‖L2(O) 6 C32c(ψ)δ−1‖uε − ûε‖L2(O)

+
√

18c
−1/2
0 c∗c(ψ)|ζ − c∗|−1/2‖uε − u0‖L2(O),

(8.46)

ãäå C2
32 = 342c−1

0 ‖g‖L∞dα1(κ′)2.
Äëÿ ‖uε − u0‖L2(O) âûïîëíåíî (8.2). ×òîáû îöåíèòü ‖ûε − ũ0‖L2(Rd),

ïðèìåíèì òåîðåìó 2.2, ó÷èòûâàÿ (8.34) è (8.36). Èñïîëüçóÿ òàêæå (8.35),
ïîëó÷àåì:

‖ûε − u0‖L2(O) 6 ‖ûε − ũ0‖L2(Rd) 6 C1c(ψ)2|ζ − c∗|−1/2ε‖F̂‖L2(Rd)

6 C1C31c(ψ)2ρ∗(ζ)1/2|ζ − c∗|−1/2ε‖F‖L2(O).
(8.47)

Â ñèëó (8.1), (8.2) è (8.47)

‖uε − ûε‖L2(O) 6
(
C25ρ∗(ζ) + C1C31c(ψ)3/2ρ∗(ζ)3/4

)
ε‖F‖L2(O). (8.48)

Òåïåðü ñîîòíîøåíèÿ (8.2), (8.46) è (8.48) ïðèâîäÿò ê îöåíêå

‖D(χ(uε − ûε))‖L2(O)

6
(
C′30δ

−1(c(ψ)ρ∗(ζ) + c(ψ)5/2ρ∗(ζ)3/4) + C33c(ψ)1/2ρ∗(ζ)5/4
)
ε‖F‖L2(O),
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ãäå C′30 = C32 max{C25, C1C31}, C33 =
√

18c
−1/2
0 c∗C25. Îòñþäà è èç (8.48)

âûòåêàåò íåðàâåíñòâî

‖uε − ûε‖H1(O′)

6
(
C′30δ

−1(c(ψ)ρ∗(ζ) + c(ψ)5/2ρ∗(ζ)3/4) + C34c(ψ)1/2ρ∗(ζ)5/4
)
ε‖F‖L2(O),

(8.49)
ãäå C34 = C33 + C25 + C1C31.
Â ñèëó ñëåäñòâèÿ 2.5 è (8.35)

‖ûε − ũ0 − εΛεSεb(D)ũ0‖H1(Rd) 6 c(ψ)2(C2 + C3|ζ − c∗|−1/2)ε‖F̂‖L2(Rd)

6 C31(C2 + C3)c(ψ)3/2ρ∗(ζ)3/4ε‖F‖L2(O).
(8.50)

Â èòîãå ñîîòíîøåíèÿ (8.49) è (8.50) âëåêóò èñêîìóþ îöåíêó (8.30) ñ ïî-
ñòîÿííîé C′′30 = C34 + C31(C2 + C3).
Îñòàåòñÿ ïðîâåðèòü (8.31). Èç (8.30) ñ ó÷åòîì (1.2), (1.5) âûòåêàåò, ÷òî

‖pε − gεb(D)vε‖L2(O′) 6 ‖g‖L∞(dα1)1/2

×
(
C′30δ

−1(c(ψ)ρ∗(ζ) + c(ψ)5/2ρ∗(ζ)3/4) + C′′30c(ψ)1/2ρ∗(ζ)5/4
)
ε‖F‖L2(O).

Îòñþäà è èç (8.24) ñëåäóåò îöåíêà (8.31) ñ ïîñòîÿííûìè C̃′30 =

‖g‖L∞(dα1)1/2C′30, C̃′′30 = ‖g‖L∞(dα1)1/2C′′30 + C̃27. •
Àíàëîãè÷íûì îáðàçîì â ñëó÷àå, êîãäà âûïîëíåíî óñëîâèå 2.8, ïîëó-

÷àåì ñëåäóþùèé ðåçóëüòàò.

Òåîðåìà 8.7. Ïóñòü âûïîëíåíû óñëîâèÿ òåîðåìû 8.3. Ïóñòü O′ �
ñòðîãî âíóòðåííÿÿ ïîäîáëàñòü îáëàñòè O, è ïóñòü δ := dist {O′; ∂O}.
Òîãäà ïðè 0 < ε 6 ε1 ñïðàâåäëèâà îöåíêà

‖uε − v̌ε‖H1(O′)

6
(
C′30δ

−1(c(ψ)ρ∗(ζ) + c(ψ)5/2ρ∗(ζ)3/4) + Č′′30c(ψ)1/2ρ∗(ζ)5/4
)
ε‖F‖L2(O).

(8.51)
Â îïåðàòîðíûõ òåðìèíàõ,

‖(AD,ε − ζI)−1 − (A0
D − ζI)−1 − εK0

D(ε; ζ)‖L2(O)→H1(O′)

6
(
C′30δ

−1(c(ψ)ρ∗(ζ) + c(ψ)5/2ρ∗(ζ)3/4) + Č′′30c(ψ)1/2ρ∗(ζ)5/4
)
ε.

Äëÿ ïîòîêà pε = gεb(D)uε ïðè 0 < ε 6 ε1 ñïðàâåäëèâà àïïðîêñèìàöèÿ

‖pε − g̃εb(D)u0‖L2(O′)

6
(
C̃′30δ

−1(c(ψ)ρ∗(ζ) + c(ψ)5/2ρ∗(ζ)3/4) + Ĉ′′30c(ψ)1/2ρ∗(ζ)5/4
)
ε‖F‖L2(O).

(8.52)

Ïîñòîÿííûå C′30, C̃′30 � òå æå, ÷òî â òåîðåìå 8.6. Ïîñòîÿííûå Č′′30, Ĉ′′30

çàâèñÿò îò d, m, α0, α1, ‖g‖L∞ , ‖g−1‖L∞ , îò ïàðàìåòðîâ ðåø¼òêè Γ,
îò îáëàñòè O è îò ‖Λ‖L∞ .
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Äîêàçàòåëüñòâî. Èç (8.27) è (8.30) âûòåêàåò îöåíêà (8.51) ñ êîíñòàíòîé
Č′′30 = C′′30 + C′′′C(2)

O ĉč1/2.
Èç (8.51) âûòåêàåò, ÷òî

‖pε − gεb(D)v̌ε‖L2(O′) 6 ‖g‖L∞(dα1)1/2

×
(
C′30δ

−1(c(ψ)ρ∗(ζ) + c(ψ)5/2ρ(ζ)3/4) + Č′′30c(ψ)1/2ρ∗(ζ)5/4
)
ε‖F‖L2(O).

Âìåñòå ñ (8.29) è (8.23) ýòî âëå÷åò (8.52) ñ ïîñòîÿííîé Ĉ′′30 =

‖g‖L∞(dα1)1/2Č′′30 + C̃′ĉč1/2. •

Ãëàâà 3. Çàäà÷à Íåéìàíà

�9. Çàäà÷à Íåéìàíà â îãðàíè÷åííîé îáëàñòè:

ïðåäâàðèòåëüíûå ðàññìîòðåíèÿ

9.1. Êîýðöèòèâíîñòü. Êàê è â ãëàâå 2, ñ÷èòàåì, ÷òî O ⊂ Rd � îãðà-
íè÷åííàÿ îáëàñòü êëàññà C1,1. Íà ñèìâîë b(ξ) îïåðàòîðà (1.2) íàêëàäû-
âàåòñÿ äîïîëíèòåëüíîå óñëîâèå.

Óñëîâèå 9.1. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî äëÿ ìàòðèöû-ôóíêöèè b(ξ) =∑d
l=1 blξl âûïîëíåíî

rank b(ξ) = n, 0 6= ξ ∈ Cd. (9.1)

Îòìåòèì, ÷òî óñëîâèå (9.1) ÿâëÿåòñÿ áîëåå îãðàíè÷èòåëüíûì, ÷åì
óñëîâèå (1.3). Êàê óñòàíîâëåíî â êíèãå [Ne] (ñì. òåîðåìó 7.8 èç �3.7),
óñëîâèå 9.1 ÿâëÿåòñÿ íåîáõîäèìûì è äîñòàòî÷íûì óñëîâèåì êîýðöè-

òèâíîñòè ôîðìû ‖b(D)u‖2L2(O) íà êëàññå H
1(O;Cn).

Ïðåäëîæåíèå 9.2. [Ne] Óñëîâèå 9.1 íåîáõîäèìî è äîñòàòî÷íî äëÿ có-
ùåñòâîâàíèÿ ïîñòîÿííûõ k1 > 0, k2 > 0 òàêèõ, ÷òî âûïîëíåíî íåðà-

âåíñòâî òèïà Ãîðäèíãà

‖b(D)u‖2L2(O) + k2‖u‖2L2(O) > k1‖Du‖2L2(O), u ∈ H1(O;Cn). (9.2)

Çàìå÷àíèå 9.3. Ïîñòîÿííûå k1 è k2 çàâèñÿò îò ìàòðèöû b(ξ) è îò îáëà-
ñòè O, íî â îáùåì ñëó÷àå èõ òðóäíî êîíòðîëèðîâàòü ÿâíî. Îäíàêî ÷àñòî
äëÿ êîíêðåòíûõ îïåðàòîðîâ èõ ìîæíî íàéòè. Ïîýòîìó â äàëüíåéøåì ìû
áóäåì ññûëàòüñÿ íà çàâèñèìîñòü äðóãèõ ïîñòîÿííûõ îò k1, k2.

Âñþäó íèæå óñëîâèå 9.1 ïðåäïîëàãàåòñÿ âûïîëíåííûì.

9.2. Îïåðàòîð AN,ε. Â ïðîñòðàíñòâå L2(O;Cn) ðàññìîòðèì îïå-
ðàòîð AN,ε, ôîðìàëüíî çàäàííûé äèôôåðåíöèàëüíûì âûðàæåíèåì
b(D)∗gε(x)b(D) ïðè óñëîâèè Íåéìàíà íà ∂O. Ñòðîãîå îïðåäåëåíèå: AN,ε
åcòü ñàìîñîïðÿæåííûé îïåðàòîð â L2(O;Cn), ïîðîæäåííûé êâàäðàòè÷-
íîé ôîðìîé

aN,ε[u,u] :=

∫
O
〈gε(x)b(D)u, b(D)u〉 dx, u ∈ H1(O;Cn). (9.3)
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Â ñèëó (1.2) è (1.5) âûïîëíåíà îöåíêà ñâåðõó

aN,ε[u,u] 6 dα1‖g‖L∞‖Du‖2L2(O), u ∈ H1(O;Cn). (9.4)

Èç (9.2) ñëåäóåò îöåíêà ñíèçó

aN,ε[u,u] > ‖g−1‖−1
L∞

(
k1‖Du‖2L2(O) − k2‖u‖2L2(O)

)
, u ∈ H1(O;Cn).

(9.5)
Èç (9.3)�(9.5) âèäíî, ÷òî ôîðìà (9.3) çàìêíóòà è íåîòðèöàòåëüíà.
Ñïåêòð îïåðàòîðà AN,ε ñîäåðæèòñÿ â R+. Òî÷êà ζ ∈ C \R+ ðåãóëÿðíà

äëÿ ýòîãî îïåðàòîðà. Íàøà öåëü â ãëàâå 3 � íàéòè àïïðîêñèìàöèþ ïðè
ìàëîì ε îáîáùåííîãî ðåøåíèÿ uε ∈ H1(O;Cn) çàäà÷è Íåéìàíà

b(D)∗gε(x)b(D)uε(x)− ζuε(x) = F(x), x ∈ O; ∂ενuε|∂O = 0, (9.6)

ãäå F ∈ L2(O;Cn). Òîãäà uε = (AN,ε − ζI)−1F. Çäåñü èñïîëüçîâàíî îáî-
çíà÷åíèå ∂εν äëÿ ñîîòâåòñòâóþùåé

”
êîíîðìàëüíîé ïðîèçâîäíîé“. Ïóñòü

ν(x) � åäèíè÷íûé âåêòîð âíåøíåé íîðìàëè ê ∂O â òî÷êå x ∈ ∂O. Òî-
ãäà ôîðìàëüíîå äèôôåðåíöèàëüíîå âûðàæåíèå äëÿ êîíîðìàëüíîé ïðî-
èçâîäíîé èìååò âèä: ∂ενu(x) := b(ν(x))∗gε(x)b(∇)u(x).
Àíàëîãîì ëåììû 3.1 ÿâëÿåòñÿ ñëåäóþùåå óòâåðæäåíèå.

Ëåììà 9.4. Ïóñòü ζ ∈ C\R+, |ζ| > 1. Ïóñòü uε � îáîáùåííîå ðåøåíèå

çàäà÷è (9.6). Òîãäà ïðè ε > 0 ñïðàâåäëèâû îöåíêè

‖uε‖L2(O) 6 c(ϕ)|ζ|−1‖F‖L2(O), (9.7)

‖Duε‖L2(O) 6 C0c(ϕ)|ζ|−1/2‖F‖L2(O). (9.8)

Â îïåðàòîðíûõ òåðìèíàõ,

‖(AN,ε − ζI)−1‖L2(O)→L2(O) 6 c(ϕ)|ζ|−1, (9.9)

‖D(AN,ε − ζI)−1‖L2(O)→L2(O) 6 C0c(ϕ)|ζ|−1/2.

Ïîñòîÿííàÿ C0 çàâèñèò ëèøü îò ‖g−1‖L∞ è îò ïîñòîÿííûõ k1 è k2 èç

íåðàâåíñòâà (9.2).

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïîñêîëüêó íîðìà ðåçîëüâåíòû (AN,ε−ζI)−1 îöåíèâà-
åòñÿ ÷åðåç âåëè÷èíó, îáðàòíóþ ê ðàññòîÿíèþ îò òî÷êè ζ äî R+, ïîëó÷àåì
îöåíêó (9.9).
×òîáû ïðîâåðèòü (9.8), çàïèøåì èíòåãðàëüíîå òîæäåñòâî äëÿ ðåøåíèÿ

uε ∈ H1(O;Cn) çàäà÷è (9.6):

(gεb(D)uε, b(D)η)L2(O) − ζ(uε,η)L2(O) = (F,η)L2(O), η ∈ H1(O;Cn).
(9.10)

Ïîäñòàâèì η = uε â (9.10). Òîãäà ñ ó÷åòîì (9.7) ïîëó÷àåì

aN,ε[uε,uε] 6 2c(ϕ)2|ζ|−1‖F‖2L2(O).

Âìåñòå ñ (9.5) è (9.7) ýòî âëå÷åò íåðàâåíñòâî (9.8) ñ ïîñòîÿííîé C0 =

(2k−1
1 ‖g−1‖L∞ + k2k

−1
1 )1/2. •
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9.3. Ýôôåêòèâíûé îïåðàòîð A0
N . Â ïðîñòðàíñòâå L2(O;Cn) ðàññìîò-

ðèì ñàìîñîïðÿæåííûé îïåðàòîð A0
N , ïîðîæäåííûé êâàäðàòè÷íîé ôîð-

ìîé

a0
N [u,u] =

∫
O

〈
g0b(D)u, b(D)u

〉
dx, u ∈ H1(O;Cn). (9.11)

Çäåñü g0 � ýôôåêòèâíàÿ ìàòðèöà, îïðåäåëåííàÿ â (1.8). Ó÷èòûâàÿ (1.15)
è (9.2), óáåæäàåìñÿ, ÷òî ôîðìà (9.11) óäîâëåòâîðÿåò îöåíêàì âèäà (9.4),
(9.5) ñ òåìè æå ïîñòîÿííûìè.
Â ñèëó óñëîâèÿ ∂O ∈ C1,1 îïåðàòîð A0

N çàäàåòñÿ äèôôåðåíöèàëü-
íûì âûðàæåíèåì b(D)∗g0b(D) íà îáëàñòè îïðåäåëåíèÿ {u ∈ H2(O;Cn) :
∂0
νu|∂O = 0}, ãäå ∂0

ν � êîíîðìàëüíàÿ ïðîèçâîäíàÿ, îòâå÷àþùàÿ îïåðàòî-
ðó b(D)∗g0b(D), ò. å. ∂0

νu(x) = b(ν(x))∗g0b(∇)u(x). Ïðè ýòîì âûïîëíåíà
îöåíêà

‖(A0
N + I)−1‖L2(O)→H2(O) 6 c◦. (9.12)

Çäåñü ïîñòîÿííàÿ c◦ çàâèñèò ëèøü îò êîíñòàíò k1, k2 èç íåðàâåíñòâà
(9.2), îò α0, α1, ‖g‖L∞ , ‖g−1‖L∞ è îò îáëàñòè O. Äëÿ îïðàâäàíèÿ ýòîãî
ôàêòà äîñòàòî÷íî ñîñëàòüñÿ íà òåîðåìû î ðåãóëÿðíîñòè ðåøåíèé ñèëüíî
ýëëèïòè÷åñêèõ ñèñòåì (ñì., íàïðèìåð, [McL, ãëàâà 4]).
Ïóñòü u0 � îáîáùåííîå ðåøåíèå çàäà÷è

b(D)∗g0b(D)u0(x)− ζu0(x) = F(x), x ∈ O; ∂0
νu0|∂O = 0, (9.13)

ãäå F ∈ L2(O;Cn). Òîãäà u0 = (A0
N − ζI)−1F.

Ëåììà 9.5. Ïóñòü ζ ∈ C\R+, |ζ| > 1. Ïóñòü u0 � îáîáùåííîå ðåøåíèå

çàäà÷è (9.13). Òîãäà ñïðàâåäëèâû îöåíêè

‖u0‖L2(O) 6 c(ϕ)|ζ|−1‖F‖L2(O),

‖Du0‖L2(O) 6 C0c(ϕ)|ζ|−1/2‖F‖L2(O),

‖u0‖H2(O) 6 2c◦c(ϕ)‖F‖L2(O). (9.14)

Â îïåðàòîðíûõ òåðìèíàõ,

‖(A0
N − ζI)−1‖L2(O)→L2(O) 6 c(ϕ)|ζ|−1, (9.15)

‖D(A0
N − ζI)−1‖L2(O)→L2(O) 6 C0c(ϕ)|ζ|−1/2, (9.16)

‖(A0
N − ζI)−1‖L2(O)→H2(O) 6 2c◦c(ϕ). (9.17)

Äîêàçàòåëüñòâî. Îöåíêè (9.15), (9.16) ïðîâåðÿþòñÿ ïî àíàëîãèè ñ äî-
êàçàòåëüñòâîì ëåììû 9.4. Îöåíêà (9.17) âûòåêàåò èç (9.12) è íåðàâåíñòâà

‖(A0
N + I)(A0

N − ζI)−1‖L2(O)→L2(O) 6 sup
x>0

(x+ 1)|x− ζ|−1 6 2c(ϕ),

ñïðàâåäëèâîãî ïðè ζ ∈ C \ R+, |ζ| > 1. •
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�10. Ðåçóëüòàòû äëÿ çàäà÷è Íåéìàíà

10.1. Àïïðîêñèìàöèÿ ðåçîëüâåíòû (AN,ε−ζI)−1 ïðè |ζ| > 1. Ñôîð-
ìóëèðóåì íàøè îñíîâíûå ðåçóëüòàòû äëÿ îïåðàòîðà AN,ε.
Òåîðåìà 10.1. Ïóñòü ζ ∈ C\R+ è |ζ| > 1. Ïóñòü uε � ðåøåíèå çàäà÷è

(9.6) è u0 � ðåøåíèå çàäà÷è (9.13) ïðè F ∈ L2(O;Cn). Ïóñòü ÷èñëî ε1

óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ 4.1. Òîãäà ïðè 0 < ε 6 ε1 ñïðàâåäëèâà îöåíêà

‖uε − u0‖L2(O) 6 C1c(ϕ)5(|ζ|−1/2ε+ ε2)‖F‖L2(O). (10.1)

Â îïåðàòîðíûõ òåðìèíàõ,

‖(AN,ε − ζI)−1 − (A0
N − ζI)−1‖L2(O)→L2(O) 6 C1c(ϕ)5(|ζ|−1/2ε+ ε2).

Ïîñòîÿííàÿ C1 çàâèñèò îò d, m, α0, α1, ‖g‖L∞ , ‖g−1‖L∞ , îò ïîñòî-

ÿííûõ k1, k2 èç íåðàâåíñòâà (9.2), îò ïàðàìåòðîâ ðåø¼òêè Γ è îò

îáëàñòè O.
Äëÿ àïïðîêñèìàöèè ðåøåíèÿ â êëàññå H1(O;Cn) ââåäåì êîððåêòîð,

àíàëîãè÷íûé (4.4):

KN (ε; ζ) = RO[Λε]Sεb(D)PO(A0
N − ζI)−1. (10.2)

Îïåðàòîð KN (ε; ζ) íåïðåðûâíî îòîáðàæàåò L2(O;Cn) â H1(O;Cn).
Ïóñòü u0 � ðåøåíèå çàäà÷è (9.13). Îáîçíà÷èì ũ0 := POu0. Àíàëîãè÷-

íî (4.5)�(4.7) îïðåäåëèì â Rd ôóíêöèþ

ṽε(x) = ũ0(x) + εΛε(x)(Sεb(D)ũ0)(x),

è ïîëîæèì

vε := ṽε|O. (10.3)

Òîãäà

vε = (A0
N − ζI)−1F + εKN (ε; ζ)F. (10.4)

Òåîðåìà 10.2. Ïóñòü âûïîëíåíû óñëîâèÿ òåîðåìû 10.1. Ïóñòü ôóíê-
öèÿ vε îïðåäåëåíà â (10.2), (10.4). Òîãäà ïðè 0 < ε 6 ε1 ñïðàâåäëèâà

îöåíêà

‖uε − vε‖H1(O) 6
(
C2c(ϕ)2|ζ|−1/4ε1/2 + C3c(ϕ)4ε

)
‖F‖L2(O). (10.5)

Â îïåðàòîðíûõ òåðìèíàõ,

‖(AN,ε − ζI)−1 − (A0
N − ζI)−1 − εKN (ε; ζ)‖L2(O)→H1(O)

6 C2c(ϕ)2|ζ|−1/4ε1/2 + C3c(ϕ)4ε.

Äëÿ ïîòîêà pε := gεb(D)uε ïðè 0 < ε 6 ε1 ñïðàâåäëèâà àïïðîêñèìàöèÿ

‖pε − g̃εSεb(D)ũ0‖L2(O) 6
(
C̃2c(ϕ)2|ζ|−1/4ε1/2 + C̃3c(ϕ)4ε

)
‖F‖L2(O).

(10.6)

Ïîñòîÿííûå C2, C3, C̃2, C̃3 çàâèñÿò îò d, m, α0, α1, ‖g‖L∞ , ‖g−1‖L∞ , îò
êîíñòàíò k1, k2 èç íåðàâåíñòâà (9.2), îò ïàðàìåòðîâ ðåø¼òêè Γ è îò

îáëàñòè O.
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10.2. Ïåðâûé ýòàï äîêàçàòåëüñòâà. Àññîöèèðîâàííàÿ çàäà÷à â
Rd. Êàê è â ï. 4.2, ìû íà÷èíàåì ñ ðàññìîòðåíèÿ àññîöèèðîâàííîé çàäà÷è
â Rd. Â ñèëó ëåììû 9.5 è (4.3) ñïðàâåäëèâû îöåíêè

‖ũ0‖L2(Rd) 6 C
(0)
O c(ϕ)|ζ|−1‖F‖L2(O), (10.7)

‖ũ0‖H1(Rd) 6 C
(1)
O (C0 + 1)c(ϕ)|ζ|−1/2‖F‖L2(O), (10.8)

‖ũ0‖H2(Rd) 6 2C
(2)
O c◦c(ϕ)‖F‖L2(O). (10.9)

Ïîëîæèì
F̃ := A0ũ0 − ζũ0. (10.10)

Òîãäà F̃ ∈ L2(Rd;Cn) è F̃|O = F. Àíàëîãè÷íî (4.15), èç (1.16), (10.7) è
(10.9) âûòåêàåò, ÷òî

‖F̃‖L2(Rd) 6 C4c(ϕ)‖F‖L2(O), (10.11)

ãäå C4 = 2c1C
(2)
O c◦ + C

(0)
O .

Ïóñòü ũε ∈ H1(Rd;Cn) � ðåøåíèå óðàâíåíèÿ â Rd:

Aεũε − ζũε = F̃, (10.12)

ò. å. ũε = (Aε − ζI)−1F̃. Ïðèìåíèìû òåîðåìû èç �2. Èç òåîðåìû 2.2 ñ
ó÷åòîì (10.10)�(10.12) ñëåäóåò, ÷òî ïðè ε > 0 âûïîëíåíà îöåíêà

‖ũε − ũ0‖L2(Rd) 6 C4C1c(ϕ)3|ζ|−1/2ε‖F‖L2(O). (10.13)

Èç òåîðåìû 2.4 è ñîîòíîøåíèé (10.10)�(10.12) âûòåêàåò, ÷òî ïðè ε > 0
ñïðàâåäëèâû îöåíêè

‖D(ũε − ṽε)‖L2(Rd) 6 C4C2c(ϕ)3ε‖F‖L2(O), (10.14)

‖ũε − ṽε‖L2(Rd) 6 C4C3c(ϕ)3|ζ|−1/2ε‖F‖L2(O). (10.15)

Íàêîíåö, èç òåîðåìû 2.6 è (10.10)�(10.12) ïîëó÷àåì

‖gεb(D)ũε − g̃εSεb(D)ũ0‖L2(Rd) 6 C4C4c(ϕ)3ε‖F‖L2(O), ε > 0. (10.16)

10.3. Âòîðîé ýòàï äîêàçàòåëüñòâà. Ââåäåíèå ïîïðàâêè wε. Ââå-
äåì

”
ïîïðàâêó“ wε ∈ H1(O;Cn) êàê ôóíêöèþ, óäîâëåòâîðÿþùóþ èíòå-

ãðàëüíîìó òîæäåñòâó

(gεb(D)wε, b(D)η)L2(O) − ζ(wε,η)L2(O)

= (g̃εSεb(D)ũ0, b(D)η)L2(O) − (ζu0 + F,η)L2(O), η ∈ H1(O;Cn).
(10.17)

Ïîñêîëüêó ïðàâàÿ ÷àñòü â (10.17) ÿâëÿåòñÿ àíòèëèíåéíûì íåïðåðûâíûì
ôóíêöèîíàëîì íàä η ∈ H1(O;Cn), ñòàíäàðòíûì îáðàçîì ïðîâåðÿåòñÿ,
÷òî ðåøåíèå wε ñóùåñòâóåò è åäèíñòâåííî.

Ëåììà 10.3. Ïóñòü ζ ∈ C \ R+ è |ζ| > 1. Ïóñòü uε � ðåøåíèå çàäà÷è

(9.6), ũε � ðåøåíèå óðàâíåíèÿ (10.12), è wε óäîâëåòâîðÿåò òîæäåñòâó

(10.17). Òîãäà ïðè ε > 0 ñïðàâåäëèâû îöåíêè

‖D(uε − ũε + wε)‖L2(O) 6 C5c(ϕ)4ε‖F‖L2(O), (10.18)
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‖uε − ũε + wε‖L2(O) 6 C6c(ϕ)4|ζ|−1/2ε‖F‖L2(O). (10.19)

Ïîñòîÿííûå C5, C6 çàâèñÿò îò d, m, α0, α1, ‖g‖L∞ , ‖g−1‖L∞ , îò êîí-

ñòàíò k1, k2 èç íåðàâåíñòâà (9.2), îò ïàðàìåòðîâ ðåø¼òêè Γ è îò

îáëàñòè O.
Äîêàçàòåëüñòâî. Îáîçíà÷èì äëÿ êðàòêîñòè Uε := uε− ũε+wε. Â ñèëó
(9.10) è (10.17) ôóíêöèÿ Uε ∈ H1(O;Cn) óäîâëåòâîðÿåò òîæäåñòâó

(gεb(D)Uε, b(D)η)L2(O) − ζ(Uε,η)L2(O)

= −(gεb(D)ũε − g̃εSεb(D)ũ0, b(D)η)L2(O) + ζ(ũε − u0,η)L2(O),

η ∈ H1(O;Cn).
(10.20)

Èç (10.13) è (10.16) ñëåäóåò, ÷òî ïðàâàÿ ÷àñòü â (10.20) îöåíèâàåòñÿ ÷åðåç

C4c(ϕ)3ε
(
C4‖b(D)η‖L2(O) + C1|ζ|1/2‖η‖L2(O)

)
‖F‖L2(O).

Ïîäñòàâëÿÿ η = Uε â (10.20), àíàëîãè÷íî (4.26)�(4.29) âûâîäèì íåðà-
âåíñòâî

‖Uε‖2L2(O) 6 4C4C4c(ϕ)4|ζ|−1ε‖b(D)Uε‖L2(O)‖F‖L2(O)

+ 4C2
4C

2
1c(ϕ)8|ζ|−1ε2‖F‖2L2(O).

(10.21)

Òåïåðü èç (10.20) ïðè η = Uε è (10.21) ïîëó÷àåì îöåíêó

‖b(D)Uε‖L2(O) 6 C̃5c(ϕ)4ε‖F‖L2(O), (10.22)

ãäå C̃2
5 = 9C2

4(2C2
1‖g−1‖L∞ + 9C2

4‖g−1‖2L∞). Èç (10.21) è (10.22) ñëåäóåò

íåðàâåíñòâî (10.19) ñ ïîñòîÿííîé C6 = 2(C4C̃5C4 + C2
4C

2
1 )1/2. Íàêîíåö,

íåðàâåíñòâà (9.2), (10.19) è (10.22) âëåêóò (10.18) ñ ïîñòîÿííîé C2
5 =

k−1
1 (C̃2

5 + k2C
2
6). •

Âûâîäû. 1) Èç ñîîòíîøåíèé (10.3), (10.14), (10.15), (10.18) è (10.19)
ñëåäóåò, ÷òî

‖D(uε − vε)‖L2(O) 6 C7c(ϕ)4ε‖F‖L2(O) + ‖Dwε‖L2(O), ε > 0, (10.23)

‖uε − vε‖L2(O) 6 C8c(ϕ)4|ζ|−1/2ε‖F‖L2(O) + ‖wε‖L2(O), ε > 0, (10.24)

C7 = C4C2 + C5, C8 = C4C3 + C6. Ïîýòîìó äëÿ äîêàçàòåëüñòâà òåîðåìû
10.2 íóæíî íàäëåæàùèì îáðàçîì îöåíèòü íîðìó ‖wε‖H1(O).
2) Èç (10.13) è (10.19) âèäíî, ÷òî

‖uε − u0‖L2(O) 6 C9c(ϕ)4|ζ|−1/2ε‖F‖L2(O) + ‖wε‖L2(O), ε > 0, (10.25)

ãäå C9 = C6 + C4C1. Ñëåäîâàòåëüíî, äëÿ äîêàçàòåëüñòâà òåîðåìû 10.1
íàäî îöåíèòü íàäëåæàùèì îáðàçîì íîðìó ‖wε‖L2(O).

�11. Îöåíêè ïîïðàâêè. Äîêàçàòåëüñòâî òåîðåì 10.1 è 10.2

Êàê è â �5, ñíà÷àëà ìû îöåíèì H1-íîðìó ïîïðàâêè wε è äîêàæåì òåî-
ðåìó 10.2, à çàòåì, èñïîëüçóÿ óæå äîêàçàííóþ òåîðåìó 10.2 è ñîîáðàæå-
íèÿ äâîéñòâåííîñòè, îöåíèì L2-íîðìó ïîïðàâêè wε è äîêàæåì òåîðåìó
10.1.
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11.1. Îöåíêà íîðìû wε â H1(O;Cn). Îáîçíà÷èì

Iε[η] := (g̃εSεb(D)ũ0 − g0b(D)u0, b(D)η)L2(O), η ∈ H1(O;Cn). (11.1)

Çàìåòèì, ÷òî ðåøåíèå u0 çàäà÷è (9.13) óäîâëåòâîðÿåò òîæäåñòâó

(g0b(D)u0, b(D)η)L2(O) − (ζu0 + F,η)L2(O) = 0, η ∈ H1(O;Cn). (11.2)

Èç (10.17) è (11.2) âèäíî, ÷òî äëÿ wε âûïîëíåíî òîæäåñòâî

(gεb(D)wε, b(D)η)L2(O) − ζ(wε,η)L2(O) = Iε[η], η ∈ H1(O;Cn). (11.3)

Ëåììà 11.1. Ïóñòü ζ ∈ C\R+ è |ζ| > 1. Ïóñòü ÷èñëî ε1 óäîâëåòâîðÿåò

óñëîâèþ 4.1. Ïðè 0 < ε 6 ε1 ôóíêöèîíàë (11.1) ïîä÷èíåí îöåíêå

|Iε[η]| 6 c(ϕ)
(
C10|ζ|−1/4ε1/2 + C11ε

)
‖F‖L2(O)‖Dη‖L2(O), η ∈ H1(O;Cn).

(11.4)
Ïîñòîÿííûå C10, C11 çàâèñÿò îò d, m, α0, α1, ‖g‖L∞ , ‖g−1‖L∞ , îò êîí-

ñòàíò k1, k2 èç íåðàâåíñòâà (9.2), îò ïàðàìåòðîâ ðåø¼òêè Γ è îò

îáëàñòè O.
Äîêàçàòåëüñòâî. Ïðåäñòàâèì ôóíêöèîíàë (11.1) â âèäå

Iε[η] = I(1)
ε [η] + I(2)

ε [η], (11.5)

ãäå

I(1)
ε [η] = (g0Sεb(D)ũ0 − g0b(D)u0, b(D)η)L2(O), (11.6)

I(2)
ε [η] = ((g̃ε − g0)Sεb(D)ũ0, b(D)η)L2(O). (11.7)

×ëåí (11.6) ëåãêî îöåíèòü ñ ïîìîùüþ ïðåäëîæåíèÿ 1.4 è ñîîòíîøåíèé
(1.2), (1.4), (1.5), (1.15) è (10.9):

|I(1)
ε [η]| 6 |g0|‖(Sε − I)b(D)ũ0‖L2(Rd)‖b(D)η‖L2(O)

6 C(1)c(ϕ)ε‖F‖L2(O)‖Dη‖L2(O), ε > 0,
(11.8)

ãäå C(1) = 2‖g‖L∞r1α1d
1/2C

(2)
O c◦.

Èñïîëüçóÿ (1.2), ïðåîáðàçóåì ÷ëåí (11.7):

I(2)
ε [η] =

d∑
l=1

(f εl Sεb(D)ũ0, Dlη)L2(O), (11.9)

ãäå fl(x) := b∗l (g̃(x) − g0), l = 1, . . . , d. Ñîãëàñíî [Su3, (5.13)], âûïîëíåíà
îöåíêà

‖fl‖L2(Ω) 6 |Ω|1/2Č, l = 1, . . . , d,

Č = α
1/2
1 ‖g‖L∞(1 + (dm)1/2α

1/2
1 α

−1/2
0 ‖g‖1/2L∞

‖g−1‖1/2L∞
).

(11.10)
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Êàê ïðîâåðåíî â [Su3, ï. 5.2], ñóùåñòâóþò Γ-ïåðèîäè÷åñêèå (n × m)-
ìàòðèöû-ôóíêöèè Mlj(x) â Rd, l, j = 1, . . . , d, òàêèå, ÷òî

Mlj ∈ H̃1(Ω),

∫
Ω
Mlj(x) dx = 0, Mlj(x) = −Mjl(x), l, j = 1, . . . , d,

fl(x) =
d∑
j=1

∂jMlj(x), l = 1, . . . , d.

(11.11)
Ïðè ýòîì ñïðàâåäëèâû îöåíêè

‖Mlj‖L2(Ω) 6 r−1
0 |Ω|

1/2Č, l, j = 1, . . . , d. (11.12)

Â ñèëó (11.11) f εl (x) = ε
∑d

j=1 ∂jM
ε
lj(x), l = 1, . . . , d, à ïîòîìó ÷ëåí (11.9)

ìîæíî ïðåäñòàâèòü â âèäå

I(2)
ε [η] = Ĩ(2)

ε [η] + Î(2)
ε [η], (11.13)

ãäå

Ĩ(2)
ε [η] = ε

d∑
l,j=1

(
∂j(M

ε
ljSεb(D)ũ0), Dlη

)
L2(O)

, (11.14)

Î(2)
ε [η] = −ε

d∑
l,j=1

(
M ε
ljSεb(D)∂jũ0, Dlη

)
L2(O)

. (11.15)

×ëåí (11.15) ëåãêî îöåíèòü, èñïîëüçóÿ ïðåäëîæåíèå 1.5:

|Î(2)
ε [η]| 6 ε

d∑
l,j=1

|Ω|−1/2‖Mlj‖L2(Ω)‖b(D)∂jũ0‖L2(Rd)‖Dlη‖L2(O).

Îòñþäà ñ ó÷åòîì (1.4), (10.9) è (11.12) ïîëó÷àåì

|Î(2)
ε [η]| 6 C(2)c(ϕ)ε‖F‖L2(O)‖Dη‖L2(O), ε > 0, (11.16)

ãäå C(2) = 2dr−1
0 Čα

1/2
1 C

(2)
O c◦.

Ðàññìîòðèì òåïåðü ÷ëåí (11.14). Áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî 0 < ε 6 ε1. Ïóñòü
θε � ñðåçêà, óäîâëåòâîðÿþùàÿ óñëîâèÿì (5.1). Ñïðàâåäëèâî òîæäåñòâî

d∑
l,j=1

(
∂j((1− θε)M ε

ljSεb(D)ũ0), Dlη
)
L2(O)

= 0, η ∈ H1(O;Cn),

÷òî ïðîâåðÿåòñÿ èíòåãðèðîâàíèåì ïî ÷àñòÿì ïðè ó÷åòå (11.11). Ñëåäîâà-
òåëüíî, ÷ëåí (11.14) äîïóñêàåò çàïèñü â âèäå

Ĩ(2)
ε [η] = ε

d∑
l,j=1

(
∂j(θεM

ε
ljSεb(D)ũ0), Dlη

)
L2(O)

. (11.17)
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Ðàññìîòðèì âûðàæåíèå

ε
d∑
j=1

∂j(θεM
ε
ljSεb(D)ũ0) = εθε

d∑
j=1

M ε
ljSε(b(D)∂jũ0)

+ ε
d∑
j=1

(∂jθε)M
ε
ljSεb(D)ũ0 + θεf

ε
l Sεb(D)ũ0.

Òîãäà

ε

∥∥∥∥∥∥
d∑
j=1

∂j(θεM
ε
ljSεb(D)ũ0)

∥∥∥∥∥∥
L2(O)

6 J
(1)
l (ε) + J

(2)
l (ε) + J

(3)
l (ε), (11.18)

ãäå

J
(1)
l (ε) = ε

d∑
j=1

‖θεM ε
ljSε(b(D)∂jũ0)‖L2(Rd), (11.19)

J
(2)
l (ε) = ε

d∑
j=1

‖(∂jθε)M ε
ljSεb(D)ũ0‖L2(Rd), (11.20)

J
(3)
l (ε) = ‖θεf εl Sεb(D)ũ0‖L2(Rd). (11.21)

Äëÿ îöåíêè ÷ëåíà (11.19) ïðèìåíèì (5.1), ïðåäëîæåíèå 1.5 è (1.4), (10.9),
(11.12):

J
(1)
l (ε) 6 ε

d∑
j=1

|Ω|−1/2‖Mlj‖L2(Ω)‖b(D)∂jũ0‖L2(Rd) 6 ν1c(ϕ)ε‖F‖L2(O),

(11.22)

ãäå ν1 = 2r−1
0 Č(dα1)1/2C

(2)
O c◦. ×ëåí (11.20) îöåíèâàåòñÿ ñ ïîìîùüþ (5.1)

è ëåììû 3.4:

(J
(2)
l (ε))2 6 dκ2

d∑
j=1

∫
(∂O)ε

|M ε
ljSεb(D)ũ0|2 dx

6 εdκ2β∗|Ω|−1
d∑
j=1

‖Mlj‖2L2(Ω)‖b(D)ũ0‖H1(Rd)‖b(D)ũ0‖L2(Rd)

ïðè 0 < ε 6 ε1. Âìåñòå ñ ñîîòíîøåíèÿìè (1.4), (10.8), (10.9), (11.12) ýòî
âëå÷åò

J
(2)
l (ε) 6 ν2c(ϕ)|ζ|−1/4ε1/2‖F‖L2(O), 0 < ε 6 ε1, (11.23)
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ãäå ν2 = dκr−1
0 Č

(
2β∗α1C

(2)
O C

(1)
O c◦(C0 + 1)

)1/2
. Àíàëîãè÷íî, èñïîëüçóÿ

(5.1) è ëåììó 3.4, äëÿ ÷ëåíà (11.21) ïîëó÷àåì

(J
(3)
l (ε))2 6

∫
(∂O)ε

|f εl Sεb(D)ũ0|2 dx

6 εβ∗|Ω|−1‖fl‖2L2(Ω)‖b(D)ũ0‖H1(Rd)‖b(D)ũ0‖L2(Rd)

ïðè 0 < ε 6 ε1. Ó÷èòûâàÿ (1.4), (10.8), (10.9), (11.10), îòñþäà âûâîäèì,
÷òî

J
(3)
l (ε) 6 ν3c(ϕ)|ζ|−1/4ε1/2‖F‖L2(O), 0 < ε 6 ε1, (11.24)

ãäå ν3 = Č
(

2β∗α1C
(2)
O C

(1)
O c◦(C0 + 1)

)1/2
.

Òåïåðü ñîîòíîøåíèÿ (11.18), (11.22)�(11.24) ïðèâîäÿò ê íåðàâåíñòâó

ε

∥∥∥∥∥∥
d∑
j=1

∂j(θεM
ε
ljSεb(D)ũ0)

∥∥∥∥∥∥
L2(O)

6 c(ϕ)
(
ν1ε+ (ν2 + ν3)|ζ|−1/4ε1/2

)
‖F‖L2(O), 0 < ε 6 ε1.

(11.25)

Êîìáèíèðóÿ (11.17) è (11.25), ïðèõîäèì ê îöåíêå

|Ĩ(2)
ε [η]| 6 d1/2c(ϕ)

(
ν1ε+ (ν2 + ν3)|ζ|−1/4ε1/2

)
‖F‖L2(O)‖Dη‖L2(O)

(11.26)
ïðè 0 < ε 6 ε1. Â èòîãå ñîîòíîøåíèÿ (11.5), (11.8), (11.13), (11.16) è

(11.26) âëåêóò èñêîìóþ îöåíêó (11.4) ñ ïîñòîÿííûìè C10 = d1/2(ν2 + ν3),

C11 = C(1) + C(2) + d1/2ν1. •
Ëåììà 11.2. Ïóñòü ζ ∈ C \ R+ è |ζ| > 1. Ïóñòü wε óäîâëåòâîðÿåò

òîæäåñòâó (10.17). Ïóñòü ÷èñëî ε1 óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ 4.1. Ïðè
0 < ε 6 ε1 âûïîëíåíà îöåíêà

‖wε‖H1(O) 6 c(ϕ)2
(
C12|ζ|−1/4ε1/2 + C13ε

)
‖F‖L2(O). (11.27)

Ïîñòîÿííûå C12, C13 çàâèñÿò îò d, m, α0, α1, ‖g‖L∞ , ‖g−1‖L∞ , îò êîí-

ñòàíò k1, k2 èç íåðàâåíñòâà (9.2), îò ïàðàìåòðîâ ðåø¼òêè Γ è îò

îáëàñòè O.
Äîêàçàòåëüñòâî. Â òîæäåñòâî (11.3) ïîäñòàâèì η = wε è âîçüìåì ìíè-
ìóþ ÷àñòü ïîëó÷åííîãî ðàâåíñòâà. Ñ ó÷åòîì (11.4) ïðè 0 < ε 6 ε1 âû-
ïîëíåíî íåðàâåíñòâî

|Im ζ|‖wε‖2L2(O) 6 c(ϕ)
(
C10|ζ|−1/4ε1/2 + C11ε

)
‖F‖L2(O)‖Dwε‖L2(O).

(11.28)
Åñëè Re ζ > 0 (à òîãäà Im ζ 6= 0), îòñþäà âûâîäèì

‖wε‖2L2(O) 6 c(ϕ)2|ζ|−1
(
C10|ζ|−1/4ε1/2 + C11ε

)
‖F‖L2(O)‖Dwε‖L2(O).

(11.29)
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Åñëè Re ζ < 0, òî âîçüìåì âåùåñòâåííóþ ÷àñòü ïîëó÷åííîãî ðàâåíñòâà è
ïðè 0 < ε 6 ε1 ïîëó÷èì

|Re ζ|‖wε‖2L2(O) 6 c(ϕ)
(
C10|ζ|−1/4ε1/2 + C11ε

)
‖F‖L2(O)‖Dwε‖L2(O).

(11.30)
Ñêëàäûâàÿ (11.28) è (11.30), âûâîäèì íåðàâåíñòâî, àíàëîãè÷íîå (11.29).
Â èòîãå ïðè âñåõ ðàññìàòðèâàåìûõ çíà÷åíèÿõ ζ èìååì

‖wε‖2L2(O) 6 2c(ϕ)2|ζ|−1
(
C10|ζ|−1/4ε1/2 + C11ε

)
‖F‖L2(O)‖Dwε‖L2(O)

(11.31)
ïðè 0 < ε 6 ε1. Òåïåðü èç (11.3) ñ η = wε, (11.4) è (11.31) âûòåêàåò, ÷òî

aN,ε[wε,wε] 6 3c(ϕ)2
(
C10|ζ|−1/4ε1/2 + C11ε

)
‖F‖L2(O)‖Dwε‖L2(O)

ïðè 0 < ε 6 ε1. Âìåñòå ñ (9.5) è (11.31) ýòî âëå÷åò

‖Dwε‖L2(O) 6 c(ϕ)2C14

(
C10|ζ|−1/4ε1/2 + C11ε

)
‖F‖L2(O), 0 < ε 6 ε1,

(11.32)
ãäå C14 = k−1

1 (3‖g−1‖L∞ + 2k2). Ñîïîñòàâëÿÿ (11.31) è (11.32), ïðèõîäèì

ê íåðàâåíñòâó (11.27) ñ ïîñòîÿííûìè C12 = (2C14 + C2
14)1/2C10, C13 =

(2C14 + C2
14)1/2C11. •

11.2. Çàâåðøåíèå äîêàçàòåëüñòâà òåîðåìû 10.2. Ñîîòíîøåíèÿ
(10.23), (10.24) è (11.27) ïðèâîäÿò ê èñêîìîé îöåíêå (10.5) ñ ïîñòîÿí-
íûìè C2 =

√
2C12, C3 = C7 + C8 +

√
2C13.

Îñòàåòñÿ ïðîâåðèòü (10.6). Èç (10.5) ñ ó÷åòîì (1.2) è (1.5) ñëåäóåò, ÷òî
ïðè 0 < ε 6 ε1 âûïîëíåíî íåðàâåíñòâî

‖pε − gεb(D)vε‖L2(O)

6 ‖g‖L∞(dα1)1/2(C2c(ϕ)2|ζ|−1/4ε1/2 + C3c(ϕ)4ε)‖F‖L2(O).
(11.33)

Ïî àíàëîãèè ñ (5.19)�(5.22) ñ ó÷åòîì (10.9) ëåãêî óáåäèòüñÿ, ÷òî

‖gεb(D)vε − g̃εSεb(D)ũ0‖L2(O) 6 C15c(ϕ)ε‖F‖L2(O), (11.34)

ãäå C15 = 2(C′ + C′′)C(2)
O c◦. Èç (11.33) è (11.34) âûòåêàåò íåðàâåíñòâî

(10.6) ñ ïîñòîÿííûìè C̃2 = ‖g‖L∞(dα1)1/2C2, C̃3 = ‖g‖L∞(dα1)1/2C3 +C15.
•
11.3. Äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû 10.1.

Ëåììà 11.3. Â óñëîâèÿõ ëåììû 11.2 ïðè 0 < ε 6 ε1 âûïîëíåíà îöåíêà

‖wε‖L2(O) 6 c(ϕ)5
(
C16|ζ|−1/2ε+ C17ε

2
)
‖F‖L2(O). (11.35)

Ïîñòîÿííûå C16, C17 çàâèñÿò îò d, m, α0, α1, ‖g‖L∞ , ‖g−1‖L∞ , îò êîí-

ñòàíò k1, k2 èç íåðàâåíñòâà (9.2), îò ïàðàìåòðîâ ðåø¼òêè Γ è îò

îáëàñòè O.
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Äîêàçàòåëüñòâî. Ðàññìîòðèì òîæäåñòâî (11.3) è â êà÷åñòâå ïðîáíîé
ôóíêöèè η âîçüìåì ηε = (AN,ε−ζI)−1Φ, ãäå Φ ∈ L2(O;Cn). Òîãäà ëåâàÿ
÷àñòü (11.3) ñîâïàäàåò ñ (wε,Φ)L2(O), è òîæäåñòâî ïðèîáðåòàåò âèä

(wε,Φ)L2(O) = Iε[ηε]. (11.36)

Ñ÷èòàåì, ÷òî 0 < ε 6 ε1. Äëÿ îöåíêè Iε[ηε] âîñïîëüçóåìñÿ ñîîòíîøå-
íèÿìè (11.5), (11.8), (11.13) è (11.16). Èìååì:

|Iε[ηε]| 6 (C(1) + C(2))c(ϕ)ε‖F‖L2(O)‖Dηε‖L2(O) + |Ĩ(2)
ε [ηε]|.

Ïðèìåíÿÿ ëåììó 9.4 äëÿ îöåíèâàíèÿ ‖Dηε‖L2(O), îòñþäà ïîëó÷àåì

|Iε[ηε]| 6 C0(C(1)+C(2))c(ϕ)2|ζ|−1/2ε‖F‖L2(O)‖Φ‖L2(O)+|Ĩ(2)
ε [ηε]|. (11.37)

Ðàññìîòðèì ÷ëåí Ĩ(2)
ε [ηε]. Ñîãëàñíî (11.17) èìååì

Ĩ(2)
ε [ηε] = ε

d∑
l,j=1

(
∂j(θεM

ε
ljSεb(D)ũ0), Dlηε

)
L2(O)

. (11.38)

Äëÿ àïïðîêñèìàöèè ôóíêöèè ηε ïðèìåíèì óæå äîêàçàííóþ òåîðåìó
10.2. Ïîëîæèì η0 = (A0

N − ζI)−1Φ, η̃0 = POη0. Ïðèáëèæåíèåì ôóíêöèè
ηε ñëóæèò ôóíêöèÿ η0 + εΛεSεb(D)η̃0. Ïåðåïèøåì ÷ëåí (11.38) â âèäå

Ĩ(2)
ε [ηε] = J1(ε) + J2(ε) + J3(ε), (11.39)

ãäå

J1(ε) = ε

d∑
l,j=1

(
∂j(θεM

ε
ljSεb(D)ũ0), Dl(ηε − η0 − εΛεSεb(D)η̃0)

)
L2(O)

,

J2(ε) = ε

d∑
l,j=1

(
∂j(θεM

ε
ljSεb(D)ũ0), Dlη0

)
L2(O)

, (11.40)

J3(ε) = ε
d∑

l,j=1

(
∂j(θεM

ε
ljSεb(D)ũ0), Dl(εΛ

εSεb(D)η̃0)
)
L2(O)

. (11.41)

Ïðèìåíÿÿ òåîðåìó 10.2 è (11.25), ïðèõîäèì ê îöåíêå

|J1(ε)| 6 c(ϕ)
(
ν1ε+ (ν2 + ν3)|ζ|−1/4ε1/2

)
× d1/2

(
C2c(ϕ)2|ζ|−1/4ε1/2 + C3c(ϕ)4ε

)
‖F‖L2(O)‖Φ‖L2(O).

Ñëåäîâàòåëüíî,

|J1(ε)| 6 c(ϕ)5
(
ν̌1|ζ|−1/2ε+ ν̌2ε

2
)
‖F‖L2(O)‖Φ‖L2(O), (11.42)

ãäå ν̌1 = d1/2 ((ν1 + ν2 + ν3)C2 + (ν2 + ν3)C3), ν̌2 =

d1/2 (ν1(C2 + C3) + (ν2 + ν3)C3).
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Ñ ó÷åòîì (5.1) è (11.25) äëÿ ÷ëåíà (11.40) ñïðàâåäëèâà îöåíêà

|J2(ε)| 6 c(ϕ)
(
ν1ε+ (ν2 + ν3)|ζ|−1/4ε1/2

)
‖F‖L2(O)d

1/2

(∫
Bε

|Dη0|2 dx
)1/2

.

Ïðèìåíÿÿ ëåììó 3.3(1◦) è ëåììó 9.5, ïðèõîäèì ê îöåíêå

|J2(ε)| 6 c(ϕ)2
(
ν̌3|ζ|−1/2ε+ ν̌4ε

2
)
‖F‖L2(O)‖Φ‖L2(O), (11.43)

ãäå ν̌3 = (2dβc◦C0)1/2(ν1 + ν2 + ν3), ν̌4 = (2dβc◦C0)1/2ν1.
Îñòàåòñÿ îöåíèòü ÷ëåí (11.41), êîòîðûé ìîæíî çàïèñàòü â âèäå

J3(ε) = J (1)
3 (ε) + J (2)

3 (ε), (11.44)

ãäå

J (1)
3 (ε) = ε

d∑
l,j=1

(
∂j(θεM

ε
ljSεb(D)ũ0), (DlΛ)εSεb(D)η̃0

)
L2(O)

, (11.45)

J (2)
3 (ε) = ε

d∑
l,j=1

(
∂j(θεM

ε
ljSεb(D)ũ0), εΛεSεb(D)Dlη̃0

)
L2(O)

. (11.46)

Â ñèëó (5.1) è (11.25) ÷ëåí (11.45) ïîä÷èíåí îöåíêå

|J (1)
3 (ε)| 6 c(ϕ)

(
ν1ε+ (ν2 + ν3)|ζ|−1/4ε1/2

)
‖F‖L2(O)

× d1/2

(∫
(∂O)ε

|(DΛ)εSεb(D)η̃0|2 dx

)1/2

.

Ïðèìåíÿÿ ëåììó 3.4, (1.4), (1.10) è àíàëîãè îöåíîê (10.8), (10.9) äëÿ η̃0,
ïîëó÷àåì

|J (1)
3 (ε)| 6 c(ϕ)2

(
ν̌5|ζ|−1/2ε+ ν̌6ε

2
)
‖F‖L2(O)‖Φ‖L2(O), (11.47)

ãäå ν̌5 = M2(2dβ∗α1C
(1)
O C

(2)
O (C0 + 1)c◦)1/2(ν1 + ν2 + ν3), ν̌6 =

M2(2dβ∗α1C
(1)
O C

(2)
O (C0 + 1)c◦)1/2ν1.

Íàêîíåö, ÷ëåí (11.46) ëåãêî îöåíèòü, èñïîëüçóÿ (11.25), (1.4), (1.19) è
àíàëîã (10.9) äëÿ η̃0:

|J (2)
3 (ε)| 6 c(ϕ)2

(
ν̌7|ζ|−1/2ε+ ν̌8ε

2
)
‖F‖L2(O)‖Φ‖L2(O), (11.48)

ãäå ν̌7 = 2M1(dα1)1/2C
(2)
O c◦(ν2 + ν3), ν̌8 = 2M1(dα1)1/2C

(2)
O c◦(ν1 + ν2 + ν3).

Â èòîãå èç (11.39), (11.42)�(11.44), (11.47) è (11.48) âûòåêàåò îöåíêà

|Ĩ(2)
ε [ηε]| 6 c(ϕ)5

(
ν̌9|ζ|−1/2ε+ ν̌10ε

2
)
‖F‖L2(O)‖Φ‖L2(O), 0 < ε 6 ε1,
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ãäå ν̌9 = ν̌1 + ν̌3 + ν̌5 + ν̌7, ν̌10 = ν̌2 + ν̌4 + ν̌6 + ν̌8. Âìåñòå ñ (11.37) ýòî
âëå÷åò íåðàâåíñòâî

|Iε[ηε]| 6 c(ϕ)5
(
C16|ζ|−1/2ε+ C17ε

2
)
‖F‖L2(O)‖Φ‖L2(O), 0 < ε 6 ε1,

(11.49)

ãäå C16 = C0(C(1) + C(2)) + ν̌9, C17 = ν̌10.
Èç (11.36) è (11.49) âûòåêàåò, ÷òî ïðè 0 < ε 6 ε1 âûïîëíåíî íåðàâåí-

ñòâî

|(wε,Φ)L2(O)| 6 c(ϕ)5
(
C16|ζ|−1/2ε+ C17ε

2
)
‖F‖L2(O)‖Φ‖L2(O)

ïðè ëþáîì Φ ∈ L2(O;Cn), ÷òî âëå÷åò èñêîìîå íåðàâåíñòâî (11.35). •
Çàâåðøåíèå äîêàçàòåëüñòâà òåîðåìû 10.1. Èç (10.25) è ëåììû 11.3
âûòåêàåò, ÷òî ïðè 0 < ε 6 ε1 ñïðàâåäëèâî íåðàâåíñòâî (10.1) ñ ïîñòîÿí-
íîé C1 = max{C9 + C16,C17}. •

�12. Ðåçóëüòàòû äëÿ çàäà÷è Íåéìàíà:

ñëó÷àé Λ ∈ L∞, ñïåöèàëüíûå ñëó÷àè,

îöåíêè â ñòðîãî âíóòðåííåé ïîäîáëàñòè

12.1. Ñëó÷àé Λ ∈ L∞. Êàê äëÿ çàäà÷è â Rd (ñì. ï. 2.3) è äëÿ çàäà÷è
Äèðèõëå (ñì. ï. 6.1), ïðè óñëîâèè 2.8 ìîæíî óñòðàíèòü îïåðàòîð Sε â
êîððåêòîðå. Ñåé÷àñ âìåñòî êîððåêòîðà (10.2) áóäåì èñïîëüçîâàòü îïåðà-
òîð

K0
N (ε; ζ) = [Λε]b(D)(A0

N − ζI)−1. (12.1)

Ïðè óñëîâèè 2.8 îïåðàòîð (12.1) íåïðåðûâíî îòîáðàæàåò L2(O;Cn) â
H1(O;Cn). Âìåñòî (10.4) èñïîëüçóåì äðóãîå ïðèáëèæåíèå ê ðåøåíèþ
uε çàäà÷è (9.6):

v̌ε := (A0
N − ζI)−1F + εK0

N (ε; ζ)F = u0 + εΛεb(D)u0. (12.2)

Òåîðåìà 12.1. Ïóñòü âûïîëíåíû óñëîâèÿ òåîðåìû 10.1 è óñëîâèå 2.8.
Ïóñòü ôóíêöèÿ v̌ε îïðåäåëåíà â (12.2). Òîãäà ïðè 0 < ε 6 ε1 ñïðàâåäëèâà

îöåíêà

‖uε − v̌ε‖H1(O) 6
(
C2c(ϕ)2|ζ|−1/4ε1/2 + C◦3c(ϕ)4ε

)
‖F‖L2(O). (12.3)

Â îïåðàòîðíûõ òåðìèíàõ,

‖(AN,ε − ζI)−1 − (A0
N − ζI)−1 − εK0

N (ε; ζ)‖L2(O)→H1(O)

6 C2c(ϕ)2|ζ|−1/4ε1/2 + C◦3c(ϕ)4ε.

Äëÿ ïîòîêà pε := gεb(D)uε ïðè 0 < ε 6 ε1 ñïðàâåäëèâà àïïðîêñèìàöèÿ

‖pε − g̃εb(D)u0‖L2(O) 6
(
C̃2c(ϕ)2|ζ|−1/4ε1/2 + C̃◦3c(ϕ)4ε

)
‖F‖L2(O). (12.4)

Ïîñòîÿííûå C2, C̃2 � òå æå, ÷òî è â òåîðåìå 10.2. Ïîñòîÿííûå C◦3,

C̃◦3 çàâèñÿò îò d, m, α0, α1, ‖g‖L∞ , ‖g−1‖L∞ , îò ïîñòîÿííûõ k1, k2



61

èç íåðàâåíñòâà (9.2), îò ïàðàìåòðîâ ðåø¼òêè Γ, îò îáëàñòè O è îò

íîðìû ‖Λ‖L∞ .
Äîêàçàòåëüñòâî. ×òîáû âûâåñòè (12.3) èç (10.5), äîñòàòî÷íî îöåíèòü
ðàçíîñòü ôóíêöèé (10.4) è (12.2). Ïî àíàëîãèè ñ (6.5)�(6.9) ëåãêî ïðîâå-
ðèòü îöåíêó

‖vε − v̌ε‖H1(O) 6 C′′′ε‖ũ0‖H2(Rd).

Îòñþäà è èç (10.5), (10.9) âûòåêàåò (12.3) ñ ïîñòîÿííîé C◦3 = C3 +

2C′′′C(2)
O c◦.

Ïðîâåðèì (12.4). Èç (12.3) ñ ó÷åòîì (1.2) è (1.5) ñëåäóåò, ÷òî

‖pε − gεb(D)v̌ε‖L2(O)

6 ‖g‖L∞(dα1)1/2
(
C2c(ϕ)2|ζ|−1/4ε1/2 + C◦3c(ϕ)4ε

)
‖F‖L2(O).

(12.5)

Ïî àíàëîãèè ñ (6.11)�(6.13) óáåæäàåìñÿ, ÷òî

‖gεb(D)v̌ε − g̃εb(D)u0‖L2(O) 6 C̃′ε‖u0‖H2(O). (12.6)

Èç (12.5) è (12.6) ñ ó÷åòîì (9.14) âûòåêàåò (12.4) ñ ïîñòîÿííîé C̃◦3 =

‖g‖L∞(dα1)1/2C◦3 + 2C̃′c◦. •
12.2. Ñïåöèàëüíûå ñëó÷àè. Ñëåäóþùèå äâà óòâåðæäåíèÿ ïðîâåðÿþò-
ñÿ àíàëîãè÷íî ïðåäëîæåíèÿì 6.2 è 6.3.

Ïðåäëîæåíèå 12.2. Ïóñòü âûïîëíåíû óñëîâèÿ òåîðåìû 10.2. Åñëè
g0 = g, ò. å. âûïîëíåíû ñîîòíîøåíèÿ (1.13), òî ïðè 0 < ε 6 ε1 ñïðàâåä-

ëèâà îöåíêà

‖uε − u0‖H1(O) 6
(
C2c(ϕ)2|ζ|−1/4ε1/2 + C3c(ϕ)4ε

)
‖F‖L2(O).

Ïðåäëîæåíèå 12.3. Ïóñòü âûïîëíåíû óñëîâèÿ òåîðåìû 10.2. Åñëè
g0 = g, ò. å. ñïðàâåäëèâû ïðåäñòàâëåíèÿ (1.14), òî ïðè 0 < ε 6 ε1

ñïðàâåäëèâà îöåíêà

‖pε − g0b(D)u0‖L2(O) 6
(
C̃2c(ϕ)2|ζ|−1/4ε1/2 + C̃◦3c(ϕ)4ε

)
‖F‖L2(O).

12.3. Àïïðîêñèìàöèÿ ðåøåíèé çàäà÷è Íåéìàíà â ñòðîãî âíóò-
ðåííåé ïîäîáëàñòè. Ñëåäóþùóþ òåîðåìó ëåãêî óñòàíîâèòü ïî àíàëî-
ãèè ñ äîêàçàòåëüñòâîì òåîðåìû 7.1, îïèðàÿñü íà òåîðåìó 10.1 è ðåçóëü-
òàòû äëÿ çàäà÷è óñðåäíåíèÿ â Rd. Ìû îïóñêàåì äîêàçàòåëüñòâî.

Òåîðåìà 12.4. Ïóñòü âûïîëíåíû óñëîâèÿ òåîðåìû 10.2. Ïóñòü O′ �
ñòðîãî âíóòðåííÿÿ ïîäîáëàñòü îáëàñòè O, è ïóñòü δ := dist {O′; ∂O}.
Òîãäà ïðè 0 < ε 6 ε1 ñïðàâåäëèâà îöåíêà

‖uε − vε‖H1(O′) 6 (C′18δ
−1 + C′′18)c(ϕ)6ε‖F‖L2(O),

èëè, â îïåðàòîðíûõ òåðìèíàõ,

‖(AN,ε − ζI)−1 − (A0
N − ζI)−1 − εKN (ε; ζ)‖L2(O)→H1(O′)

6 (C′18δ
−1 + C′′18)c(ϕ)6ε.
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Äëÿ ïîòîêà pε = gεb(D)uε ïðè 0 < ε 6 ε1 ñïðàâåäëèâà àïïðîêñèìàöèÿ

‖pε − g̃εSεb(D)ũ0‖L2(O′) 6 (C̃′18δ
−1 + C̃′′18)c(ϕ)6ε‖F‖L2(O).

Ïîñòîÿííûå C′18, C
′′
18, C̃

′
18 è C̃′′18 çàâèñÿò îò d,m, α0, α1, ‖g‖L∞ , ‖g−1‖L∞ ,

îò ïîñòîÿííûõ k1, k2 èç íåðàâåíñòâà (9.2), îò ïàðàìåòðîâ ðåø¼òêè Γ
è îò îáëàñòè O.
Ïî àíàëîãèè ñ äîêàçàòåëüñòâîì òåîðåìû 7.2 ëåãêî ïðîâåðèòü ñïðàâåä-

ëèâîñòü ñëåäóþùåãî ðåçóëüòàòà.

Òåîðåìà 12.5. Ïóñòü âûïîëíåíû óñëîâèÿ òåîðåìû 12.1. Ïóñòü O′ �
ñòðîãî âíóòðåííÿÿ ïîäîáëàñòü îáëàñòè O, è δ := dist {O′; ∂O}. Òîãäà
ïðè 0 < ε 6 ε1 ñïðàâåäëèâà îöåíêà

‖uε − v̌ε‖H1(O′) 6 (C′18δ
−1 + Č′′18)c(ϕ)6ε‖F‖L2(O),

èëè, â îïåðàòîðíûõ òåðìèíàõ,

‖(AN,ε−ζI)−1−(A0
N−ζI)−1−εK0

N (ε; ζ)‖L2(O)→H1(O′) 6 (C′18δ
−1+Č′′18)c(ϕ)6ε.

Äëÿ ïîòîêà pε = gεb(D)uε ïðè 0 < ε 6 ε1 ñïðàâåäëèâà àïïðîêñèìàöèÿ

‖pε − g̃εb(D)u0‖L2(O′) 6 (C̃′18δ
−1 + Ĉ′′18)c(ϕ)6ε‖F‖L2(O).

Ïîñòîÿííûå C′18, C̃
′
18 � òå æå, ÷òî è â òåîðåìå 12.4. Ïîñòîÿííûå Č′′18

è Ĉ′′18 çàâèñÿò îò d, m, α0, α1, ‖g‖L∞ , ‖g−1‖L∞ , îò ïîñòîÿííûõ k1, k2

èç íåðàâåíñòâà (9.2), îò ïàðàìåòðîâ ðåø¼òêè Γ, îò îáëàñòè O è îò

íîðìû ‖Λ‖L∞ .

�13. Äðóãàÿ àïïðîêñèìàöèÿ ðåçîëüâåíòû (AN,ε − ζI)−1

13.1. Àïïðîêñèìàöèÿ ðåçîëüâåíòû (AN,ε − ζI)−1 ïðè ζ ∈ C \ R+.
Ñëåäóþùèé ðåçóëüòàò ïðîâåðÿåòñÿ àíàëîãè÷íî òåîðåìå 8.1.

Òåîðåìà 13.1. Ïóñòü ζ = |ζ|eiϕ ∈ C \ R+. Ââåäåì îáîçíà÷åíèå

ρ0(ζ) =

{
c(ϕ)2|ζ|−2, |ζ| < 1,

c(ϕ)2, |ζ| > 1.

Ïóñòü uε � ðåøåíèå çàäà÷è (9.6), u0 � ðåøåíèå çàäà÷è (9.13), vε �
ôóíêöèÿ (10.4). Ïóñòü ÷èñëî ε1 óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ 4.1. Òîãäà ïðè
0 < ε 6 ε1 ñïðàâåäëèâû îöåíêè

‖uε − u0‖L2(O) 6 C19ρ0(ζ)ε‖F‖L2(O), (13.1)

‖uε − vε‖H1(O) 6 C20ρ0(ζ)ε1/2‖F‖L2(O). (13.2)

Â îïåðàòîðíûõ òåðìèíàõ,

‖(AN,ε − ζI)−1 − (A0
N − ζI)−1‖L2(O)→L2(O) 6 C19ρ0(ζ)ε, (13.3)

‖(AN,ε − ζI)−1 − (A0
N − ζI)−1 − εKN (ε; ζ)‖L2(O)→H1(O) 6 C20ρ0(ζ)ε1/2.

(13.4)
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Äëÿ ïîòîêà pε = gεb(D)uε ïðè 0 < ε 6 ε1 ñïðàâåäëèâà àïïðîêñèìàöèÿ

‖pε − g̃εSεb(D)ũ0‖L2(O) 6 C21ρ0(ζ)ε1/2‖F‖L2(O), 0 < ε 6 ε1. (13.5)

Ïîñòîÿííûå C19, C20, C21 çàâèñÿò îò d, m, α0, α1, ‖g‖L∞ , ‖g−1‖L∞ , îò
ïîñòîÿííûõ k1, k2 èç íåðàâåíñòâà (9.2), îò ïàðàìåòðîâ ðåø¼òêè Γ è

îò îáëàñòè O.
Äîêàçàòåëüñòâî. Ïðèìåíÿÿ òåîðåìó 10.1 ïðè ζ = −1 è àíàëîã òîæäå-
ñòâà (2.10), ïðè 0 < ε 6 ε1 ïîëó÷àåì

‖(AN,ε − ζI)−1 − (A0
N − ζI)−1‖L2(O)→L2(O) 6 2C1ε sup

x>0
(x+ 1)2|x− ζ|−2.

(13.6)
Âû÷èñëåíèå ïîêàçûâàåò, ÷òî

sup
x>0

(x+ 1)2|x− ζ|−2 6 4ρ0(ζ). (13.7)

Èç (13.6) è (13.7) âûòåêàåò (13.3) ñ ïîñòîÿííîé C19 = 8C1.
Ïðèìåíèì òåïåðü òåîðåìó 10.2 ïðè ζ = −1: ïðè 0 < ε 6 ε1 âûïîëíåíî

‖(AN,ε + I)−1 − (A0
N + I)−1 − εKN (ε;−1)‖L2(O)→H1(O) 6 (C2 + C3)ε1/2.

(13.8)
Ïîëîæèì λ := ‖g−1‖−1

L∞
(k1 + k2). Çàìåòèì, ÷òî â ñèëó (9.5)

‖v‖2H1(O) 6 k−1
1 ‖g

−1‖L∞‖(AN,ε + λI)1/2v‖2L2(O), v ∈ H1(O;Cn). (13.9)

Èñïîëüçóÿ àíàëîã òîæäåñòâà (2.34) è (13.7), ïîëó÷àåì

‖(AN,ε + λI)1/2
(
(AN,ε − ζI)−1 − (A0

N − ζI)−1 − εKN (ε; ζ)
)
‖L2→L2

6 4ρ0(ζ)‖(AN,ε + λI)1/2
(
(AN,ε + I)−1 − (A0

N + I)−1 − εKN (ε;−1)
)
‖L2→L2

+ ε|ζ + 1| sup
x>0

(x+ λ)1/2|x− ζ|−1‖KN (ε; ζ)‖L2→L2 .

(13.10)
Îáîçíà÷èì ñëàãàåìûå â ïðàâîé ÷àñòè (13.10) ÷åðåç L1(ε), L2(ε). Ñ ó÷åòîì
(9.4) è (13.8) äëÿ ïåðâîãî ÷ëåíà ïîëó÷àåì îöåíêó

L1(ε) 6 C22ρ0(ζ)ε1/2, 0 < ε 6 ε1, (13.11)

ãäå C22 = 4(max{dα1‖g‖L∞ , λ})1/2(C2 + C3).
Äàëåå, îïåðàòîð KN (ε; ζ) ìîæíî çàïèñàòü â âèäå KN (ε; ζ) =

RO[Λε]Sεb(D)PO(A0
N + λI)−1/2(A0

N + λI)1/2(A0
N − ζI)−1. Òîãäà ñ ó÷åòîì

(1.4), (1.19) è (4.3) ïîëó÷àåì

L2(ε) 6 ε|ζ + 1|
(

sup
x>0

(x+ λ)|x− ζ|−2

)
M1α

1/2
1 C

(1)
O ‖(A

0
N + λI)−1/2‖L2→H1 .

(13.12)
Âû÷èñëåíèå ïîêàçûâàåò, ÷òî

|ζ + 1| sup
x>0

(x+ λ)|x− ζ|−2 6 2(λ+ 1)ρ0(ζ). (13.13)
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Àíàëîãè÷íî (13.9)

‖(A0
N + λI)−1/2‖L2(O)→H1(O) 6 k

−1/2
1 ‖g−1‖1/2L∞

. (13.14)

Èç (13.12)�(13.14) âûòåêàåò íåðàâåíñòâî

L2(ε) 6 C23ρ0(ζ)ε, (13.15)

ãäå C23 = 2(λ + 1)M1α
1/2
1 C

(1)
O k

−1/2
1 ‖g−1‖1/2L∞

. Òåïåðü èç (13.10), (13.11),
(13.15) ñ ó÷åòîì (13.9) âûòåêàåò îöåíêà (13.4) ñ ïîñòîÿííîé C20 =

k
−1/2
1 ‖g−1‖1/2L∞

(C22 + C23).
Ïðîâåðèì ñïðàâåäëèâîñòü íåðàâåíñòâà (13.5). Èç (13.2) ñëåäóåò, ÷òî

ïðè 0 < ε 6 ε1 âûïîëíåíî

‖pε − gεb(D)vε‖L2(O) 6 ‖g‖L∞(dα1)1/2C20ρ0(ζ)ε1/2‖F‖L2(O). (13.16)

Äàëåå, àíàëîãè÷íî (5.19)�(5.21) èìååì:

‖gεb(D)vε − g̃εSεb(D)ũ0‖L2(O) 6 (C′ + C′′)C(2)
O ε‖u0‖H2(O). (13.17)

Â ñèëó (9.12) è (13.7) ñïðàâåäëèâà îöåíêà

‖(A0
N − ζI)−1‖L2(O)→H2(O) 6 2c◦ρ0(ζ)1/2.

Ñëåäîâàòåëüíî,

‖u0‖H2(O) 6 2c◦ρ0(ζ)1/2‖F‖L2(O). (13.18)

Ñîîòíîøåíèÿ (13.16), (13.17), (13.18) âëåêóò (13.5) ñ ïîñòîÿííîé C21 =

C20‖g‖L∞(dα1)1/2 + 2(C′ + C′′)C(2)
O c◦. •

Àíàëîãîì òåîðåìû 8.3 ÿâëÿåòñÿ ñëåäóþùèé ðåçóëüòàò.

Òåîðåìà 13.2. Ïóñòü âûïîëíåíû óñëîâèÿ òåîðåìû 13.1 è óñëîâèå 2.8.
Ïóñòü v̌ε � ôóíêöèÿ (12.2). Òîãäà ïðè 0 < ε 6 ε1 ñïðàâåäëèâà îöåíêà

‖uε − v̌ε‖H1(O) 6 C◦20ρ0(ζ)ε1/2‖F‖L2(O). (13.19)

Â îïåðàòîðíûõ òåðìèíàõ,

‖(AN,ε − ζI)−1 − (A0
N − ζI)−1 − εK0

N (ε; ζ)‖L2(O)→H1(O) 6 C◦20ρ0(ζ)ε1/2.

Äëÿ ïîòîêà pε = gεb(D)uε ïðè 0 < ε 6 ε1 ñïðàâåäëèâà àïïðîêñèìàöèÿ

‖pε − g̃εb(D)u0‖L2(O) 6 C◦21ρ0(ζ)ε1/2‖F‖L2(O), 0 < ε 6 ε1. (13.20)

Ïîñòîÿííûå C◦20, C
◦
21 çàâèñÿò îò d, m, α0, α1, ‖g‖L∞ , ‖g−1‖L∞ , îò ïî-

ñòîÿííûõ k1, k2 èç íåðàâåíñòâà (9.2), îò ïàðàìåòðîâ ðåø¼òêè Γ, îò
îáëàñòè O è îò íîðìû ‖Λ‖L∞ .
Äîêàçàòåëüñòâî. Àíàëîãè÷íî (6.5)�(6.9)

‖vε − v̌ε‖H1(O) 6 C′′′ε‖ũ0‖H2(Rd). (13.21)

Ñîîòíîøåíèÿ (4.3), (13.2), (13.18) è (13.21) âëåêóò (13.19) ñ ïîñòîÿííîé

C◦20 = C20 + 2C′′′C(2)
O c◦.
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Ïðîâåðèì òåïåðü (13.20). Èç (13.19) ñëåäóåò, ÷òî ïðè 0 < ε 6 ε1 ñïðà-
âåäëèâà îöåíêà

‖pε − gεb(D)v̌ε‖L2(O) 6 ‖g‖L∞(dα1)1/2C◦20ρ0(ζ)ε1/2‖F‖L2(O). (13.22)

Àíàëîãè÷íî (6.11), (6.12) èìååì

‖gεb(D)v̌ε − g̃εb(D)u0‖L2(O) 6 C̃′ε‖u0‖H2(O). (13.23)

Èç (13.22), (13.23) ñ ó÷åòîì (13.18) âûòåêàåò îöåíêà (13.20) ñ ïîñòîÿííîé

C◦21 = ‖g‖L∞(dα1)1/2C◦20 + 2c◦C̃′. •
13.2. Ñïåöèàëüíûå ñëó÷àè. Ñëó÷àé, êîãäà êîððåêòîð îáðàùàåòñÿ â
íîëü, âûäåëÿåòñÿ ñëåäóþùèì óòâåðæäåíèåì (ñð. ïðåäëîæåíèå 8.4).

Ïðåäëîæåíèå 13.3. Ïóñòü âûïîëíåíû óñëîâèÿ òåîðåìû 13.1. Åñëè
g0 = g, ò. å. âûïîëíåíû ñîîòíîøåíèÿ (1.13), òî Λ = 0 è vε = u0.

Òîãäà ïðè 0 < ε 6 ε1 ñïðàâåäëèâà îöåíêà

‖uε − u0‖H1(O) 6 C20ρ0(ζ)ε1/2‖F‖L2(O).

Ñëåäóþùåå óòâåðæäåíèå ïîëó÷àåòñÿ àíàëîãè÷íî ïðåäëîæåíèþ 8.5.

Ïðåäëîæåíèå 13.4. Ïóñòü âûïîëíåíû óñëîâèÿ òåîðåìû 13.1. Åñëè
g0 = g, ò. å. ñïðàâåäëèâû ïðåäñòàâëåíèÿ (1.14), òî ïðè 0 < ε 6 ε1

ñïðàâåäëèâà îöåíêà

‖pε − g0b(D)u0‖L2(O) 6 C◦21ρ0(ζ)ε1/2‖F‖L2(O).

13.3. Àïïðîêñèìàöèÿ ðåçîëüâåíòû (AN,ε − ζI)−1 ïðè ζ ∈ C \ R+

â ñòðîãî âíóòðåííåé ïîäîáëàñòè. Àíàëîãîì òåîðåìû 8.6 ÿâëÿåòñÿ
ñëåäóþùèé ðåçóëüòàò.

Òåîðåìà 13.5. Ïóñòü âûïîëíåíû óñëîâèÿ òåîðåìû 13.1. Ïóñòü O′ �
ñòðîãî âíóòðåííÿÿ ïîäîáëàñòü îáëàñòè O, è δ = dist {O′; ∂O}. Òîãäà
ïðè 0 < ε 6 ε1 ñïðàâåäëèâà îöåíêà

‖uε − vε‖H1(O′)

6 (C23δ
−1 + 1)

(
C19c(ϕ)ρ0(ζ) + C24c(ϕ)5/2ρ0(ζ)3/4

)
ε‖F‖L2(O).

(13.24)

Â îïåðàòîðíûõ òåðìèíàõ,

‖(AN,ε − ζI)−1 − (A0
N − ζI)−1 − εKN (ε; ζ)‖L2(O)→H1(O′)

6 (C23δ
−1 + 1)

(
C19c(ϕ)ρ0(ζ) + C24c(ϕ)5/2ρ0(ζ)3/4

)
ε.

Äëÿ ïîòîêà pε = gεb(D)uε ïðè 0 < ε 6 ε1 ñïðàâåäëèâà àïïðîêñèìàöèÿ

‖pε − g̃εSεb(D)ũ0‖L2(O′)

6 (C23δ
−1 + 1)(C25c(ϕ)ρ0(ζ) + C26c(ϕ)5/2ρ0(ζ)3/4)ε‖F‖L2(O).

(13.25)

Çäåñü ïîñòîÿííàÿ C23 � òà æå, ÷òî â (7.14), C19 � ïîñòîÿííàÿ èç

îöåíêè (13.1). Ïîñòîÿííûå C24, C25, C26 çàâèñÿò îò d, m, α0, α1, ‖g‖L∞ ,
‖g−1‖L∞ , îò ïîñòîÿííûõ k1, k2 èç íåðàâåíñòâà (9.2), îò ïàðàìåòðîâ

ðåø¼òêè Γ è îò îáëàñòè O.
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Äîêàçàòåëüñòâî. Ïåðâàÿ ÷àñòü äîêàçàòåëüñòâà ïðîâîäèòñÿ ïî àíàëî-
ãèè ñ ïåðâîé ÷àñòüþ äîêàçàòåëüñòâà òåîðåìû 7.1. Ïóñòü χ(x) � ñðåçêà,
óäîâëåòâîðÿþùàÿ óñëîâèÿì (7.3). Ïóñòü uε � ðåøåíèå çàäà÷è (9.6), ũε
� ðåøåíèå óðàâíåíèÿ (10.12). Òîãäà (Aε − ζ)(uε − ũε) = 0 â îáëàñòè O.
Îòñþäà àíàëîãè÷íî (7.4)�(7.14) âûâîäèì íåðàâåíñòâî

‖D(χ(uε − ũε))‖L2(O) 6 C23c(ϕ)δ−1‖uε − ũε‖L2(O). (13.26)

Äàëåå, â ñèëó òåîðåìû 2.2

‖ũε − ũ0‖L2(Rd) 6 C1c(ϕ)2|ζ|−1/2ε‖F̃‖L2(Rd). (13.27)

Èç (1.16) è (4.3) ñëåäóåò îöåíêà ôóíêöèè (10.10):

‖F̃‖L2(Rd) 6 c1‖ũ0‖H2(Rd) + |ζ|‖ũ0‖L2(Rd)

6 c1C
(2)
O ‖u0‖H2(O) + |ζ|C(0)

O ‖u0‖L2(O).

Îòñþäà ñ ó÷åòîì (13.18) è îöåíêè ‖u0‖L2(O) 6 |ζ|−1c(ϕ)‖F‖L2(O) âûòåêà-
åò, ÷òî

‖F̃‖L2(Rd) 6 C27ρ0(ζ)1/2‖F‖L2(O), (13.28)

ãäå C27 = 2c1C
(2)
O c◦ + C

(0)
O . Èç (13.27) è (13.28) ñëåäóåò, ÷òî

‖ũε − ũ0‖L2(Rd) 6 C1C27c(ϕ)2|ζ|−1/2ρ0(ζ)1/2ε‖F‖L2(O).

Âìåñòå ñ (13.1) ýòî âëå÷åò

‖uε − ũε‖L2(O) 6
(
C19ρ0(ζ) + C1C27c(ϕ)3/2ρ0(ζ)3/4

)
ε‖F‖L2(O). (13.29)

Òåïåðü, ñîïîñòàâëÿÿ (13.26) è (13.29), ïîëó÷àåì

‖D(χ(uε − ũε))‖L2(O)

6 C23δ
−1
(
C19c(ϕ)ρ0(ζ) + C1C27c(ϕ)5/2ρ0(ζ)3/4

)
ε‖F‖L2(O).

Ñëåäîâàòåëüíî,

‖uε − ũε‖H1(O′)

6 (C23δ
−1 + 1)

(
C19c(ϕ)ρ0(ζ) + C1C27c(ϕ)5/2ρ0(ζ)3/4

)
ε‖F‖L2(O).

(13.30)
Â ñèëó ñëåäñòâèÿ 2.5 è (13.28) èìååì

‖ũε − ṽε‖H1(Rd) 6 (C2 + C3|ζ|−1/2)c(ϕ)2ε‖F̃‖L2(Rd)

6 (C2 + C3)C27c(ϕ)3/2ρ0(ζ)3/4ε‖F‖L2(O).
(13.31)

Èç (13.30) è (13.31) ñ ó÷åòîì (10.3) âûòåêàåò (13.24) ñ ïîñòîÿííîé C24 =
C27(C1 + C2 + C3).
Íåðàâåíñòâî (13.25) âûâîäèòñÿ èç (13.24) è (13.17), (13.18). •
Ñëåäóþùèé ðåçóëüòàò àíàëîãè÷åí òåîðåìå 8.7.
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Òåîðåìà 13.6. Ïóñòü âûïîëíåíû óñëîâèÿ òåîðåìû 13.2. Ïóñòü O′ �
ñòðîãî âíóòðåííÿÿ ïîäîáëàñòü îáëàñòè O, è δ = dist {O′; ∂O}. Òîãäà
ïðè 0 < ε 6 ε1 ñïðàâåäëèâà îöåíêà

‖uε−v̌ε‖H1(O′) 6 (C23δ
−1+1)(C19c(ϕ)ρ0(ζ)+C̃24c(ϕ)5/2ρ0(ζ)3/4)ε‖F‖L2(O).

(13.32)
Â îïåðàòîðíûõ òåðìèíàõ,

‖(AN,ε − ζI)−1 − (A0
N − ζI)−1 − εK0

N (ε; ζ)‖L2(O)→H1(O′)

6 (C23δ
−1 + 1)(C19c(ϕ)ρ0(ζ) + C̃24c(ϕ)5/2ρ0(ζ)3/4)ε.

Äëÿ ïîòîêà pε = gεb(D)uε ïðè 0 < ε 6 ε1 ñïðàâåäëèâà àïïðîêñèìàöèÿ

‖pε − g̃εb(D)u0‖L2(O′)

6 (C23δ
−1 + 1)(C28c(ϕ)ρ0(ζ) + C29c(ϕ)5/2ρ0(ζ)3/4)ε‖F‖L2(O).

(13.33)

Ïîñòîÿííûå C̃24, C28, C29 çàâèñÿò îò d, m, α0, α1, ‖g‖L∞ , ‖g−1‖L∞ , îò
ïîñòîÿííûõ k1, k2 èç íåðàâåíñòâà (9.2), îò ïàðàìåòðîâ ðåø¼òêè Γ, îò
îáëàñòè O è îò íîðìû ‖Λ‖L∞ .
Äîêàçàòåëüñòâî. Èç (4.3), (13.18), (13.21) è (13.24) âûòåêàåò (13.32) ñ

ïîñòîÿííîé C̃24 = C24 + 2C′′′C(2)
O c◦.

Íåðàâåíñòâî (13.33) âûâîäèòñÿ èç (13.18), (13.23) è (13.32). •

�14. Àïïðîêñèìàöèÿ ðåçîëüâåíòû (BN,ε − ζI)−1

14.1. Îïåðàòîð BN,ε. Ââåäåì îáîçíà÷åíèå

Z = Ker b(D) = {z ∈ H1(O;Cn) : b(D)z = 0}.

Èç (9.2) âûòåêàåò íåðàâåíñòâî

‖Dz‖2L2(O) 6 k−1
1 k2‖z‖2L2(O), z ∈ Z.

Îòñþäà è èç êîìïàêòíîñòè âëîæåíèÿ H1(O;Cn) â L2(O;Cn) ñëåäóåò,
÷òî ïðîñòðàíñòâî Z êîíå÷íîìåðíî. Îáîçíà÷èì dimZ = p. Çàâåäîìî Z
ñîäåðæèò n-ìåðíîå ïîäïðîñòðàíñòâî ïîñòîÿííûõ Cn-çíà÷íûõ ôóíêöèé
â O. Ïîëîæèì

H(O) = L2(O;Cn)	 Z, H1
⊥(O;Cn) = H1(O;Cn) ∩H(O).

Êàê ïðîâåðåíî â [Su3, ïðåäëîæåíèå 9.1], ôîðìà ‖b(D)u‖L2(O) çàäàåò â

H1
⊥(O;Cn) íîðìó, ýêâèâàëåíòíóþ ñòàíäàðòíîé: ñóùåñòâóåò ïîñòîÿííàÿ

k̃1 òàêàÿ, ÷òî

k̃1‖u‖2H1(O) 6 ‖b(D)u‖2L2(O), u ∈ H1
⊥(O;Cn). (14.1)

Ïóñòü AN,ε � îïåðàòîð â L2(O;Cn), ïîðîæäåííûé ôîðìîé (9.3). Î÷å-
âèäíî, KerAN,ε = Z. Îðòîãîíàëüíîå ðàçëîæåíèå L2(O;Cn) = H(O)⊕ Z
ïðèâîäèò îïåðàòîð AN,ε. Îáîçíà÷èì ÷åðåç BN,ε ÷àñòü îïåðàòîðà AN,ε â
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ïîäïðîñòðàíñòâå H(O). Èíà÷å ãîâîðÿ, BN,ε � ñàìîñîïðÿæåííûé îïåðà-
òîð â H(O), ïîðîæäåííûé êâàäðàòè÷íîé ôîðìîé

bN,ε[u,u] = (gεb(D)u, b(D)u)L2(O), u ∈ H1
⊥(O;Cn).

Â ñèëó (1.2), (1.5) è (14.1) ñïðàâåäëèâû îöåíêè

‖g−1‖−1
L∞
k̃1‖u‖2H1(O) 6 bN,ε[u,u] 6 ‖g‖L∞dα1‖Du‖2L2(O), u ∈ H1

⊥(O;Cn).

(14.2)
Ïóñòü A0

N � ýôôåêòèâíûé îïåðàòîð, ïîðîæäåííûé ôîðìîé (9.11)
â ïðîñòðàíñòâå L2(O;Cn). Î÷åâèäíî, KerA0

N = Z. Ðàçëîæåíèå
L2(O;Cn) = H(O) ⊕ Z ïðèâîäèò îïåðàòîð A0

N . Ïóñòü B0
N � ÷àñòü îïå-

ðàòîðà A0
N â ïîäïðîñòðàíñòâå H(O). Èíà÷å ãîâîðÿ, B0

N � îïåðàòîð, ïî-
ðîæäåííûé â H(O) êâàäðàòè÷íîé ôîðìîé

b0N [u,u] = (g0b(D)u, b(D)u)L2(O), u ∈ H1
⊥(O;Cn).

Àíàëîãè÷íî (14.2) ïðîâåðÿþòñÿ îöåíêè

‖g−1‖−1
L∞
k̃1‖u‖2H1(O) 6 b0N [u,u] 6 ‖g‖L∞dα1‖Du‖2L2(O), u ∈ H1

⊥(O;Cn).

(14.3)
×åðåç P îáîçíà÷èì îðòîïðîåêòîð ïðîñòðàíñòâà L2(O;Cn) íà H(O), à
÷åðåç PZ � îðòîïðîåêòîð íà Z; òîãäà P = I − PZ .
Ïóñòü ζ ∈ C\[c[,∞), ãäå c[ > 0 � îáùàÿ íèæíÿÿ ãðàíü îïåðàòîðîâ BN,ε

è B0
N . Èíà÷å ãîâîðÿ, 0 < c[ 6 min{λ2,ε(N), λ0

2(N)}, ãäå λ2,ε(N) (ñîîòâåò-
ñòâåííî, λ0

2(N)) � ïåðâîå íåíóëåâîå ñîáñòâåííîå ÷èñëî îïåðàòîðà AN,ε
(ñîîòâåòñòâåííî, A0

N ). (Ñ ó÷åòîì êðàòíîñòåé � ýòî (p+ 1)-å ñîáñòâåííûå
çíà÷åíèÿ.)

Çàìå÷àíèå 14.1. 1) Â ñèëó (14.2), (14.3) â êà÷åñòâå c[ ïîäõîäèò ÷èñëî

‖g−1‖−1
L∞
k̃1. 2) Ïóñòü ν > 0 � ñêîëü óãîäíî ìàëîå ÷èñëî. Åñëè ñ÷èòàòü ε

äîñòàòî÷íî ìàëûì, òî â êà÷åñòâå c[ ìîæíî ïðèíÿòü c[ = λ0
2(N)−ν. 3) Ëåã-

êî óêàçàòü âåðõíþþ îöåíêó ÷èñëà c[: èç (14.2), (14.3) è èç âàðèàöèîííîãî
ïðèíöèïà âèäíî, ÷òî c[ 6 ‖g‖L∞dα1µ

0
p+1(N), ãäå µ0

p+1(N) > 0 � (p+1)-îå
ñîáñòâåííîå çíà÷åíèå îïåðàòîðà −∆ ñ óñëîâèåì Íåéìàíà â ïðîñòðàíñòâå
L2(O;Cn) (åñëè íóìåðîâàòü ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ â ïîðÿäêå íåóáûâàíèÿ
ñ ó÷åòîì êðàòíîñòåé). Òåì ñàìûì, c[ îöåíèâàåòñÿ âåëè÷èíîé, çàâèñÿùåé
ëèøü îò d, n, p, α1, ‖g‖L∞ è îò îáëàñòè O.
Ïóñòü ϕε = (BN,ε − ζI)−1F, ãäå F ∈ H(O), ò. å. ϕε ÿâëÿåòñÿ îáîáùåí-

íûì ðåøåíèåì çàäà÷è Íåéìàíà

b(D)∗gεb(D)ϕε − ζϕε = F â O;

∂ενϕε|∂O = 0; (ϕε, z)L2(O) = 0 ∀ z ∈ Z.
(14.4)

Çäåñü óñëîâèå îðòîãîíàëüíîñòè ϕε ê Z âûïîëíåíî àâòîìàòè÷åñêè, åñëè
ζ 6= 0, à ïðè ζ = 0 åãî íàäî íàêëàäûâàòü.
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Ïóñòü ϕ0 = (B0
N − ζI)−1F, F ∈ H(O). Òîãäà ϕ0 ÿâëÿåòñÿ îáîáùåííûì

ðåøåíèåì çàäà÷è Íåéìàíà

b(D)∗g0b(D)ϕ0 − ζϕ0 = F â O;

∂0
νϕ0|∂O = 0; (ϕ0, z)L2(O) = 0 ∀ z ∈ Z.

(14.5)

Çäåñü òàêæå óñëîâèå îðòîãîíàëüíîñòè ϕ0 ê Z âûïîëíåíî àâòîìàòè÷åñêè,
åñëè ζ 6= 0, à ïðè ζ = 0 åãî íàäî íàêëàäûâàòü.
Îáîçíà÷èì

KN (ε; ζ) := RO[Λε]Sεb(D)PO(B0
N − ζI)−1

è ïîëîæèì ϕ̃0 = POϕ0,

ψε = ϕ0 + εΛεSεb(D)ϕ̃0 = (B0
N − ζI)−1F + εKN (ε; ζ)F. (14.6)

Òåîðåìà 14.2. Ïóñòü ζ ∈ C \ [c[,∞), ãäå c[ > 0 � îáùàÿ íèæíÿÿ ãðàíü

îïåðàòîðîâ BN,ε è B0
N . Ïîëîæèì ζ−c[ = |ζ−c[|eiϑ è ââåäåì îáîçíà÷åíèå

ρ[(ζ) =

{
c(ϑ)2|ζ − c[|−2, |ζ − c[| < 1,

c(ϑ)2, |ζ − c[| > 1.
(14.7)

Ïóñòü ϕε � ðåøåíèå çàäà÷è (14.4) è ϕ0 � ðåøåíèå çàäà÷è (14.5) ïðè
F ∈ H(O). Ïóñòü ψε � ôóíêöèÿ (14.6). Ïóñòü ÷èñëî ε1 óäîâëåòâîðÿåò

óñëîâèþ 4.1. Òîãäà ïðè 0 < ε 6 ε1 ñïðàâåäëèâû îöåíêè

‖ϕε −ϕ0‖L2(O) 6 C30ρ[(ζ)ε‖F‖L2(O),

‖ϕε −ψε‖H1(O) 6 C31ρ[(ζ)ε1/2‖F‖L2(O). (14.8)

Â îïåðàòîðíûõ òåðìèíàõ,

‖(BN,ε − ζI)−1 − (B0
N − ζI)−1‖H(O)→H(O) 6 C30ρ[(ζ)ε, (14.9)

‖(BN,ε − ζI)−1 − (B0
N − ζI)−1 − εKN (ε; ζ)‖H(O)→H1(O) 6 C31ρ[(ζ)ε1/2.

(14.10)
Äëÿ ïîòîêà gεb(D)ϕε ïðè 0 < ε 6 ε1 ñïðàâåäëèâà àïïðîêñèìàöèÿ

‖gεb(D)ϕε − g̃εSεb(D)ϕ̃0‖L2(O) 6 C32ρ[(ζ)ε1/2‖F‖L2(O). (14.11)

Ïîñòîÿííûå C30, C31, C32 çàâèñÿò îò d, n, m, p, α0, α1, ‖g‖L∞ , ‖g−1‖L∞ ,
îò ïîñòîÿííûõ k1, k2 èç íåðàâåíñòâà (9.2), îò ïîñòîÿííîé k̃1 èç (14.1),
îò ïàðàìåòðîâ ðåø¼òêè Γ è îò îáëàñòè O.
Äîêàçàòåëüñòâî. Ïðèìåíÿÿ òåîðåìó 10.1 ïðè ζ = −1, ïðè 0 < ε 6 ε1

ïîëó÷àåì

‖(BN,ε + I)−1 − (B0
N + I)−1‖H(O)→H(O)

= ‖
(
(AN,ε + I)−1 − (A0

N + I)−1
)
P‖L2(O)→L2(O) 6 C1(ε+ ε2) 6 2C1ε.

Îòñþäà, èñïîëüçóÿ àíàëîã òîæäåñòâà (2.10) äëÿ îïåðàòîðîâ BN,ε è B0
N ,

ïðèõîäèì ê íåðàâåíñòâó

‖(BN,ε−ζI)−1−(B0
N−ζI)−1‖H(O)→H(O) 6 2C1ε sup

x>c[
(x+1)2|x−ζ|−2 (14.12)
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ïðè 0 < ε 6 ε1. Àíàëîãè÷íî (8.8),

sup
x>c[

(x+ 1)2|x− ζ|−2 6 č[ρ[(ζ), ζ ∈ C \ [c[,∞), (14.13)

ãäå č[ = (c[ + 2)2. Â ñèëó çàìå÷àíèÿ 14.1(3) č[ îãðàíè÷åíî âåëè÷èíîé,
çàâèñÿùåé ëèøü îò d, n, p, α1, ‖g‖L∞ è îò îáëàñòè O. Èç (14.12) è (14.13)
âûòåêàåò (14.9) ñ ïîñòîÿííîé C30 = 2C1č[.
Ïðèìåíèì òåïåðü òåîðåìó 10.2 ïðè ζ = −1. Ïðè 0 < ε 6 ε1 èìååì:

‖(AN,ε + I)−1 − (A0
N + I)−1 − εKN (ε;−1)‖L2(O)→H1(O) 6 (C2 + C3)ε1/2.

(14.14)
Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî

‖A1/2
N,ε

(
(AN,ε + I)−1 − (A0

N + I)−1 − εKN (ε;−1)
)
‖L2(O)→L2(O)

6 ‖g‖1/2L∞
(dα1)1/2(C2 + C3)ε1/2, 0 < ε 6 ε1.

(14.15)

Äîìíîæèì îïåðàòîð ïîä çíàêîì íîðìû â (14.15) ñ äâóõ ñòîðîí íà ïðî-
åêòîð P. Ïîëó÷èì

‖B1/2
N,ε

(
(BN,ε + I)−1 − (B0

N + I)−1 − εPKN (ε;−1)
)
‖H(O)→H(O)

6 ‖g‖1/2L∞
(dα1)1/2(C2 + C3)ε1/2, 0 < ε 6 ε1.

(14.16)

Ñïðàâåäëèâî òîæäåñòâî

(BN,ε − ζI)−1 − (B0
N − ζI)−1 − εPKN (ε; ζ)

= (BN,ε + I)(BN,ε − ζI)−1
(
(BN,ε + I)−1 − (B0

N + I)−1 − εPKN (ε;−1)
)

× (B0
N + I)(B0

N − ζI)−1 + (ζ + 1)(BN,ε − ζI)−1εPKN (ε; ζ).
(14.17)

Äîìíîæàÿ (14.17) ñëåâà íà B1/2
N,ε è èñïîëüçóÿ (14.16), ïðèõîäèì ê íåðà-

âåíñòâó

‖B1/2
N,ε

(
(BN,ε − ζI)−1 − (B0

N − ζI)−1 − εPKN (ε; ζ)
)
‖H(O)→H(O)

6 ‖g‖1/2L∞
(dα1)1/2(C2 + C3)ε1/2 sup

x>c[
(x+ 1)2|x− ζ|−2

+ |ζ + 1|ε sup
x>c[

x|x− ζ|−2‖ΛεSεb(D)PO(B0
N )−1/2‖H(O)→L2(Rd).

(14.18)

Îáîçíà÷èì ñëàãàåìûå â ïðàâîé ÷àñòè (14.18) ÷åðåç T1(ε), T2(ε). Ñ ó÷åòîì
(14.13) èìååì

T1(ε) 6 C33ε
1/2ρ[(ζ), 0 < ε 6 ε1, (14.19)

ãäå C33 = č[‖g‖
1/2
L∞

(dα1)1/2(C2 + C3). Äàëåå, èç (14.3) âûòåêàåò, ÷òî

‖(B0
N )−1/2‖H(O)→H1(O) 6 ‖g−1‖1/2L∞

k̃
−1/2
1 .

Îòñþäà è èç (1.4), (1.19), (4.3) ïîëó÷àåì îöåíêó

‖ΛεSεb(D)PO(B0
N )−1/2‖H(O)→L2(Rd) 6M1α

1/2
1 C

(1)
O ‖g

−1‖1/2L∞
k̃
−1/2
1 . (14.20)
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Â ñèëó (14.20) âòîðîå ñëàãàåìîå â (14.18) äîïóñêàåò îöåíêó

T2(ε) 6 ε|ζ + 1|M1α
1/2
1 C

(1)
O ‖g

−1‖1/2L∞
k̃
−1/2
1 sup

x>c[
x|x− ζ|−2. (14.21)

Àíàëîãè÷íî (8.17) èìååì:

|ζ + 1| sup
x>c[

x|x− ζ|−2 6 (c[ + 2)(c[ + 1)ρ[(ζ), ζ ∈ C \ [c[,∞).

Âìåñòå ñ (14.21) ýòî âëå÷åò

T2(ε) 6 C34ερ[(ζ), (14.22)

ãäå C34 = (c[ + 2)(c[ + 1)M1α
1/2
1 C

(1)
O ‖g−1‖1/2L∞

k̃
−1/2
1 .

Â èòîãå èç (14.18), (14.19) è (14.22) âûòåêàåò íåðàâåíñòâî

‖B1/2
N,ε

(
(BN,ε − ζI)−1 − (B0

N − ζI)−1 − εPKN (ε; ζ)
)
‖H(O)→H(O)

6 (C33 + C34)ε1/2ρ[(ζ), 0 < ε 6 ε1.

Îòñþäà ñ ó÷åòîì (14.2) ñëåäóåò îöåíêà

‖(BN,ε − ζI)−1 − (B0
N − ζI)−1 − εPKN (ε; ζ)‖H(O)→H1(O) 6 C35ε

1/2ρ[(ζ)
(14.23)

ïðè 0 < ε 6 ε1, ãäå C35 = ‖g−1‖1/2L∞
k̃
−1/2
1 (C33 + C34).

Ïîêàæåì òåïåðü, ÷òî â (14.23) ïîñëåäíèé ÷ëåí ïîä çíàêîì íîðìû ìîæ-
íî çàìåíèòü íà εKN (ε; ζ); ýòî ïðèâåäåò ëèøü ê èçìåíåíèþ êîíñòàíòû â
îöåíêå. Åñëè äîìíîæèòü îïåðàòîð ïîä çíàêîì íîðìû â (14.14) ñïðàâà íà
P, òî ïðè 0 < ε 6 ε1 ïîëó÷èì

‖(BN,ε + I)−1 − (B0
N + I)−1 − εKN (ε;−1)‖H(O)→H1(O) 6 (C2 + C3)ε1/2.

(14.24)
Ñ äðóãîé ñòîðîíû, èç (14.16) ïðè ó÷åòå (14.2) ñëåäóåò, ÷òî

‖(BN,ε + I)−1 − (B0
N + I)−1 − εPKN (ε;−1)‖H(O)→H1(O) 6 C36ε

1/2 (14.25)

ïðè 0 < ε 6 ε1, ãäå C36 = k̃
−1/2
1 ‖g−1‖1/2L∞

‖g‖1/2L∞
(dα1)1/2(C2 + C3). Ñîïî-

ñòàâëÿÿ (14.24) è (14.25), óáåæäàåìñÿ, ÷òî

ε‖PZKN (ε;−1)‖H(O)→H1(O) 6 (C2 + C3 + C36)ε1/2, 0 < ε 6 ε1.

Ñëåäîâàòåëüíî, ñ ó÷åòîì (14.13) ïðè 0 < ε 6 ε1 èìååì

ε‖PZKN (ε; ζ)‖H(O)→H1(O) 6 ε‖PZKN (ε;−1)‖H(O)→H1(O)

× ‖(B0
N + I)(B0

N − ζI)−1‖H(O)→H(O) 6 (C2 + C3 + C36)č
1/2
[ ε1/2ρ[(ζ)1/2.

(14.26)
Â èòîãå èç (14.23) è (14.26) ïðè ó÷åòå ðàâåíñòâà P + PZ = I âûòåêàåò

îöåíêà (14.10) ñ ïîñòîÿííîé C31 = C35 + (C2 + C3 + C36)č
1/2
[ .

Îñòàåòñÿ ïðîâåðèòü (14.11). Èç (14.8) ñ ó÷åòîì (1.2), (1.5) ñëåäóåò, ÷òî
ïðè 0 < ε 6 ε1 âûïîëíåíî

‖gεb(D)ϕε − gεb(D)ψε‖L2(O) 6 ‖g‖L∞(dα1)1/2C31ρ[(ζ)ε1/2‖F‖L2(O).
(14.27)
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Àíàëîãè÷íî (5.19)�(5.21) èìååì:

‖gεb(D)ψε − g̃εSεb(D)ϕ̃0‖L2(O) 6 (C′ + C′′)ε‖ϕ̃0‖H2(Rd). (14.28)

Îöåíèì H2(O)-íîðìó ôóíêöèè ϕ0 = (B0
N − ζI)−1F. Ñ ó÷åòîì (9.12) è

(14.13) èìååì:

‖(B0
N − ζI)−1‖H(O)→H2(O) 6 ‖(B0

N + I)−1‖H(O)→H2(O)

× ‖(B0
N + I)(B0

N − ζI)−1‖H(O)→H(O) 6 c◦č
1/2
[ ρ[(ζ)1/2.

Ñëåäîâàòåëüíî,

‖ϕ0‖H2(O) 6 c◦č
1/2
[ ρ[(ζ)1/2‖F‖L2(O). (14.29)

Â ñèëó (4.3), (14.28) è (14.29)

‖gεb(D)ψε − g̃εSεb(D)ϕ̃0‖L2(O) 6 C37ερ[(ζ)1/2‖F‖L2(O), (14.30)

ãäå C37 = (C′ + C′′)C(2)
O c◦č

1/2
[ . Èç (14.27) è (14.30) âûòåêàåò (14.11) ñ

ïîñòîÿííîé C32 = ‖g‖L∞(dα1)1/2C31 + C37. •
Âûäåëèì ñëó÷àé, êîãäà Λ ∈ L∞. Îáîçíà÷èì

K0
N (ε; ζ) := [Λε]b(D)(B0

N − ζI)−1 (14.31)

è ïîëîæèì

ψ̌ε = ϕ0 + εΛεb(D)ϕ0 = (B0
N − ζI)−1F + εK0

N (ε; ζ)F. (14.32)

Òåîðåìà 14.3. Ïóñòü âûïîëíåíû óñëîâèÿ òåîðåìû 14.2 è óñëîâèå 2.8.
Ïóñòü ôóíêöèÿ ψ̌ε îïðåäåëåíà â (14.32). Òîãäà ïðè 0 < ε 6 ε1 ñïðàâåä-

ëèâà îöåíêà

‖ϕε − ψ̌ε‖H1(O) 6 C◦31ρ[(ζ)ε1/2‖F‖L2(O). (14.33)

Â îïåðàòîðíûõ òåðìèíàõ,

‖(BN,ε − ζI)−1 − (B0
N − ζI)−1 − εK0

N (ε; ζ)‖H(O)→H1(O) 6 C◦31ρ[(ζ)ε1/2.
(14.34)

Äëÿ ïîòîêà gεb(D)ϕε ïðè 0 < ε 6 ε1 ñïðàâåäëèâà àïïðîêñèìàöèÿ

‖gεb(D)ϕε − g̃εb(D)ϕ0‖L2(O) 6 C◦32ρ[(ζ)ε1/2‖F‖L2(O). (14.35)

Ïîñòîÿííûå C◦31, C
◦
32 çàâèñÿò îò d, n, m, p, α0, α1, ‖g‖L∞ , ‖g−1‖L∞ , îò

ïîñòîÿííûõ k1, k2 èç íåðàâåíñòâà (9.2), îò ïîñòîÿííîé k̃1 èç (14.1), îò
ïàðàìåòðîâ ðåø¼òêè Γ, îò îáëàñòè O è îò íîðìû ‖Λ‖L∞ .
Äîêàçàòåëüñòâî. Àíàëîãè÷íî (6.5)�(6.9),

‖ψε − ψ̌ε‖H1(O) 6 C′′′ε‖ϕ̃0‖H2(Rd).

Âìåñòå ñ (4.3) è (14.29) ýòî âëå÷åò

‖ψε − ψ̌ε‖H1(O) 6 C′′′C
(2)
O c◦č

1/2
[ ερ[(ζ)1/2‖F‖L2(O). (14.36)

Òåïåðü èç (14.8) è (14.36) âûòåêàåò èñêîìîå íåðàâåíñòâî (14.33) ñ ïîñòî-

ÿííîé C◦31 = C31 + C′′′C(2)
O c◦č

1/2
[ .
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Ïðîâåðèì (14.35). Èç (14.33) ñëåäóåò, ÷òî

‖gεb(D)ϕε − gεb(D)ψ̌ε‖L2(O) 6 ‖g‖L∞(dα1)1/2C◦31ρ[(ζ)ε1/2‖F‖L2(O)

(14.37)
ïðè 0 < ε 6 ε1. Àíàëîãè÷íî (6.11), (6.12) èìååì:

‖gεb(D)ψ̌ε − g̃εb(D)ϕ0‖L2(O) 6 C̃′ε‖ϕ0‖H2(O). (14.38)

Ñ ó÷åòîì (14.29) íåðàâåíñòâà (14.37) è (14.38) ïðèâîäÿò ê îöåíêå (14.35)

ñ ïîñòîÿííîé C◦32 = ‖g‖L∞(dα1)1/2C◦31 + C̃′c◦č1/2
[ . •

14.3. Ñïåöèàëüíûå ñëó÷àè. Ñëó÷àé, êîãäà êîððåêòîð îáðàùàåòñÿ â
íîëü, âûäåëÿåòñÿ ñëåäóþùèì óòâåðæäåíèåì.

Ïðåäëîæåíèå 14.4. Ïóñòü âûïîëíåíû óñëîâèÿ òåîðåìû 14.2. Åñëè
g0 = g, ò. å. âûïîëíåíû ñîîòíîøåíèÿ (1.13), òî Λ = 0 è ψε = ϕ0.

Òîãäà ïðè 0 < ε 6 ε1 ñïðàâåäëèâà îöåíêà

‖ϕε −ϕ0‖H1(O) 6 C31ρ[(ζ)ε1/2‖F‖L2(O).

Ñëåäóþùåå óòâåðæäåíèå ïîëó÷àåòñÿ àíàëîãè÷íî ïðåäëîæåíèþ 8.5.

Ïðåäëîæåíèå 14.5. Ïóñòü âûïîëíåíû óñëîâèÿ òåîðåìû 14.2. Åñëè
g0 = g, ò. å. ñïðàâåäëèâû ïðåäñòàâëåíèÿ (1.14), òî ïðè 0 < ε 6 ε1

ñïðàâåäëèâà îöåíêà

‖gεb(D)ϕε − g0b(D)ϕ0‖L2(O) 6 C◦32ρ[(ζ)ε1/2‖F‖L2(O).

14.4. Àïïðîêñèìàöèÿ ðåçîëüâåíòû îïåðàòîðà BN,ε â ñòðîãî âíóò-
ðåííåé ïîäîáëàñòè. Ïóñòü O′ � ñòðîãî âíóòðåííÿÿ ïîäîáëàñòü îáëà-
ñòè O. Èñïîëüçóÿ òåîðåìó 14.2 è ðåçóëüòàòû äëÿ çàäà÷è â Rd, ìîæíî
ïîëó÷èòü àïïðîêñèìàöèþ ðåøåíèÿ ϕε â H

1(O′) òî÷íîãî ïîðÿäêà ïî ε.
Òåîðåìà 14.6. Ïóñòü âûïîëíåíû óñëîâèÿ òåîðåìû 14.2. Ïóñòü O′ �
ñòðîãî âíóòðåííÿÿ ïîäîáëàñòü îáëàñòè O, è ïóñòü δ := dist {O′; ∂O}.
Òîãäà ïðè 0 < ε 6 ε1 ñïðàâåäëèâà îöåíêà

‖ϕε −ψε‖H1(O′)

6
(
C′[δ
−1(c(ϑ)ρ[(ζ) + c(ϑ)5/2ρ[(ζ)3/4) + C′′[ c(ϑ)1/2ρ[(ζ)5/4

)
ε‖F‖L2(O).

Â îïåðàòîðíûõ òåðìèíàõ,

‖(BN,ε − ζI)−1 − (B0
N − ζI)−1 − εKN (ε; ζ)‖H(O)→H1(O′)

6
(
C′[δ
−1(c(ϑ)ρ[(ζ) + c(ϑ)5/2ρ[(ζ)3/4) + C′′[ c(ϑ)1/2ρ[(ζ)5/4

)
ε.

(14.39)

Äëÿ ïîòîêà gεb(D)ϕε ïðè 0 < ε 6 ε1 ñïðàâåäëèâà àïïðîêñèìàöèÿ

‖gεb(D)ϕε − g̃εSεb(D)ϕ̃0‖L2(O′)

6
(
C̃′[δ
−1(c(ϑ)ρ[(ζ) + c(ϑ)5/2ρ[(ζ)3/4) + C̃′′[ c(ϑ)1/2ρ[(ζ)5/4

)
ε‖F‖L2(O).

(14.40)
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Ïîñòîÿííûå C′[, C
′′
[ , C̃

′
[, C̃
′′
[ çàâèñÿò îò d, n,m, p, α0, α1, ‖g‖L∞ , ‖g−1‖L∞ ,

îò ïîñòîÿííûõ k1, k2 èç íåðàâåíñòâà (9.2), îò ïîñòîÿííîé k̃1 èç (14.1),
îò ïàðàìåòðîâ ðåø¼òêè Γ è îò îáëàñòè O.
Äîêàçàòåëüñòâî ïîëíîñòüþ àíàëîãè÷íî äîêàçàòåëüñòâó òåîðåìû 8.6;
ìû îïóñêàåì äåòàëè. •
Òåîðåìà 14.7. Ïóñòü âûïîëíåíû óñëîâèÿ òåîðåìû 14.3. Ïóñòü O′ �
ñòðîãî âíóòðåííÿÿ ïîäîáëàñòü îáëàñòè O, è ïóñòü δ := dist {O′; ∂O}.
Òîãäà ïðè 0 < ε 6 ε1 ñïðàâåäëèâà îöåíêà

‖ϕε − ψ̌ε‖H1(O′)

6
(
C′[δ
−1(c(ϑ)ρ[(ζ) + c(ϑ)5/2ρ[(ζ)3/4) + Č′′[ c(ϑ)1/2ρ[(ζ)5/4

)
ε‖F‖L2(O).

Â îïåðàòîðíûõ òåðìèíàõ,

‖(BN,ε − ζI)−1 − (B0
N − ζI)−1 − εK0

N (ε; ζ)‖H(O)→H1(O′)

6
(
C′[δ
−1(c(ϑ)ρ[(ζ) + c(ϑ)5/2ρ[(ζ)3/4) + Č′′[ c(ϑ)1/2ρ[(ζ)5/4

)
ε.

(14.41)

Äëÿ ïîòîêà gεb(D)ϕε ïðè 0 < ε 6 ε1 ñïðàâåäëèâà àïïðîêñèìàöèÿ

‖gεb(D)ϕε − g̃εb(D)ϕ0‖L2(O′)

6
(
C̃′[δ
−1(c(ϑ)ρ[(ζ) + c(ϑ)5/2ρ[(ζ)3/4) + Ĉ′′[ c(ϑ)1/2ρ[(ζ)5/4

)
ε‖F‖L2(O).

(14.42)

Ïîñòîÿííûå C′[, C̃
′
[ � òå æå, ÷òî â òåîðåìå 14.6. Ïîñòîÿííûå Č′′[ , Ĉ

′′
[

çàâèñÿò îò d, n, m, p, α0, α1, ‖g‖L∞ , ‖g−1‖L∞ , îò ïîñòîÿííûõ k1, k2 èç

íåðàâåíñòâà (9.2), îò ïîñòîÿííîé k̃1 èç (14.1), îò ïàðàìåòðîâ ðåø¼òêè

Γ îò îáëàñòè O è îò ‖Λ‖L∞ .
Äîêàçàòåëüñòâî ëåãêî ïðîâåñòè, ïðèìåíÿÿ òåîðåìó 14.6 è ñîîòíîøåíèÿ
(14.29), (14.36), (14.38). •
14.5. Ïðèëîæåíèå ðåçóëüòàòîâ îá îïåðàòîðå BN,ε ê îïåðàòîðó
AN,ε. Òåîðåìà 14.2 ïîçâîëÿåò ïîëó÷èòü àïïðîêñèìàöèþ ðåçîëüâåíòû
(AN,ε − ζI)−1 â ðåãóëÿðíîé òî÷êå ζ ∈ C \ [c[,∞), ζ 6= 0.

Òåîðåìà 14.8. Ïóñòü ζ ∈ C \ [c[,∞) è ζ 6= 0. Ïóñòü uε � ðåøåíèå

çàäà÷è (9.6), u0 � ðåøåíèå çàäà÷è (9.13) ïðè F ∈ L2(O;Cn). Ïóñòü
÷èñëî ε1 óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ 4.1. Òîãäà ïðè 0 < ε 6 ε1 ñïðàâåäëèâà

îöåíêà

‖uε − u0‖L2(O) 6 C30ρ[(ζ)ε‖F‖L2(O),

ãäå ρ[(ζ) îïðåäåëåíî â (14.7). Â îïåðàòîðíûõ òåðìèíàõ,

‖(AN,ε − ζI)−1 − (A0
N − ζI)−1‖L2(O)→L2(O) 6 C30ρ[(ζ)ε. (14.43)

Îáîçíà÷èì v̂ε = u0 + εΛεSεb(D)û0, ãäå û0 = PO(A0
N − ζI)−1PF. Ïðè

0 < ε 6 ε1 ñïðàâåäëèâà îöåíêà

‖uε − v̂ε‖H1(O) 6 C31ρ[(ζ)ε1/2‖F‖L2(O).



75

Â îïåðàòîðíûõ òåðìèíàõ,

‖(AN,ε − ζI)−1 − (A0
N − ζI)−1 − εK̂N (ε; ζ)‖L2(O)→H1(O) 6 C31ρ[(ζ)ε1/2,

(14.44)

ãäå K̂N (ε; ζ) := RO[Λε]Sεb(D)PO(A0
N − ζI)−1P. Äëÿ ïîòîêà pε =

gεb(D)uε ïðè 0 < ε 6 ε1 ñïðàâåäëèâà àïïðîêñèìàöèÿ

‖pε − g̃εSεb(D)û0‖L2(O) 6 C32ρ[(ζ)ε1/2‖F‖L2(O). (14.45)

Ïîñòîÿííûå C30, C31, C32 � òå æå, ÷òî â òåîðåìå 14.2.

Äîêàçàòåëüñòâî. Çàìåòèì, ÷òî ïðè ζ ∈ C \ [c[,∞), ζ 6= 0, âûïîëíåíî

(AN,ε − ζI)−1 = (AN,ε − ζI)−1P + (AN,ε − ζI)−1PZ .
Èìååì: (AN,ε − ζI)−1P = (BN,ε − ζI)−1P, (AN,ε − ζI)−1PZ = −ζ−1PZ .
Ñëåäîâàòåëüíî,

(AN,ε − ζI)−1 = (BN,ε − ζI)−1P − ζ−1PZ .
Àíàëîãè÷íî,

(A0
N − ζI)−1 = (B0

N − ζI)−1P − ζ−1PZ .
Ïîýòîìó

(AN,ε− ζI)−1− (A0
N − ζI)−1 =

(
(BN,ε − ζI)−1 − (B0

N − ζI)−1
)
P. (14.46)

Îöåíêà (14.43) íåïîñðåäñòâåííî ñëåäóåò èç (14.9) è (14.46). Îòìåòèì

î÷åâèäíîå ðàâåíñòâî K̂N (ε; ζ) = KN (ε; ζ)P. Òîãäà

(AN,ε − ζI)−1 − (A0
N − ζI)−1 − εK̂N (ε; ζ)

=
(
(BN,ε − ζI)−1 − (B0

N − ζI)−1 − εKN (ε; ζ)
)
P.

(14.47)

Îòñþäà è èç (14.10) âûòåêàåò (14.44).
Äàëåå, ïîñêîëüêó b(D)(AN,ε − ζI)−1PZ = 0, òî

gεb(D)(AN,ε − ζI)−1 − g̃εSεb(D)PO(A0
N − ζI)−1P

=
(
gεb(D)(BN,ε − ζI)−1 − g̃εSεb(D)PO(B0

N − ζI)−1
)
P.

(14.48)

Î÷åâèäíî, íåðàâåíñòâî (14.11) â îïåðàòîðíûõ òåðìèíàõ îçíà÷àåò, ÷òî

‖gεb(D)(BN,ε−ζI)−1− g̃εSεb(D)PO(B0
N −ζI)−1‖H(O)→L2(O) 6 C32ρ[(ζ)ε1/2

(14.49)
ïðè 0 < ε 6 ε1. Òåïåðü èç (14.48) è (14.49) âûòåêàåò îöåíêà

‖gεb(D)(AN,ε − ζI)−1 − g̃εSεb(D)PO(A0
N − ζI)−1P‖L2(O)→L2(O)

6 C32ρ[(ζ)ε1/2, 0 < ε 6 ε1,

ðàâíîñèëüíàÿ íåðàâåíñòâó (14.45). •
Èç òåîðåìû 14.3 âûâîäèòñÿ ñëåäóþùèé ðåçóëüòàò.

Òåîðåìà 14.9. Ïóñòü ζ ∈ C \ [c[,∞) è ζ 6= 0. Ïóñòü uε � ðåøåíèå

çàäà÷è (9.6), u0 � ðåøåíèå çàäà÷è (9.13) ïðè F ∈ L2(O;Cn). Ïóñòü
âûïîëíåíî óñëîâèå 2.8. Ïóñòü êîððåêòîð K0

N (ε; ζ) îïðåäåëåí â (12.1), à



76

v̌ε � ôóíêöèÿ (12.2). Ïóñòü ÷èñëî ε1 óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ 4.1. Òîãäà
ïðè 0 < ε 6 ε1 ñïðàâåäëèâà îöåíêà

‖uε − v̌ε‖H1(O) 6 C◦31ρ[(ζ)ε1/2‖F‖L2(O),

èëè, â îïåðàòîðíûõ òåðìèíàõ,

‖(AN,ε − ζI)−1 − (A0
N − ζI)−1 − εK0

N (ε; ζ)‖L2(O)→H1(O) 6 C◦31ρ[(ζ)ε1/2.
(14.50)

Äëÿ ïîòîêà pε = gεb(D)uε ïðè 0 < ε 6 ε1 ñïðàâåäëèâà àïïðîêñèìàöèÿ

‖pε − g̃εb(D)u0‖L2(O) 6 C◦32ρ[(ζ)ε1/2‖F‖L2(O). (14.51)

Ïîñòîÿííûå C◦31, C
◦
32 � òå æå, ÷òî â òåîðåìå 14.3.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ñ ó÷åòîì (12.1), (14.31) è òîæäåñòâà b(D)PZ = 0 èìå-
åì: K0

N (ε; ζ) = K0
N (ε; ζ)P. Âìåñòå ñ (14.46) ýòî äàåò òîæäåñòâî

(AN,ε − ζI)−1 − (A0
N − ζI)−1 − εK0

N (ε; ζ)

=
(
(BN,ε − ζI)−1 − (B0

N − ζI)−1 − εK0
N (ε; ζ)

)
P.

(14.52)

Èç (14.34) è (14.52) ïðÿìî âûòåêàåò (14.50).
Äàëåå, ïîñêîëüêó b(D)PZ = 0, òî

gεb(D)(AN,ε − ζI)−1 − g̃εb(D)(A0
N − ζI)−1

=
(
gεb(D)(BN,ε − ζI)−1 − g̃εb(D)(B0

N − ζI)−1
)
P.

(14.53)

Ñîîòíîøåíèÿ (14.35) è (14.53) âëåêóò (14.51). •
Òåïåðü ìû èçâëå÷åì ñëåäñòâèå èç òåîðåìû 14.6.

Òåîðåìà 14.10. Ïóñòü âûïîëíåíû óñëîâèÿ òåîðåìû 14.8. Ïóñòü O′ �
ñòðîãî âíóòðåííÿÿ ïîäîáëàñòü îáëàñòè O, è ïóñòü δ := dist {O′; ∂O}.
Òîãäà ïðè 0 < ε 6 ε1 ñïðàâåäëèâà îöåíêà

‖uε − v̂ε‖H1(O′)

6
(
C′[δ
−1(c(ϑ)ρ[(ζ) + c(ϑ)5/2ρ[(ζ)3/4) + C′′[ c(ϑ)1/2ρ[(ζ)5/4

)
ε‖F‖L2(O).

Â îïåðàòîðíûõ òåðìèíàõ,

‖(AN,ε − ζI)−1 − (A0
N − ζI)−1 − εK̂N (ε; ζ)‖L2(O)→H1(O′)

6
(
C′[δ
−1(c(ϑ)ρ[(ζ) + c(ϑ)5/2ρ[(ζ)3/4) + C′′[ c(ϑ)1/2ρ[(ζ)5/4

)
ε.

(14.54)

Äëÿ ïîòîêà pε = gεb(D)uε ïðè 0 < ε 6 ε1 ñïðàâåäëèâà àïïðîêñèìàöèÿ

‖pε − g̃εSεb(D)û0‖L2(O′)

6
(
C̃′[δ
−1(c(ϑ)ρ[(ζ) + c(ϑ)5/2ρ[(ζ)3/4) + C̃′′[ c(ϑ)1/2ρ[(ζ)5/4

)
ε‖F‖L2(O).

(14.55)

Ïîñòîÿííûå C′[, C
′′
[ , C̃

′
[, C̃

′′
[ � òå æå, ÷òî â òåîðåìå 14.6.

Äîêàçàòåëüñòâî. Îöåíêà (14.54) ñëåäóåò èç (14.39) è (14.47). Íåðàâåí-
ñòâî (14.55) ÿâëÿåòñÿ ñëåäñòâèåì (14.40) è (14.48). •
Ñëåäóþùèé ðåçóëüòàò âûâîäèòñÿ èç òåîðåìû 14.7.
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Òåîðåìà 14.11. Ïóñòü âûïîëíåíû óñëîâèÿ òåîðåìû 14.9. Ïóñòü O′ �
ñòðîãî âíóòðåííÿÿ ïîäîáëàñòü îáëàñòè O, è ïóñòü δ := dist {O′; ∂O}.
Òîãäà ïðè 0 < ε 6 ε1 ñïðàâåäëèâà îöåíêà

‖uε − v̌ε‖H1(O′)

6
(
C′[δ
−1(c(ϑ)ρ[(ζ) + c(ϑ)5/2ρ[(ζ)3/4) + Č′′[ c(ϑ)1/2ρ[(ζ)5/4

)
ε‖F‖L2(O).

Â îïåðàòîðíûõ òåðìèíàõ,

‖(AN,ε − ζI)−1 − (A0
N − ζI)−1 − εK0

N (ε; ζ)‖L2(O)→H1(O′)

6
(
C′[δ
−1(c(ϑ)ρ[(ζ) + c(ϑ)5/2ρ[(ζ)3/4) + Č′′[ c(ϑ)1/2ρ[(ζ)5/4

)
ε.

(14.56)

Äëÿ ïîòîêà pε = gεb(D)uε ïðè 0 < ε 6 ε1 ñïðàâåäëèâà àïïðîêñèìàöèÿ

‖pε − g̃εb(D)u0‖L2(O′)

6
(
C̃′[δ
−1(c(ϑ)ρ[(ζ) + c(ϑ)5/2ρ[(ζ)3/4) + Ĉ′′[ c(ϑ)1/2ρ[(ζ)5/4

)
ε‖F‖L2(O).

(14.57)

Ïîñòîÿííûå C′[, Č
′′
[ , C̃

′
[, Ĉ

′′
[ � òå æå, ÷òî â òåîðåìå 14.7.

Äîêàçàòåëüñòâî. Íåðàâåíñòâî (14.56) âûòåêàåò èç (14.41) è (14.52).
Íåðàâåíñòâî (14.57) ÿâëÿåòñÿ ñëåäñòâèåì (14.42) è (14.53). •
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