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ðïíé ðòåðòéî� - 09/2014ï �ÒÏÉÚ×ÏÄÎÏÊ ÇÒÕ��Å ðÉËÁÒÁ ÁÌÇÅÂÒÙ,ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÝÅÊ Ú×ÅÚÄÅ âÒÁÕÜÒÁáÌÅËÓÁÎÄÒÁ ú×ÏÎÁÒ�Å×Á 1
ó�Âçõ, ìÁÂÏÒÁÔÏÒÉÑ ÉÍ. ð.ì.þÅÂÙÛÅ×Ázvozvo�list.ruíÁÊ, 2014áîîï�áãéñ÷ ÄÁÎÎÏÊ ÒÁÂÏÔÅ ÄÏËÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ, ÞÔÏ × ÓÌÕÞÁÅ t > 1 �ÒÏÉÚ×ÏÄÎÁÑ ÇÒÕ��ÁðÉËÁÒÁ TrPi(A) ÁÌÇÅÂÒÙ, ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÝÅÊ Ú×ÅÚÄÅ âÒÁÕÜÒÁ ÔÉ�Á (n; t),�ÏÒÏÖÄÅÎÁ ÓÄ×ÉÇÏÍ, ÇÒÕ��ÏÊ ðÉËÁÒÁ Pi(A) É ÜË×É×ÁÌÅÎÔÎÏÓÔÑÍÉ {Hi}ni=1,Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÎÙÍÉ ûÁ�Ó É úÁËÁÊ-éÌÌÏÕÚ. ïÎÉ ÖÅ ÄÏËÁÚÁÌÉ, ÞÔÏ Hi ÕÄÏ×ÌÅ-Ô×ÏÒÑÀÔ ÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÑÍ ÇÒÕ��Ù ËÏÓ ÎÁ ÁÆÆÉÎÎÏÊ ÄÉÁÇÒÁÍÍÅ Ãn−1. ÷ÓÌÕÞÁÅ t = 1 ÄÏËÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ, ÞÔÏ TrPi(A) �ÏÒÏÖÄÅÎÁ ÞÕÔØ ÂÏÌØÛÉÍ ÍÎÏ-ÖÅÓÔ×ÏÍ.ëÌÀÞÅ×ÙÅ ÓÌÏ×Á. �ÒÏÉÚ×ÏÄÎÁÑ ÇÒÕ��Á ðÉËÁÒÁ, ÁÌÇÅÂÒÙ, ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×Õ-ÀÝÉÅ ÄÅÒÅ×ØÑÍ âÒÁÕÜÒÁ, ÍÕÔÁ�ÉÉ ÎÁËÌÏÎÑÀÝÉÈ ËÏÍ�ÌÅËÓÏ×

1òÁÂÏÔÁ ×Ù�ÏÌÎÅÎÁ �ÒÉ ÞÁÓÔÉÞÎÏÊ �ÏÄÄÅÒÖËÅ òææé (ÇÒÁÎÔ 13-01-00902) É �ÒÉ�ÏÄÄÅÒÖËÅ ìÁÂÏÒÁÔÏÒÉÉ ÉÍ. ð.ì.þÅÂÙÛÅ×Á óðÂçõ, ÇÒÁÎÔ ðÒÁ×ÉÔÅÌØÓÔ×Á òæ ÄÏÇ.11.G34.31.0026 1



ðòåðòéî�ùóÁÎËÔ-ðÅÔÅÒÂÕÒÇÓËÏÇÏ ÏÔÄÅÌÅÎÉÑíÁÔÅÍÁÔÉÞÅÓËÏÇÏ ÉÓÔÉÔÕÔÁ ÉÍ. ÷.á. óÔÅËÌÏ×Áòáî
çìá÷îùê òåäáë�ïòó.÷. ëÉÓÌÑËÏ×

òåäëïììåçéñ÷.í. âÁÂÉÞ, î.á. ÷Á×ÉÌÏ×, á.í. ÷ÅÒÛÉË, í.á. ÷ÓÅÍÉÒÎÏ×,á.é. çÅÎÅÒÁÌÏ×, é.á. éÂÒÁÇÉÍÏ×, ì.à. ëÏÌÏÔÉÌÉÎÁ,ç.÷. ëÕÚØÍÉÎÁ, ð.ð. ëÕÌÉÛ, â.â. ìÕÒØÅ, à.÷. íÁÔÉÑÓÅ×ÉÞ,î.à. îÅ�×ÅÔÁÅ×, ó.é. òÅ�ÉÎ, ç.á. óÅÒÅÇÉÎ, ÷.î. óÕÄÁËÏ×, ï.í. æÏÍÅÎËÏ.
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1 ÷×ÅÄÅÎÉÅðÒÏÉÚ×ÏÄÎÁÑ ÇÒÕ��Á ðÉËÁÒÁ TrPi(A) ÁÌÇÅÂ ÒÙ A { ÜÔÏ ÇÒÕ��Á ËÌÁÓ-ÓÏ× ÉÚÏÍÏÒÆÉÚÍÏ× Ä×ÕÓÔÏÒÏÎÎÉÈ ÎÁËÌÏÎÑÀÝÉÈ ËÏÍ�ÌÅËÓÏ× ×Db(A⊗Aop),ÇÄÅ �ÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÅ ËÌÁÓÓÏ× X É Y { ÜÔÏ ËÌÁÓÓ X ⊗A Y , ÉÌÉ, ÞÔÏ ÔÏ ÖÅ ÓÁ-ÍÏÅ, TrPi(A) { ÜÔÏ ÇÒÕ��Á ÓÔÁÎÄÁÒÔÎÙÈ Á×ÔÏÜË×É×ÁÌÅÎÔÎÏÓÔÅÊ Db(A)�Ï ÍÏÄÕÌÀ ÅÓÔÅÓÔ×ÅÎÎÙÈ ÉÚÏÍÏÒÆÉÚÍÏ×. ìÅÇËÏ ×ÉÄÅÔØ, ÞÔÏ TrPi(A) {ÜÔÏ ÉÎ×ÁÒÉÁÎÔ �ÒÏÉÚ×ÏÄÎÏÊ ËÁÔÅÇÏÒÉÉ.òÕËØÅ É ãÉÍÍÅÒÍÁÎÎ ÎÁÞÁÌÉ ÉÚÕÞÅÎÉÅ �ÒÏÉÚ×ÏÄÎÏÊ ÇÒÕ��Ù ðÉËÁÒÁÁÌÇÅÂÒ, ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÝÉÈ ÄÅÒÅ×ØÑÍ âÒÁÕÜÒÁ [16℄. ÷ ÓÌÕÞÁÅ ËÒÁÔÎÏÓÔÉ 1ÏÎÉ �ÏÓÔÒÏÉÌÉ ÍÏÒÆÉÚÍ ÉÚ áÒÔÉÎÏ×ÏÊ ÇÒÕ��Ù ËÏÓ ÎÁ n+1 ÎÉÔÑÈ (ÇÄÅ n {ÞÉÓÌÏ �ÒÏÓÔÙÈ A-ÍÏÄÕÌÅÊ) × TrPi(A), ÏÎÉ �ÏËÁÚÁÌÉ, ÞÔÏ ÜÔÏ ÉÚÏÍÏÒÆÉÚÍ�Ï ÍÏÄÕÌÀ ÎÅËÏÔÏÒÏÊ �ÅÎÔÒÁÌØÎÏÊ �ÏÄÇÒÕ��Ù, ËÏÇÄÁ n = 2. ÷ [19℄ ãÉÍ-ÍÅÒÍÁÎÎ ÏÂÏÂÝÉÌ ÜÔÉ ÒÅÚÕÌØÔÁÔÙ ÎÁ ÓÌÕÞÁÊ �ÒÏÉÚ×ÏÌØÎÏÊ ËÒÁÔÎÏÓÔÉ.èÏ×ÁÎÏ× É úÅÊÄÅÌØ Ï�ÒÅÄÅÌÉÌÉ ÄÅÊÓÔ×ÉÅ ÇÒÕ��Ù ËÏÓ ÎÁ ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÎÏÊ�ÒÏÉÚ×ÏÄÎÏÊ ËÁÔÅÇÏÒÉÉ ÎÅËÏÔÏÒÏÊ ÁÌÇÅÂÒÙ, �ÏÈÏÖÅÊ ÎÁ ÁÌÇÅÂÒÕ, ÓÏÏÔ-×ÅÔÓÔ×ÕÀÝÕÀ ÄÅÒÅ×Õ âÒÁÕÜÒÁ; ÉÚ ÉÈ ÒÅÚÕÌØÔÁÔÏ× ÓÌÅÄÕÅÔ, ÞÔÏ ÄÅÊÓÔ×ÉÅÇÒÕ��Ù ËÏÓ ÎÁ ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÎÏÊ �ÒÏÉÚ×ÏÄÎÏÊ ËÁÔÅÇÏÒÉÉ ÁÌÇÅÂÒÙ, ÓÏÏÔ×ÅÔ-ÓÔ×ÕÀÝÅÊ ÄÅÒÅ×Õ âÒÁÕÜÒÁ Ó ËÒÁÔÎÏÓÔØÀ ÉÓËÌÀÞÉÔÅÌØÎÏÊ ×ÅÒÛÉÎÙ 1,ÔÏÞÎÏ [10℄.ûÁ�Ó É úÁËÁÊ-éÌÌÏÕÚ �ÏÓÔÒÏÉÌÉ ÄÅÊÓÔ×ÉÅ ÇÒÕ��Ù ËÏÓ ÎÁ ÁÆÆÉÎÎÏÊÄÉÁÇÒÁÍÍÅ Ãn−1 ÎÁ ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÎÏÊ �ÒÏÉÚ×ÏÄÎÏÊ ËÁÔÅÇÏÒÉÉ ÁÌÇÅÂÒÙ, ÓÏÏÔ-×ÅÔÓÔ×ÕÀÝÅÊ ÄÅÒÅ×Õ âÒÁÕÜÒÁ Ó �ÒÏÉÚ×ÏÌØÎÏÊ ËÒÁÔÎÏÓÔØÀ ÉÓËÌÀÞÉÔÅÌØ-ÎÏÊ ×ÅÒÛÉÎÙ [17℄. íÕÈÔÁÄÉ-áÌÁÍÓÉÁÈ �ÏËÁÚÁÌÁ, ÞÔÏ ÜÔÏ ÄÅÊÓÔ×ÉÅ ÔÏÞÎÏ× ÓÌÕÞÁÅ ËÒÁÔÎÏÓÔÉ 1 [12℄.ûÁ�Ó É úÁËÁÊ-éÌÌÏÕÚ ÔÁËÖÅ �ÏÓÔÁ×ÉÌÉ ×Ï�ÒÏÓ, �ÏÒÏÖÄÁÀÔ ÌÉ ÏÂÒÁ-ÚÕÀÝÉÅ ÇÒÕ��Ù ËÏÓ, ÓÄ×ÉÇ É Pi(A) �ÒÏÉÚ×ÏÄÎÕÀ ÇÒÕ��Õ ðÉËÁÒÁ × ÓÌÕ-ÞÁÅ ËÒÁÔÎÏÓÔÉ 6= 1, É Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÌÉ ÇÏÍÏÍÏÒÆÉÚÍ ÉÚ ÇÒÕ��Ù ËÏÓ ÏÄÎÏ-ÏÄÎÏÚÎÁÞÎÙÍ. éÓ�ÏÌØÚÕÑ ÔÅÈÎÉËÕ ÍÕÔÁ�ÉÊ ÎÁËÌÏÎÑÀÝÉÈ ËÏÍ�ÌÅËÓÏ×, ÒÁÚ-ÒÁÂÏÔÁÎÎÕÀ áÉÈÁÒÏÊ É éÑÍÏÊ [3℄, [2℄, ÍÙ ÏÔ×ÅÞÁÅÍ ÎÁ �ÅÒ×ÙÊ ×Ï�ÒÏÓ�ÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÏ, Á ÉÍÅÎÎÏ:�ÅÏÒÅÍÁ 1. ðÕÓÔØ A { ÁÌÇÅÂÒÁ, ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÝÁÑ Ú×ÅÚÄÅ âÒÁÕ-ÜÒÁ ÔÉ�Á (n,t), t > 1, É �ÕÓÔØ A = ⊕i∈Z=nZPi { ÒÁÚÌÏÖÅÎÉÅ ÁÌÇÅÂÒÙ AÎÁ ÎÅÒÁÚÌÏÖÉÍÙÅ ÎÅÉÚÏÍÏÒÆÎÙÅ �ÒÏÅËÔÉ×ÎÙÅ ÍÏÄÕÌÉ. �ÏÇÄÁ TrPi(A)�ÏÒÏÖÄÅÎÁ ÓÄ×ÉÇÏÍ, Pi(A) É ÜË×É×ÁÌÅÎÔÎÏÓÔÑÍÉ Hi, ÇÄÅHi(Pj) =  0 → 0 → Pj; j 6= i; i− 10 → 0 → Pi−1; j = iPi �
−→ Pi−1 so

−→ Pi−1; j = i− 1:÷ ÓÌÕÞÁÅ ËÒÁÔÎÏÓÔÉ 1 ÇÒÕ��Á TrPi(A) �ÏÒÏÖÄÅÎÁ ÞÕÔØ ÂÏÌØÛÉÍ ÍÎÏ-ÖÅÓÔ×ÏÍ.ñ ÂÙ ÈÏÔÅÌÁ �ÏÂÌÁÇÏÄÁÒÉÔØ ò. òÕËØÅ ÚÁ ÔÏ, ÞÔÏ ÏÎ �ÒÉ×ÌÅË ÍÏÅ×ÎÉÍÁÎÉÅ Ë ÍÕÔÁ�ÉÑÍ ÎÁËÌÏÎÑÀÝÉÈ ËÏÍ�ÌÅËÓÏ×, Á ÔÁËÖÅ í. áÎÔÉ�Ï×Á,3



à. ÷ÏÌËÏ×Á É á. çÅÎÅÒÁÌÏ×Á ÚÁ ÍÎÏÇÏÞÉÓÌÅÎÎÙÅ ÏÂÓÕÖÄÅÎÉÑ É �ÒÅÄÌÏ-ÖÅÎÉÑ �Ï ÕÌÕÞÛÅÎÉÀ �ÅÒ×ÏÎÁÞÁÌØÎÏÇÏ ÔÅËÓÔÁ ÓÔÁÔØÉ.2 ðÒÅÄ×ÁÒÉÔÅÌØÎÙÅ Ó×ÅÄÅÎÉÑ2.1 ðÒÏÉÚ×ÏÄÎÙÅ ÜË×É×ÁÌÅÎÔÎÏÓÔÉðÕÓÔØ A É B { ÁÌÇÅÂÒÙ ÎÁÄ ËÏÍÍÕÔÁÔÉ×ÎÙÍ ËÏÌØ�ÏÍ R, �ÒÏÅËÔÉ×ÎÙÅËÁË ÍÏÄÕÌÉ ÎÁÄ R. ðÏÄ A-ÍÏÄÕÌÑÍÉ ÍÙ ÉÍÅÅÍ × ×ÉÄÕ ÌÅ×ÙÅ A-ÍÏÄÕÌÉ.ïÂÏÚÎÁÞÉÍ ÞÅÒÅÚ Db(A) ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÎÕÀ �ÒÏÉÚ×ÏÄÎÕÀ ËÁÔÅÇÏÒÉÀ A, ÞÅ-ÒÅÚ per-A { �ÏÌÎÕÀ �ÏÄËÁÔÅÇÏÒÉÀ Db(A), ÓÏÓÔÏÑÝÕÀ ÉÚ ÓÏ×ÅÒÛÅÎÎÙÈËÏÍ�ÌÅËÓÏ×, ÔÏ ÅÓÔØ ÏÂßÅËÔÏ× ÉÚÏÍÏÒÆÎÙÈ ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÎÙÍ ËÏÍ�ÌÅËÓÁÍËÏÎÅÞÎÏ �ÏÒÏÖÄÅÎÎÙÈ �ÒÏÅËÔÉ×ÎÙÈ ÍÏÄÕÌÅÊ; ÞÅÒÅÚ Kb(proj-A) { ÇÏÍÏ-ÔÏ�ÉÞÅÓËÕÀ ËÁÔÅÇÏÒÉÀ ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÎÙÈ ËÏÍ�ÌÅËÓÏ× ËÏÎÅÞÎÏ �ÏÒÏÖÄÅÎÎÙÈ�ÒÏÅËÔÉ×ÎÙÈ ÍÏÄÕÌÅÊ, ÞÅÒÅÚ C(A) { ËÁÔÅÇÏÒÉÀ ËÏÍ�ÌÅËÓÏ× A-ÍÏÄÕÌÅÊ.óÌÅÄÕÀÝÁÑ ÔÅÏÒÅÍÁ ÄÁÅÔ ÎÅÏÂÈÏÄÉÍÏÅ É ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏÅ ÕÓÌÏ×ÉÅ �ÒÏÉÚ×ÏÄ-ÎÏÊ ÜË×É×ÁÌÅÎÔÎÏÓÔÉ A É B.�ÅÏÒÅÍÁ. (òÉËÁÒÄ, ëÅÌÌÅÒ, [15℄, [14℄, [9℄) óÌÅÄÕÀÝÉÅ ÕÓÌÏ×ÉÑ ÜË×É-×ÁÌÅÎÔÎÙ:1. ËÁÔÅÇÏÒÉÉ Db(A) É Db(B) ÜË×É×ÁÌÅÎÔÎÙ ËÁË ÔÒÉÁÎÇÕÌÉÒÏ×ÁÎÎÙÅËÁÔÅÇÏÒÉÉ;2. ËÁÔÅÇÏÒÉÉ Kb(proj-A) É Kb(proj-B) ÜË×É×ÁÌÅÎÔÎÙ ËÁË ÔÒÉÁÎÇÕÌÉ-ÒÏ×ÁÎÎÙÅ ËÁÔÅÇÏÒÉÉ;3. ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ËÏÍ�ÌÅËÓ T ∈ per-A, ÔÁËÏÊ ÞÔÏ
• Hom(T; T [i℄) = 0 �ÒÉ i 6= 0,
• per-A �ÏÒÏÖÄÅÎÁ T ,
• EndDb(A)(T ) ≃ B;4. ÓÕÝÅÓÔ×ÕÀÔ ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÎÙÊ ËÏÍ�ÌÅËÓ (A⊗Bop)-ÍÏÄÕÌÅÊ X, ÏÇÒÁÎÉ-ÞÅÎÉÑ ËÏÔÏÒÏÇÏ ÎÁ A É ÎÁ Bop �ÒÏÅËÔÉ×ÎÙ, É ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÎÙÊ ËÏÍ-�ÌÅËÓ (B ⊗ Aop)-ÍÏÄÕÌÅÊ Y , ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÉÑ ËÏÔÏÒÏÇÏ ÎÁ B É ÎÁ Aop�ÒÏÅËÔÉ×ÎÙ, ÔÁËÉÅ ÞÔÏ X ⊗B Y ≃ A × Db(A⊗Aop) É Y ⊗AX ≃ B× Db(B ⊗Bop).ëÏÍ�ÌÅËÓ T ÉÚ �ÕÎËÔÁ 3 ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÎÁËÌÏÎÑÀÝÉÍ ËÏÍ�ÌÅËÓÏÍ, XÉ Y ÉÚ �ÕÎËÔÁ 4 ÎÁÚÙ×ÁÀÔÓÑ Ä×ÕÓÔÏÒÏÎÎÉÍÉ ÎÁËÌÏÎÑÀÝÉÍÉ ËÏÍ�ÌÅË-ÓÁÍÉ, ÏÂÒÁÔÎÙÍÉ ÄÒÕÇ ÄÒÕÇÕ. ëÏÍ�ÌÅËÓ X ËÁË ËÏÍ�ÌÅËÓ A-ÍÏÄÕÌÅÊ ÉÌÉËÁË ËÏÍ�ÌÅËÓ Bop-ÍÏÄÕÌÅÊ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÎÁËÌÏÎÑÀÝÉÍ ËÏÍ�ÌÅËÓÏÍ. ÷ÚÁÉÍÎÏÏÂÒÁÔÎÙÅ ÜË×É×ÁÌÅÎÔÎÏÓÔÉ ÍÅÖÄÕ Db(A) É Db(B) ÚÁÄÁÀÔÓÑ X ⊗B − ÉY ⊗A −. �ÁËÉÅ ÜË×É×ÁÌÅÎÔÎÏÓÔÉ ÎÁÚÙ×ÁÀÔÓÑ ÓÔÁÎÄÁÒÔÎÙÍÉ.4



ðÕÓÔØ T { ÎÁËÌÏÎÑÀÝÉÊ ËÏÍ�ÌÅËÓ, EndDb(A)(T ) ≃ B. óÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ Ä×Õ-ÓÔÏÒÏÎÎÉÊ ÎÁËÌÏÎÑÀÝÉÊ ËÏÍ�ÌÅËÓ (A ⊗ Bop)-ÍÏÄÕÌÅÊ X, ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÉÅËÏÔÏÒÏÇÏ ÎÁ A ÉÚÏÍÏÒÆÎÏ T × Db(A). åÓÌÉ X ′ { ÄÒÕÇÏÊ Ä×ÕÓÔÏÒÏÎÎÉÊÎÁËÌÏÎÑÀÝÉÊ ËÏÍ�ÌÅËÓ (A ⊗ Bop)-ÍÏÄÕÌÅÊ, ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÉÅ ËÏÔÏÒÏÇÏ ÎÁ AÉÚÏÍÏÒÆÎÏ T , ÔÏÇÄÁ ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ � ∈ Aut(B), ÔÁËÏÊ ÞÔÏ X ′ = X ⊗B B�,ÇÄÅ B� { ÜÔÏ (B ⊗Bop)-ÍÏÄÕÌØ, ÉÚÏÍÏÒÆÎÙÊ B, ÎÏ Ó �ÒÁ×ÙÍ ÄÅÊÓÔ×ÉÅÍ,�ÏÄËÒÕÞÅÎÎÙÍ ÎÁ � [9℄.ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÅ 1. ðÕÓÔØ � { ÄÅÒÅ×Ï Ó n ÒÅÂÒÁÍÉ É ÏÄÎÏÊ ÏÔÍÅÞÅÎÎÏÊ×ÅÒÛÉÎÏÊ, ËÏÔÏÒÏÊ �ÒÉ�ÉÓÁÎÁ ËÒÁÔÎÏÓÔØ t ∈ N (ÜÔÁ ×ÅÒÛÉÎÁ ÎÁÚÙ-×ÁÅÔÓÑ ÉÓËÌÀÞÉÔÅÌØÎÏÊ, t ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ËÒÁÔÎÏÓÔØÀ ÉÓËÌÀÞÉÔÅÌØÎÏÊ×ÅÒÛÉÎÙ), É �ÕÓÔØ × � ÚÁÆÉËÓÉÒÏ×ÁÎ �ÉËÌÉÞÅÓËÉÊ �ÏÒÑÄÏË ÒÅÂÅÒ, ÉÎ-�ÉÄÅÎÔÎÙÈ ËÁÖÄÏÊ ×ÅÒÛÉÎÅ (× ÓÌÕÞÁÅ, ËÏÇÄÁ � ÌÅÖÉÔ ÎÁ �ÌÏÓËÏÓÔÉ,ÂÕÄÅÍ ÓÞÉÔÁÔØ, ÞÔÏ ÒÅÂÒÁ Õ�ÏÒÑÄÏÞÅÎÙ �Ï ÞÁÓÏ×ÏÊ ÓÔÒÅÌËÅ). ÷ ÜÔÏÍÓÌÕÞÁÅ � ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÄÅÒÅ×ÏÍ âÒÁÕÜÒÁ ÔÉ�Á (n; t).÷ ÓÌÕÞÁÅ, ËÏÇÄÁ ÄÅÒÅ×Ï { ÜÔÏ Ú×ÅÚÄÁ Ó ÉÓËÌÀÞÉÔÅÌØÎÏÊ ×ÅÒÛÉÎÏÊ ×�ÅÎÔÒÅ, ÏÎÏ ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ Ú×ÅÚÄÏÊ âÒÁÕÜÒÁ.ëÁÖÄÏÍÕ ÄÅÒÅ×Õ âÒÁÕÜÒÁ ÔÉ�Á (n; t) ÍÏÖÎÏ �ÏÓÔÁ×ÉÔØ × ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÉÅÁÌÇÅÂÒÕ A(n; t). áÌÇÅÂÒÁ A(n; t) { ÜÔÏ ÁÌÇÅÂÒÁ �ÕÔÅÊ ËÏÌÞÁÎÁ Ó ÓÏÏÔÎÏ-ÛÅÎÉÑÍÉ. ðÏ ÄÅÒÅ×Õ âÒÁÕÜÒÁ � �ÏÓÔÒÏÉÍ ËÏÌÞÁÎ âÒÁÕÜÒÁ Q�: ÷ÅÒÛÉÎÙQ� { ÜÔÏ ÒÅÂÒÁ �; ÅÓÌÉ ÒÅÂÒÁ i É j ÉÎ�ÉÄÅÎÔÎÙ ÏÄÎÏÊ ×ÅÒÛÉÎÅ × �, ÉÒÅÂÒÏ j ÓÌÅÄÕÅÔ ÚÁ ÒÅÂÒÏÍ i × ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÉÉ Ó �ÉËÌÉÞÅÓËÉÍ �ÏÒÑÄËÏÍ ÒÅ-ÂÅÒ, É�ÉÄÅÎÔÎÙÈ ÉÈ ÏÂÝÅÊ ×ÅÒÛÉÎÅ, ÔÏ ÉÚ ×ÅÒÛÉÎÙ i × ×ÅÒÛÉÎÕ j × Q�ÅÓÔØ ÓÔÒÅÌËÁ. ëÏÌÞÁÎ Q� ÏÂÌÁÄÁÅÔ ÓÌÅÄÕÀÝÉÍÉ Ó×ÏÊÓÔ×ÁÍÉ: Q� Ñ×ÌÑÅÔÓÑÏÂßÅÄÉÎÅÎÉÅÍ ÏÒÉÅÎÔÉÒÏ×ÁÎÎÙÈ �ÉËÌÏ×, ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÝÉÈ ×ÅÒÛÉÎÁÍ �;ËÁÖÄÁÑ ×ÅÒÛÉÎÁ Q� ÌÅÖÉÔ ÒÏ×ÎÏ ÎÁ Ä×ÕÈ �ÉËÌÁÈ. ãÉËÌ, ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×Õ-ÀÝÉÊ ÉÓËÌÀÞÉÔÅÌØÎÏÊ ×ÅÒÛÉÎÅ, ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÉÓËÌÀÞÉÔÅÌØÎÙÍ. óÔÒÅÌËÉQ� ÍÏÖÎÏ ÒÁÚÂÉÔØ ÎÁ Ä×Á ÓÅÍÅÊÓÔ×Á � É � ÔÁË, ÞÔÏ ÓÔÒÅÌËÉ, �ÒÉÎÁÄÌÅÖÁ-ÝÉÅ �ÅÒÅÓÅËÁÀÝÉÍÓÑ �ÉËÌÁÍ, �ÒÉÎÁÄÌÅÖÁÔ ÒÁÚÎÙÍ ÓÅÍÅÊÓÔ×ÁÍ. âÕÄÅÍÏÂÏÚÎÁÞÁÔØ ÓÔÒÅÌËÉ, �ÒÉÎÁÄÌÅÖÁÝÉÅ ÓÅÍÅÊÓÔ×Õ �, ÞÅÒÅÚ �, Á ÓÔÒÅÌËÉ,�ÒÉÎÁÄÌÅÖÁÝÉÅ ÓÅÍÅÊÓÔ×Õ �, ÞÅÒÅÚ � ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÅÎÎÏ.ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÅ 2. ðÕÓÔØ k { ÁÌÇÅÂÒÁÉÞÅÓËÉ ÚÁÍËÎÕÔÏÅ �ÏÌÅ. âÁÚÉÓÎÁÑÁÌÇÅÂÒÁ âÒÁÕÜÒÁ A(n; t), ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÝÁÑ ÄÅÒÅ×Õ � ÔÉ�Á (n; t), { ÜÔÏÁÌÇÅÂÒÁ kQ�=I, ÇÄÅ ÉÄÅÁÌ I �ÏÒÏÖÄÅÎ ÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÑÍÉ ×ÉÄÁ:1. �� = 0 = �� ÄÌÑ ÌÀÂÙÈ ÓÔÒÅÌÏË, �ÒÉÎÁÄÌÅÖÁÝÉÈ ÓÅÍÅÊÓÔ×ÁÍ � É�, ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÅÎÎÏ;2. ÄÌÑ ÌÀÂÏÊ ×ÅÒÛÉÎÙ x, ÎÅ �ÒÉÎÁÄÌÅÖÁÝÅÊ ÉÓËÌÀÞÉÔÅÌØÎÏÍÕ �ÉËÌÕ,ex�x�ex = ex�x�ex, ÇÄÅ x�; ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÅÎÎÏ x� { ÄÌÉÎÁ �, ÓÏÏÔ×ÅÔ-ÓÔ×ÅÎÎÏ �-�ÉËÌÁ, ÓÏÄÅÒÖÁÝÅÇÏ x, Á ex { ÉÄÅÍ�ÏÔÅÎÔ, ÓÏÏÔ×ÅÔ-ÓÔ×ÕÀÝÉÊ x; 5



3. ÄÌÑ ÌÀÂÏÊ ×ÅÒÛÉÎÙ x, �ÒÉÎÁÄÌÅÖÁÝÅÊ ÉÓËÌÀÞÉÔÅÌØÎÏÍÕ �-�ÉËÌÕ(ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÅÎÎÏ �-�ÉËÌÕ), ex(�x�)tex = ex�x�ex (ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÅÎÎÏex�x�ex = ex(�x�)tex).áÌÇÅÂÒÁ ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÁÌÇÅÂÒÏÊ âÒÁÕÜÒÁ ÔÉ�Á (n; t), ÅÓÌÉ ÏÎÁ íÏÒÉÔÁ-ÜË×É×ÁÌÅÎÔÎÁ ÁÌÇÅÂÒÅ A(n; t) ÄÌÑ ÎÅËÏÔÏÒÏÇÏ ÄÅÒÅ×Á âÒÁÕÜÒÁ � ÔÉ�Á(n; t).úÁÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ ÉÄÅÁÌ I ÎÅ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÄÏ�ÕÓÔÉÍÙÍ ÉÄÅÁÌÏÍ. äÁÌÅÅ ÄÌÑÕÄÏÂÓÔ×Á ×ÓÅ ÁÌÇÅÂÒÙ �ÒÅÄ�ÏÌÁÇÁÀÔÓÑ ÂÁÚÉÓÎÙÍÉ. âÕÄÅÍ ÔÁËÖÅ �ÒÅÄ�Ï-ÌÁÇÁÔØ, ÞÔÏ n > 1, ÔÁË ËÁË �ÒÉ n = 1 ÁÌÇÅÂÒÁ, ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÝÁÑ ÄÅÒÅ×ÕâÒÁÕÜÒÁ, ÌÏËÁÌØÎÁ, É �Ï ÒÅÚÕÌØÔÁÔÁÍ òÕËßÅ É ãÉÍÍÅÒÍÁÎÎÁ [16℄ �ÒÏÉÚ-×ÏÄÎÁÑ ÇÒÕ��Á ðÉËÁÒÁ �ÏÒÏÖÄÁÅÔÓÑ ÓÄ×ÉÇÏÍ É Pi(A), ÎÁ ÆÏÒÍÕÌÉÒÏ×ËÉÒÅÚÕÌØÔÁÔÏ× ÜÔÏ ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÉÅ ÎÅ ×ÌÉÑÅÔ. �ÁËÖÅ ÓÔÏÉÔ ÏÔÍÅÔÉÔØ, ÞÔÏ ÁÌ-ÇÅÂÒÙ, ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÝÉÅ ÄÅÒÅ×ØÑÍ âÒÁÕÜÒÁ, ÓÉÍÍÅÔÒÉÞÎÙ.òÉËÁÒÄ ÄÏËÁÚÁÌ, ÞÔÏ Ä×Å ÁÌÇÅÂÒÙ, ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÝÉÅ ÄÅÒÅ×ØÑÍ âÒÁÕ-ÜÒÁ � É �′; �ÒÏÉÚ×ÏÄÎÏ ÜË×É×ÁÌÅÎÔÎÙ ÔÏÇÄÁ É ÔÏÌØËÏ ÔÏÇÄÁ, ËÏÇÄÁ ÉÈÔÉ�Ù (n; t) É (n′; t′) ÓÏ×�ÁÄÁÀÔ [13℄, Á ÉÚ ÒÅÚÕÌØÔÁÔÁ çÁÂÒÉÜÌÑ É òÉÄÍÁÎÎ×ÙÔÅËÁÅÔ, ÞÔÏ ËÌÁÓÓ ÁÌÇÅÂÒ âÒÁÕÜÒÁ ÚÁÍËÎÕÔ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ �ÒÏÉÚ×ÏÄÎÏÊÜË×É×ÁÌÅÎÔÎÏÓÔÉ [6℄.ðÕÓÔØ A { ÁÌÇÅÂÒÁ, ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÝÁÑ Ú×ÅÚÄÅ âÒÁÕÜÒÁ Ó n ÒÅÂÒÁÍÉ ÉËÒÁÔÎÏÓÔØÀ ÉÓËÌÀÞÉÔÅÌØÎÏÊ ×ÅÒÛÉÎÙ t. ëÏÌÞÁÎ A ÉÍÅÅÔ ×ÉÄ:2 � // 1
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· · ·ooóÌÅÄÕÑ ûÁ�Ó É úÁËÁÊ-éÌÌÏÕÚ [18℄, ÂÕÄÅÍ ÎÁÚÙ×ÁÔØ ÎÁËÌÏÎÑÀÝÉÊ ËÏÍ-�ÌÅËÓ Ä×Õ-ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÎÙÍ (two-restrited), ÅÓÌÉ ÅÇÏ ÎÅÒÁÚÌÏÖÉÍÙÅ �ÒÑÍÙÅÓÌÁÇÁÅÍÙÅ Ñ×ÌÑÀÔÓÑ ÓÄ×ÉÇÁÍÉ ÓÌÅÄÕÀÝÉÈ ËÏÍ�ÌÅËÓÏ×:0 // Pi // 00 // Pi // Pj // 0;ÇÄÅ ÉÚÎÁÞÁÌØÎÏ Pi ÓÏÓÒÅÄÏÔÏÞÅÎ × ÓÔÅ�ÅÎÉ 0, ÍÏÄÕÌÉ Pi É Pj { ÎÅÒÁÚÌÏÖÉ-ÍÙÅ �ÒÏÅËÔÉ×ÎÙÅ A-ÍÏÄÕÌÉ, Á ÍÏÒÆÉÚÍ Pi → Pj ÉÍÅÅÔ ÍÁËÓÉÍÁÌØÎÙÊÒÁÎÇ (ËÁË ÍÏÒÆÉÚÍ ÎÁÄ k). ä×Õ-ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÎÙÅ ÎÁËÌÏÎÑÀÝÉÅ ËÏÍ�ÌÅËÓÙÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÔ ÎÅËÏÔÏÒÙÍ ÄÏ�ÏÌÎÉÔÅÌØÎÙÍ ËÏÍÂÉÎÁÔÏÒÎÙÍ ÄÁÎÎÙÍ, ÓÏ-�ÏÓÔÁ×ÌÅÎÎÙÍ ÄÅÒÅ×ØÑÍ âÒÁÕÜÒÁ, ËÏÔÏÒÙÅ ÎÁÚÙ×ÁÀÔÓÑ "ÒÁÓÓÔÁÎÏ×ËÏÊÔÏÞÅË" ("pointing"). ðÒÉ ÜÔÏÍ ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÉÉ ÄÅÒÅ×Ï, ÎÁ ËÏÔÏÒÏÍ ÒÁÓÓÔÁ-×ÌÑÀÔÓÑ ÔÏÞËÉ, Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÄÅÒÅ×ÏÍ âÒÁÕÜÒÁ ËÏÌØ�Á ÜÎÄÏÍÏÒÆÉÚÍÏ× Ä×Õ-ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÎÏÇÏ ÎÁËÌÏÎÑÀÝÅÇÏ ËÏÍ�ÌÅËÓÁ. åÓÌÉ �ÒÉÍÅÎÉÔØ �ÒÏÉÚ×ÏÄÎÕÀ6



ÜË×É×ÁÌÅÎÔÎÏÓÔØ, ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÝÕÀ ÏÄÎÏÊ ÒÁÓÓÔÁÎÏ×ËÅ ÔÏÞÅË, Á �ÏÔÏÍ�ÒÉÍÅÎÉÔØ ÜË×É×ÁÌÅÎÔÎÏÓÔØ ÏÂÒÁÔÎÕÀ Ë ÜË×É×ÁÌÅÎÔÎÏÓÔÉ, ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×Õ-ÀÝÅÊ ÄÒÕÇÏÊ ÒÁÓÓÔÁÎÏ×ËÅ ÔÏÞÅË ÎÁ ÔÏÍ ÖÅ ÄÅÒÅ×Å, ÔÏ ÂÕÄÅÔ �ÏÌÕÞÅÎÁ Á×-ÔÏÜË×É×ÁÌÅÎÔÎÏÓÔØ ÁÌÇÅÂÒÙ, ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÝÅÊ Ú×ÅÚÄÅ âÒÁÕÜÒÁ, ÜÔÁ Á×ÔÏ-ÜË×É×ÁÌÅÎÔÎÏÓÔØ ÚÁÄÁÅÔÓÑ ÎÅËÏÔÏÒÙÍ ÎÁËÌÏÎÑÀÝÉÍ ËÏÍ�ÌÅËÓÏÍ; ÂÕÄÅÍÎÁÚÙ×ÁÔØ ÔÁËÉÅ ËÏÍ�ÌÅËÓÙ "ÓÌÏÖÅÎÎÙÍÉ" ("refolded"). ûÁ�Ó É úÁËÁÊ-éÌÌÏÕÚ ÉÚÕÞÁÌÉ �ÏÄÇÒÕ��Õ �ÒÏÉÚ×ÏÄÎÏÊ ÇÒÕ��Ù ðÉËÁÒÁ, �ÏÒÏÖÄÅÎÎÕÀÓÌÏÖÅÎÎÙÍÉ ÎÁËÌÏÎÑÀÝÉÍÉ ËÏÍ�ÌÅËÓÁÍÉ, É �ÏËÁÚÁÌÉ, ÞÔÏ ÏÎÁ �ÏÒÏÖÄÅÎÁÎÁËÌÏÎÑÀÝÉÍÉ ËÏÍ�ÌÅËÓÁÍÉ Hi, ËÏÔÏÒÙÅ ÕÄÏ×ÌÅÔ×ÏÒÑÀÔ ÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÑÍÇÒÕ��Ù ËÏÓ ÎÁ ÁÆÆÉÎÎÏÊ ÄÉÁÇÒÁÍÍÅ Ãn−1. âÕÄÅÍ ÔÁËÖÅ ÏÂÏÚÎÁÞÁÔØ ÞÅ-ÒÅÚ Hi ÎÅËÏÔÏÒÙÅ ÓÔÁÎÄÁÒÔÎÙÅ Á×ÔÏÜË×É×ÁÌÅÎÔÎÏÓÔÉ Db(A), ÓÏÏÔ×ÅÔ-ÓÔ×ÕÀÝÉÅ ÜÔÉÍ ËÏÍ�ÌÅËÓÁÍ É ÄÅÊÓÔ×ÕÀÝÉÅ ÎÁ ÎÅÒÁÚÌÏÖÉÍÙÈ �ÒÏÅËÔÉ×-ÎÙÈ ÍÏÄÕÌÑÈ ÓÌÅÄÕÀÝÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ:Hi(Pj) =  0 → 0 → Pj; j 6= i; i− 10 → 0 → Pi−1; j = iPi �
−→ Pi−1 so

−→ Pi−1; j = i− 1; (1)ÇÄÅ so { ÍÏÒÆÉÚÍ, ÏÂÒÁÚ ËÏÔÏÒÏÇÏ ÉÚÏÍÏÒÆÅÎ �ÏËÏÌÀ Pi−1.2.2 íÕÔÁ�ÉÉðÕÓÔØ k { ÁÌÇÅÂÒÁÉÞÅÓËÉ ÚÁÍËÎÕÔÏÅ �ÏÌÅ. ðÕÓÔØ T { k-ÌÉÎÅÊÎÁÑ, Hom-ËÏÎÅÞÎÁÑ, ÔÒÉÁÎÇÕÌÉÒÏ×ÁÎÎÁÑ ËÁÔÅÇÏÒÉÑ ëÒÕÌÌÑ-ûÍÉÄÔÁ. íÏÒÆÉÚÍX f
−→M ′ ∈ T ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÌÅ×ÙÍ ÍÉÎÉÍÁÌØÎÙÍ, ÅÓÌÉ ÌÀÂÏÊ ÍÏÒÆÉÚÍ g :M ′ →M ′ ÔÁËÏÊ, ÞÔÏ gf = f , Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÉÚÏÍÏÒÆÉÚÍÏÍ. ðÕÓÔØ M { �ÏÄËÁÔÅÇÏ-ÒÉÑ T , X { ÏÂßÅËÔ T , M ′ { ÏÂßÅËÔ M, ÍÏÒÆÉÚÍ X f

−→ M ′ ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑÌÅ×ÏÊ Á��ÒÏËÓÉÍÁ�ÉÅÊ X �Ï ÏÔÎÏÛÅÎÉÀ Ë M, ÅÓÌÉ HomT (M ′;M) f∗
−→HomT (X;M) ÓÀÒßÅËÔÉ×ÎÏ ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ M ∈ M. ðÒÁ×ÙÊ ÍÉÎÉÍÁÌØÎÙÊÍÏÒÆÉÚÍ É �ÒÁ×ÁÑ M-Á��ÒÏËÓÉÍÁ�ÉÑ Ï�ÒÅÄÅÌÑÀÔÓÑ Ä×ÏÊÓÔ×ÅÎÎÏ.T ∈ T ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ �ÏÌÕÎÁËÌÏÎÑÀÝÉÍ ÏÂßÅËÔÏÍ (silting), ÅÓÌÉHomT (T; T [i℄) = 0 ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ i > 0, É T �ÏÒÏÖÄÁÅÔÓÑ add(T ) ËÁË ÔÒÉ-ÁÎÇÕÌÉÒÏ×ÁÎÎÁÑ ËÁÔÅÇÏÒÉÑ. âÕÄÅÍ ÎÁÚÙ×ÁÔØ �ÏÌÕÎÁËÌÏÎÑÀÝÉÊ ÏÂßÅËÔT ÂÁÚÉÓÎÙÍ, ÅÓÌÉ T ÉÚÏÍÏÒÆÅÎ �ÒÑÍÏÊ ÓÕÍÍÅ ÎÅÒÁÚÌÏÖÉÍÙÈ �Ï�ÁÒÎÏÎÅÉÚÏÍÏÒÆÎÙÈ ÏÂßÅËÔÏ×.ðÕÓÔØ T { ÂÁÚÉÓÎÙÊ �ÏÌÕÎÁËÌÏÎÑÀÝÉÊ ÏÂßÅËÔ × T , T = M ⊕ X;

M = add(M): òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËX f
−→M ′ −→ Y −→; (2)ÇÄÅ f { ÍÉÎÉÍÁÌØÎÁÑ ÌÅ×ÁÑ Á��ÒÏËÓÉÍÁ�ÉÑ X �Ï ÏÔÎÏÛÅÎÉÀ Ë M. úÁÍÅ-ÔÉÍ, ÞÔÏ f ÅÄÉÎÓÔ×ÅÎÎÙÊ Ó ÔÏÞÎÏÓÔØÀ ÄÏ ÉÚÏÍÏÒÆÉÚÍÁ. ïÂßÅËÔ �+X(T ) :=M⊕Y ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÌÅ×ÏÊ ÍÕÔÁ�ÉÅÊ T �Ï ÏÔÎÏÛÅÎÉÀ Ë X. ðÏ ÒÅÚÕÌØÔÁÔÁÍ7



áÉÈÁÒÙ É éÑÍÙ [3℄ ÏÂßÅËÔ �+X(T ) ÓÎÏ×Á Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÂÁÚÉÓÎÙÍ �ÏÌÕÎÁËÌÏÎÑ-ÀÝÉÍ. åÓÌÉ X ÎÅÒÁÚÌÏÖÉÍ, ÔÏ ÍÕÔÁ�ÉÑ ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÎÅ�ÒÉ×ÏÄÉÍÏÊ. ðÒÁ-×ÙÅ ÍÕÔÁ�ÉÉ Ï�ÒÅÄÅÌÑÀÔÓÑ �Ï Ä×ÏÊÓÔ×ÅÎÎÏÓÔÉ É ÏÂÏÚÎÁÞÁÀÔÓÑ �−X(T ).úÁÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ × ÏÂÏÚÎÁÞÅÎÉÑÈ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÁ (2) ÉÍÅÅÍ �−Y (�+X(T )) = T:ðÕÓÔØ T; U { ÂÁÚÉÓÎÙÅ �ÏÌÕÎÁËÌÏÎÑÀÝÉÅ ÏÂßÅËÔÙ × T . ðÏÌÏÖÉÍ T ≥U , ÅÓÌÉ HomT (T; U [i℄) = 0 ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ i > 0. ïÔÎÏÛÅÎÉÅ ≥ ÚÁÄÁÅÔ ÞÁÓÔÉÞ-ÎÙÊ �ÏÒÑÄÏË ÎÁ ÍÎÏÖÅÓÔ×Å ËÌÁÓÓÏ× ÉÚÏÍÏÒÆÉÚÍÏ× ÂÁÚÉÓÎÙÈ �ÏÌÕÎÁËÌÏ-ÎÑÀÝÉÈ ÏÂßÅËÔÏ× [3℄. âÕÄÅÍ ÇÏ×ÏÒÉÔØ, ÞÔÏ U Ó×ÑÚÁÎ (Ó×ÑÚÁÎ ÓÌÅ×Á) Ó T ,ÅÓÌÉ U ÍÏÖÎÏ �ÏÌÕÞÉÔØ ÉÚ T ÍÎÏÇÏËÒÁÔÎÙÍÉ ÎÅ�ÒÉ×ÏÄÉÍÙÍÉ (ÌÅ×ÙÍÉ)ÍÕÔÁ�ÉÑÍÉ. �ÒÉÁÎÇÕÌÉÒÏ×ÁÎÎÁÑ ËÁÔÅÇÏÒÉÑ T ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ Ó×ÑÚÎÏÊ ÏÔÎÏ-ÓÉÔÅÌØÎÏ ÍÕÔÁ�ÉÊ �ÏÌÕÎÁËÌÏÎÑÀÝÉÈ ÏÂßÅËÔÏ× (silting-onneted), ÅÓÌÉ×ÓÅ ÂÁÚÉÓÎÙÅ �ÏÌÕÎÁËÌÏÎÑÀÝÉÅ ÏÂßÅËÔÙ × T Ó×ÑÚÁÎÙ ÄÒÕÇ Ó ÄÒÕÇÏÍ.
T { ÓÉÌØÎÏ Ó×ÑÚÎÁ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ÍÕÔÁ�ÉÊ �ÏÌÕÎÁËÌÏÎÑÀÝÉÈ ÏÂßÅËÔÏ×(strongly silting-onneted), ÅÓÌÉ ÄÌÑ ÌÀÂÙÈ ÂÁÚÉÓÎÙÈ �ÏÌÕÎÁËÌÏÎÑÀÝÉÈÏÂßÅËÔÏ× T; U ÔÁËÉÈ, ÞÔÏ T ≥ U , U Ó×ÑÚÁÎ ÓÌÅ×Á Ó T . éÚ×ÅÓÔÎÏ, ÞÔÏ× ÓÌÕÞÁÅ ÓÉÍÍÅÔÒÉÞÅÓËÏÊ ÁÌÇÅÂÒÙ ÌÀÂÏÊ �ÏÌÕÎÁËÌÏÎÑÀÝÉÊ ÏÂßÅËÔ ×Kb(proj-A) Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÎÁËÌÏÎÑÀÝÉÍ ËÏÍ�ÌÅËÓÏÍ. ÷ ÜÔÏÍ ÓÌÕÞÁÅ ×ÍÅÓÔÏÓ×ÑÚÎÁ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ÍÕÔÁ�ÉÊ �ÏÌÕÎÁËÌÏÎÑÀÝÉÈ ÏÂßÅËÔÏ× ÂÕÄÅÍ ÇÏ×Ï-ÒÉÔØ, ÞÔÏ ËÁÔÅÇÏÒÉÑ Ó×ÑÚÎÁ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ÍÕÔÁ�ÉÊ ÎÁËÌÏÎÑÀÝÉÈ ËÏÍ-�ÌÅËÓÏ× (tilting-onneted).�ÅÏÒÅÍÁ.(áÉÈÁÒÁ, [2℄)Kb(proj-A) Ó×ÑÚÎÁ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ÍÕÔÁ�ÉÊ ÎÁ-ËÌÏÎÑÀÝÉÈ ËÏÍ�ÌÅËÓÏ×, ÅÓÌÉ A { ÓÉÍÍÅÔÒÉÞÅÓËÁÑ ÁÌÇÅÂÒÁ ËÏÎÅÞÎÏÇÏÔÉ�Á �ÒÅÄÓÔÁ×ÌÅÎÉÑ.úÁÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ ÉÚ [2℄ (�ÅÏÒÅÍÁ 5.6 É óÌÅÄÓÔ×ÉÅ 3.9) ÔÁËÖÅ ÓÌÅÄÕÅÔ,ÞÔÏ × ÓÌÕÞÁÅ ÓÉÍÍÅÔÒÉÞÅÓËÏÊ ÁÌÇÅÂÒÙ ËÏÎÅÞÎÏÇÏ ÔÉ�Á �ÒÅÄÓÔÁ×ÌÅÎÉÑKb(proj-A) ÓÉÌØÎÏ Ó×ÑÚÎÁ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ÍÕÔÁ�ÉÊ ÎÁËÌÏÎÑÀÝÉÈ ËÏÍ�ÌÅË-ÓÏ×. ðÏÜÔÏÍÕ ÌÀÂÏÊ ÎÁËÌÏÎÑÀÝÉÊ ËÏÍ�ÌÅËÓ, ÓÏÓÒÅÄÏÔÏÞÅÎÎÙÊ × ÎÅ�ÏÌÏ-ÖÉÔÅÌØÎÙÈ ÓÔÅ�ÅÎÑÈ, ÍÏÖÅÔ ÂÙÔØ �ÏÌÕÞÅÎ ÉÚ A ÍÎÏÇÏËÒÁÔÎÙÍÉ ÌÅ×ÙÍÉÍÕÔÁ�ÉÑÍÉ.ûÉÒÏËÏ ÉÚ×ÅÓÔÎÙÍ �ÒÉÍÅÒÏÍ ÍÕÔÁ�ÉÊ ÎÁËÌÏÎÑÀÝÉÈ ËÏÍ�ÌÅËÓÏ× Ñ×ÌÑ-ÀÔÓÑ ÍÕÔÁ�ÉÉ ÇÒÁÆÏ× âÒÁÕÜÒÁ, ÉÌÉ, ÞÔÏ ÔÏ ÖÅ ÓÁÍÏÅ, SSB-ÁÌÇÅÂÒ. íÙÏÇÒÁÎÉÞÉÍ Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÅ ÎÁ ÓÌÕÞÁÊ ÄÅÒÅ×ØÅ× âÒÁÕÜÒÁ, ÔÏ ÅÓÔØ ÍÙ ÎÅ ÂÕÄÅÍÒÁÓÓÍÁÔÒÉ×ÁÔØ �ÅÔÌÉ.òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÁÌÇÅÂÒÕ A, ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÝÕÀ ÄÅÒÅ×Õ âÒÁÕÜÒÁ, ËÁË ÎÁ-ËÌÏÎÑÀÝÉÊ ËÏÍ�ÌÅËÓ ÎÁÄ ÓÏÂÏÊ. ðÕÓÔØ A = (⊕ni=1;i 6=j Pi)⊕ Pj { ÒÁÚÌÏÖÅ-ÎÉÅ ÎÁ ÎÅÒÁÚÌÏÖÉÍÙÅ �ÒÏÅËÔÉ×ÎÙÅ ÍÏÄÕÌÉ. òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÌÅ×ÕÀ ÍÕÔÁ�ÉÀ�+Pj(A) = ( n⊕i=1;i6=j Pi)⊕ (Pj f

−→ Pm ⊕ Pl)ÁÌÇÅÂÒÙ A �Ï ÏÔÎÏÛÅÎÉÀ Ë Pj (ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÝÁÑ Á��ÒÏËÓÉÍÁ�ÉÑ ÂÅÒÅÔÓÑ�Ï ÏÔÎÏÛÅÎÉÀ Ë add(⊕ni=1;i6=j Pi)), ÇÄÅ Pm É Pl { �ÒÏÅËÔÉ×ÎÙÅ ÍÏÄÕÌÉ, ÓÏ-ÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÝÉÅ ÒÅÂÒÁÍ × ÄÅÒÅ×Å âÒÁÕÜÒÁ, ÓÌÅÄÕÀÝÉÍ ÚÁ j × �ÉËÌÉÞÅÓËÏÍ8



�ÏÒÑÄËÅ ÒÅÂÅÒ, ÉÎ�ÉÄÅÎÔÎÙÈ ÏÄÎÏÊ É ÔÏÊ ÖÅ ×ÅÒÛÉÎÅ, Á f = ( �� ), ÇÄÅ �É � ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÔ ÓÔÒÅÌËÁÍ ÉÚ j × m É ÉÚ j × l ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÅÎÎÏ. äÅ-ÒÅ×Ï âÒÁÕÜÒÁ ÁÌÇÅÂÒÙ A �ÒÅÄÓÔÁ×ÌÅÎÏ ÓÌÅ×Á, Á ÄÅÒÅ×Ï âÒÁÕÜÒÁ ËÏÌØ�ÁÜÎÄÏÍÏÒÆÉÚÍÏ× �+Pj(A) { Ó�ÒÁ×Á; ÒÅÂÒÏ, ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÝÅÅ Pj f
−→ Pm ⊕ Pl,ÔÁËÖÅ ÂÕÄÅÍ ÏÂÏÚÎÁÞÁÔØ j.

??
??
:::

��
�� ??

??
:::

��
�� ??

??
:::

��
�� ??

??
:::

��
��l j l j

ZZZZZZZZZZZZZZZZZZZZZZZZ

??
??

��
�� m

??
??

��
�� ??

??

��
�� m

??
??

��
��::: ::: ::: :::÷ ÓÌÕÞÁÅ, ËÏÇÄÁ j ÉÎ�ÉÄÅÎÔÎÏ ÌÉÓÔÕ × ÄÅÒÅ×Å âÒÁÕÜÒÁ A,�+Pj(A) = ( n⊕i=1;i6=j Pi)⊕ (Pj �
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TTTTTTTTTTTTîÁÓËÏÌØËÏ ÎÁÍ ÉÚ×ÅÓÔÎÏ, ÜÔÉ Ä×ÉÖÅÎÉÑ ÂÙÌÉ ×�ÅÒ×ÙÅ ÒÁÓÓÍÏÔÒÅÎÙëÁÕÜÒÏÍ [8℄, ÔÁËÖÅ ÏÎÉ ÉÚÕÞÁÌÉÓØ × ÒÁÂÏÔÁÈ [4℄, [1℄, [5℄, [11℄. íÕÔÁ�ÉÑ�−Pj(A) Ï�ÒÅÄÅÌÑÅÔÓÑ �Ï Ä×ÏÊÓÔ×ÅÎÎÏÓÔÉ É ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÅÔ Ä×ÉÖÅÎÉÀ ×ÏÂÒÁÔÎÏÍ ÎÁ�ÒÁ×ÌÅÎÉÉ. îÁËÌÏÎÑÀÝÉÊ ËÏÍ�ÌÅËÓ ×ÉÄÁ �±Pj(A), ÇÄÅ A {�ÒÏÉÚ×ÏÌØÎÁÑ ÁÌÇÅÂÒÁ, ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÝÁÑ ÄÅÒÅ×Õ âÒÁÕÜÒÁ, ÂÕÄÅÍ ÎÁÚÙ-×ÁÔØ ÜÌÅÍÅÎÔÁÒÎÙÍ ÎÁËÌÏÎÑÀÝÉÍ ËÏÍ�ÌÅËÓÏÍ. íÕÔÁ�ÉÉ, ÚÁÄÅÊÓÔ×ÕÀ-ÝÉÅ ÌÉÛØ ÏÄÎÏ ÄÏ�ÏÌÎÉÔÅÌØÎÏÅ ÒÅÂÒÏ l, ÂÕÄÅÍ ÎÁÚÙ×ÁÔØ ÍÕÔÁ�ÉÑÍÉ ÔÉ�ÁI; ÍÕÔÁ�ÉÉ, ÚÁÄÅÊÓÔ×ÕÀÝÉÅ Ä×Á ÄÏ�ÏÌÎÉÔÅÌØÎÙÈ ÒÅÂÒÁ m É l, ÂÕÄÅÍ ÎÁ-ÚÙ×ÁÔØ ÍÕÔÁ�ÉÑÍÉ ÔÉ�Á II. úÁÍÅÔÉÍ ÔÁËÖÅ, ÞÔÏ ÔÁËÉÅ ÍÕÔÁ�ÉÉ ÚÁÄÅÊ-ÓÔ×ÕÀÔ ÌÉÛØ ÒÅÂÒÁ: ÉÓËÌÀÞÉÔÅÌØÎÁÑ ×ÅÒÛÉÎÁ �ÒÉ ÎÉÈ ÎÅ ÍÅÎÑÅÔÓÑ.3 íÕÔÁ�ÉÉ É �ÒÏÉÚ×ÏÄÎÁÑ ÇÒÕ��Á ðÉËÁÒÁïÂÏÚÎÁÞÉÍ ÞÅÒÅÚ Pi(A) ÇÒÕ��Õ ðÉËÁÒÁ ÁÌÇÅÂÒÙ A, ÔÏ ÅÓÔØ ÇÒÕ��ÕËÌÁÓÓÏ× ÉÚÏÍÏÒÆÉÚÍÏ× ÏÂÒÁÔÉÍÙÈ A ⊗ Aop-ÍÏÄÕÌÅÊ, ÉÌÉ, ÞÔÏ ÔÏ ÖÅ ÓÁ-ÍÏÅ, ÇÒÕ��Õ íÏÒÉÔÁ-Á×ÔÏÜË×É×ÁÌÅÎÔÎÏÓÔÅÊ A. çÒÕ��Á Out(A) ×ÎÅÛÎÉÈÁ×ÔÏÍÏÒÆÉÚÍÏ× A ÓÏ×�ÁÄÁÅÔ Ó Pi(A) × ÓÌÕÞÁÅ ÂÁÚÉÓÎÏÊ ÁÌÇÅÂÒÙ A ÉÑ×ÌÑÅÔÓÑ �ÏÄÇÒÕ��ÏÊ TrPi(A). äÌÑ � ∈ Aut(A) ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ÏÂÒÁÔÉÍÙÊA ⊗ Aop-ÍÏÄÕÌØ A�, ÇÄÅ A� { ÜÔÏ (A ⊗ Aop)-ÍÏÄÕÌØ, ÉÚÏÍÏÒÆÎÙÊ A ËÁË9



ÌÅ×ÙÊ ÍÏÄÕÌØ, ÎÏ Ó �ÒÁ×ÙÍ ÄÅÊÓÔ×ÉÅÍ, �ÏÄËÒÕÞÅÎÎÙÍ ÎÁ �. âÉÍÏÄÕÌØ A�ÉÚÏÍÏÒÆÅÎ A�′ ÔÏÇÄÁ É ÔÏÌØËÏ ÔÏÇÄÁ, ËÏÇÄÁ � ÓÏ×�ÁÄÁÅÔ Ó �′ �Ï ÍÏÄÕÌÀ�ÏÄÇÒÕ��Ù ×ÎÕÔÒÅÎÎÉÈ Á×ÔÏÍÏÒÆÉÚÍÏ×. òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ Á×ÔÏÜË×É×ÁÌÅÎÔÎÏ-ÓÔÉ F; F ′ : Db(B) → Db(A). ðÒÅÄ�ÏÌÏÖÉÍ, ÞÔÏ ÏÎÉ ÚÁÄÁÎÙ Ä×ÕÓÔÏÒÏÎ-ÎÉÍÉ ÎÁËÌÏÎÑÀÝÉÍÉ ËÏÍ�ÌÅËÓÁÍÉ X;X ′ É �ÒÅÄ�ÏÌÏÖÉÍ, ÞÔÏ ÏÇÒÁÎÉÞÅ-ÎÉÑ ÏÂÏÉÈ ËÏÍ�ÌÅËÓÏ× ÎÁ A ÉÚÏÍÏÒÆÎÙ ÎÁËÌÏÎÑÀÝÅÍÕ ËÏÍ�ÌÅËÓÕ T ; ÉÚ[9℄ ÓÌÅÄÕÅÔ ÞÔÏ, ÞÔÏ X ′ = X ⊗B B� ÄÌÑ ÎÅËÏÔÏÒÏÇÏ � ∈ Aut(B).óÌÅÄÕÀÝÅÅ ÕÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÅ ÏÞÅ×ÉÄÎÏ.ìÅÍÍÁ 1. ðÕÓÔØ A, B { Ä×Å ÔÒÉÁÎÇÕÌÉÒÏ×ÁÎÎÙÅ ËÁÔÅÇÏÒÉÉ, F : A → B{ ÔÒÉÁÎÇÕÌÉÒÏ×ÁÎÎÁÑ ÜË×É×ÁÌÅÎÔÎÏÓÔØ, M { �ÏÄËÁÔÅÇÏÒÉÑ A, X ∈ A É�ÕÓÔØ X f
−→ M ′ (M ′ f

−→ X) { ÍÉÎÉÍÁÌØÎÁÑ ÌÅ×ÁÑ (ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÅÎÎÏ �ÒÁ-×ÁÑ) Á��ÒÏËÓÉÍÁ�ÉÑ X �Ï ÏÔÎÏÛÅÎÉÀ Ë M, ÔÏÇÄÁ F (X) F (f)
−−→ F (M ′)(F (M ′) F (f)

−−→ F (X)) { ÍÉÎÉÍÁÌØÎÁÑ ÌÅ×ÁÑ (ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÅÎÎÏ �ÒÁ×ÁÑ) Á�-�ÒÏËÓÉÍÁ�ÉÑ F (X) �Ï ÏÔÎÏÛÅÎÉÀ Ë F (M).ðÕÓÔØ A { ÓÉÍÍÅÔÒÉÞÅÓËÁÑ ÁÌÇÅÂÒÁ, T { ÂÁÚÉÓÎÙÊ ÎÁËÌÏÎÑÀÝÉÊ ËÏÍ-�ÌÅËÓ. ïÂÏÚÎÁÞÉÍ ÞÅÒÅÚ F ÓÔÁÎÄÁÒÔÎÕÀ ÜË×É×ÁÌÅÎÔÎÏÓÔØ ÔÁËÕÀ, ÞÔÏF (B = EndDb(A)(T )) ≃ T; ÇÄÅ F : Db(B) → Db(A): ðÕÓÔØ T = M ⊕ X;ÇÄÅ X { ÎÅÒÁÚÌÏÖÉÍ, Á �±X(T ) { ÎÁËÌÏÎÑÀÝÉÊ ËÏÍ�ÌÅËÓ, �ÏÌÕÞÅÎÎÙÊ ÉÚT �ÒÁ×ÏÊ ÉÌÉ ÌÅ×ÏÊ ÍÕÔÁ�ÉÅÊ. ïÂÏÚÎÁÞÉÍ ÞÅÒÅÚ C = EndDb(A)(�±X(T )), ÁÞÅÒÅÚ G : Db(C) → Db(A) { ÓÔÁÎÄÁÒÔÎÕÀ ÜË×É×ÁÌÅÎÔÎÏÓÔØ ÔÁËÕÀ, ÞÔÏG(C) ≃ �±X(T ). òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ B ËÁË ÎÁËÌÏÎÑÀÝÉÊ ËÏÍ�ÌÅËÓ ÎÁÄ ÓÏÂÏÊ.óÌÁÇÁÅÍÙÅ ËÏÍ�ÌÅËÓÏ× T É B ÎÁÈÏÄÑÔÓÑ �ÏÄ ÄÅÊÓÔ×ÉÅÍ F ×Ï ×ÚÁÉÍÎÏÏÄÎÏÚÎÁÞÎÏÍ ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÉÉ. ïÂÏÚÎÁÞÉÍ ÞÅÒÅÚ PX ÎÅÒÁÚÌÏÖÉÍÙÊ �ÒÏÅË-ÔÉ×ÎÙÊ B-ÍÏÄÕÌØ, ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÝÉÊ X; ÎÁËÌÏÎÑÀÝÉÊ ËÏÍ�ÌÅËÓ �±PX (B)�ÏÌÕÞÅÎ ÉÚ B ÍÕÔÁ�ÉÅÊ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ PX .ìÅÍÍÁ 2. EndDb(B)(�±PX (B)) ≃ C.äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï. òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÔÏÌØËÏ ÓÌÕÞÁÊ �ÒÁ×ÙÈ ÍÕÔÁ�ÉÊ. C =EndDb(A)(M ⊕ Y ), EndDb(B)(�−PX(B)) = EndDb(B)(F−1(M)⊕ Y ′), ÇÄÅ Y ′ →N → PX → { ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉË, Á N → PX { ÍÉÎÉÍÁÌØÎÁÑ �ÒÁ×ÁÑ Á��ÒÏË-ÓÉÍÁ�ÉÑ PX �Ï ÏÔÎÏÛÅÎÉÀ Ë add(F−1(M)). F−1 { ÔÒÉÁÎÇÕÌÉÒÏ×ÁÎÎÁÑÜË×É×ÁÌÅÎÔÎÏÓÔØ, É �Ï �ÒÅÄÙÄÕÝÅÊ ÌÅÍÍÅ F−1(Y ) ≃ Y ′, �ÏÜÔÏÍÕEndDb(B)(�−PX(B)) ≃ EndDb(B)(F−1(M ⊕ Y ));ÏÔÓÀÄÁ �ÏÌÕÞÁÅÍ ÔÒÅÂÕÅÍÏÅ ÕÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÅ. �ïÂÏÚÎÁÞÉÍ ÞÅÒÅÚ H : Db(C) → Db(B) ÓÔÁÎÄÁÒÔÎÕÀ ÜË×É×ÁÌÅÎÔÎÏÓÔØÔÁËÕÀ, ÞÔÏ H(C) ≃ �±PX (B):ìÅÍÍÁ 3. óÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ � ∈ Aut(C) ÔÁËÏÊ, ÞÔÏ G ≃ F ◦H ◦ (C� ⊗C −).10



äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï. ðÏ �ÒÅÄÙÄÕÝÅÊ ÌÅÍÍÅ ÉÍÅÅÔÓÑ ÓÌÅÄÕÀÝÁÑ ÄÉÁ-ÇÒÁÍÍÁ: Db(C) G
$$I

IIII
IIII

H // Db(B)FzzuuuuuuuuuDb(A)äÏÓÔÁÔÏÞÎÏ �ÒÏ×ÅÒÉÔØ, ÞÔÏ ÄÅÊÓÔ×ÉÑ G É F ◦H ÎÁ C ÓÏ×�ÁÄÁÀÔ. òÁÓÓÍÏ-ÔÒÉÍ ÌÉÛØ ÓÌÕÞÁÊ �ÒÁ×ÙÈ ÍÕÔÁ�ÉÊ. ðÏ �ÒÅÄ�ÏÌÏÖÅÎÉÀ G(C) = �−X(T ).�ÏÇÄÁ ËÁË H(C) = �−PX(B) ≃ F−1(M) ⊕ Y ′, ÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏ, F (H(C)) ≃M ⊕ F (Y ′), ÎÏ F (Y ′) ≃ Y , Á ÚÎÁÞÉÔ F (H(C)) ≃M ⊕ Y = �−X(T ). �óÌÅÄÕÀÝÁÑ ÌÅÍÍÁ �ÏÎÁÄÏÂÉÔÓÑ ÎÁÍ × ÈÏÄÅ ×ÙÞÉÓÌÅÎÉÊ, ÏÎÁ ÄÏËÁÚÙ-×ÁÅÔÓÑ �ÒÑÍÏÊ �ÒÏ×ÅÒËÏÊ.ìÅÍÍÁ 4. ðÕÓÔØ V = · · · → X ′′ x
−→ X g

−→ Y h
−→ Z → 0 → · · · , W = · · · →0 → X ′ g′

−→ Y h′
−→ Z ′ z

−→ Z ′′ → · · · { Ä×Á ÏÂßÅËÔÁ Db(A). ðÕÓÔØ
· · · // X ′′

��

x // Xw
��

g // YId
��

h // Zv
��

//

��

0 //

��

· · ·

· · · // 0 // X ′
g′ // Y h′ // Z ′ z // Z ′′ // · · ·{ ÍÏÒÆÉÚÍ f ∈ Db(A), ÔÏÇÄÁ Cone(f) ≃ · · · → X ′′ x

−→ X w
−→ X ′ hg′

−→ Z v
−→Z ′ z

−→ Z ′′ → · · · , �ÒÉÞÅÍ Z ′ ÓÏÓÒÅÄÏÔÏÞÅÎ × ÔÏÊ ÖÅ ÓÔÅ�ÅÎÉ, ÞÔÏ É × W .3.1 óÔÁÎÄÁÒÔÎÁÑ ËÏÎÓÔÒÕË�ÉÑ ÄÅÒÅ×Á÷ ÜÔÏÍ �ÕÎËÔÅ ÍÙ ÚÁÆÉËÓÉÒÕÅÍ ÓÔÁÎÄÁÒÔÎÙÊ Ó�ÏÓÏÂ �ÏÓÔÒÏÅÎÉÑ ÄÅ-ÒÅ×Á ÉÚ Ú×ÅÚÄÙ Ó �ÏÍÏÝØÀ ÍÕÔÁ�ÉÊ. üÔÁ �ÒÏ�ÅÄÕÒÁ ÉÓ�ÏÌØÚÕÅÔ ÔÏÌØËÏÍÕÔÁ�ÉÉ ÔÉ�Á I.ðÕÓÔØ � { ÄÅÒÅ×Ï âÒÁÕÜÒÁ ÔÉ�Á (n; t). ðÒÅÄ�ÏÌÏÖÉÍ, ÞÔÏ ËÏÒÅÎØ � ×Ù-ÂÒÁÎ × ÉÓËÌÀÞÉÔÅÌØÎÏÊ ×ÅÒÛÉÎÅ, É ÄÅÒÅ×Ï � ÒÁÓ�ÏÌÏÖÅÎÏ ÎÁ �ÌÏÓËÏÓÔÉÔÁË, ÞÔÏ ×ÓÅ ÎÅËÏÒÎÅ×ÙÅ ×ÅÒÛÉÎÙ ÌÅÖÁÔ ÎÉÖÅ ËÏÒÎÅ×ÏÊ × ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÉÉÓÏ Ó×ÏÉÍ ÕÒÏ×ÎÅÍ (ÞÅÍ ÄÁÌØÛÅ ÏÔ ËÏÒÎÑ, ÔÅÍ ÎÉÖÅ; ×ÅÒÛÉÎÙ ÏÄÎÏÇÏÕÒÏ×ÎÑ ÌÅÖÁÔ ÎÁ ÇÏÒÉÚÏÎÔÁÌØÎÏÊ �ÒÑÍÏÊ). òÅÂÒÁ ×ÏËÒÕÇ ×ÅÒÛÉÎ Õ�ÏÒÑ-ÄÏÞÅÎÙ �Ï ÞÁÓÏ×ÏÊ ÓÔÒÅÌËÅ.ðÕÓÔØ A { ÁÌÇÅÂÒÁ, ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÝÁÑ Ú×ÅÚÄÅ âÒÁÕÜÒÁ. åÓÌÉ ÓÏÏÔ×ÅÔ-ÓÔ×ÕÀÝÅÅ ÄÅÒÅ×Ï ×ÌÏÖÅÎÏ × �ÌÏÓËÏÓÔØ ÔÁË, ËÁË Ï�ÉÓÁÎÏ ×ÙÛÅ, ÂÕÄÅÍ ÓÞÉ-ÔÁÔØ, ÞÔÏ ÅÇÏ ÒÅÂÒÁ �ÒÏÎÕÍÅÒÏ×ÁÎÙ ÓÌÅ×Á ÎÁ�ÒÁ×Ï. A =⊕ni=1 Pi, ÇÄÅ Pi {ÎÅÒÁÚÌÏÖÉÍÙÅ �ÒÏÅËÔÉ×ÎÙÅ ÍÏÄÕÌÉ. íÙ ÓÏÂÉÒÁÅÍÓÑ �ÒÏÄÅÌÁÔØ ÎÅËÏÔÏ-ÒÕÀ �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØ ÎÅ�ÒÉ×ÏÄÉÍÙÈ ÍÕÔÁ�ÉÊ A, �ÏÓÌÅ r-ÏÊ ÍÕÔÁ�ÉÉÍÙ �ÏÌÕÞÉÍ ÎÁËÌÏÎÑÀÝÉÊ ËÏÍ�ÌÅËÓ T r =⊕ni=1 T ri , �ÒÉÞÅÍ ÓÌÁÇÁÅÍÙÅ T r�ÒÏÎÕÍÅÒÏ×ÁÎÙ ÓÌÅÄÕÀÝÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ: T 0 = A, T 0i = Pi; ËÁÖÄÁÑ ÍÕÔÁ�ÉÑ11



ÉÚÍÅÎÑÅÔ ÌÉÛØ ÏÄÎÏ ÓÌÁÇÁÅÍÏÅ ÎÁËÌÏÎÑÀÝÅÇÏ ËÏÍ�ÌÅËÓÁ T r−1, ÎÁ�ÒÉ-ÍÅÒ T r−1j , ÏÂÏÚÎÁÞÉÍ ÞÅÒÅÚ T rj ÓÌÁÇÁÅÍÏÅ, ËÏÔÏÒÏÅ ÂÙÌÏ ÉÚÍÅÎÅÎÏ r-ÏÊÍÕÔÁ�ÉÅÊ, T ri := T r−1i , i 6= j. üÔÏ �ÏÚ×ÏÌÑÅÔ ÎÁÍ ÚÁ�ÉÓÙ×ÁÔØ ËÏÍ�ÏÚÉ-�ÉÀ ÍÕÔÁ�ÉÊ. ïÂÏÚÎÁÞÉÍ ÞÅÒÅÚ �±j ÍÕÔÁ�ÉÀ, ÉÚÍÅÎÑÀÝÕÀ T r−1j . äÅÒÅ×ÏâÒÁÕÜÒÁ ËÏÌØ�Á ÜÎÄÏÍÏÒÆÉÚÍÏ× T r ÍÏÖÅÔ ÂÙÔØ �ÏÌÕÞÅÎÏ ÍÕÔÁ�ÉÅÊ ÄÅ-ÒÅ×Á T r−1, ÎÁ�ÒÉÍÅÒ, �Ï ÌÅÍÍÅ 2.úÁÍÅÔÉÍ ÔÁËÖÅ, ÞÔÏ ËÏÌØ�Ï ÜÎÄÏÍÏÒÆÉÚÍÏ× T r { ÜÔÏ ÁÌÇÅÂÒÁ, ÓÏÏÔ-×ÅÔÓÔ×ÕÀÝÁÑ ÄÅÒÅ×Õ âÒÁÕÜÒÁ, �ÏÜÔÏÍÕ ×ÙÞÉÓÌÅÎÉÅ ÍÉÎÉÍÁÌØÎÏÊ ÌÅ×ÏÊÁ��ÒÏËÓÉÍÁ�ÉÉ T rj ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ÄÒÕÇÉÈ ÓÌÁÇÁÅÍÙÈ ËÏÍ�ÌÅËÓÁ T r ÎÅ ÓÏ-ÓÔÁ×ÌÑÅÔ ÔÒÕÄÁ. åÓÌÉ ÒÅÂÒÏ j, ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÝÅÅ T rj , ÎÅ ÉÎ�ÉÄÅÎÔÎÏ ÌÉ-ÓÔÕ, ÔÏ �ÕÓÔØ T rm É T rl { ÓÌÁÇÁÅÍÙÅ, ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÝÉÅ m É l { ÒÅÂÒÁÍ,ÓÌÅÄÕÀÝÉÍ ÚÁ ÒÅÂÒÏÍ j × �ÉËÌÉÞÅÓËÉÈ �ÏÒÑÄËÁÈ ÒÅÂÅÒ ×ÏËÒÕÇ ËÏÎ�Ï× j,É �ÕÓÔØ f { ÍÏÒÆÉÚÍ, ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÝÉÊ Ä×ÕÍ ÓÔÒÅÌËÁÍ × EndDb(A)(T r),ÔÏÇÄÁ T rj f
−→ T rm ⊕ T rl { ÍÉÎÉÍÁÌØÎÁÑ ÌÅ×ÁÑ Á��ÒÏËÓÉÍÁ�ÉÑ T rj ÏÔÎÏÓÉ-ÔÅÌØÎÏ ÄÒÕÇÉÈ ÓÌÁÇÁÅÍÙÈ T r. åÓÌÉ j ÉÎ�ÉÄÅÎÔÎÏ ÌÉÓÔÕ, ÔÏ T rj f

−→ T rl {ÍÉÎÉÍÁÌØÎÁÑ ÌÅ×ÁÑ Á��ÒÏËÓÉÍÁ�ÉÑ T rj , ÇÄÅ l { ÅÄÉÎÓÔ×ÅÎÎÏÅ ÒÅÂÒÏ, ÓÌÅ-ÄÕÀÝÅÅ ÚÁ j × �ÉËÌÉÞÅÓËÏÍ �ÏÒÑÄËÅ, Á f { ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÝÁÑ ÓÔÒÅÌËÁ.âÕÄÅÍ ÇÏ×ÏÒÉÔØ, ÞÔÏ ÍÙ ÍÕÔÉÒÕÅÍ j ×ÄÏÌØ ÒÅÂÅÒ m É l ÉÌÉ ×ÄÏÌØ ÒÅÂÒÁl ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÅÎÎÏ. ðÒÉ ÜÔÏÍ ÅÓÌÉ ËÏÍ�ÏÎÅÎÔÁ f ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÅÔ ÓÔÒÅÌËÅ,ÌÅÖÁÝÅÊ ÎÁ ÎÅÉÓËÌÀÞÉÔÅÌØÎÏÍ �ÉËÌÅ, ÔÏ × ËÁÞÅÓÔ×Å ÜÔÏÊ ËÏÍ�ÏÎÅÎÔÙÍÏÖÎÏ ×ÚÑÔØ ÌÀÂÏÊ ÎÅÎÕÌÅ×ÏÊ ÍÏÒÆÉÚÍ.ðÕÓÔØ � { ÄÅÒÅ×Ï âÒÁÕÜÒÁ ÔÉ�Á (n; t), �ÒÅÄ�ÏÌÏÖÉÍ, ÞÔÏ n > 1. ðÒÏÎÕ-ÍÅÒÕÅÍ ÒÅÂÒÁ ÄÅÒÅ×Á � ÓÌÅÄÕÀÝÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ: �ÏÓÔÁ×ÉÍ ÍÅÔËÕ 1 ÎÁ ÓÁÍÏÍÌÅ×ÏÍ ÒÅÂÒÅ, ÉÎ�ÉÄÅÎÔÎÏÍ ËÏÒÎÀ. åÓÌÉ ÒÅÂÒÏ Ó ÍÅÔËÏÊ 1 ÎÅ ÉÎ�ÉÄÅÎÔÎÏÌÉÓÔÕ, �ÏÓÔÁ×ÉÍ 2 ÎÁ ÒÅÂÒÅ, ÉÎ�ÉÄÅÎÔÎÏÍ ÅÇÏ ÎÅÉÓËÌÀÞÉÔÅÌØÎÏÍÕ ËÏÎ�Õ,ËÏÔÏÒÏÅ �ÒÅÄÛÅÓÔ×ÕÅÔ ÒÅÂÒÕ Ó ÍÅÔËÏÊ 1 × �ÉËÌÉÞÅÓËÏÍ �ÏÒÑÄËÅ; ÅÓÌÉ ÒÅ-ÂÒÏ Ó ÍÅÔËÏÊ 1 ÉÎ�ÉÄÅÎÔÎÏ ÌÉÓÔÕ, �ÏÓÔÁ×ÉÍ 2 ÎÁ ÅÄÉÎÓÔ×ÅÎÎÏÍ ÒÅÂÒÅ,�ÒÅÄÛÅÓÔ×ÕÀÝÅÍ ÒÅÂÒÕ Ó ÍÅÔËÏÊ 1 × �ÉËÌÉÞÅÓËÏÍ �ÏÒÑÄËÅ. ðÒÅÄ�ÏÌÏ-ÖÉÍ, ÞÔÏ ÍÅÔËÁ i �ÒÉ�ÉÓÁÎÁ ÎÅËÏÔÏÒÏÍÕ ÒÅÂÒÕ, ÅÓÌÉ ÜÔÏ ÒÅÂÒÏ ÎÅ ÉÎ�É-ÄÅÎÔÎÏ ÌÉÓÔÕ, �ÏÓÔÁ×ÉÍ ÍÅÔËÕ i + 1 ÎÁ ÒÅÂÒÅ ÎÉÖÎÅÇÏ ÕÒÏ×ÎÑ, ËÏÔÏÒÏÅ�ÒÅÄÛÅÓÔ×ÕÅÔ ÒÅÂÒÕ Ó ÍÅÔËÏÊ i × �ÉËÌÉÞÅÓËÏÍ �ÏÒÑÄËÅ; ÅÓÌÉ ÒÅÂÒÏ Ó ÍÅÔ-ËÏÊ i ÉÎ�ÉÄÅÎÔÎÏ ÌÉÓÔÕ, �ÏÓÔÁ×ÉÍ ÍÅÔËÕ i + 1 ÎÁ ÅÄÉÎÓÔ×ÅÎÎÏÍ ÒÅÂÒÅ,�ÒÅÄÛÅÓÔ×ÕÀÝÅÍ ÒÅÂÒÕ Ó ÍÅÔËÏÊ i × �ÉËÌÉÞÅÓËÏÍ �ÏÒÑÄËÅ; ÅÓÌÉ ÜÔÏÍÕÒÅÂÒÕ ÕÖÅ �ÒÉ�ÉÓÁÎÁ ÍÅÔËÁ, ÎÁÊÄÅÍ ÒÅÂÒÏ l Ó ÎÁÉÂÏÌØÛÅÊ ÍÅÔËÏÊ ÔÁ-ËÏÅ, ÞÔÏ Õ ÅÇÏ ×ÅÒÈÎÅÇÏ ËÏÎ�Á x ÎÁÛÌÏÓØ ÉÎ�ÉÄÅÎÔÎÏÅ ÒÅÂÒÏ ÂÅÚ ÍÅÔËÉ,�ÏÓÔÁ×ÉÍ ÍÅÔËÕ i+1 ÎÁ ÒÅÂÒÅ, �ÒÅÄÛÅÓÔ×ÕÀÝÅÍ ÒÅÂÒÕ l × �ÉËÌÉÞÅÓËÏÍ�ÏÒÑÄËÅ ×ÏËÒÕÇ x. úÁÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ ÔÁËÕÀ ÖÅ ÎÕÍÅÒÁ�ÉÀ ÍÏÖÎÏ �ÏÌÕÞÉÔØÓ �ÏÍÏÝØÀ ÏÂÈÏÄÁ çÒÉÎÁ (Green walk) ÉÌÉ ÏÂÈÏÄÁ ÄÅÒÅ×Á × ÇÌÕÂÉÎÕ.ðÕÓÔØ �� : {1; 2; :::; n} → {0; 1; :::; n − 1} { ÆÕÎË�ÉÑ, ËÏÔÏÒÁÑ ÓÔÁ×ÉÔ× ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÉÅ ÍÅÔËÅ i ÄÌÉÎÕ ËÒÁÔÞÁÊÛÅÇÏ �ÕÔÉ ÏÔ ÜÔÏÇÏ ÒÅÂÒÁ ÄÏ ÉÓ-ËÌÀÞÉÔÅÌØÎÏÊ ×ÅÒÛÉÎÙ, ÉÌÉ, ÞÔÏ ÔÏ ÖÅ ÓÁÍÏÅ, ÕÒÏ×ÅÎØ ÒÅÂÒÁ Ó ÍÅÔËÏÊi (�ÒÅÄ�ÏÌÁÇÁÑ, ÞÔÏ ÒÅÂÒÁ, ÉÎ�ÉÄÅÎÔÎÙÅ ÉÓËÌÀÞÉÔÅÌØÎÏÊ ×ÅÒÛÉÎÅ, �ÒÉ-12



ÎÁÄÌÅÖÁÔ ÕÒÏ×ÎÀ 0).ìÅÍÍÁ 5. ðÕÓÔØ � { ÄÅÒÅ×Ï âÒÁÕÜÒÁ ÔÉ�Á (n; t), �ÒÏÎÕÍÅÒÏ×ÁÎÎÏÅ, ËÁËÏ�ÉÓÁÎÏ ×ÙÛÅ. ðÕÓÔØ T = (�+n )��(n)◦(�+n−1)��(n−1)◦:::◦(�+1 )��(1)(A). �ÏÇÄÁ� { ÜÔÏ ÄÅÒÅ×Ï âÒÁÕÜÒÁ ËÏÌØ�Á ÜÎÄÏÍÁÒÆÉÚÍÏ× T .äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï. ðÏÎÑÔÎÏ ÉÚ �ÏÓÔÒÏÅÎÉÑ. �÷ÙÞÉÓÌÉÍ ÎÁËÌÏÎÑÀÝÉÊ ËÏÍ�ÌÅËÓ T ÉÚ ÌÅÍÍÙ Ñ×ÎÏ. ïÂÏÚÎÁÞÉÍ ÞÅ-ÒÅÚ  � : {1; 2; :::; n}\�−1� (0) → {1; :::; n − 1} ÆÕÎË�ÉÀ, ËÏÔÏÒÁÑ ÓÔÁ×ÉÔ ×ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÉÅ ÍÅÔËÅ i ÍÅÔËÕ ÒÅÂÒÁ ×ÙÓÛÅÇÏ ÕÒÏ×ÎÑ, ÉÎ�ÉÄÅÎÔÎÏÇÏ ÒÅÂÒÕi. íÙ �ÒÅÄ�ÏÌÁÇÁÅÍ, ÞÔÏ × ËÏÍ�ÌÅËÓÅ 0 → Pi → 0, ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÅÎÎÏ × ËÏÍ-�ÌÅËÓÅ 0 → Pi → Pj → 0; ÍÏÄÕÌØ Pi ÓÏÓÒÅÄÏÔÏÞÅÎ × 0 (ÍÙ ÉÓ�ÏÌØÚÕÅÍËÏÇÏÍÏÌÏÇÉÞÅÓËÉÅ ÏÂÏÚÎÁÞÅÎÉÑ).ìÅÍÍÁ 6. ðÕÓÔØ � { ÄÅÒÅ×Ï âÒÁÕÜÒÁ ÔÉ�Á (n; t), �ÒÏÎÕÍÅÒÏ×ÁÎÎÏÅ, ËÁËÏ�ÉÓÁÎÏ ×ÙÛÅ. ðÕÓÔØ T { ËÏÍ�ÌÅËÓ ÉÚ ÌÅÍÍÙ 5, ÔÏÇÄÁ T ÉÍÅÅÔ ×ÉÄT =⊕ni=1 Ti, ÇÄÅTi = { Pi; ��(i) = 0;(Pi �i− (i)
−−−−→ P (i))[��(i)℄; ��(i) 6= 0:äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï. îÁ�ÏÍÎÉÍ, ÞÔÏ ÓÔÒÅÌËÉ × ÁÌÇÅÂÒÅ, ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀ-ÝÅÊ Ú×ÅÚÄÅ âÒÁÕÜÒÁ, ÏÂÏÚÎÁÞÁÌÉÓØ �. ðÏÓËÏÌØËÕT = (�+n )��(n) ◦ (�+n−1)��(n−1) ◦ ::: ◦ (�+1 )��(1)(A);ÔÏ ÓÎÁÞÁÌÁ ÍÙ ÍÕÔÉÒÕÅÍ ÓÌÁÇÁÅÍÏÅ Ó ÍÅÔËÏÊ 1, �ÏÔÏÍ Ó ÍÅÔËÏÊ 2 É ÔÁËÄÁÌÅÅ, ÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏ, ÍÙ ÍÏÖÅÍ ×ÙÞÉÓÌÑÔØ T Ó �ÏÍÏÝØÀ ÉÎÄÕË�ÉÉ �ÏÎÏÍÅÒÕ ÍÅÔËÉ. ��(1) = 0, ÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏ, T1 = P1: åÓÌÉ ÒÅÂÒÏ Ó ÍÅÔËÏÊ 1ÎÅ ÉÎ�ÉÄÅÎÔÎÏ ÌÉÓÔÕ, ÔÏ 2 ÓÔÏÉÔ ÎÁ ÒÅÂÒÅ, ÉÎ�ÉÄÅÎÔÎÏÍ ÅÇÏ ÎÅÉÓËÌÀÞÉ-ÔÅÌØÎÏÍÕ ËÏÎ�Õ, ËÏÔÏÒÏÅ �ÒÅÄÛÅÓÔ×ÕÅÔ ÒÅÂÒÕ Ó ÍÅÔËÏÊ 1 × �ÉËÌÉÞÅÓËÏÍ�ÏÒÑÄËÅ; ��(2) = 1 É ÍÙ ÄÏÌÖÎÙ �ÒÉÍÅÎÉÔØ �+2 Ë A. óÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏ,T2 = P2 �

−→ P1, É ÜÔÏÔ ËÏÍ�ÌÅËÓ ÓÏÓÒÅÄÏÔÏÞÅÎ × ÓÔÅ�ÅÎÑÈ −1 É 0, ËÁËÉ ÔÒÅÂÏ×ÁÌÏÓØ. åÓÌÉ ÒÅÂÒÏ Ó ÍÅÔËÏÊ 1 ÉÎ�ÉÄÅÎÔÎÏ ÌÉÓÔÕ, ÔÏ 2 ÓÔÏÉÔ ÎÁÒÅÂÒÅ, ÉÎ�ÉÄÅÎÔÎÏÍ ÉÓËÌÀÞÉÔÅÌØÎÏÊ ×ÅÒÛÉÎÅ, ��(2) = 0, ÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏ,T2 = P2:ðÒÅÄ�ÏÌÏÖÉÍ, ÞÔÏ Ti ×ÙÞÉÓÌÅÎ. åÓÌÉ ÒÅÂÒÏ Ó ÍÅÔËÏÊ i+1 ÉÎ�ÉÄÅÎÔÎÏÉÓËÌÀÞÉÔÅÌØÎÏÊ ×ÅÒÛÉÎÅ, ÔÏÇÄÁ ��(i + 1) = 0, É Ti+1 = Pi+1.ðÒÅÄ�ÏÌÏÖÉÍ, ÞÔÏ ÒÅÂÒÏ Ó ÍÅÔËÏÊ i + 1 �ÒÉ�ÉÓÁÎÏ ÎÅËÏÔÏÒÏÍÕ ÒÅ-ÂÒÕ, ÎÅ ÉÎ�ÉÄÅÎÔÎÏÍÕ ÉÓËÌÀÞÉÔÅÌØÎÏÊ ×ÅÒÛÉÎÅ. ïÂÏÚÎÁÞÉÍ ÞÅÒÅÚ x1; x2;:::; x��(i+1) =  (i + 1) ÒÅÂÒÁ, �ÒÉÎÁÄÌÅÖÁÝÉÅ ËÒÁÔÞÁÊÛÅÍÕ �ÕÔÉ ÉÚ ÉÓ-ËÌÀÞÉÔÅÌØÎÏÊ ×ÅÒÛÉÎÙ Ë ÒÅÂÒÕ Ó ÍÅÔËÏÊ i + 1, �ÒÏÉÎÄÅËÓÉÒÏ×ÁÎÎÙÅÞÉÓÌÁÍÉ ÏÔ 1 ÄÏ ��(i + 1). ðÏ �ÒÅÄ�ÏÌÏÖÅÎÉÀT r = (�+i )��(i) ◦ (�+i−1)��(i−1) ◦ ::: ◦ (�+1 )��(1)(A) = i⊕k=1 Tk ⊕ n⊕k=i+1Pk:13



Tx1 = Px1; Txk = (Pxk �xk−xk−1
−−−−−→ Pxk−1)[��(xk)℄:íÙ ÈÏÔÉÍ �ÒÉÍÅÎÉÔØ (�+i+1)��(i+1) Ë T r, ÉÌÉ, ÞÔÏ ÔÏ ÖÅ ÓÁÍÏÅ, �ÒÏÍÕÔÉÒÏ-×ÁÔØ Pi+1 ×ÄÏÌØ Tx1 , Tx2 ,...,Tx��(i+1). ðÏÎÑÔÎÏ, ÞÔÏ T r+1i+1 = Pi+1 �i+1−x1

−−−−→ Px1 .íÉÎÉÍÁÌØÎÁÑ ÌÅ×ÁÑ Á��ÒÏËÓÉÍÁ�ÉÑ T r+1i+1 ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ÄÒÕÇÉÈ ÓÌÁÇÁÅ-ÍÙÈ T r+1 { ÜÔÏ ÍÏÒÆÉÚÍ Pi+1�i+1−x2
��

�i+1−x1// Px1Id
��Px2 �x2−x1// Px1:ðÏ ÌÅÍÍÅ 4 T r+2i+1 = (Pi+1 �i+1−x2

−−−−→ Px2)[2℄, �ÒÉÍÅÎÉ× ÌÅÍÍÕ 4 ÎÕÖÎÏÅ ËÏÌÉ-ÞÅÓÔ×Ï ÒÁÚ, �ÏÌÕÞÁÅÍ ÖÅÌÁÅÍÙÊ ÒÅÚÕÌØÔÁÔ. �úÁÍÅÞÁÎÉÅ 1. ðÏÌÕÞÅÎÎÙÊ ËÏÍ�ÌÅËÓ Ä×Õ-ÏÇÒÁÎÉÞÅÎ. ðÏÈÏÖÉÅ ËÏÍ�ÌÅËÓÙÕÖÅ ÉÚÕÞÁÌÉÓØ × ÒÁÂÏÔÁÈ ûÁ�Ó É úÁËÁÊ-éÌÌÏÕÚ (ÓÍ., ÎÁ�ÒÉÍÅÒ, [18℄),ÏÎÉ ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÔ ÎÅËÏÔÏÒÏÍÕ Ó�Å�ÉÁÌØÎÏÍÕ ×ÙÂÏÒÕ ÒÁÓÓÔÁÎÏ×ËÉ ÔÏ-ÞÅË.ðÒÉÍÅÒ 1. ðÕÓÔØ � { ÄÅÒÅ×Ï âÒÁÕÜÒÁ5
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??12
��

�� ??
??3 4T = (�+4 )2 ◦ (�+3 )2 ◦ �+2 (A)
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��
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??1 2 3 4 5 �+2 // 2 3 4 5 (�+3 )2// 2 4 5 (�+4 )2// �3óÌÁÇÁÅÍÙÅ T { ÜÔÏ:P1P2 � // P1P3 � // P2P4 �2 // P2 P5: 14



3.2 ïÓÎÏ×ÎÏÊ ÒÅÚÕÌØÔÁÔðÕÓÔØ A { ÁÌÇÅÂÒÁ, ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÝÁÑ Ú×ÅÚÄÅ âÒÁÕÜÒÁ ÔÉ�Á (n; t). ðÕÓÔØ
R ÏÂÏÚÎÁÞÁÅÔ �ÏÄÇÒÕ��Õ �ÒÏÉÚ×ÏÄÎÏÊ ÇÒÕ��Ù ðÉËÁÒÁ TrPi(A), �ÏÒÏ-ÖÄÅÎÎÕÀ ÓÄ×ÉÇÏÍ, Pi(A) É ÜË×É×ÁÌÅÎÔÎÏÓÔÑÍÉ Hi (ÓÍ. ÆÏÒÍÕÌÕ (1)).úÁÍÅÞÁÎÉÅ 2. (a) ðÏÄÇÒÕ��Á R ÓÏ×�ÁÄÁÅÔ Ó �ÏÄÇÒÕ��ÏÊ, ÒÁÓÓÍÁÔÒÉ×Á-ÅÍÏÊ × [17℄. �ÁÍ ÖÅ ÂÙÌÏ �ÏËÁÚÁÎÏ, ÞÔÏ ÎÁ ÜÔÏÊ �ÏÄÇÒÕ��Å ÄÅÊÓÔ×ÕÅÔÇÒÕ��Á ËÏÓ ÎÁ ÄÉÁÇÒÁÍÍÅ Ãn−1, ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÝÉÊ ÇÏÍÏÍÏÒÆÉÚÍ �ÅÒÅ-×ÏÄÉÔ ÏÂÒÁÚÕÀÝÉÅ ÇÒÕ��Ù ËÏÓ × Hi. ÷ [12℄ �ÏËÁÚÁÎÏ, ÞÔÏ ÜÔÏ ÄÅÊÓÔ×ÉÅÔÏÞÎÏ �ÒÉ t = 1.(b) ÷ Pi(A) ÉÍÅÅÔÓÑ Á×ÔÏÍÏÒÆÉÚÍ, ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÝÉÊ �Ï×ÏÒÏÔÕÚ×ÅÚÄÙ âÒÁÕÜÒÁ, ÏÎ �ÅÒÅ×ÏÄÉÔ Hi × Hi+1 ÓÏ�ÒÑÖÅÎÉÅÍ, �ÏÜÔÏÍÕ ÍÏÖÎÏÏ�ÒÅÄÅÌÉÔØ R ËÁË �ÏÄÇÒÕ��Õ TrPi(A), �ÏÒÏÖÄÅÎÎÕÀ ÓÄ×ÉÇÏÍ, Pi(A) ÉÜË×É×ÁÌÅÎÔÎÏÓÔØÀ H1.() Hi(A) ≃ (�+i )2(A), ÔÏ ÅÓÔØ ÄÌÑ ËÏÍ�ÌÅËÓÁ Pi �

−→ Pi−1 so
−→ Pi−1ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉË Pi f ′

−→ M ′ → Cone(f ′) → É ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËCone(f ′) f ′′
−→M ′′ → Cone(f ′′) →;ÇÄÅ f ′ É f ′′ { ÍÉÎÉÍÁÌØÎÙÅ ÌÅ×ÙÅ Á��ÒÏËÓÉÍÁ�ÉÉ Pi É Cone(f ′) ÏÔÎÏÓÉ-ÔÅÌØÎÏ add(⊕nj=1;j 6=i Pj), Á Cone(f ′′) ≃ (Pi �

−→ Pi−1 so
−→ Pi−1).�ÅÏÒÅÍÁ 1. åÓÌÉ t > 1, ÔÏ TrPi(A) = R.óÈÅÍÁ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Á. îÁÄÏ �ÒÏ×ÅÒÉÔØ, ÞÔÏ ×ÌÏÖÅÎÉÅR × TrPi(A)ÓÀÒßÅËÔÉ×ÎÏ. ìÀÂÏÊ ÜÌÅÍÅÎÔ X ÉÚ TrPi(A) ÏÇÒÁÎÉÞÉ×ÁÅÔÓÑ ÎÁ ÎÅËÏ-ÔÏÒÙÊ ÎÁËÌÏÎÑÀÝÉÊ ËÏÍ�ÌÅËÓ T ÔÁËÏÊ, ÞÔÏ EndDb(A)(T ) ≃ A; ÌÀÂÏÊÄÒÕÇÏÊ ÜÌÅÍÅÎÔ TrPi(A), ÏÇÒÁÎÉÞÉ×ÁÀÝÉÊÓÑ ÎÁ ÔÏÔ ÖÅ ÎÁËÌÏÎÑÀÝÉÊËÏÍ�ÌÅËÓ, ÏÔÌÉÞÁÅÔÓÑ ÏÔ X ÎÁ ÜÌÅÍÅÎÔ Pi(A), ÔÏ ÅÓÔØ ÎÁ ÜÌÅÍÅÎÔ R. ðÏ-ÜÔÏÍÕ ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ �ÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ ÎÁËÌÏÎÑÀÝÅÇÏ ËÏÍ�ÌÅËÓÁ TÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ÜÌÅÍÅÎÔ ÉÚ R, ËÏÔÏÒÙÊ �ÅÒÅ×ÏÄÉÔ �ÒÏÅËÔÉ×ÎÙÅ A-ÍÏÄÕÌÉ ×ÓÌÁÇÁÅÍÙÅ T .ðÕÓÔØ F ÎÅËÏÔÏÒÁÑ Á×ÔÏÜË×É×ÁÌÅÎÔÎÏÓÔØ Db(A), ×ÙÞÉÓÌÉÍ F (Hi(Pj)).�ÁË ËÁË Hi(Pj) = Pj, �ÒÉ j 6= i; i − 1, ÔÏ F (Hi(Pj)) = F (Pj), �ÒÉ j 6=i; i − 1. Hi(Pi) = Pi−1, ÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏ, F (Hi(Pi)) = F (Pi−1). äÌÑ ËÏÍ-�ÌÅËÓÁ Hi(Pi−1) ÓÕÝÅÓÔ×ÕÀÔ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÉ Pi f ′

−→ M ′ → Cone(f ′) → ÉCone(f ′) f ′′
−→ M ′′ → Cone(f ′′) →, ÇÄÅ f ′ É f ′′ { ÍÉÎÉÍÁÌØÎÙÅ ÌÅ×ÙÅÁ��ÒÏËÓÉÍÁ�ÉÉ Pi É Cone(f ′) ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ add(⊕nj=1;j 6=i Pj), ÓÌÅÄÏ×Á-ÔÅÌØÎÏ, �Ï ÌÅÍÍÅ 1 ÄÌÑ ËÏÍ�ÌÅËÓÁ F (Hi(Pi−1)) ÓÕÝÅÓÔ×ÕÀÔ ÔÒÅÕÇÏÌØ-ÎÉËÉ F (Pi) g′

−→ N ′ → Cone(g′) → É Cone(g′) g′′
−→ N ′′ → Cone(g′′) →,ÇÄÅ g′ = F (f ′) É g′′ = F (f ′′) { ÍÉÎÉÍÁÌØÎÙÅ ÌÅ×ÙÅ Á��ÒÏËÓÉÍÁ�ÉÉ F (Pi) ÉCone(g′) ≃ F (Cone(f ′)) ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ add(⊕nj=1;j 6=i F (Pj)), Á F (Hi(Pi−1)) ≃15



Cone(g′′). �ÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, F (Hi(Pi−1)) { ÜÔÏ Ä×ÏÊÎÁÑ ÍÕÔÁ�ÉÑ F (Pi) ÏÔ-ÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ÄÒÕÇÉÈ ÓÌÁÇÁÅÍÙÈ F (A). òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ Á×ÔÏÜË×É×ÁÌÅÎÔÎÏÓÔØH ′i(Pj) =  Pj → 0 → 0; j 6= i; i− 1Pi → 0 → 0; j = i− 1Pi so
−→ Pi �

−→ Pi−1; j = i;úÁÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ H ′i(A) ≃ (�−i−1)2(A), ÔÏ ÅÓÔØ ÄÌÑ H ′i(Pi) ÓÕÝÅÓÔ×ÕÀÔ Ä×ÁÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÁ ÉÚ Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÑ �−. áÎÁÌÏÇÉÞÎÏ �ÒÅÄÙÄÕÝÅÍÕ ÒÁÓÓÕÖÄÅ-ÎÉÀ �ÏÌÕÞÁÅÍ, ÞÔÏ �ÒÉÍÅÎÉÔØ ÎÅËÏÔÏÒÕÀ Á×ÔÏÜË×É×ÁÌÅÎÔÎÏÓÔØ Ë H ′i(A){ ÜÔÏ ÔÏ ÖÅ ÓÁÍÏÅ, ÞÔÏ ×ÙÞÉÓÌÉÔØ Ä×ÏÊÎÕÀ �ÒÁ×ÕÀ ÍÕÔÁ�ÉÑ G(Pi−1) ÏÔ-ÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ÄÒÕÇÉÈ ÓÌÁÇÁÅÍÙÈ G(A). ìÅÇËÏ ×ÉÄÅÔØ, ÞÔÏH ′i(Hi(Pj)) = Pj ÉHi(H ′i(Pj)) = Pj ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ j. �Ï ÅÓÔØ (Hi)−1 ÄÅÊÓÔ×ÕÅÔ ÎÁ �ÒÏÅËÔÉ×ÎÙÈA-ÍÏÄÕÌÑÈ ÔÁË ÖÅ ËÁË H ′i.ðÒÅÄ�ÏÌÏÖÉÍ, ÞÔÏ ÎÅËÏÔÏÒÙÊ ÎÁËÌÏÎÑÀÝÉÊ ËÏÍ�ÌÅËÓ T ÍÏÖÎÏ �ÏÌÕ-ÞÉÔØ ÉÚ A, �ÒÉÍÅÎÑÑ Ë×ÁÄÒÁÔÙ ÍÕÔÁ�ÉÊ, ÔÏ ÅÓÔØ T = (�±jq)2◦:::◦(�±j1)2(A).éÎÄÕË�ÉÅÊ �Ï q �ÏÌÕÞÁÅÍ, ÞÔÏ ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ÜÌÅÍÅÎÔ ÉÚ R, ËÏÔÏÒÙÊ �ÅÒÅ-×ÏÄÉÔ �ÒÏÅËÔÉ×ÎÙÅ A-ÍÏÄÕÌÉ × ÓÌÁÇÁÅÍÙÅ T . �ÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ÅÓÌÉ ÍÙÄÏËÁÖÅÍ, ÞÔÏ ÌÀÂÏÊ ÎÁËÌÏÎÑÀÝÉÊ ËÏÍ�ÌÅËÓ T ÍÏÖÎÏ �ÏÌÕÞÉÔØ ÉÚ A�ÒÉÍÅÎÑÑ Ë×ÁÄÒÁÔÙ ÍÕÔÁ�ÉÊ É ÓÄ×ÉÇ, ÔÏ ÔÅÏÒÅÍÁ ÂÕÄÅÔ ÄÏËÁÚÁÎÁ.ðÒÅÄ�ÏÌÏÖÉÍ, ÞÔÏ T ÓÏÓÒÅÄÏÔÏÞÅÎ × ÎÅ�ÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÙÈ ÓÔÅ�ÅÎÑÈ. ðÏÒÅÚÕÌØÔÁÔÁÍ áÉÈÁÒÙ [2℄ T = �+is ◦ ::: ◦ �+ir+1 ◦ �+ir ◦ �+ir−1 ◦ ::: ◦ �+i2 ◦ �+i1(A)ÄÌÑ ÎÅËÏÔÏÒÙÈ {i1; i2; :::; is}. ïÂÏÚÎÁÞÉÍ ÞÅÒÅÚ T r := �+ir ◦ �+ir−1 ◦ ::: ◦ �+i2 ◦�+i1(A), Á ÞÅÒÅÚ �r { ÄÅÒÅ×Ï âÒÁÕÜÒÁ ÅÇÏ ËÏÌØ�Á ÜÎÄÏÍÏÒÆÉÚÍÏ×. úÁÍÅÔÉÍ,ÞÔÏ ÅÓÌÉ Ú×ÅÚÄÁ âÒÁÕÜÒÁ �ÒÏÎÕÍÅÒÏ×ÁÎÁ ÓÔÁÎÄÁÒÔÎÙÍ Ó�ÏÓÏÂÏÍ, ÔÏ �rÉÍÅÅÔ ÅÓÔÅÓÔ×ÅÎÎÕÀ ÎÕÍÅÒÁ�ÉÀ ÒÅÂÅÒ, ËÏÔÏÒÁÑ ÍÏÖÅÔ ÎÅ ÓÏ×�ÁÄÁÔØ ÓÏÓÔÁÎÄÁÒÔÎÏÊ.ó ÉÓ�ÏÌØÚÏ×ÁÎÉÅÍ ÌÅÍÍÙ 5 �ÏÌÕÞÁÅÍ, ÞÔÏ ÅÓÌÉ A { ÁÌÇÅÂÒÁ, ÓÏÏÔ-×ÅÔÓÔ×ÕÀÝÁÑ Ú×ÅÚÄÅ âÒÁÕÜÒÁ ÓÏ ÓÔÁÎÄÁÒÔÎÏÊ ÎÕÍÅÒÁ�ÉÅÊ, ÔÏ ËÏÌØ�Ï ÜÎ-ÄÏÍÏÒÆÉÚÍÏ× (�+n )��r (n) ◦ (�+n−1)��r (n−1) ◦ ::: ◦ (�+1 )��r (1)(A) { ÜÔÏ ÁÌÇÅÂÒÁ,ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÝÁÑ ÄÅÒÅ×Õ âÒÁÕÜÒÁ �r ÓÏ ÓÔÁÎÄÁÒÔÎÏÊ ÎÕÍÅÒÁ�ÉÅÊ. åÓÌÉÎÕÍÅÒÁ�ÉÑ � ÄÅÒÅ×Á �r ÎÅ ÓÔÁÎÄÁÒÔÎÁ, ÔÏ ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ÎÅËÏÔÏÒÁÑ �ÅÒÅÓÔÁ-ÎÏ×ËÁ � , ËÏÔÏÒÕÀ ÎÕÖÎÏ �ÒÉÍÅÎÉÔØ Ë ÓÔÁÎÄÁÒÔÎÏÊ ÎÕÍÅÒÁ�ÉÉ �r, ÞÔÏÂÙ�ÏÌÕÞÉÔØ �. ðÒÉÍÅÎÉ× � Ë ÓÔÁÎÄÁÒÔÎÏÊ ÎÕÍÅÒÁ�ÉÉ Ú×ÅÚÄÙ âÒÁÕÜÒÁ, �Ï-ÌÕÞÉÍ Ú×ÅÚÄÕ âÒÁÕÜÒÁ Ó ÎÅËÏÔÏÒÏÊ ÎÕÍÅÒÁ�ÉÅÊ, ËÏÔÏÒÕÀ ÔÁËÖÅ ÂÕÄÅÍÏÂÏÚÎÁÞÁÔØ �. á �ÒÉÍÅÎÉ× � Ë ÉÎÄÅËÓÁÍ (�+n )��r (n) ◦ (�+n−1)��r (n−1) ◦ ::: ◦(�+1 )��r (1)(A), �ÏÌÕÞÁÅÍ �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØ ÍÕÔÁ�ÉÊ, �ÒÉÍÅÎÅÎÉÅ ËÏÔÏ-ÒÏÊ Ë Ú×ÅÚÄÅ âÒÁÕÜÒÁ Ó ÎÕÍÅÒÁ�ÉÅÊ � ÄÁÅÔ ÄÅÒÅ×Ï �r Ó ÎÕÍÅÒÁ�ÉÅÊ �. ïÂÏ-ÚÎÁÞÉÍ ÜÔÕ �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØ ÍÕÔÁ�ÉÊ ~�r ÄÌÑ ÅÓÔÅÓÔ×ÅÎÎÏÊ ÎÕÍÅÒÁ�ÉÉ� ÄÅÒÅ×Á �r. þÅÒÅÚ ~�−r := (~�r)−1 ÂÕÄÅÍ ÏÂÏÚÎÁÞÁÔØ �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØÍÕÔÁ�ÉÊ (�−�(1))��r (�(1)) ◦ ::: ◦ (�−�(n−1))��r (�(n−1)) ◦ (�−�(n))��r (�(n)). åÓÌÉ A� {ÁÌÇÅÂÒÁ, ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÝÁÑ Ú×ÅÚÄÅ âÒÁÕÜÒÁ Ó ÎÕÍÅÒÁ�ÉÅÊ �, Á Br { ÁÌÇÅ-ÂÒÁ, ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÝÁÑ ÄÅÒÅ×Õ âÒÁÕÜÒÁ �r Ó ÅÓÔÅÓÔ×ÅÎÎÏÊ ÎÕÍÅÒÁ�ÉÅÊ, ÔÏ16



~�−r ◦ ~�r(A�) = A� É ~�r ◦ ~�−r(Br) = Br.T = �+is ◦ ::: ◦ �+ir+1 ◦ �+ir ◦ �+ir−1 ◦ ::: ◦ �+i2 ◦ �+i1(A) == �+is ◦ ::: ◦ ~�r+1 ◦ ~�−(r+1) ◦ �+ir+1 ◦ ~�r ◦ ~�−r ◦ �+ir ◦ ~�r−1 ◦ ~�−(r−1) ◦ �+ir−1 ◦ :::
◦~�2 ◦ ~�−2 ◦ �+i2 ◦ ~�1 ◦ ~�−1 ◦ �+i1(A):ðÏÌÕÞÁÅÍ, ÞÔÏ �ÒÅÄÓÔÁ×ÉÍÏÓÔØ × ×ÉÄÅ ËÏÍ�ÏÚÉ�ÉÉ Ë×ÁÄÒÁÔÏ× ÍÕÔÁ-�ÉÊ ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ �ÒÏ×ÅÒÉÔØ ÄÌÑ ËÏÍ�ÌÅËÓÏ× ×ÉÄÁ: ~�−(r+1) ◦ �+ir+1 ◦ ~�r(A�),~�−1 ◦ �+i1(A) É �+is ◦ ~�s−1(A�′) ÄÌÑ �ÏÄÈÏÄÑÝÅÇÏ �′. ëÏÌØ�Á ÜÎÄÏÍÏÒÆÉÚÍÏ×ÜÔÉÈ ËÏÍ�ÌÅËÓÏ× ÉÚÏÍÏÒÆÎÙ ÁÌÇÅÂÒÅ, ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÝÅÊ Ú×ÅÚÄÅ âÒÁÕÜÒÁ.ñÓÎÏ, ÞÔÏ ~�−1 ◦�+i1(A) = A, Á �+is ◦ ~�r′(A�′) = (�+is)2(A�′), ÚÄÅÓØ ÍÙ ÉÓ�ÏÌØ-ÚÕÅÍ ÔÏ, ÞÔÏ t > 1 É ÞÔÏ ÉÓËÌÀÞÉÔÅÌØÎÁÑ ×ÅÒÛÉÎÁ ×ÙÄÅÌÅÎÁ ËÒÁÔÎÏÓÔØÀ.ïÓÔÁÅÔÓÑ �ÒÏ×ÅÒÉÔØ ÕÓÌÏ×ÉÅ ÄÌÑ ËÏÍ�ÌÅËÓÏ× ~�−(r+1) ◦ �+ir+1 ◦ ~�r(A�) ÄÌÑÌÀÂÏÇÏ ÄÅÒÅ×Á �r É ÌÀÂÏÊ ÍÕÔÁ�ÉÉ �+ir+1. ðÒÉÍÅÎÉ× �−1, ÍÙ ÓÏÂÉÒÁÅÍÓÑ�ÒÏÄÅÌÁÔØ ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÝÕÀ �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØ ÍÕÔÁ�ÉÊ ÓÏ ÓÔÁÎÄÁÒÔ-ÎÏÊ Ú×ÅÚÄÏÊ âÒÁÕÜÒÁ. üÔÏÍÕ �ÏÓ×ÑÝÅÎÙ ÓÌÅÄÕÀÝÉÅ �ÕÎËÔÙ. �úÁÍÅÞÁÎÉÅ 3. ÷Ï�ÒÏÓ Ï ÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÑÈ × R ÏÓÔÁÅÔÓÑ ÏÔËÒÙÔÙÍ.3.3 íÕÔÁ�ÉÉ ÔÉ�Á IúÁÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ ×ÓÅ �ÏÓÌÅÄÕÀÝÉÅ ×ÙÞÉÓÌÅÎÉÑ ×ÅÒÎÙ É �ÒÉ t = 1. þÁÓÔÏÍÙ ÂÕÄÅÍ Ï�ÕÓËÁÔØ ÓÔÅ�ÅÎÉ, × ËÏÔÏÒÙÈ ÓÏÓÒÅÄÏÔÏÞÅÎÙ ËÏÍ�ÌÅËÓÙ, ÎÏÂÕÄÅÍ �ÒÉÎÉÍÁÔØ ÉÈ ×Ï ×ÎÉÍÁÎÉÅ.âÅÚ �ÏÔÅÒÉ ÏÂÝÎÏÓÔÉ ÂÕÄÅÍ �ÒÅÄ�ÏÌÁÇÁÔØ, ÞÔÏ �r { ÄÅÒÅ×Ï ÓÏ ÓÔÁÎ-ÄÁÒÔÎÏÊ ÎÕÍÅÒÁ�ÉÅÊ, �ÏÜÔÏÍÕ ~�r(A) { ÜÔÏ �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØ ÍÕÔÁ�ÉÊ,Ï�ÉÓÁÎÎÁÑ × �ÕÎËÔÅ 3.1. ðÒÅÄ�ÏÌÏÖÉÍ, ÞÔÏ j := ir+1 { ÒÅÂÒÏ, ÉÎ�ÉÄÅÎÔÎÏÅ×ÅÒÛÉÎÅ x ÓÔÅ�ÅÎÉ 1 × �r, ÔÏ ÅÓÔØ �+j { ÍÕÔÁ�ÉÑ ÔÉ�Á I. äÌÑ ×ÙÞÉÓÌÅÎÉÑ~�−(r+1)◦�+j ◦ ~�r(A) ÒÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÓÌÅÄÕÀÝÉÅ ÔÒÉ ÓÌÕÞÁÑ: 1) x { ÎÅ ËÏÒÅÎØ, ÉÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ÒÅÂÒÏ ÔÏÇÏ ÖÅ ÕÒÏ×ÎÑ, ÞÔÏ É ÒÅÂÒÏ j, ÓÌÅÄÕÀÝÅÅ ÚÁ ÒÅÂÒÏÍj × �ÉËÌÉÞÅÓËÏÍ �ÏÒÑÄËÅ; 2) x { ÎÅ ËÏÒÅÎØ, É ÎÅ ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ÒÅÂÒÁ ÔÏÇÏÖÅ ÕÒÏ×ÎÑ, ÞÔÏ ÒÅÂÒÏ j, ÓÌÅÄÕÀÝÅÇÏ ÚÁ ÒÅÂÒÏÍ j × �ÉËÌÉÞÅÓËÏÍ �ÏÒÑÄËÅ;3) x { ËÏÒÅÎØ.1) x ÎÅ ËÏÒÅÎØ, É ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ÒÅÂÒÏ l ÔÏÇÏ ÖÅ ÕÒÏ×ÎÑ, ÞÔÏ É ÒÅÂÒÏ j,ÓÌÅÄÕÀÝÅÅ ÚÁ ÒÅÂÒÏÍ j × �ÉËÌÉÞÅÓËÏÍ �ÏÒÑÄËÅ × �r.õÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÅ: �r+1 { ÄÅÒÅ×Ï ÓÏ ÓÔÁÎÄÁÒÔÎÏÊ ÎÕÍÅÒÁ�ÉÅÊ, �+j ◦~�r(A) ÉÚÏÍÏÒÆÅÎ ÓÔÁÎÄÁÒÔÎÏÍÕ ÎÁËÌÏÎÑÀÝÅÍÕ ËÏÍ�ÌÅËÓÕ ÉÚ ÌÅÍÍÙ 6,ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÝÅÍÕ ÜÔÏÍÕ ÄÅÒÅ×Õ, Á ÚÎÁÞÉÔ ~�−(r+1) ◦ �+j ◦ ~�r(A) ≃ A.äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï. ðÏÎÑÔÎÏ, ÞÔÏ �r+1 { ÄÅÒÅ×Ï ÓÏ ÓÔÁÎÄÁÒÔÎÏÊ ÎÕ-ÍÅÒÁ�ÉÅÊ. ðÒÅÄ�ÏÌÏÖÉÍ, ÞÔÏ ÒÅÂÒÏ j ÎÅ ÉÎ�ÉÄÅÎÔÎÏ ËÏÒÎÀ. ïÂÏÚÎÁÞÉÍÞÅÒÅÚ q ÒÅÂÒÏ ×ÙÓÛÅÇÏ ÕÒÏ×ÎÑ, ÉÎ�ÉÄÅÎÔÎÏÅ É ÒÅÂÒÕ j, É ÒÅÂÒÕ l × �r.ðÏÓËÏÌØËÕ ��r(j) = ��r(l), Á  (j) =  (l) = q × �r, ÔÏ ÍÉÎÉÍÁÌØÎÁÑ ÌÅ×ÁÑÁ��ÒÏËÓÉÍÁ�ÉÑ T rj ÉÍÅÅÔ ×ÉÄ 17



Pj�j−l
��

�j−q // PqId
��Pl �l−q // Pq:T r+1j = (Pj �j−l

−−→ Pl)[��r(j) + 1℄ �Ï ÌÅÍÍÅ 4. ïÔÓÀÄÁ �ÏÌÕÞÁÅÍ ÔÒÅÂÕÅÍÏÅ,ÔÁË ËÁË ��r+1(j) = ��r(j) + 1 É  (j) = l × �r+1.åÓÌÉ ÒÅÂÒÏ j ÉÎ�ÉÄÅÎÔÎÏ ËÏÒÎÀ × �r, ÔÏ ÒÅÂÒÏ l ÔÏÖÅ ÉÎ�ÉÄÅÎÔÎÏËÏÒÎÀ × �r, É ÔÏÇÄÁ T r+1j = (Pj �j−l
−−→ Pl)[1℄. �2) x { ÎÅ ËÏÒÅÎØ, É ÎÅ ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ÒÅÂÒÁ ÔÏÇÏ ÖÅ ÕÒÏ×ÎÑ, ÞÔÏ ÒÅÂÒÏ j,ÓÌÅÄÕÀÝÅÇÏ ÚÁ ÒÅÂÒÏÍ j × �ÉËÌÉÞÅÓËÏÍ �ÏÒÑÄËÅ (× �r). äÌÑ Õ�ÒÏÝÅÎÉÑÏÂÏÚÎÁÞÅÎÉÊ �ÏÌÏÖÉÍ �� = ��r :õÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÅ: ~�−(r+1) ◦ �+j ◦ ~�r(A) ≃ (�+j )2(A).äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï. T r =⊕ni=1 Ti { ÎÁËÌÏÎÑÀÝÉÊ ËÏÍ�ÌÅËÓ ÉÚ ÌÅÍÍÙ6, ÒÅÂÒÏ Ó ÉÎÄÅËÓÏÍ j ÎÅ ÉÎ�ÉÄÅÎÔÎÏ ËÏÒÎÀ. ïÂÏÚÎÁÞÉÍ ÞÅÒÅÚ x1; x2; :::; x��(j) =  (j) = j − 1 ÒÅÂÒÁ, �ÒÉÎÁÄÌÅÖÁÝÉÅ ËÒÁÔÞÁÊÛÅÍÕ �ÕÔÉ ÉÚ ÉÓ-ËÌÀÞÉÔÅÌØÎÏÊ ×ÅÒÛÉÎÙ Ë ÒÅÂÒÕ Ó ÍÅÔËÏÊ j, �ÒÏÉÎÄÅËÓÉÒÏ×ÁÎÎÙÅ ÞÉ-ÓÌÁÍÉ ÏÔ 1 ÄÏ ��(j). T r+1j { ÜÔÏ ËÏÎÕÓ ÍÏÒÆÉÚÍÁPj

��

� // Pj−1so
��

// 0
��0 // Pj−1 �a // Px��(j)−1 ;ÇÄÅ so { ÍÏÒÆÉÚÍ, ÏÂÒÁÚ ËÏÔÏÒÏÇÏ ÉÚÏÍÏÒÆÅÎ �ÏËÏÌÀ Pj−1, Á a = j−1−x��(j)−1. ðÏÜÔÏÍÕ T r+1j ≃ (Pj �

−→ Pj−1 so
−→ Pj−1 �a

−→ Px��(j)−1), ÇÄÅ Px��(j)−1ÓÏÓÒÅÄÏÔÏÞÅÎ × ÔÏÊ ÖÅ ÓÔÅ�ÅÎÉ, ÞÔÏ É × T r. åÓÌÉ ÒÅÂÒÏ j − 1 ÉÎ�É-ÄÅÎÔÎÏ ËÏÒÎÀ, ÔÏ Px��(j)−1 = 0, É T r+1j ≃ (Pj �
−→ Pj−1 so

−→ Pj−1). ðÒÉÍÅÎÉÍÞÁÓÔØ �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ ~�−(r+1), ËÏÔÏÒÁÑ ÓÏÄÅÒÖÉÔ ÍÕÔÁ�ÉÉ Ó ÉÎÄÅË-ÓÁÍÉ ÂÏÌØÛÉÍÉ j É ÉÎÄÅËÓ j − 1. äÌÑ ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÝÅÇÏ r′ �ÏÌÕÞÁÅÍ,ÞÔÏ T r′ ≃ ⊕j−2i=1 Ti ⊕ (Pj �
−→ Pj−1 so

−→ Pj−1 �a
−→ Px��(j)−1) ⊕ Pj−1⊕ni=j+1 Pi.ðÒÉÍÅÎÉÍ �−j : T r′+1j { ÜÔÏ ËÏÎÕÓ ÓÌÅÄÕÀÝÅÇÏ ÍÏÒÆÉÚÍÁ, ÓÄ×ÉÎÕÔÙÊ ÎÁ

−1, 0 //

��

0 //

��

0 //

��

Px��(j)−1Id
��

�b // Px��(j)−2
��Pj � // Pj−1 so // Pj−1 �a // Px��(j)−1 // 0;ÇÄÅ b = x��(j)−1 − x��(j)−2. ðÏ ÌÅÍÍÅ 4 T r′+1j ≃ (Pj �

−→ Pj−1 so
−→ Pj−1 �a+b

−−→Px��(j)−2), ÇÄÅ Px��(j)−2 ÓÏÓÒÅÄÏÔÏÞÅÎ × ÔÏÊ ÖÅ ÓÔÅ�ÅÎÉ, ÞÔÏ É × T r. ðÒÉÍÅ-18



ÎÑÑ ÌÅÍÍÕ 4 ÎÕÖÎÏÅ ËÏÌÉÞÅÓÔ×Ï ÒÁÚ, �ÏÌÕÞÁÅÍ Tj ≃ (Pj �
−→ Pj−1 so

−→ Pj−1),ÇÄÅ Pj ÓÏÓÒÅÄÏÔÏÞÅÎ × ÓÔÅ�ÅÎÉ −2.ðÒÉÍÅÎÑÑ ÏÓÔÁ×ÛÉÅÓÑ ÍÕÔÁ�ÉÉ ÉÚ �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ ~�−(r+1), ÏÞÅ-×ÉÄÎÏ �ÏÌÕÞÁÅÍ (�+j )2(A). �3) x { ËÏÒÅÎØ, j = 1.ðÕÓÔØ l { ÒÅÂÒÏ, ÓÌÅÄÕÀÝÅÅ ÚÁ ÒÅÂÒÏÍ j × �ÉËÌÉÞÅÓËÏÍ �ÏÒÑÄËÅ ÒÅÂÅÒ×ÏËÒÕÇ ÎÅËÏÒÎÅ×ÏÇÏ ËÏÎ�Á ÒÅÂÒÁ j × �r.� = �r É �r+1 ÓÈÅÍÁÔÉÞÎÏ ÉÍÅÀÔ ÓÌÅÄÕÀÝÉÊ ×ÉÄ (ÍÅÔËÉ {2; :::; l − 1}É {l + 1; :::; n} ÒÁÓÓÔÁ×ÌÅÎÙ ÎÁ �ÒÏÉÚ×ÏÌØÎÙÈ �ÏÄÄÅÒÅ×ØÑÈ):j=1 j=1l
jjjjjjjjjjj

ooooooo
��

�

�+j // l
��

�� ??
?

OOOOOOOO2 ··· l−1
��

�
??

??

��
�� ??

? l+1 ··· nl+1 ··· n 2 ··· l−1õÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÅ: ~�−(r+1)◦�+j ◦ ~�r(A) ≃ ((�−1 )2◦(�−2 )2◦ :::◦(�−l−1)2(A))[1℄.äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï. ðÕÓÔØ T r { ËÏÍ�ÌÅËÓ ÉÚ ÌÅÍÍÙ 6, ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀ-ÝÉÊ ÄÅÒÅ×Õ �r. éÍÅÅÍ: T r1 = P1, Á T rl = Pl �l−1
−−→ P1. íÉÎÉÍÁÌØÎÁÑ ÌÅ×ÁÑÁ��ÒÏËÓÉÍÁ�ÉÑ P1 { ÜÔÏ ÍÏÒÆÉÚÍ0 //

��

P1Id
��Pl �l−1

// P1:åÅ ËÏÎÕÓ { ÜÔÏ Pl[1℄.ðÒÉÍÅÎÉÍ Ë ËÏÍ�ÌÅËÓÕ T r+1 �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØ ÍÕÔÁ�ÉÊ ~�−(r+1) =�−l ◦ (�−2 )��(2)+1 ◦ ::: ◦ (�−l−1)��(l−1)+1 ◦ (�−l+1)��(l+1)−1 ◦ ::: ◦ (�−n )��(n)−1.ðÒÉÍÅÎÅÎÉÅ (�−n )��(n)−1: ÚÁÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ ÒÅÂÒÏ n ×ÉÓÑÞÅÅ; ÅÓÌÉ n ÎÅ ÉÎ-�ÉÄÅÎÔÎÏ j, ÔÏ �ÒÉÍÅÎÉ× (�−n )��(n)−2, �ÏÌÕÞÉÍ, ÞÔÏ n ÉÎ�ÉÄÅÎÔÎÏ j, É ÅÍÕÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÅÔ ËÏÍ�ÌÅËÓ Pn �n−l
−−→ Pl. íÉÎÉÍÁÌØÎÁÑ �ÒÁ×ÁÑ Á��ÒÏËÓÉÍÁ-�ÉÑ ÜÔÏÇÏ ËÏÍ�ÌÅËÓÁ { ÜÔÏ ÍÏÒÆÉÚÍ ÉÚ Pl[1℄, ÉÎÄÕ�ÉÒÏ×ÁÎÎÙÊ Pl Id

−→ Pl,�Ï ÌÅÍÍÅ 4 ÅÇÏ ËÏÎÕÓ ÉÚÏÍÏÒÆÅÎ Pn[2℄, ÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏ, Tn ≃ Pn[1℄. áÎÁÌÏ-ÇÉÞÎÏ, �ÒÉÍÅÎÑÑ (�−l+1)��(l+1)−1 ◦ ::: ◦ (�−n−1)��(n−1)−1 �ÏÌÕÞÁÅÍ, ÞÔÏ Tn−1 ≃Pn−1[1℄, ..., Tl+1 ≃ Pl+1[1℄.ðÒÉÍÅÎÅÎÉÅ (�−l−1)��(l−1)+1: ÚÁÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ ÒÅÂÒÏ l − 1 ×ÉÓÑÞÅÅ; ÅÓÌÉl − 1 ÎÅ ÉÎ�ÉÄÅÎÔÎÏ l, ÔÏ �ÒÉÍÅÎÉ× (�−l−1)��(l−1)−1, �ÏÌÕÞÉÍ, ÞÔÏ l − 1ÉÎ�ÉÄÅÎÔÎÏ l, É ÅÍÕ ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÅÔ ËÏÍ�ÌÅËÓ Pl−1 �l−2
−−→ Pj. íÉÎÉÍÁÌØ-ÎÁÑ �ÒÁ×ÁÑ Á��ÒÏËÓÉÍÁ�ÉÑ ÜÔÏÇÏ ËÏÍ�ÌÅËÓÁ { ÜÔÏ ÍÏÒÆÉÚÍ (�; Id) ÉÚPl �l−1

−−→ Pj. ðÏ ÌÅÍÍÅ 4 ÅÇÏ ËÏÎÕÓ ÉÚÏÍÏÒÆÅÎ Pl �
−→ Pl−1. íÉÎÉÍÁÌØÎÁÑ�ÒÁ×ÁÑ Á��ÒÏËÓÉÍÁ�ÉÑ ÓÄ×ÉÇÁ ÜÔÏÇÏ ËÏÍ�ÌÅËÓÁ { ÜÔÏ ÍÏÒÆÉÚÍ ÉÚ Pl[1℄,19



ÉÎÄÕ�ÉÒÏ×ÁÎÎÙÊ Pl so
−→ Pl, ÅÇÏ ËÏÎÕÓ ÉÚÏÍÏÒÆÅÎ Pl so

−→ Pl �
−→ Pl−1, �ÏÓÌÅÓÄ×ÉÇÁ Pl−1 ÓÏÓÒÅÄÏÔÏÞÅÎ × 1, ÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏ, Tl−1 ≃ (Pl so

−→ Pl �
−→ Pl−1)[1℄.áÎÁÌÏÇÉÞÎÏ, �ÒÉÍÅÎÑÑ (�−2 )��(2)+1 ◦ ::: ◦ (�−l−2)��(l−2)+1 �ÏÌÕÞÁÅÍ, ÞÔÏTl−2 ≃ (Pl so

−→ Pl �2
−→ Pl−2)[1℄;:::T2 ≃ (Pl so

−→ Pl �l−2
−−→ P2)[1℄:ðÒÉÍÅÎÉÍ �−l : ÍÉÎÉÍÁÌØÎÁÑ �ÒÁ×ÁÑ Á��ÒÏËÓÉÍÁ�ÉÑ Pl �l−j

−−→ Pj { ÜÔÏÍÏÒÆÉÚÍ ÉÚ Pl[1℄, ÉÎÄÕ�ÉÒÏ×ÁÎÎÙÊ Pl so
−→ Pl, ÅÇÏ ËÏÎÕÓ ÉÚÏÍÏÒÆÅÎ Pl so

−→Pl �l−j
−−→ Pj, �ÏÓÌÅ ÓÄ×ÉÇÁ Pj ÓÏÓÒÅÄÏÔÏÞÅÎ × 1, ÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏ, Tl ≃ (Pl so

−→Pl �l−1
−−→ Pj)[1℄ = (Pl so

−→ Pl �l−1
−−→ P1)[1℄.ðÏÌÕÞÁÅÍ T ≃ ((�−1 )2 ◦ (�−2 )2 ◦ ::: ◦ (�−l−1)2(A))[1℄. �úÁÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ ÉÎÄÅËÓÙ j É l �ÏÍÅÎÑÌÉÓØ ÍÅÓÔÁÍÉ.3.4 íÕÔÁ�ÉÉ ÔÉ�Á IIðÒÅÄ�ÏÌÏÖÉÍ, ÞÔÏ ÏÂÁ ËÏÎ�Á ÒÅÂÒÁ j := ir+1 { ×ÅÒÛÉÎÙ ÓÔÅ�ÅÎÉ > 1× �r, ÔÏ ÅÓÔØ �+j { ÍÕÔÁ�ÉÑ ÔÉ�Á II. äÌÑ ×ÙÞÉÓÌÅÎÉÑ ~�−(r+1) ◦ �+j ◦ ~�r(A)ÒÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÓÌÅÄÕÀÝÉÅ ÔÒÉ ÓÌÕÞÁÑ: 1) ÒÅÂÒÏ j ÎÅ ÉÎ�ÉÄÅÎÔÎÏ ËÏÒÎÀ, ÉÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ÒÅÂÒÏ ÔÏÇÏ ÖÅ ÕÒÏ×ÎÑ, ÞÔÏ É ÒÅÂÒÏ j, ÓÌÅÄÕÀÝÅÅ ÚÁ ÒÅÂÒÏÍj × �ÉËÌÉÞÅÓËÏÍ �ÏÒÑÄËÅ; 2) ÒÅÂÒÏ j ÉÎ�ÉÄÅÎÔÎÏ ËÏÒÎÀ; 3) ÒÅÂÒÏ j ÎÅÉÎ�ÉÄÅÎÔÎÏ ËÏÒÎÀ, É ÎÅ ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ÒÅÂÒÁ ÔÏÇÏ ÖÅ ÕÒÏ×ÎÑ, ÞÔÏ É ÒÅÂÒÏj, ÓÌÅÄÕÀÝÅÇÏ ÚÁ ÒÅÂÒÏÍ j × �ÉËÌÉÞÅÓËÏÍ �ÏÒÑÄËÅ.1) ÒÅÂÒÏ j ÎÅ ÉÎ�ÉÄÅÎÔÎÏ ËÏÒÎÀ, É ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ÒÅÂÒÏ l ÔÏÇÏ ÖÅ ÕÒÏ×ÎÑ,ÞÔÏ É ÒÅÂÒÏ j, ÓÌÅÄÕÀÝÅÅ ÚÁ ÒÅÂÒÏÍ j × �ÉËÌÉÞÅÓËÏÍ �ÏÒÑÄËÅ. òÅÂÒÏ ÎÉÖ-ÎÅÇÏ ÕÒÏ×ÎÑ, ÓÌÅÄÕÀÝÅÅ ÚÁ ÒÅÂÒÏÍ j × �ÉËÌÉÞÅÓËÏÍ �ÏÒÑÄËÅ, ÏÂÏÚÎÁÞÉÍÞÅÒÅÚ m.� = �r É �r+1 ÓÈÅÍÁÔÉÞÎÏ ÉÍÅÀÔ ÓÌÅÄÕÀÝÉÊ ×ÉÄ (ÍÅÔËÉ {j+1; :::; m−1} É {m + 1; :::; h} ÒÁÓÓÔÁ×ÌÅÎÙ ÎÁ �ÒÏÉÚ×ÏÌØÎÙÈ �ÏÄÄÅÒÅ×ØÑÈ, l { ÎÅÏÂÑÚÁÔÅÌØÎÏ ×ÉÓÑÞÅÅ ÒÅÂÒÏ):
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x1 x1
�

�

�

�:::
�

� ::: ::: x��(j):::x��(j) ljljjjjjjjjjjjjjjj
�+j // jm

jjjjjjjjjjjjj

ooooooooo

��
��

� m
��

��
��

??
??

?

OOOOOOOOOOj+1 ··· m−1
��

��
�

??
??

?

��
��

�
??

??
? m+1 ··· hm+1 ··· h j+1 ··· m−1ëÁË É �ÒÅÖÄÅ ÏÂÏÚÎÁÞÉÍ ÞÅÒÅÚ x1; x2; :::; x��(j) =  (j) ÒÅÂÒÁ, �ÒÉ-ÎÁÄÌÅÖÁÝÉÅ ËÒÁÔÞÁÊÛÅÍÕ �ÕÔÉ ÉÚ ÉÓËÌÀÞÉÔÅÌØÎÏÊ ×ÅÒÛÉÎÙ Ë ÒÅÂÒÕ j,�ÒÏÉÎÄÅËÓÉÒÏ×ÁÎÎÙÅ ÞÉÓÌÁÍÉ ÏÔ 1 ÄÏ ��(j).õÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÅ: ~�−(r+1) ◦�+j ◦ ~�r(A) ≃ (�−j )2 ◦ (�−j+1)2 ◦ ::: ◦ (�−m−1)2(A).äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï. ðÕÓÔØ T r { ËÏÍ�ÌÅËÓ ÉÚ ÌÅÍÍÙ 6, ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀ-ÝÉÊ ÄÅÒÅ×Õ �r. �ÁË ËÁË ��r(j) = ��r(l), ��r(m) = ��r(j) + 1, Á  (j) = (l) = x��(j) × �r, ÔÏ ÍÉÎÉÍÁÌØÎÁÑ ÌÅ×ÁÑ Á��ÒÏËÓÉÍÁ�ÉÑ f ÓÌÁÇÁÅÍÏÇÏ T rjÉÍÅÅÔ ×ÉÄ: 0

��

// Pj
( Id�j−l )
��

�j−x��(j) // Px��(j)Id
��Pm ( �m−j0 )

// Pj ⊕ Pl (0;�l−x��(j) )
// Px��(j) :óÌÅÄÕÀÝÁÑ ÄÉÁÇÒÁÍÍÁ ËÏÍÍÕÔÁÔÉ×ÎÁ:
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Pm
( Id
−�m−j )

��

−�m−l
// Pl
( 0Id

−�l−x��(j) )
��

// 0
��Cone(f) = Pm ⊕ Pj(Id;0)

��



�m−j Id0 �j−l0 −�j−x��(j) // Pj ⊕ Pl ⊕ Px��(j)(−�j−l;Id;0)

��

(0;�l−x��(j) ;Id)
// Px��(j)

��Pm −�m−l
// Pl // 0;�ÏÜÔÏÍÕ (Pm �m−l

−−−→ Pl) ≃ (Pm −�m−l
−−−−→ Pl) { ÓÌÁÇÁÅÍÏÅ Cone(f). ñÓÎÏ, ÞÔÏCone(f) ÇÏÍÏÔÏ�ÅÎ Pm �m−l

−−−→ Pl, ÔÁË ËÁË ÜÔÏ ÎÅÒÁÚÌÏÖÉÍÏÅ ÓÌÁÇÁÅÍÏÅÎÁËÌÏÎÑÀÝÅÇÏ ËÏÍ�ÌÅËÓÁ.ðÒÉÍÅÎÉÍ Ë ËÏÍ�ÌÅËÓÕ T r+1 �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØ ÍÕÔÁ�ÉÊ ~�−(r+1) =(�−2 )��(2) ◦ ::: ◦ (�−j−1)��(j−1) ◦ (�−j )��(j)+1 ◦ (�−m)��(m)+1 ◦ (�−j+1)��(j+1)+2 ◦ ::: ◦(�−m−1)��(m−1)+2 ◦ (�−m+1)��(m+1) ◦ ::: ◦ (�−h )��(h) ◦ (�−h+1)��(h+1) ◦ ::: ◦ (�−n )��(n).ðÒÉÍÅÎÑÑ (�−h+1)��(h+1) ◦ ::: ◦ (�−n )��(n), ÏÞÅ×ÉÄÎÏ, �ÏÌÕÞÁÅÍ Tn ≃ Pn;:::; Th+1 ≃ Ph+1.ðÒÉÍÅÎÅÎÉÅ (�−h )��(h): ÚÁÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ ÒÅÂÒÏ h ×ÉÓÑÞÅÅ; ÅÓÌÉ h ÎÅ ÉÎ-�ÉÄÅÎÔÎÏ j, ÔÏ �ÒÉÍÅÎÉ× (�−h )��(h)−��(m)−1, �ÏÌÕÞÉÍ, ÞÔÏ h ÉÎ�ÉÄÅÎÔÎÏj, É ÅÍÕ ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÅÔ ËÏÍ�ÌÅËÓ Ph �h−m
−−−→ Pm. íÉÎÉÍÁÌØÎÁÑ �ÒÁ×ÁÑ Á�-�ÒÏËÓÉÍÁ�ÉÑ ÜÔÏÇÏ ËÏÍ�ÌÅËÓÁ { ÜÔÏ ÍÏÒÆÉÚÍ ÉÚ Pm �m−l

−−−→ Pl, ÉÎÄÕ�É-ÒÏ×ÁÎÎÙÊ Pm Id
−→ Pm, �Ï ÌÅÍÍÅ 4 ÅÇÏ ËÏÎÕÓ ÉÚÏÍÏÒÆÅÎ Ph �h−l

−−→ Pl. íÉ-ÎÉÍÁÌØÎÁÑ �ÒÁ×ÁÑ Á��ÒÏËÓÉÍÁ�ÉÑ ÓÄ×ÉÇÁ Ph �h−l
−−→ Pl { ÜÔÏ ÍÏÒÆÉÚÍ ÉÚPl �l−x��(j)

−−−−−→ Px��(j) , ÉÎÄÕ�ÉÒÏ×ÁÎÎÙÊ Pl Id
−→ Pl, �Ï ÌÅÍÍÅ 4 ÅÇÏ ËÏÎÕÓ ÉÚÏ-ÍÏÒÆÅÎ Ph �h−l

−−→ Px��(j) , �ÒÉÍÅÎÑÑ ÌÅÍÍÕ 4 ÎÕÖÎÏÅ ËÏÌÉÞÅÓÔ×Ï ÒÁÚ, �ÏÌÕ-ÞÁÅÍ, ÞÔÏ Th ≃ Ph.áÎÁÌÏÇÉÞÎÏ, �ÒÉÍÅÎÑÑ (�−m+1)��(m+1) ◦ ::: ◦ (�−h−1)��(h−1) �ÏÌÕÞÁÅÍ, ÞÔÏTh−1 ≃ Ph−1, ..., Tm+1 ≃ Pm+1.ðÒÉÍÅÎÅÎÉÅ (�−m−1)��(m−1)+2: ÚÁÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ ÒÅÂÒÏ m− 1 ×ÉÓÑÞÅÅ; ÅÓÌÉm − 1 ÎÅ ÉÎ�ÉÄÅÎÔÎÏ m, ÔÏ �ÒÉÍÅÎÉ× (�−m−1)��(m−1)−��(m), �ÏÌÕÞÉÍ, ÞÔÏm − 1 ÉÎ�ÉÄÅÎÔÎÏ m, É ÅÍÕ ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÅÔ ËÏÍ�ÌÅËÓ Pm−1 �m−1−j
−−−−→ Pj.íÉÎÉÍÁÌØÎÁÑ �ÒÁ×ÁÑ Á��ÒÏËÓÉÍÁ�ÉÑ ÜÔÏÇÏ ËÏÍ�ÌÅËÓÁ { ÜÔÏ ÍÏÒÆÉÚÍ22



(�; Id) ÉÚ Pm �m−j
−−−→ Pj, ÅÇÏ ËÏÎÕÓ ÉÚÏÍÏÒÆÅÎ Pm �

−→ Pm−1. íÉÎÉÍÁÌØ-ÎÁÑ �ÒÁ×ÁÑ Á��ÒÏËÓÉÍÁ�ÉÑ ÓÄ×ÉÇÁ Pm �
−→ Pm−1 { ÜÔÏ ÍÏÒÆÉÚÍ (so; 0) ÉÚPm �m−l

−−−→ Pl, ÅÇÏ ËÏÎÕÓ ÉÚÏÍÏÒÆÅÎ Pm (
−�m−lso )

−−−−−−→ Pl⊕Pm (0;�)
−−→ Pm−1. íÉÎÉ-ÍÁÌØÎÁÑ �ÒÁ×ÁÑ Á��ÒÏËÓÉÍÁ�ÉÑ ÓÄ×ÉÇÁ ÜÔÏÇÏ ËÏÍ�ÌÅËÓÁ { ÜÔÏ ÍÏÒÆÉÚÍÉÚ Pl �l−x��(j)

−−−−−→ Px��(j) , ÉÎÄÕ�ÉÒÏ×ÁÎÎÙÊ Pl Id
−→ Pl, Ó �ÏÍÏÝØÀ ×ÙÞÉÓÌÅÎÉÑ,ÁÎÁÌÏÇÉÞÎÏÇÏ ÌÅÍÍÅ 4, �ÏÌÕÞÁÅÍ, ÞÔÏ ËÏÎÕÓ ÉÚÏÍÏÒÆÅÎ Pm (

−�m−x��(j)so )

−−−−−−−−−→Px��(j) ⊕ Pm (0;�)
−−→ Pm−1. ðÒÉÍÅÎÑÑ ÏÓÔÁ×ÛÉÅÓÑ ÓÔÅ�ÅÎÉ �−m−1, �ÏÌÕÞÁÅÍ,ÞÔÏ Tm−1 ≃ (Pm so

−→ Pm �
−→ Pm−1):áÎÁÌÏÇÉÞÎÏ, �ÒÉÍÅÎÑÑ (�−j+1)��(j+1)+2 ◦ ::: ◦ (�−m−2)��(m−2)+2, �ÏÌÕÞÁÅÍ:Tm−2 ≃ (Pm so

−→ Pm �2
−→ Pm−2);:::Tj+1 ≃ (Pm so

−→ Pm �m−j−1
−−−−→ Pj+1):ðÒÉÍÅÎÅÎÉÅ (�−m)��(m)+1: ÍÉÎÉÍÁÌØÎÁÑ �ÒÁ×ÁÑ Á��ÒÏËÓÉÍÁ�ÉÑ Pm �m−j

−−−→Pj { ÜÔÏ ÍÏÒÆÉÚÍ (so; 0) ÉÚ Pm �m−l
−−−→ Pl, ÁÎÁÌÏÇÉÞÎÏ �ÒÅÄÙÄÕÝÅÍÕ ÓÌÕ-ÞÁÀ �ÏÌÕÞÁÅÍ, ÞÔÏ Tm ≃ (Pm so
−→ Pm �m−j

−−−→ Pj):ðÒÉÍÅÎÅÎÉÅ (�−j )��(j)+1: ÍÉÎÉÍÁÌØÎÁÑ �ÒÁ×ÁÑ Á��ÒÏËÓÉÍÁ�ÉÑ Pm �m−l
−−−→Pl { ÜÔÏ ÍÏÒÆÉÚÍ ÉÚ Pl �l−x��(j)

−−−−−→ Px��(j) , ÉÎÄÕ�ÉÒÏ×ÁÎÎÙÊ Pl Id
−→ Pl, �ÏÌÅÍÍÅ 4, �ÏÌÕÞÁÅÍ, ÞÔÏ ËÏÎÕÓ ÉÚÏÍÏÒÆÅÎ Pm �m−x��(j)

−−−−−−→ Px��(j) , �ÒÉÍÅÎÑÑÌÅÍÍÕ 4 ÎÕÖÎÏÅ ËÏÌÉÞÅÓÔ×Ï ÒÁÚ, �ÏÌÕÞÁÅÍ, ÞÔÏ Tj ≃ Pm.ðÒÉÍÅÎÅÎÉÅ (�−2 )��(2) ◦ ::: ◦ (�−j−1)��(j−1) ÄÁÅÔ Tj−1 ≃ Pj−1, ..., T2 ≃ P2,T1 ≃ P1.ðÏÌÕÞÁÅÍ, ÞÔÏ T ≃ (�−j )2 ◦ (�−j+1)2 ◦ ::: ◦ (�−m−1)2(A). �úÁÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ ÉÎÄÅËÓÙ m É j �ÏÍÅÎÑÌÉÓØ ÍÅÓÔÁÍÉ.2) ÒÅÂÒÏ j ÉÎ�ÉÄÅÎÔÎÏ ËÏÒÎÀ. üÔÏÔ ÓÌÕÞÁÊ ÁÎÁÌÏÇÉÞÅÎ ÓÌÕÞÁÀ (1).ðÏÌÏÖÉÍ Px��(j) = 0 × (1). ðÏÎÑÔÎÏ, ÞÔÏ T r+1j ≃ Pm �m−l
−−−→ Pl. ó �ÏÍÏÝØÀ×ÙÞÉÓÌÅÎÉÊ ÁÎÁÌÏÇÉÞÎÙÈ ÓÌÕÞÁÀ (1) �ÏÌÕÞÁÅÍ, ÞÔÏ ~�−(r+1) ◦�+j ◦ ~�r(A) ≃(�−j )2 ◦ (�−j+1)2 ◦ ::: ◦ (�−m−1)2(A). �3) ÒÅÂÒÏ j ÎÅ ÉÎ�ÉÄÅÎÔÎÏ ËÏÒÎÀ, É ÎÅ ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ÒÅÂÒÁ ÔÏÇÏ ÖÅÕÒÏ×ÎÑ, ÞÔÏ É ÒÅÂÒÏ j, ÓÌÅÄÕÀÝÅÇÏ ÚÁ ÒÅÂÒÏÍ j × �ÉËÌÉÞÅÓËÏÍ �ÏÒÑÄËÅ.23



� = �r É �r+1 ÓÈÅÍÁÔÉÞÎÏ ÉÍÅÀÔ ÓÌÅÄÕÀÝÉÊ ×ÉÄ (ÍÅÔËÉ {j+1; :::; m−1} É {m+ 1; :::; h} ÒÁÓÓÔÁ×ÌÅÎÙ ÎÁ �ÒÏÉÚ×ÏÌØÎÙÈ �ÏÄÄÅÒÅ×ØÑÈ):x1 x1:::
�

� ::: :::
�

� :::x��(j) x��(j)−1j �+j // j x��(j)
OOOOOOOOOOm

jjjjjjjjjjjjj

ooooooooo

��
��

� m
��

��
��

??
??

?

OOOOOOOOOOj+1 ··· m−1
��

��
�

??
??

?

��
��

�
??

??
? m+1 ··· hm+1 ··· h j+1 ··· m−1ëÁË É �ÒÅÖÄÅ ÏÂÏÚÎÁÞÉÍ ÞÅÒÅÚ x1; x2; :::; x��(j) =  (j) = j − 1 ÒÅÂÒÁ,�ÒÉÎÁÄÌÅÖÁÝÉÅ ËÒÁÔÞÁÊÛÅÍÕ �ÕÔÉ ÉÚ ÉÓËÌÀÞÉÔÅÌØÎÏÊ ×ÅÒÛÉÎÙ Ë ÒÅÂÒÕj, �ÒÏÉÎÄÅËÓÉÒÏ×ÁÎÎÙÅ ÞÉÓÌÁÍÉ ÏÔ 1 ÄÏ ��(j).õÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÅ: ~�−(r+1) ◦ �+j ◦ ~�r(A) ≃ Fj(A), ÇÄÅ Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÅ Fj(A)�ÒÉ×ÅÄÅÎÏ × �ÒÉÌÏÖÅÎÉÉ (�ÉËÌÉÞÅÓËÉÊ �ÏÒÑÄÏË ÒÅÂÅÒ, ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀ-ÝÉÈ ÓÌÁÇÁÅÍÙÍ Fj(A), × Ú×ÅÚÄÅ âÒÁÕÜÒÁ Ï�ÒÅÄÅÌÑÅÔÓÑ ÌÉÎÅÊÎÙÍ �ÏÒÑÄ-ËÏÍ ÜÔÉÈ ÓÌÁÇÁÅÍÙÈ ÓÎÉÚÕ ××ÅÒÈ).äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï. ÷ÙÞÉÓÌÉÍ T r+1j : íÉÎÉÍÁÌØÎÁÑ ÌÅ×ÁÑ Á��ÒÏËÓÉÍÁ-�ÉÑ T rj { ÜÔÏ0 //

��

Pj � //Id
��

Px��(j) //so
��

0
��Pm �m−j

// Pj 0 // Px��(j) �a // Px��(j)−1 :ðÏ ÌÅÍÍÅ 4 ÉÍÅÅÍ: T r+1j ≃ (Pm �m−x��(j)
−−−−−−→ Px��(j) so

−→ Px��(j) �a
−→ Px��(j)−1),ÇÄÅ a = x��(j) − x��(j)−1.ðÒÉÍÅÎÉÍ Ë ËÏÍ�ÌÅËÓÕ T r+1 �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØ ÍÕÔÁ�ÉÊ ~�−(r+1) =(�−2 )��(2) ◦ ::: ◦ (�−j−2)��(j−2) ◦ (�−j )��(j)−1 ◦ (�−m)��(m)−1 ◦ (�−j+1)��(j+1) ◦ ::: ◦(�−m−1)��(m−1)◦(�−m+1)��(m+1)−2◦:::◦(�−h )��(h)−2◦(�−x��(j))��(j)◦(�−h+1)��(h+1)◦::: ◦ (�−n )��(n).ðÒÉÍÅÎÑÑ (�−x��(j))��(j)◦(�−h+1)��(h+1)◦:::◦(�−n )��(n), ÏÞÅ×ÉÄÎÏ, �ÏÌÕÞÁÅÍTn ≃ Pn; :::; Th+1 ≃ Ph+1; Tx��(j) ≃ Px��(j) .ðÒÉÍÅÎÅÎÉÅ (�−h )��(h)−2: ÚÁÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ ÒÅÂÒÏ h ×ÉÓÑÞÅÅ; ÅÓÌÉ h ÎÅ ÉÎ-�ÉÄÅÎÔÎÏ j, ÔÏ �ÒÉÍÅÎÉ× (�−h )��(h)−��(j)−2, �ÏÌÕÞÉÍ, ÞÔÏ h ÉÎ�ÉÄÅÎÔÎÏj, É ÅÍÕ ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÅÔ ËÏÍ�ÌÅËÓ Ph �h−m

−−−→ Pm. íÉÎÉÍÁÌØÎÁÑ �ÒÁ×ÁÑ Á�-�ÒÏËÓÉÍÁ�ÉÑ ÜÔÏÇÏ ËÏÍ�ÌÅËÓÁ { ÜÔÏ ÍÏÒÆÉÚÍ ÉÚ Pm �m−x��(j)
−−−−−−→ Px��(j) so

−→24



Px��(j) �a
−→ Px��(j)−1 , ÉÎÄÕ�ÉÒÏ×ÁÎÎÙÊ Pm Id

−→ Pm, �Ï ÌÅÍÍÅ 4 ÅÇÏ ËÏÎÕÓÉÚÏÍÏÒÆÅÎ Ph �h−x��(j)
−−−−−−→ Px��(j) so

−→ Px��(j) �a
−→ Px��(j)−1 . íÉÎÉÍÁÌØÎÁÑ �ÒÁ-×ÁÑ Á��ÒÏËÓÉÍÁ�ÉÑ ÓÄ×ÉÇÁ ÜÔÏÇÏ ËÏÎÕÓÁ { ÜÔÏ ÍÏÒÆÉÚÍ ÉÚ Px��(j)−1 �b

−→Px��(j)−2 (ÇÄÅ b = x��(j)−1−x��(j)−2), ÉÎÄÕ�ÉÒÏ×ÁÎÎÙÊ Px��(j)−1 Id
−→ Px��(j)−1 ,�Ï ÌÅÍÍÅ 4 ËÏÎÕÓ ÉÚÏÍÏÒÆÅÎ Ph �h−x��(j)

−−−−−−→ Px��(j) so
−→ Px��(j) �a+b

−−→ Px��(j)−2 .ðÒÉÍÅÎÉ× ÌÅÍÍÕ 4 ÎÕÖÎÏÅ ËÏÌÉÞÅÓÔ×Ï ÒÁÚ, �ÏÌÕÞÁÅÍ, ÞÔÏ Th ≃ (Ph �h−x��(j)
−−−−−−→Px��(j) so

−→ Px��(j)).ðÒÉÍÅÎÅÎÉÅ (�−h−1)��(h−1)−2; :::; (�−m+1)��(m+1)−2 �ÏÌÎÏÓÔØÀ ÁÎÁÌÏÇÉÞÎÏ,É ÍÙ �ÏÌÕÞÁÅÍ, ÞÔÏTh−1 ≃ (Ph−1 �h−1−x��(j)
−−−−−−−→ Px��(j) so

−→ Px��(j));:::Tm+1 ≃ (Pm+1 �m+1−x��(j)
−−−−−−−→ Px��(j) so

−→ Px��(j)):ðÒÉÍÅÎÅÎÉÅ (�−m−1)��(m−1): ÅÓÌÉ m− 1 ÎÅ ÉÎ�ÉÄÅÎÔÎÏ m, ÔÏ �ÒÉÍÅÎÉ×(�−m−1)��(m−1)−��(m), �ÏÌÕÞÉÍ, ÞÔÏ m − 1 ÉÎ�ÉÄÅÎÔÎÏ m, É ÅÍÕ ÓÏÏÔ×ÅÔ-ÓÔ×ÕÅÔ ËÏÍ�ÌÅËÓ Pm−1 �m−1−j
−−−−→ Pj. íÉÎÉÍÁÌØÎÁÑ �ÒÁ×ÁÑ Á��ÒÏËÓÉÍÁ�ÉÑPm−1 �m−1−j

−−−−→ Pj { ÜÔÏ ÍÏÒÆÉÚÍ (�; Id) ÉÚ Pm �m−j
−−−→ Pj × Pm−1 �m−1−j

−−−−→ Pj,�Ï ÌÅÍÍÅ 4 ÅÇÏ ËÏÎÕÓ { ÜÔÏ Pm �
−→ Pm−1. íÉÎÉÍÁÌØÎÁÑ �ÒÁ×ÁÑ Á��ÒÏËÓÉ-ÍÁ�ÉÑ Pm �

−→ Pm−1 { ÜÔÏ ÍÏÒÆÉÚÍ (so; 0; 0; 0) ÉÚ Pm �m−x��(j)
−−−−−−→ Px��(j) so

−→Px��(j) �a
−→ Px��(j)−1 × Pm �

−→ Pm−1, ÅÇÏ ËÏÎÕÓ { ÜÔÏ Pm (
−�m−x��(j)so )

−−−−−−−−−→ Px��(j)⊕Pm (
−so 00 � )

−−−−−−→ Px��(j) ⊕Pm−1 (−�a;0)
−−−−→ Px��(j)−1 . íÉÎÉÍÁÌØÎÁÑ �ÒÁ×ÁÑ Á��ÒÏË-ÓÉÍÁ�ÉÑ ÓÄ×ÉÇÁ ÜÔÏÇÏ ËÏÍ�ÌÅËÓÁ { ÜÔÏ ÍÏÒÆÉÚÍ ÉÚ Px��(j)−1 �b

−→ Px��(j)−2 ,ÉÎÄÕ�ÉÒÏ×ÁÎÎÙÊ Px��(j)−1 Id
−→ Px��(j)−1 , �Ï ÌÅÍÍÅ 4 ÅÇÏ ËÏÎÕÓ ÉÚÏÍÏÒÆÅÎPm (

−�m−x��(j)so )

−−−−−−−−−→ Px��(j) ⊕ Pm (
−so 00 � )

−−−−−−→ Px��(j) ⊕ Pm−1 (−�a+b;0)
−−−−−→ Px��(j)−2 .ðÒÉÍÅÎÑÑ ÌÅÍÍÕ 4 ÎÕÖÎÏÅ ËÏÌÉÞÅÓÔ×Ï ÒÁÚ, �ÏÌÕÞÁÅÍ, ÞÔÏTm−1 ≃ (Pm (

−�m−x��(j)so )

−−−−−−−−−→ Px��(j) ⊕ Pm (
−so 00 � )

−−−−−−→ Px��(j) ⊕ Pm−1):áÎÁÌÏÇÉÞÎÏ,Tm−2 ≃ (Pm (
−�m−x��(j)so )

−−−−−−−−−→ Px��(j) ⊕ Pm (
−so 00 �2 )

−−−−−−→ Px��(j) ⊕ Pm−2);25



:::Tj+1 ≃ (Pm (
−�m−x��(j)so )

−−−−−−−−−→ Px��(j) ⊕ Pm (
−so 00 �m−j−1 )

−−−−−−−−−−→ Px��(j) ⊕ Pj+1):ðÒÉÍÅÎÅÎÉÅ (�−m)��(m)−1: ÍÉÎÉÍÁÌØÎÁÑ �ÒÁ×ÁÑ Á��ÒÏËÓÉÍÁ�ÉÑ Pm �m−j
−−−→Pj { ÜÔÏ ÍÏÒÆÉÚÍ (so; 0; 0; 0) ÉÚ Pm �m−x��(j)

−−−−−−→ Px��(j) so
−→ Px��(j) �a

−→Px��(j)−1 × Pm �m−j
−−−→ Pj, ÁÎÁÌÏÇÉÞÎÏ �ÒÅÄÙÄÕÝÅÍÕ ÓÌÕÞÁÀ �ÏÌÕÞÁÅÍ, ÞÔÏTm ≃ (Pm (

−�m−x��(j)so )

−−−−−−−−−→ Px��(j) ⊕ Pm (
−so 00 �m−j )

−−−−−−−−→ Px��(j) ⊕ Pj):ðÒÉÍÅÎÅÎÉÅ (�−j )��(j)−1: ÍÉÎÉÍÁÌØÎÁÑ �ÒÁ×ÁÑ Á��ÒÏËÓÉÍÁ�ÉÑPm �m−x��(j)
−−−−−−→ Px��(j) so

−→ Px��(j) �
−→ Px��(j)−1{ ÜÔÏ ÍÏÒÆÉÚÍ ÉÚ Px��(j)−1 �b

−→ Px��(j)−2 , ÉÎÄÕ�ÉÒÏ×ÁÎÎÙÊ Px��(j)−1 Id
−→Px��(j)−1 , É, �ÒÉÍÅÎÑÑ ÌÅÍÍÕ 4 ÎÕÖÎÏÅ ËÏÌÉÞÅÓÔ×Ï ÒÁÚ �ÏÌÕÞÁÅÍ, ÞÔÏTj ≃ (Pm �m−x��(j)

−−−−−−→ Px��(j) so
−→ Px��(j)).ðÒÉÍÅÎÅÎÉÅ (�−2 )��(2) ◦ ::: ◦ (�−j−2)��(j−2) ÏÞÅ×ÉÄÎÏ ÄÁÅÔ Tj−2 ≃ Pj−2; :::;T2 ≃ P2; T1 ≃ P1. �õÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÅ: Fj(A) = (�+h )2 ◦ ::: ◦ (�+m+1)2 ◦ (�−j )2 ◦ (�−j+1)2 ◦ ::: ◦(�−m−1)2 ◦ (�+m)2 ◦ (�+m−1)2 ◦ ::: ◦ (�+j )2(A).äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï. ðÒÉÍÅÎÉÍ Ë Fj(A) ÏÂÒÁÔÎÕÀ �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØÍÕÔÁ�ÉÊ, ÅÓÌÉ × ÒÅÚÕÌØÔÁÔÅ ÍÙ �ÏÌÕÞÉÍ A, ÔÏ ÕÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÅ ÄÏËÁÚÁÎÏ.÷ÙÞÉÓÌÉÍ Ä×ÏÊÎÕÀ ÍÕÔÁ�ÉÀ Th ×ÄÏÌØ Tx��(j). íÉÎÉÍÁÌØÎÁÑ �ÒÁ×ÁÑ Á�-�ÒÏËÓÉÍÁ�ÉÑ Th { ÜÔÏ ÍÏÒÆÉÚÍ ÉÚ Tx��(j) × Th, ÉÎÄÕ�ÉÒÏ×ÁÎÎÙÊ Px��(j) Id

−→Px��(j) , �Ï ÌÅÍÍÅ 4 ÅÇÏ ËÏÎÕÓ ÉÚÏÍÏÒÆÅÎ Ph �h−x��(j)
−−−−−−→ Px��(j) ; �ÏÓÌÅ �ÒÉÍÅ-ÎÅÎÉÑ ÓÄ×ÉÇÁ ËÏÍ�ÏÎÅÎÔÁ Px��(j) ÓÏÓÒÅÄÏÔÏÞÅÎÁ × ÔÏÊ ÖÅ ÓÔÅ�ÅÎÉ, ÞÔÏ É× Tx��(j), �ÒÉÍÅÎÑÑ ÌÅÍÍÕ 4 ÅÝÅ ÒÁÚ, �ÏÌÕÞÁÅÍ [(�−h )2(Fj(A))℄h ≃ Ph.áÎÁÌÏÇÉÞÎÏ, [(�−h−1)2 ◦ (�−h )2(Fj(A))℄h−1 ≃ Ph−1:::[(�−m+1)2 ◦ ::: ◦ (�−h−1)2 ◦ (�−h )2(Fj(A))℄m+1 ≃ Pm+1:ïÂÏÚÎÁÞÉÍ ËÏÍ�ÌÅËÓ (�−m+1)2 ◦ ::: ◦ (�−h−1)2 ◦ (�−h )2(Fj(A)) ÞÅÒÅÚ T r.îÁ�ÏÍÎÉÍ, ÞÔÏ ÇÏÍÏÔÏ�ÉÞÅÓËÁÑ ËÁÔÅÇÏÒÉÑ ÍÏÖÅÔ ÂÙÔØ Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÁËÁË ÓÔÁÂÉÌØÎÁÑ ËÁÔÅÇÏÒÉÑ ÎÅËÏÔÏÒÏÊ æÒÏÂÅÎÉÕÓÏ×ÏÊ ËÁÔÅÇÏÒÉÉ, Á ÉÍÅÎÎÏ26



ËÁÔÅÇÏÒÉÉ ËÏÍ�ÌÅËÓÏ×, �Ï ÏÔÎÏÛÅÎÉÀ Ë ËÌÁÓÓÕ ÔÏÞÎÙÈ �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏ-ÓÔÅÊ, ÒÁÓÝÅ�ÌÑÀÝÉÈÓÑ × ËÁÖÄÏÊ ÓÔÅ�ÅÎÉ. ðÏÜÔÏÍÕ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÉ × ÇÏ-ÍÏÔÏ�ÉÞÅÓËÏÊ ËÁÔÅÇÏÒÉÉ ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÔ ÔÏÞÎÙÍ �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔÑÍ ×ËÁÔÅÇÏÒÉÉ ËÏÍ�ÌÅËÓÏ×, ÒÁÓÝÅ�ÌÑÀÝÉÍÓÑ × ËÁÖÄÏÊ ÓÔÅ�ÅÎÉ [7℄.÷ÙÞÉÓÌÉÍ Ä×ÏÊÎÕÀ ÍÕÔÁ�ÉÀ Tm ×ÄÏÌØ Tj. òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÓÌÅÄÕÀÝÕÀÔÏÞÎÕÀ �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØ × ËÁÔÅÇÏÒÉÉ ËÏÍ�ÌÅËÓÏ×, ÒÁÓÝÅ�ÌÑÀÝÕÀÓÑ× ËÁÖÄÏÊ ÓÔÅ�ÅÎÉ:X =g
��

0 //

��

Pm �m−j
//( 0Id )

��

Pj( 0Id )
��Tm =f

��

PmId
��

(
−�m−x��(j)so )

// Px��(j) ⊕ Pm(Id;0)
��

(
−so 00 �m−j )

// Px��(j) ⊕ Pj(Id;0)
��Tj ≃ Pm −�m−x��(j)

// Px��(j) −so // Px��(j) ;ÇÄÅ f ÏÞÅ×ÉÄÎÏ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÍÉÎÉÍÁÌØÎÏÊ ÌÅ×ÏÊ Á��ÒÏËÓÉÍÁ�ÉÅÊ Tm �Ï ÏÔÎÏ-ÛÅÎÉÀ Ë ÄÒÕÇÉÍ ÓÌÁÇÁÅÍÙÍ T r. ðÏÜÔÏÍÕ, Cone(f) ≃ (Pm �m−j
−−−→ Pj) × ÓÏ-ÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÝÅÊ ÓÔÅ�ÅÎÉ. íÉÎÉÍÁÌØÎÁÑ ÌÅ×ÁÑ Á��ÒÏËÓÉÍÁ�ÉÑ Cone(f) �ÏÏÔÎÏÛÅÎÉÀ Ë ÄÒÕÇÉÍ ÓÌÁÇÁÅÍÙÍ T r+1 { ÜÔÏ ÍÏÒÆÉÚÍ × Tj = Pm �m−x��(j)

−−−−−−→Px��(j) so
−→ Px��(j), ÎÄÕ�ÉÒÏ×ÁÎÎÙÊ (Id; �j−x��(j)), É �Ï ÌÅÍÍÅ 4 ÅÇÏ ËÏÎÕÓÉÚÏÍÏÒÆÅÎ [(�+m)2(T r)℄m ≃ Pj �j−x��(j)

−−−−−→ Px��(j) so
−→ Px��(j).áÎÁÌÏÇÉÞÎÏ,[(�+j+1)2 ◦ (�+m)2(T r)℄j+1 ≃ Pj+1 �j+1−x��(j)

−−−−−−−→ Px��(j) so
−→ Px��(j):::[(�+m−1)2◦ :::◦(�+j+1)2◦(�+m)2(T r))℄m−1 ≃ Pm−1 �m−1−x��(j)

−−−−−−−→ Px��(j) so
−→ Px��(j) :ðÏÜÔÏÍÕ(�+m−1)2 ◦ ::: ◦ (�+j+1)2 ◦ (�+m)2 ◦ (�−m+1)2 ◦ ::: ◦ (�−h−1)2 ◦ (�−h )2(Fj(A)) ≃ Gj(A);ÇÄÅ Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÅ Gj(A) �ÒÉ×ÅÄÅÎÏ × �ÒÉÌÏÖÅÎÉÉ (�ÉËÌÉÞÅÓËÉÊ �ÏÒÑÄÏËÒÅÂÅÒ, ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÝÉÈ ÓÌÁÇÁÅÍÙÍ Gj(A), × Ú×ÅÚÄÅ âÒÁÕÜÒÁ Ï�ÒÅÄÅÌÑ-ÅÔÓÑ ÌÉÎÅÊÎÙÍ �ÏÒÑÄËÏÍ ÜÔÉÈ ÓÌÁÇÁÅÍÙÈ ÓÎÉÚÕ ××ÅÒÈ).ïÞÅ×ÉÄÎÏ, �ÒÉÍÅÎÑÑ (�−j )2 Ë Gj, �ÏÌÕÞÁÅÍ [(�−j )2(Gj)℄j ≃ Pm.áÎÁÌÏÇÉÞÎÏ, [(�−m−1)2 ◦ (�−j )2(Gj)℄m−1 ≃ Pm−127



:::[(�−j+1)2 ◦ :::(�−m−1)2 ◦ (�−j )2(Gj)℄j+1 ≃ Pj+1[(�−m)2 ◦ (�−j+1)2 ◦ :::(�−m−1)2 ◦ (�−j )2(Gj)℄m ≃ Pj:ðÏÜÔÏÍÕ (�−m)2 ◦ (�−j+1)2 ◦ :::(�−m−1)2 ◦ (�−j )2(Gj) ≃ A.úÁÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ × ÉÔÏÇÏ×ÏÊ ËÏ�ÉÉ A �ÉËÌÉÞÅÓËÉÊ �ÏÒÑÄÏË �ÒÏÅËÔÉ×-ÎÙÈ ÍÏÄÕÌÅÊ ÓÔÁÎÄÁÒÔÎÙÊ, Á ÎÕÍÅÒÁ�ÉÑ { ÎÅÔ: ÍÅÔËÉ j É m �ÏÍÅÎÑÌÉÓØÍÅÓÔÁÍÉ, ÏÔÓÀÄÁ �ÏÌÕÞÁÅÍ ÔÒÅÂÕÅÍÏÅ ÕÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÅ. �îÁ ÜÔÏÍ ÚÁËÁÎÞÉ×ÁÅÔÓÑ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï ÔÅÏÒÅÍÙ 1.3.5 óÌÕÞÁÊ t = 1ðÕÓÔØ A { ÁÌÇÅÂÒÁ, ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÝÁÑ Ú×ÅÚÄÅ âÒÁÕÜÒÁ ÔÉ�Á (n; 1). òÁÓ-ÓÍÏÔÒÉÍ �ÏÄÇÒÕ��Õ R̃ �ÒÏÉÚ×ÏÄÎÏÊ ÇÒÕ��Ù ðÉËÁÒÁ ÁÌÇÅÂÒÙ A, �ÏÒÏ-ÖÄÅÎÎÕÀ ÓÄ×ÉÇÏÍ, Pi(A), ÜË×É×ÁÌÅÎÔÎÏÓÔÑÍÉ Hi, É ÜË×É×ÁÌÅÎÔÎÏÓÔÑÍÉQi, ÇÄÅ Qi { ÎÅËÏÔÏÒÙÅ ÓÔÁÎÄÁÒÔÎÙÅ Á×ÔÏÜË×É×ÁÌÅÎÔÎÏÓÔÉ, ÄÅÊÓÔ×ÕÀÝÉÅÎÁ �ÒÏÅËÔÉ×ÎÙÈ ÍÏÄÕÌÑÈ ÓÌÅÄÕÀÝÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ:Qi(Pj) = { 0 → Pi → 0; j = i0 → Pi �i−j
−−→ Pj; j 6= i:úÁÍÅÞÁÎÉÅ 4. çÒÕ��Á, �ÏÒÏÖÄÅÎÎÁÑ Qi, ÒÁÓÓÍÁÔÒÉ×ÁÌÁÓØ íÕÈÔÁÄÉ-áÌÁÍÓÉÁÈ × [12℄. îÁ ÎÅÊ ÄÅÊÓÔ×ÕÅÔ ÇÒÕ��Á ËÏÓ, ËÏÔÏÒÏÊ ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÅÔÇÒÕ��Á ëÏËÓÅÔÅÒÁ, ÚÁÄÁÎÎÁÑ �ÏÌÎÙÍ ÇÒÁÆÏÍ ÎÁ n ×ÅÒÛÉÎÁÈ, ÜÔÏ ÄÅÊ-ÓÔ×ÉÅ ÎÅ ÔÏÞÎÏ.úÁÍÅÞÁÎÉÅ 5. ðÏÎÑÔÎÏ, ÞÔÏ Qi(A) ≃ �−i+1 ◦ �−i+2 ◦ ::: ◦ �−i−2 ◦ �−i−1(A),ÜÔÁ ÓÅÒÉÑ ÍÕÔÁ�ÉÊ ÍÅÎÑÅÔ �ÅÎÔÒÁÌØÎÕÀ ×ÅÒÛÉÎÕ Ú×ÅÚÄÙ âÒÁÕÜÒÁ ÎÁ×ÎÅÛÎÉÊ ËÏÎÅ� ÒÅÂÒÁ Ó ÍÅÔËÏÊ i. �ÁË ÖÅ �ÏÎÑÔÎÏ, ÞÔÏ Qi ÍÏÖÎÏ �Ï-ÌÕÞÉÔØ ÉÚ Qi+1 ÓÏ�ÒÑÖÅÎÉÅÍ Ó �ÏÍÏÝØÀ Á×ÔÏÍÏÒÆÉÚÍÁ, ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×Õ-ÀÝÕÇÏ �Ï×ÏÒÏÔÕ Ú×ÅÚÄÙ âÒÁÕÜÒÁ. úÁÍÅÔÉÍ ÔÁËÖÅ, ÞÔÏ Q2i ÎÅ ÍÅÎÑÅÔ�ÅÎÔÒÁÌØÎÕÀ ×ÅÒÛÉÎÕ Ú×ÅÚÄÙ âÒÁÕÜÒÁ, �ÏÜÔÏÍÕ Q2i ∈ R.�ÅÏÒÅÍÁ 2. ðÕÓÔØ t = 1, ÔÏÇÄÁ TrPi(A) = R̃.äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï. �ÁË ËÁË Qi(A) ≃ �−i+1 ◦�−i+2 ◦ :::◦�−i−2 ◦�−i−1(A), ÓÌÁ-ÇÁÅÍÙÅ Qi(A) ÍÏÇÕÔ ÂÙÔØ ×ÙÞÉÓÌÅÎÙ ËÁË ËÏÎÕÓÙ ÍÉÎÉÍÁÌØÎÙÈ Á��ÒÏË-ÓÉÍÁ�ÉÊ �ÒÏÅËÔÉ×ÎÙÈ ÍÏÄÕÌÅÊ. �ÁË ÖÅ ËÁË × ÓÌÕÞÁÅ Hi ÌÅÇËÏ ×ÉÄÅÔØ, ÞÔÏÄÌÑ ×ÙÞÉÓÌÅÎÉÑ F (Qi(A)) ÄÌÑ ÎÅËÏÔÏÒÏÊ Á×ÔÏÜË×É×ÁÌÅÎÔÎÏÓÔÉ F ÄÏÓÔÁ-ÔÏÞÎÏ �ÒÉÍÅÎÉÔØ �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØ ÍÕÔÁ�ÉÊ �−i+1 ◦�−i+2 ◦ ::: ◦�−i−2 ◦�−i−1Ë F (A).ëÁË É ÒÁÎØÛÅ, ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ �ÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ ÎÁËÌÏÎÑÀÝÅÇÏËÏÍ�ÌÅËÓÁ T ÔÁËÏÇÏ, ÞÔÏ EndDb(A)(T ) ≃ A, ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ÜÌÅÍÅÎÔ ÉÚ R̃, �Å-ÒÅ×ÏÄÑÝÉÊ �ÒÏÅËÔÉ×ÎÙÅ A-ÍÏÄÕÌÉ × ÓÌÁÇÁÅÍÙÅ T . ðÒÅÄ�ÏÌÏÖÉÍ, ÞÔÏ T28



ÓÏÓÒÅÄÏÔÏÞÅÎ × ÎÅ�ÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÙÈ ÓÔÅ�ÅÎÑÈ. ðÏ ÒÅÚÕÌØÔÁÔÁÍ áÉÈÁÒÙ [2℄T = �+is◦:::◦�+ir+1◦�+ir◦�+ir−1◦:::◦�+i2◦�+i1(A) ÄÌÑ ÎÅËÏÔÏÒÙÈ {i1; i2; :::; is}. åÓÌÉ�ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØ ÍÕÔÁ�ÉÊ �+is◦:::◦�+ir+1◦�+ir◦�+ir−1◦:::◦�+i2◦�+i1(A) ÎÅ ÉÚÍÅ-ÎÑÅÔ �ÅÎÔÒÁÌØÎÕÀ ×ÅÒÛÉÎÕ Ú×ÅÚÄÙ âÒÁÕÜÒÁ, ÔÏ, �ÏÌØÚÕÑÓØ ×ÙÞÉÓÌÅÎÉÑÍÉÉÚ �ÒÅÄÙÄÕÝÉÈ �ÕÎËÔÏ×, �ÏÌÕÞÁÅÍ, ÞÔÏ ÓÔÁÎÄÁÒÔÎÁÑ ÜË×É×ÁÌÅÎÔÎÏÓÔØ FÔÁËÁÑ, ÞÔÏ F (A) ≃ T , �ÒÉÎÁÄÌÅÖÉÔ R, Á ÚÎÁÞÉÔ É R̃. åÓÌÉ �ÏÓÌÅÄÏ×Á-ÔÅÌØÎÏÓÔØ ÍÕÔÁ�ÉÊ ÉÚÍÅÎÑÅÔ �ÅÎÔÒÁÌØÎÕÀ ×ÅÒÛÉÎÕ Ú×ÅÚÄÙ âÒÁÕÜÒÁ ÎÁ×ÎÅÛÎÉÊ ËÏÎÅ� ÒÅÂÒÁ Ó ÍÅÔËÏÊ i, ÔÏÇÄÁ, �ÒÉÍÅÎÉ× �−i+1◦�−i+2◦:::◦�−i−2◦�−i−1,�ÏÌÕÞÁÅÍ ÎÁËÌÏÎÑÀÝÉÊ ËÏÍ�ÌÅËÓ T ′ ∈ R. éÍÅÅÍ T ′ ≃ F ◦Qi(A), �ÏÜÔÏÍÕF �ÒÉÎÁÄÌÅÖÉÔ R̃. �úÁÍÅÞÁÎÉÅ 6. ëÁË É × ÓÌÕÞÁÅ t > 1, ×Ï�ÒÏÓ Ï ÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÑÈ × R̃ ÏÓÔÁ-ÅÔÓÑ ÏÔËÒÙÔÙÍ.úÁÍÅÞÁÎÉÅ 7. ðÏ ×ÓÅÊ ×ÉÄÉÍÏÓÔÉ, ÄÅÊÓÔ×ÉÅ �ÒÏÉÚ×ÏÄÎÏÊ ÇÒÕ��Ù ðÉ-ËÁÒÁ ÎÁ ÒÅÂÒÁÈ Ú×ÅÚÄÙ âÒÁÕÜÒÁ ÎÅ ÍÏÖÅÔ ÂÙÔØ Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÏ ËÏÒÒÅËÔÎÏ,ÔÁË ËÁË ×Ï ÍÎÏÇÉÈ �ÒÉÍÅÒÁÈ ×ÙÞÉÓÌÅÎÉÊ ÍÙ ÎÁÈÏÄÉÌÉ Ä×Å �ÏÓÌÅÄÏ×Á-ÔÅÌØÎÏÓÔÉ ÍÕÔÁ�ÉÊ, ËÏÔÏÒÙÅ ÄÁÀÔ ÏÄÉÎ É ÔÏÔ ÖÅ ÎÁËÌÏÎÑÀÝÉÊ ËÏÍ-�ÌÅËÓ, ÎÏ �Ï-ÒÁÚÎÏÍÕ �ÅÒÅÓÔÁ×ÌÑÀÔ ÒÅÂÒÁ Ú×ÅÚÄÙ âÒÁÕÜÒÁ.4 ðÒÉÌÏÖÅÎÉÅ

Fj =



T1T2...Tj−2TjTmTj+1...Tm−1Tm+1...ThTx��(j)Th+1...Tn




=



P1P2...Pj−2Pm �m−x��(j)
−−−−−−→ Px��(j) so−→ Px��(j)Pm (
−�m−x��(j)so )

−−−−−−−−−→ Px��(j)⊕Pm (
−so 00 �m−j )

−−−−−−−−→ Px��(j)⊕PjPm (
−�m−x��(j)so )

−−−−−−−−−→ Px��(j)⊕Pm (
−so 00 �m−j−1 )

−−−−−−−−−−→ Px��(j)⊕Pj+1...Pm (
−�m−x��(j)so )

−−−−−−−−−→ Px��(j)⊕Pm (
−so 00 � )

−−−−−−→ Px��(j)⊕Pm−1Pm+1 �m+1−x��(j)
−−−−−−−→ Px��(j) so

−→ Px��(j)...Ph �h−x��(j)
−−−−−−→ Px��(j) so

−→ Px��(j)Px��(j)Ph+1...Pn
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Gj =



T1T2...Tj−2TmTj+1...Tm−1TjTx��(j)Tm+1...ThTh+1...Tn




=



P1P2...Pj−2Pj �j−x��(j)
−−−−−→ Px��(j) so

−→ Px��(j)Pj+1 �j+1−x��(j)
−−−−−−−→ Px��(j) so

−→ Px��(j)...Pm−1 �m−1−x��(j)
−−−−−−−→ Px��(j) so

−→ Px��(j)Pm �m−x��(j)
−−−−−−→ Px��(j) so

−→ Px��(j)Px��(j)Pm+1...PhPh+1...Pn
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