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ÀÍÍÎÒÀÖÈß.


Â ñòàòüå ðàññìàòðèâàþòñÿ ïðåäïó÷êè àáåëåâûõ ãðóïï ñ Witt-òðàíñôåðàìè.
Òàêèå òðàíñôåðû ÿâëÿþòñÿ íåêîòîðûì âàðèàíòîì îðèåíòèðîâàííûõ òðàíñôå-
ðîâ, à ïðåäïó÷êè ñ ýòèìè òðàíñôåðàìè îïðåäåëÿþòñÿ êàê ôóíêòîðû èç êàòå-
ãîðèè Wor, êîòîðàÿ ÿâëÿåòñÿ íåêîòîðûì ðàñøèðåíèåì êàòåãîðèè ãëàäêèõ àô-
ôèííûõ ñõåì. Â äàííîé ñòàòüå äîêàçàí èçîìîðôèçì ýòàëüíîãî âûðåçàíèÿ â ðàç-
ìåðíîñòè 1 äëÿ ãîìîòîïè÷åñêè èíâàðèàíòíûõ ïðåäïó÷êîâ ñ Witt-òðàíñôåðàìè.
Èç ýòîãî èçîìîðôèçìà âìåñòå ñ èçîìîðôèçìîì âûðåçàíèÿ ïî Çàðèññêîìó íà àô-
ôèííîé ïðÿìîé âûâåäåíî, ÷òî ïó÷îê â òîïîëîãèè Íèñíåâè÷à àññîöèèðîâàííûé ñ
ãîìîòîïè÷åñêè èíâàðèàíòíûì ïðåäïó÷êîì ñ Witt-òðàíñôåðàìè ãîìîòîïè÷åñêè
èíâàðèàíòåí. Äîêàçàòåëüñòâî èçîìîðôèçìà âûðåçàíèÿ îñóùåñòâëÿåòñÿ ïîñðåä-
ñòâîì ïîñòðîåíèÿ ñïåöèàëüíûõ ìîðôèçìîâ â êàòåãîðèè Wor, äåéñòâóþùèõ â
ñòîðîíó ïðîòèâîïîëîæíóþ çàäàííûì ìîðôèçìàì ñõåì.


Êëþ÷åâûå ñëîâà. ïðåäïó÷îê ñ òðàíñôåðàìè, ãîìîòîïè÷åñêàÿ èíâàðèàíòíîñòü,
èçîìîðôèçì âûðåçàíèÿ. ðåçàíèÿ.


1Ïîääåðæàí ãðàíòîì ÐÔÔÈ 14-01-31095.







ÏÐÅÏÐÈÍÒÛ


Ñàíêò-Ïåòåðáóðãñêîãî îòäåëåíèÿ Ìàòåìàòè÷åñêîãî èíñòèòóòà èì. Â. À.
Ñòåêëîâà ÐÀÍ.


ÃËÀÂÍÛÉ ÐÅÄÀÊÒÎÐ


Ñ. Â. Êèñëÿêîâ


ÐÅÄÊÎËËÅÃÈß


Â.Ì.Áàáè÷ , Í.À.Âàâèëîâ , À.Ì.Âåðøèê , Ì.À.Âñåìèðíîâ,
À.È.Ãåíåðàëîâ , È.À.Èáðàãèìîâ, Ë.Þ.Êîëîòèëèíà, Ã.Â.Êóçüìèíà,


Ï.Ï.Êóëèø , Á.Á.Ëóðüå , Þ.Â.Ìàòèÿñåâè÷, Í.Þ.Íåöâåòàåâ,
Ñ.È.Ðåïèí , Ã.À.Ñåðåãèí , Â.Í.Ñóäàêîâ , Î.Ì.Ôîìåíêî







1


1. Ââåäåíèå.


Â ðàçâèòèå ðåçóëüòàòîâ Â.À. Âîåâîäñêîãî ïî ïîñòðîåíèþ êàòåãîðèè ìîòèâîâ
DM− [1] È.À. Ïàíèíûì áûëà ïîñòàâëåíà çàäà÷à ïîñòðîåíèÿ êàòåãîðèè Witt-
ìîòèâîâ. Íåîáõîäèìûì ýòàïîì ðåøåíèÿ ýòîé çàäà÷è ÿâëÿåòñÿ äîêàçàòåëüñòâî
ãîìîòîïè÷åñêîé èíâàðèàíòíîñòè ïó÷êà, àññîöèèðîâàííîãî â òîïîëîãèè Íèñíå-
âè÷à ñ ãîìîòîïè÷åñêè èíâàðèàíòíûì ïðåäïó÷êîì, îáëàäàþùèì Witt-òðàíñôå-
ðàìè.
Â ïàðãðàôå 2 ïðèâåäåíî îïðåäåëåíèå ïðåäïó÷êîâ ñ Witt-òðàíñôåðàìè íà êà-


òåãîðèè ãëàäêèõ àôôèííûõ ìíîãîîáðàçèé íàä íåêîòîðûì ïîëåì êàê ôóíêòîðîâ
èç íåêîòîðîé êàòåãîðèè Wor, â êîòîðóþ âêëàäûâàåòñÿ êàòåãîðèÿ ãëàäêèõ àô-
ôèííûõ ìíîãîîáðàçèé.
Â ïàðãðàôå 3 äîêàçûâàåòñÿ èçîìîðôèçì ýòàëüíîãî âûðåçàíèÿ â ðàçìåðíî-


ñòè 1 äëÿ ãîìîòîïè÷åñêè èíâàðèàíòíîãî ïðåäïó÷êà ñ Witt-òðàíñôåðàìè, ò.å.
èçîìîðôèçìà


π∗ :
F (U − z)


F (U)


∼→ F (U ′ − z′)
F (U ′)


,


ãäå π : U → U ′ � ýòàëüíûé ìîðôèçì ãëàäêèõ ëîêàëüíûõ îäíîìåðíûõ ñõåì,
çàäàþùèé èçîìîðôèçì íà çàìêíóòûõ π : z′ ' z. Äîêàçàòåëüñòâî îñóùåñòâëÿåòñÿ
ïóò¼ì ïîñòðîåíèÿ ñïåöèàëüíûõ ìîðôèçìîâ â êàòåãîðèè Wor, ÿâëÿþùèõñÿ â
íåêîòîðîì ñìûñëå îáðàòíûìè ê π.
Â ïàðãðàôå 4 èç èçîìîðôèçìîâ âûðåçàíèÿ âûâîäèòñÿ ñþðúåêòâíîñòüFZar


∣∣
A1 �


� FNis


∣∣
A1 êàíîíè÷åñêîãî îòîáðàæåíèÿ èç ñå÷åíèé àññîöèèðîâàííîãî ïó÷êà â


òîïîëîãèè Çàðèññêîãî â ñå÷åíèÿ àññîöèèðîâàííîãî ïó÷êà â òîïîëîãèè Íèñíåâè-
÷à ïðè îãðàíè÷åíèè íà A1, ÷òî â ñî÷åòàíèè ñ ñþðúåêòèâíîñòüþ F |A1 � FZar


∣∣
A1


êîíîíè÷åñêîãî îáðàæåíèÿ äàåò ñþðúåêòèâíîñòü


F
∣∣
A1 � FNis


∣∣
A1 .


Èç ÷åãî ñëåäóåò îñíîâíîé ðåçóëüòàò î ñîõðàíåíèè ãîìîòîïè÷ñêîé èíâàðèàíòíî-
ñòè, ò.å. èçîìîðôèçìû


FNis(X) ' FNis(A1 ×X)


äëÿ âñåõ X.


2. Ïðåäïó÷êè ñ Witt-òðàíñôåðàìè.


Ïóñòü Smk � êàòåãîðèÿ àôôèííûõ ãëàäêèõ ìíîãîîáðàçèé íàä ïîëåì k.


Îïðåäåëåíèå 1 (Proj(p)). Äëÿ ìîðôèçìà ãëàäêèõ àôôèííûõ ñõåì p : S → U
îïðåäåëèì êàòåãîðèþ Proj(p) � êàê ïîäêàòåãîðèþ â êàòåãîðèè k[S]-ìîäóëåé,
ñîñòîÿùóþ èç ìîäóëåé, ÿâëÿþùèõñÿ êîíå÷íî ïîðîæä¼ííûìè ïðîåêòèâíûìè íàä
k[U ], è ñíàáäèì Proj(p) ôóíêòîðîì äâîéñòâåííîñòè Dp : Proj(p)→ Proj(p)


Dp(M) = Homk[U ](M,k[U ]).


Çàìå÷àíèå 1. Äëÿ äâóõ ìîðôèçìîâ S ′
f→ S


p→ U îïðåäåë¼í ñîãëàñîâàííûé ñ
äâîéñòâåííîñòüþ ôóíêòîð îãðàíè÷åíèÿ ñêàëÿðîâ (èëè ïðÿìîãî îáðàçà) f∗ : Proj(f◦
◦ p)→ Proj(p).
Äëÿ äâóõ ìîðôèçìîâ p : S → U è u : U ′ → U îïðåäåë¼í ñîãëàñîâàííûé ñ


äâîéñòâåííîñòüþ ôóíêòîð çàìåíû áàçû (èëè îáðàòíîãî îáðàçà) u∗ : Proj(p) →
Proj(p′), ãäå p′ : S ×U U ′ → U ′ � êîíîíè÷åñêèé ìîðôèçì.


Ïðèâåä¼ì îïðåäåëåíèÿ àääèòèâíîé êàòåãîðèè Work è ïðåäðó÷êîâ ñ Witt-
òðàíñôåðàìè.
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Îïðåäåëåíèå 2 (Work).


• ObWork = ObSm
• Work(X, Y ) = W (Proj(pr)), ãäå pr � ïðîåöèÿ Y ×X íà X, àW � ãðóïïà
Âèòòà òî÷íîé êàòåãîðèè ñ äâîéñòâåííîñòüþ (îïðåäåëåíèå 27 èç [2]).
• êîìïîçèöèÿ ìîðôèçìîâ Φ ∈ Work(X, Y ) è Ψ ∈ Work(Y, Z) îïðåäåëÿåòñÿ
êàê òåíçîðíîå ïðîèçâåäåíèå íàä k[Y ] ñîîòâåòñòâóþùèõ êâàäðàòè÷íûõ
ïðîñòðàíñòâ;
• òîæäåñòâåííûé ìîðôèçì îïðåäåëÿåòñÿ äèàãîíàëüþ, ò.å. ìîäóëåì k[X]k[X]k[X]


è êàíîíè÷åñêèì èçîìîðôèçìîì k[X] ' Homk[X](k[X], k[X]).


Îïðåäåëåíèå 3 (Ïðåäïó÷îê ñWitt-òðàíñôåðàìè). Ïðåäïó÷êîì àáåëåâûõ ãðóïï
ñ Witt-òðàíñôåðàìè íàçûâàåòñÿ ôóíêòîð F : Work → Ab.


Â äàëüíåéøåì áóäóò èñïîëüçîâàòüñÿ ñëåäóþùèå ôàêòû è äîïîëíèòåëüíûå
îïðåäåëåíèÿ.


Çàìå÷àíèå 2.


1. Îïðåäåë¼í ôóíêòîð âëîæåíèÿ Smk → Work, ïåðåâîäÿùèé ðåãóëÿðíîå îòîáðà-
æåíèå f : X → Y â ìîðôèçì, îïðåäåëÿåìûé ïó÷êîì k[X]k[X]k[Y ] è êàíîíè÷åñêèì


èçîìîðôèçìîì k[X]k[Y ] ' Homk[X](k[X]k[Y ], (k[X]).


2. Â êàòåãîðèþWork ìîæíî äîáàâèòü ñóùåñòâåííî ãëàäêèå ñõåìû êàê ôîðìàëü-
íûå ïðåäåëû.


3. Äëÿ K = k(X) � ïîëÿ ÷àñòíûõ ïðîèçâîëüíîãî ãëàäêîãî àôôèííîãî ìíîãîîá-
ðàçèÿ X, îïðåäåëåíî âëîæåíèå WorK → Work .


4. ÊàòåãîðèÿWork ìîæåò áûòü îïðåäåëåíà íà ïàðû (X1, X2), ãäå X2 � îòêðûòîå
ïîäìíîæåñòâî X1, îïðåäåëèâ ìîðôèçìû ìåæäó ïàðàìè iX : X2 ↪→ X1, iY : Y2 ↪→
Y1 :


Work((X1, X2), (Y1, Y2)) =


= coker(Work(X1, Y2)
(−◦iX ,iY ◦−)−−−−−−−→ Wor·→·k (X2 → X1, Y2 → Y1)),


ãäå Wor·→·k � êàòåãîðèÿ ñòðåëîê. Îáû÷íàÿ êàòåãîðèÿ Work âêëàäûâàåòñÿ â êà-
òåãîðèþ ïàð òàê ÷òî ìíîãîîáðàçèþ X ñîïîñòàâëÿåòñÿ ïàðà (X, ∅).
5. Ëîêàëèçîâàâ Work ïî ïðîåêöèÿì A1 × X → X, äëÿ âñåõ X, ìîæíî îïðå-
äåëèòü Work. Òîãäà äëÿ äâóõ ñõåì X è Y Work(X, Y ) = coker(Work(A1 ×
×X, Y )


(−◦i0)−(−◦i1)−−−−−−−−→ Work(X, Y )), ãäå i0, i1 : X ↪→ A1×X � íóëåâîå è åäèíè÷íîå
ñå÷åíèÿ A1 ×X.


Çàìå÷àíèå 3.


1. Ïðîèçâîëüíûé ïðåäïó÷îê ñ Witt-òðàíñôåðàìè F ìîæíî îïðåäåëèòü íà ñó-
ùåñòâåííî ãëàäêèõ ñõåìàõ, êàê èíäóêòèâíûé ïðåäåë. Â ÷àñòíîñòè, äëÿ ãëàäêîé
ñõåìû X è å¼ òî÷êè x


F
(


lim←−
z∈U⊂X


U
)


= lim−→
z∈U⊂X


F (U).


2. Äëÿ ïðîèçâîëüíîãî ïðåäïó÷êà ñWitt-òðàíñôåðàìèF ìîæíî îïðåäåëèòü ôóíê-
òîð F ′ íà ðàñøèðåííîé, â ñìûñëå çàìå÷àíèÿ 2.4, êàòåãîðèè Work, òàê, ÷òî íà
ïàðå (X1, X2) (X2 � îòêðûòîå â X1):


F ′(X1, X2) =
F (X2)


F (X1)
,
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ïðè ýòîì, ïîñêîëüêó èíäóêòèâíûå ïðåäåëû êîììóòèðóþò ñ êîÿäðàìè, ýòî îïðå-
äåëåíèå ñîãëàñîâàííî ñ îïðäåëåíèåì èç ïðåäûäóùåãî ïóíêòà, ò.å. äëÿ ïàðû
(U1, U2), ÿâëÿþùåéñÿ ïðîåêòèâíûì ïðåäåëîì lim←−


i


(X i
1, X


i
2),


F ′(U1, U2) = lim−→
i


F ′(X i
1, X


i
2).


3. Ïó÷êîì ñ Witt-òðàíñôåðàìè íàçûâàåòñÿ ïðåäó÷îê, êîòîðûé ÿâëÿåòñÿ ïó÷êîì
è èìååò Witt-òðàíñôåðû.


4. Ãîìîòîïè÷åñêè èíâàðèàíòíûì ïðåäïó÷êîì ñ Witt-òðàíñôåðàìè íàçûâàåòñÿ
ïðåäïó÷îê, êîòîðûé ãîìîòîïè÷åñêè èíâàðèàíòåí è èìååò Witt-òðàíñôåðû. Òà-
êîé ïðåäïó÷îê ïðîïóñêàåòñÿ ÷åðåç Work → Work.


3. Ýòàëüíîå âûðåçàíèå â ðàçìåðíîñòè 1


Òåîðåìà 1. Ïóñòü F � ãîìîòîïè÷åñêè èíâàðèàíòíûé ïðåäïó÷îê ñ Witt-
òðàíñôåðàìè, è π : X ′ → X � ýòàëüíûé ìîðôèçì ãëàäêèõ êðèâûõ íàä ïîëåì
K, ÿâëÿþùèìñÿ ïîëåì ÷àñòíûõ íåêîòîðîãî ãëàäêîãî àôôèííîãî ìíîãîîáðàçèÿ,
òàêîé, ÷òî ïðîîáðàç íåêîòîðîé çàìêíóòîé òî÷êè z ∈ X ïîä äåéñòâèåì π
èçîìîðôåí z. Òîãäà π èíäóöèðóåò èçîìîðôèçì


π∗ :
F (U − z)


F (U)


∼→ F (U ′ − z)


F (U ′)
,


ãäå U � ëîêàëüíàÿ îêðåñòíîñòü z â X, à U ′ � ëîêàëüíàÿ îêðåñòíîñòü z′ =
= pi−1(z) â X ′.


Çàìå÷àíèå 4. Â òåðìèíàõ çàìå÷àíèÿ 3.2 òåîðåìà 1 îçíà÷àåò, ÷òî i∗ : F ′(U,U−
− z)→ F ′(U ′, U ′ − z) � èçîìîðôèçì.


Ëåììà 3.1. Ïóñòü π : X → X ′� ýòàëüíûé ìîðôèçì ãëàäêèõ êðèâûõ ñ òðèâè-
àëüíûìè êàíîíè÷åñêèìè êëàññàìè, z è z′ � òî÷êè X è X ′ òàêèå, ÷òî π(z′) = z
è ïîëÿ âû÷åòîâ z è z′ èçîìîðôíû, U = lim←−


z∈V⊂X
V, U ′ = lim←−


z′∈V ′⊂X′
V ′, òîãäà:


a) ñóùåñòâóåò Φ ∈ WorK((U,U − z), (X ′, X ′ − z′)) òàêîé, ÷òî [π ◦ Φ] = [i] â
WorK((U,U − z), (X,X − z));


b) ñóùåñòâóåò Ψ ∈ WorK((U,U − z), (X ′, X ′ − z′)) òàêîé, ÷òî [Ψ ◦ π] = [i′] â
WorK((U ′, U ′ − z′), (X ′, X ′ − z′)).


Çàìå÷àíèå 5. Óòâåðæäåíèå Ëåììû 3.1 îçíà÷àåò, ÷òî âWorK((U,U−z), (X,X−
− z′))


[π ◦ Φ] = [i] + [Ω], ãäåΩ ∈ WorK(U,X − z) è


[Ψ ◦ π] = [i′] + [Ω′], ãäåΩ′ ∈ Work(U
′, X ′ − z′).


Ýòî ìîæåò áûòü îáåñïå÷åíî ñëåäóþùèìè êîììóòàòèâíûìè äèàãðàììàìè âWorK .


(U − z)× A1 � � //


Θ′


��


U × A1


Θ


��


(U − z) � � //


π◦Φ


**TTTTTTTTTTTTTTTTTT


j0


55jjjjjjjjjjjjjjjj
U


++VVVVVVVVVVVVVVVVVVVVVVVVVVVVV


44hhhhhhhhhhhhhhhhhhhhhhhhhh (U − z) � � //


sshhhhhhhhhhhhhhhhhhhhhhh


jjVVVVVVVVVVVVVVVVVVVV
U


i+Ω


ttjjjjjjjjjjjjjjjjjjjjjjj


j1


iiTTTTTTTTTTTTTTTTTTTT


X − z � � // X
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(U ′ − z′)× A1 � � //


Ξ′


��


U × A1


Ξ


��


(U ′ − z′) � � //


Ψ◦π


**UUUUUUUUUUUUUUUUUUU


j0


44iiiiiiiiiiiiiiiii
U ′


++WWWWWWWWWWWWWWWWWWWWWWWWWWWWW


33hhhhhhhhhhhhhhhhhhhhhhhhhhh (U ′ − z′) � � //


sshhhhhhhhhhhhhhhhhhhhhhhh


kkVVVVVVVVVVVVVVVVVVVVV
U


i′+Ω′


ttiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiii


j1


jjTTTTTTTTTTTTTTTTTTTTTT


X ′ − z � � // X ′ ,


ãäå j0 è j1 � íóëåâîå è åäèíè÷íîå ñå÷åíèÿ.


Âûâîä òåîðåìû 1 èç ëåììû.
Ïîêàæåì, ÷òî èç ëåììû 3.1a) ñëåäóåò èíúåêòèâíîñòü π∗. Ïóñòü a ∈ F ′(U −


− z, U) è π∗(a) = 0. Ïîñêîëüêó F ′(U − z, U) = lim−→
z′∈V ′⊂X′


F ′(V − z, V ), óìåíüøèâ


X è X ′ ìîæíî äîáèòüñÿ, ÷òîáû a = j∗(aX), aX ∈ F ′(X − z,X), ãäå j : U → X,
à òàêæå, ÷òîáû êàíîíè÷åñêèå êëàññû X è X ′ áûëè òðèâèàëüíûìè. Òîãäà ïî
ëåììå 3.1a), ïðèìåí¼ííîé ê íîâûì X è X ′, j∗(aX) = Φ∗(π∗(aX)) = 0. Çíà÷èò,
ÿäðî π∗ ðàâíî 0.
Òåïåðü ïîêàæåì, ÷òî èç ëåììû 3.1b) ñëåäóåò ñþðúåêòèâíîñòü π∗. Ïóñòü a ∈
∈ F ′(U ′ − z, U ′). Àíàëîãè÷íî ñêàçàííîìó âûøå, óìåíüøèâ X è X ′, ìîæíî äî-
áèòüñÿ, ÷òîáû a = i′∗(a′X), a′X ∈ F ′(X ′− z,X ′). Òîãäà ïî ëåììå 3.1b), ïðèìåí¼í-
íîé ê X è X ′, i′∗(a′X) = π∗(Φ∗(a′X)) . Çíà÷èò π∗ ñþðúåêòèâíî. �
Äîêàçàòåëüñòâî ëåììû 3.1.


Ïóñòü X,X
′
� ïðîåêòèâíûå çàìûêàíèÿ X è X ′. Ïðîäîëæèì π äî ìîðôèçìà


π : X
′ → X. Îáîçíà÷èì D = X\X, D′ = X


′\X ′, D′′ = π−1(D) ⊂ X
′
, è ∆ ⊂ X×U


� ãðàôèê âëîæåíèÿ i : U ↪→ X.
Äëÿ ïîñòðîåíèÿ èñêîìûõ ìîðôèçìîâ Φ, Θ è Ω äîñòàòî÷íî ïîñòðîèòü:


1. P � êâàäðàòè÷íîå ïðîñòðàíñòâî â Proj(prU), ãäå prU : X ′ × U → U � êàíîíè-
÷åñêàÿ ïðîåêöèÿ. Ò.å. P ∈ K[X ′ × U ]−mod � êîíå÷íî ïîðîæä¼ííûé íàä K[U ]
è K[X ′ × U ]-ëèíåéíûé èçîìîðôèçì qP : P ' Hom(P,K[U ]),


2. H � êâàäðàòè÷íîå ïðîñòðàíñòâî â Proj(prA1×U), ãäå prA1×U : X ′ × A1 × U →
A1 × U � êàíîíè÷åñêàÿ ïðîåêöèÿ. Ò.å. H ∈ K[X × A1 × U ] − mod � êîíå÷íî
ïîðîæä¼ííûé íàä K[A1 × U ] è K[X × A1 × U ]-ëèíåéíûé èçîìîðôèçì qH : H '
Hom(H,K[A1 × U ]),


òàêèå, ÷òî:


3. êàíîíè÷åñêèå îòîáðàæåíèÿ:


P ⊗K[U ] K[U − z]→ K[X ′ − z′]⊗K[X′] P ⊗K[U ] K[U − z],


H ⊗K[U ] K[U − z]→ K[X − z]⊗K[X] H ⊗K[U ] K[U − z]


ÿâëÿþòñÿ èçîìîðôèçìàìè,


4. è ñóùåñòâóþò èçîìîðôèçìû êâàäðàòè÷íûõ ïðîñòðàíñòâ:


(3.1)
j0
∗(qH) ' πU ∗(qP )


j1
∗(qH) ' qE ⊕ qG,


ãäå q∆ � åäèíè÷íàÿ êâàäðàòè÷íàÿ ôîðìà íà K[∆] (ò.å. ôîðìà, ïîëó÷àåìàÿ èç
åäèíè÷íîé ïðè ïîìîùè èçîìîðôèçìà K[∆] ' K[U ]), è K[X × U ]-ìîäóëü G, íà
êîòîðîì îïðåäåëåíà êâàäðàòè÷íàÿ ôîðìà qG, îáëàäàåò ñâîéñòâîì G ' K[X −
− z]⊗K[X] G.


Áóäåì ñòðîèòü ýòè ìîäóëè ñ ïîìîùüþ ñïåöèàëüíî âûáðàííûõ ãëîáàëüíûõ ñå-


÷åíèé ïó÷êîâ s′ ∈ L (nD′′U) íà X
′
U , s ∈ L (lnDU×A1) íà XU×A1 è s0, s1 ∈ L (lnDU)
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íà XU (íèæíèìè èíäåêñàìè çäåñü îáîçíà÷åíû çàìåíû áàçû), êîòîðûå áóäåì
íàõîäèòü ñ ïîìîùþ ñëåäóþùåé ïîäëåììû, ÿâëÿþùåéñÿ ñëåäñòâèåì òåîðåìû
Ñåððà (òåîðåìà 5.2, ãë. 3 èç [3]):


Ïîäëåììà 3.1.1. Ïóñòü X � ïðîåêòèâíàÿ ñõåìà íàä ñïåêòðîì íåêîòîðîãî
í¼òåðîâîãî êîëüöà, Z � çàìêíóòàÿ ïîäñõåìà, F � êîãåðåíòíûé ïó÷îê, è L
� î÷åíü îáèëüíîå ëèíåéíîå ðàññëîåíèå íà X. Äëÿ âñåõ n, áîëüøèõ íåêîòîðîãî
k, îãðàíè÷åíèå Γ(F ⊗L ⊗n)→ Γ((F ⊗L ⊗n)


∣∣
Z


) � ñþðúåêòèâíî.


Ââåä¼ì äîïîëíèòåëüíûå îáîçíà÷åíèÿ: z � äèàãîíàëü â z × z, z′ � ãðàôèê
π : z′ → z, êîòîðûé ôàêòè÷åñêè òîæå ÿâëÿåòñÿ äèàãîíàëüþ, ïîñêîëüêó π çàäà¼ò
èçîìîðôèçì z è z′, W � ëîêàëüíàÿ îêðåñòíîñòü z â z × U , W ′ � ëîêàëüíàÿ
îêðåñòíîñòü z â z′ × U , δ′ � ëîêàëüíûé ïàðàìåòð â K[W ′], N ′ = SpecK[W ′]/δ′2


� çàìêíóòàÿ ïîäñõåìà â W ′.


Ñíà÷àëà ïîñòðîèì èñêîìîå ñå÷åíèå íà X
′
z, äëÿ ýòîãî äîêàæåì ñëåäóþùåå


óòâåðæäåíèå:


Ïîäëåììà 3.1.2. Ïóñòü π : X ′ → X � êîíå÷íûé ìîðôèçì ïðîåêòèâíûõ êðè-
âûõ íàä áåñêîíå÷íûì ïîëåì, z � çàìêíóòàÿ òî÷êà X ′, Y � çàìêíóòàÿ ïîä-
ñõåìà X ′ íå ñîäåðæàùàÿ z, è L � î÷åíü îáèëüíûé ëîêàëüíî ñâîáîäíûé ïó÷îê
ðàíãà 1 íà X ′. Òîãäà äëÿ âñåõ n áîëüøèõ íåêîòîðîãî n0 ñóùåñòâóåò ãëîáàëü-
íîå ñå÷åíèå s ïó÷êà L ⊗n, îáðàùàþùååñÿ â 0 â z, íå îáðàùàþùååñÿ â 0 íà Y, è
òàêîå, ÷òî îãðàíè÷åíèå π íà div s ÿâëÿåòñÿ çàìêíóòûì âëîæåíèåì (òî÷íåå,
èìååòñÿ ââèäó îãðàíè÷åíèå π íà ïîäñõåìó â X ′ îïðåäåëÿåìóþ ïó÷êîì èäåàëîâ
â O(X ′) ñîñòîÿùèì èç ôóíêöèé f : divf > divs).


Äîêàçàòåëüñòâî ïîäëåììû 3.1.2.
Òî, ÷òî π : divs → X � çàìêíóòîå âëîæåíèå, îçíà÷àåò, ÷òî επ : O(X)) →


π∗(O(divs)), èíäóöèðîâàííîå π, ñþðúåêòèâíî. Îáîçíà÷èì ÷åðåç Γ àôôèííîå
ïðîñòðàíñòâî ãëîáàëüíûõ ñå÷åíèé L ⊗n, ñîñòîÿùåå èç ñå÷åíèé îáðàùàþùèõñÿ
â 0 â z. Ïî ïîäëåììå 3.1.1 äëÿ áîëüøèõ n Γ íåïóñòî. Ïîêàæåì, ÷òî íåñþðú-
åêòèâíîñòü επ � çàìêíóòîå óñëîâèå â Γ. Äëÿ ýòîãî ðàññìîòðèì îòîáðàæåíèå
µ = πΓ : X ′ × Γ → X × Γ è óíèâåðñàëüíîå ñå÷åíèå sΓ ∈ Γ(pr∗X′(L


⊗n)), ãäå
pr : X ′ × Γ → X ′ � ïðîåêöèÿ âäîëü Γ. Îïðåäåëèì Zi ⊂ X ′ × Γ � íîñèòåëü êî-
ÿäðà εµ : O(X × Γ) → µ∗ (O(divsΓ)) , è Zn ⊂ Γ � îáúåäèíåíèå ïîäïðîñòðàíñòâ
ñå÷åíèé îáðàùàþùèõñÿ â 0 â êàêîé-ëèáî èç òî÷åê Y . Òîãäà èñêîìîå ñå÷åíèå s
� ðàöèîíàëüíàÿ òî÷êà Γ, ëåæàùàÿ âíå prΓ(Zi) (ãäå prΓ � ïðîåêöèÿ âäîëü X ′),
è âíå Zn. Íàëè÷èå ðàöèîíàëüíûõ òî÷åê Γ âíå prΓ(Zi) ∪ Zn, ðàâíîñèëüíî òîìó,
÷òî Γ 6= prΓ(Zi) ∪ Zn, êàê ñõåìû íàä áàçîâûì ïîëåì.
Ïîñêîëüêó Y íå ñîäåðæèò z, ïî ïîäëåììå 3.1.1, äëÿ äîñòàòî÷íî áîëüøèõ n


ñóùåñòâóåò ñå÷åíèå îáðàùàþùååñÿ â 0 â z, è íå îáðàùàþùååñÿ â 0 íà Y , ïîýòîìó
Γ 6= Zn, è ïîñêîëüêó Γ íåïðèâîäèìî äîñòàòî÷íî äîêàçàòü, ÷òî Γ 6= prΓ(Zi).
Ïîñêîëüêó ïîñëå ðàñøèðåíèÿ ñêàëÿðîâ ðàâåíñòâî áû íå íàðóøèëîñü, äîñòà-


òî÷íî äîêàçûâàòü óòâåðæäåíèå íàä àëãåáðàè÷åñêè çàìêíóòûì ïîëåì F . Åñ-
ëè π : divs → X íå ÿâëÿåòñÿ âëîæåíèåì, òî divs > p1 + p2 äëÿ íåêîòîðûõ
p1, p2 ∈ X ′, π(p1) = π(p2) (p1 è p2 ìîãóò ñîâïàäàòü). Äëÿ òîãî, ÷òîáû îöåíèòü
ðàçìåðíîñòü Zi, îïðåäåëèì êîðàçìåðíîñü ïîäïðîñòðàíñòâà. Îáîçíà÷èì ÷åðåç
S(D) çàìêíóòóþ ïîäñõåìó â X ′, îïðåäåëÿåìóþ ïó÷êîì èäåàëîâ â O(X), ñîñòîÿ-
ùèõ èç ôóíêöèé f : divf > D äëÿ äèâèçîðà D â X ′. Çàìåòèì, ÷òî äëÿ áîëüøèõ
n äëÿ ëþáîé ïàðû òî÷åê p1, p2 ∈ X ′ îòîáðàæåíèå îãðàíè÷åíèÿ


rp1,p2,n : Γ(L ⊗n)→ Γ(L ⊗n)
∣∣
S(p1+p2+z)


) = F 2
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ñþðúåêòèâíî, ïîñêîëüêó ïðè ôèêñèðîâàííîì n ñþðúåêòèâíîñòü rp1,p2,n ÿâëÿåò-
ñÿ îòêðûòûì óñëîâèåì íà ïàðó (p1, p2), à äëÿ êàæäîé ïàðû p1, p2 ïî ïîäëåììå
3.1.1 äëÿ áîëüøèõ n rp1,p2,n ñþðúåêòèâíî. Ñëåäîâàòåëüíî, êîðàçìåðíîñòü ïîä-
ïðîñòðàíñòâà â Γ0, ñîñòîÿùåãî èç ñå÷åíèé div s > p1+p2 ñîâïàäàåò ñ êîðàçìåðíî-
ñòüþ ïîäïðîñòðàíñòâà ôóíêöèé {f ∈ F [S(p1 +p2 +z)] : divf > p1 +p2, divf > z}
â ïðîñòðàíñòâå ôóíêöèé, îáðàùàþùèõñÿ â 0 â z, ò.å. ðàâíà 2, êîãäà p1, p2 6= z è
ðàâíà 1, êîãäà õîòÿ áû îäíà èç òî÷åê ñîâïàäàåò ñ z.
Äëÿ ïðîèçâîëüíîé òî÷êè p ∈ X ñóùåñòâóåò êîíå÷íîå ìíîæåñòâî ïàð p1, p2 ∈


X : π(p1) = π(p2) = p. Ïîñêîëüêó äëÿ p 6= π(z) äëÿ êàæäîé òàêîé ïàðû óñëîâèå
div s > p1 + p2 îïðåäåëÿåò ïîäìíîæåñòâî â Γ êîðàçìåðíîñòè 2, òî dim(Z ∩
(p × Γ)) 6 dim Γ − 2. Äëÿ p = π(z) ýòè óñëîâèÿ èìåþò êîðàçìåðíîñòü õîòÿ áû
1, çíà÷èò, dim(Z ∩ (π(z)× Γ)) 6 dim Γ− 1. Òàêèì îáðàçîì, dimZ 6 dim Γ− 1, è
çíà÷èò, Γ 6= prΓ(Zi). �
Ïî ïîäëåììå 3.1.2, ïðèìåí¼ííîé ê πz : X


′ → X è ïó÷êó L (D′′ × z), äëÿ n


áîëüøèõ íåêîòîðîãî k ñóùåñòâóåò ñå÷åíèå s ∈ L(nD′′ × z) íà X
′
z, òàêîå, ÷òî


îãðàíè÷åíèå πz íà divs ÿâëÿåòñÿ çàìêíóòûì âëîæåíèåì, s îáðàùàåòñÿ â íîëü â
z′ è íå îáðàùàåòñÿ â íîëü íà π−1(z) × z − z′ è íà D′′ × U . Ïî ïîäëåììå 3.1.1,
ïðèìåí¼ííîé ê ìíîãîîáðàçèÿì X ′ × U,X × U, ïó÷êàì O(X ′ × U),O(X × U) è
ëèíåéíûì ðàññëîåíèÿì L (D′′×U) è L (D′′×U) äëÿ âñåõ n, áîëüøèõ íåêîòîðîãî
k, îòîáðàæåíèÿ îãðàíè÷åíèÿ


Γ(X ′ × U,L (nD′′ × U))→ Γ(L (nD′′ × U)
∣∣
z′×U∪D′×U∪X′×z)


Γ(X × U,L (lnD × U))→ Γ(L (lnD × U)
∣∣
z×U∪D×U∪∆


)


ñþðúåêòèâíû. Âûáåðåì n > k, k. È âûáåðåì s, óäîâëåòâîðÿþùåå îïèñàííûì
âûøå óñëîâèÿì.
Âûáåðåì s′ � ãëîáàëüíîå ñå÷åíèå L (nD′′ × U) òàêîå, ÷òî s′


∣∣
X′×z = s, s′ � íå


îáðàùàåòñÿ â íîëü íà D′ × U , s′
∣∣
N ′


= δ, (çäåñü èñïîëüçóåòñÿ íåêîòîðàÿ òðèâèà-


ëèçàöèÿ L (nD′′ × U)
∣∣′
N
). Òîãäà


(3.2) s′.(π−1(z′)× U) = z′, div s′.(D′ × U) = 0.


Ïåðâîå ðàâåíñòâî ñëåäóåò èç òîãî, ÷òî s′ íå îáðàùàåòñÿ â íîëü íà (π−1(z′)×U)−
− z′, ïîñêîëüêó s íå îáðàùàåòñÿ â íîëü íà π−1(z)× z − z′, è òîãî, ÷òî s′


∣∣
N ′


= δ′,
à âòîðîå � ïåðåôîðóëèðîâêà íåîáðàùåíèÿ â íîëü.
Ïóñòü s0 � íåêîòîðîå ñå÷åíèå L (lnDU), òàêîå, ÷òî div s0 = πU ∗(div s


′). Òîãäà
èç 3.2 ñëåäóåò:


(3.3) div s0.(z
′ × U) = z, div s0.(D × U) = 0.


Òåïåðü âûáåðåì ñå÷åíèå s1 ïó÷êà L (lnD × U):


s1


∣∣
∆


= 0, s1


∣∣
(z∪D)×U = s0


∣∣
(z∪D)×U


(ñîãëàñîâàííîñòü óñëîâèé íà ïåðåñå÷åíèÿõ îáåñïå÷èâàåòñÿ òåì, ÷òî ∆ ∩ (z ×
× U) = z è s0 îáðàùàåòñÿ â íîëü â z). È Ïóñòü s = s0 · (1− t) + s1 · t � ñå÷åíèå
L (lnD × U × A1). Òîãäà èç 3.3 ïîëó÷èì:


(3.4) div s.(z × U × A1) = z× A1, div s.(D × U × A1) = 0,


ïîñêîëüêó s
∣∣
(z∪D)×U×A1 = s0


∣∣
(z∪D)×U .


Ïóñòü S ′ = div s′, S = div s, S0 = div s0, S1 = div s1. Îãðàíè÷åíèå πU íà
ïîäñõåìó S ′ ÿâëÿåòñÿ çàìêíóòûì âëîæåíèåì, ïîñêîëüêó íàä çàìêíóòîé òî÷êîé
U (ò.å. z) îíî ñîâïàäàåò ñ îãðàíè÷åíèåì πz íà div s, è ÿâëÿåòñÿ çàìêíóòûì
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âëîæåíèåì. Ñëåäîâàòåëüíî πU çàäà¼ò èçîìîðôèçì S ′
∼→ S0. Çàìåòèì, ÷òî S


′ ⊂
⊂ X ′×U è S ⊂ X ×U ×A1 ïî âòîðûì ðàâåíñòâàì èç 3.2 è 3.4, è ñ ó÷¼òîì òîãî,
÷òî s


∣∣
X×U×0


= s0, s
∣∣
X×U×1


= s1 ïîëó÷èì êîììóòàòèâíóþ äèàãðàììó


S1


(1)


� � //
� _


iS1
��


S


(3)


� _


iS
��


S0


(5)


� _


iS0
��


? _oo S ′
woo


� _


iS′
��


XU


(2)


� � idX×j1//


prU


��


XA1×U


(4)prU×A1


��


XU
? _


idX×j0oo


prU


��


X ′U
πUoo


prU


��
U


� � j1 // U × A1 U_?
j0oo U,


â êîòîðîé êâàäðàòû (1-4) äåêàðòîâû.
È òåïåðü îïðåäåëèì ìîäóëè


P = K[S ′]K[X′×U ], H = K[S]K[X×U×A1].


Äëÿ ïðîâåðêè óñëîâèÿ 3, êîòîðîå íå çàâèñèò îò âûáîðà èçîìîðôèçìîâ qP è
qH , âîñïîëüçóåìñÿ òåì, ÷òî s � íå îáðàùàåòñÿ â íîëü íà z× (U − z)×A1 è s′ íå
îáðàùàåòñÿ â íîëü íà z′ × (U − z), è ñëåäîâàòåëüíî


S ∩ (z × U × A1) ⊂ z × z × A1 ⊂ S ∩ (X × z × A1)


S ′ ∩ (z′ × U) ⊂ z′ × z ⊂ S ′ ∩ (X
′ × z).


Çíà÷èò,


K[X − z]⊗K[X] K[S]⊗K[U ] K[U − z] ' K[S]⊗K[U ] K[U − z]


K[X ′ − z′]⊗K[X′] K[S ′]⊗K[U ] K[U − z] ' K[S ′]⊗K[U ] K[U − z].


Òåïåðü óáåäèìñÿ ÷òî P è H � êîíå÷íî ïîðîæä¼ííûå ïðîåêòèâíûå K[U ] è
K[U × A1] ñîîòâåòñòâåííî ìîäóëè, è çàäàäèì íà íèõ ñòðóêòóðû êâàäðàòè÷íûõ
ïðîñòðàíñòâ. Äëÿ ýòîãî ïîêàæåì, ÷òî ìîðôèçìû ñõåì pS′ = prU ◦ iS′ : S ′ → U è
pS = prU ◦ iS : S → U ÿâëÿþòñÿ êîíå÷íûìè è ïëîñêèìè. È îïðåäåëèì íåêîòîðûå
K[S ′]-ëèíåéíûé è K[S]-ëèíåéíûé èçîìîðôèçìû


qS′ : K[S ′] ' Hom(K[S ′], K[U ]),


qS : K[S] ' Hom(K[S], K[U × A1]),


êîòîðûå îïðåäåëÿþò êâàäðàòè÷íûå ïðîñòðàíñòâà â Proj(pS′) è Proj(pS), è îãðà-
íè÷åíèÿìè ñêàëÿðîâ âäîëü âëîæåíèé iS′ è iS ïîëó÷èì èñêîìûå èçîìîðôèçìû
qP è qH .
Ïóñòü d ∈ L (lnD×U ×A1) � ñå÷åíèå, êîòîðîå çàäà¼ò äèâèçîð lnD×U ×A1,


òîãäà f = s
d
� ðàöèîíàëüíàÿ ôóíêöèÿ íà X × U × A1, êîòîðàÿ ðåãóëÿðíà íà


X × U × A1. Ðàññìîòðèì îòîáðàæåíèå


F = (f, prU×A1) : X × U × A1 → A1 × U × A1,


è îáîçíà÷èì B ∈ K[A1×U ×A1]−mod � êîëüöî K[X ×U ×A1] ðàññìîòðåííîå
êàê K[A1 × U × A1]-ìîäóëü ïîñðåäñòâîì F .
Ïîêàæåì, ÷òî B � êîíå÷íî ïîðîæä¼ííûé ïðîåêòèâíûéK[A1×U×A1]-ìîäóëü.


Äëÿ ýòîãî çàìåòèì, ÷òî F ïîëó÷àåòñÿ ïðè ïîìîùè çàìåíû áàçû A1×U ×A1 →
P1 × U × A1 èç ïðîåêòèâíîãî ìîðôèçìà


F = ([s : d], idU×A1) : X × U × A1 → P1 × U × A1.
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F � ìîðôèçì îòíîñèòåëüíîé ïðîåêòèâíîé êðèâîé X ×U ×A1 â îòíîñèòåëüíóþ
ïðîåêòèâíóþ ïðÿìóþ P1 × U × A1 çàäàííûé äâóìÿ íåïðîïîðöèîíàëüíûìè ñå-
÷åíèÿìè, ïîñêîëüêó s íå îáðàùàåòñÿ â íîëü íà DU×A1 . Ïî ïðèâåä¼ííîé íèæå
ïîäëåììå F � êîíå÷íûé, ñþðúåêòèâíûé, ïëîñêèé, çíà÷èò F � êîíå÷íîå, ñþðú-
åêòèâíîå, ïëîñêîå, è, ïîñêîëüêó êîíå÷íî ïîðîæä¼ííûé ïëîñêèé ìîäóëü � ïðî-
åêòèâíûé, òî B � êîíå÷íî ïîðîæä¼ííûé ïðîåêòèâíûé K[A1 × U ×A1]-ìîäóëü.


Ïîäëåììà 3.1.3. Ïóñòü F : XT → P1
T � ìîðôèçì ãëàäêîé îòíîñèòåëüíîé


ïðîåêòèâíîé êðèâîé XT â îòíîñèòåëüíóþ ïðîåêòèâíóþ ïðÿìóþ P1
T íàä íåêî-


òîðîé ñóùåñòâåííî ãëàäêîé ñõåìîé T , çàäàííûé äâóìÿ íåïðîïîðöèîíàëüíûìè
ñå÷åíèÿìè s, d íåêîòîðîãî ëèíåéíîãî ðàññëîåíèÿ íà XT . Òîãäà F � êîíå÷íûé,
ñþðúåêòèâíûé, ïëîñêèé.


Äîêàçàòåëüñòâî. Ïðîîáðàç F−1(t) ⊂ XT ïðîèçâîëüíîé òî÷êè t ∈ P1
T èçîìîð-


ôåí div(s · t1 − d · t2) ⊂ X t, ãäå t1, t2 íåïðîïîðöèîíàëüíûå ñå÷åíèÿ O(1) íà P1
T .


Ïîñêîëüêó s íåïðîïîðöèîíàëüíî d, òî s · t1− d · t2 6≡ 0, è çíà÷èò, div(s · t1− d · t2)
� íå ïóñòîå ñîáñòâåííîå çàìêíóòîå ïîäíîæåñòâî â Xt, è çíà÷èò, dimF−1(t) = 0,
äëÿ ëþáîé òî÷êè t. Òàêèì îáðàçîì, F � ñþðúåêòèâíûé è êâàçèêîíå÷íûé. À
ïîñêîëüêó êàçèêîíå÷íûé ïðîåêòèâíûé ìîðôèçì � êîíå÷íûé, òî F � êîíå÷-
íûé. Òåïåðü çàìåòèì, ÷òî ïîñêîëüêó XT è P1


T � ñóùåñòâåííî ãëàäêèå è èõ
ðàçìåðíîñòè ñîâïàäàþò, òî F � ïëîñêèé (ñì. ñëåäñòâèå V.3.9. è òåîðåìà II.4.7
[5]). �
Ïîñêîëüêó êàíîíè÷åñêèå êëàññû X × U × A1 è A1 × U × A1 òðèâèàëüíû, ïî


óòâåðæäåíèþ 2.1 èç [4] ñóùåñòâóåò K[X × U × A1]-ëèíåéíûé èçîìîðôèçì


q : B ' Hom(B,K[A1 × U × A1]).


Ïîñêîëüêó S = div0s = div0f , èìååò ìåñòî êîììóòàòèâíàÿ äèàãðàììà, â êîòîðîé
êâàäðàòû äåêàðòîâû:


X × U × A1


F
��


S?
_o


prU×A1


��


S0
? _o


prU


��


S ′
'oo


��~~
~~


~~
~~


A1 × U × A1 U × A1? _
0×idU×A1o U?


_j0o .


Òåïåðü îïðåäåëèì èçîìîðôèçìû qS = (0× idU×A1)∗(q), qS0 = j0
∗(qS), è qS′ � êàê


èçîìîðôèçì ïîëó÷åííûé èç qS0 ñ ïîìîùüþ èçîìîðôèçìà π∗U : K[S0] ' K[S ′].
Ïåðâûé èçîìîðôèçì èç 3.1 óñòàíàâëèâàåòñÿ ñëåäóþùåé ïîñëåäîâàòåëüíîñòüþ


èçîìîðôèçìîâ:


πU ∗(qP ) ' (πU ◦ iS′)∗(qS′)
1' iS0∗(qS0) ' iS0∗j0


∗(qS)
2'


2' j0
∗iS∗(qS) ' j0


∗(qH),


â êîòîðîé èçîìîðôèçì 1 ñëåäóåò èç êîììóòàòèâíîñòè êâàäðàòà (5) äèàãðàì-
ìû 3 è òîãî, ÷òî êîìïîçèöèÿ îãðàíè÷åíèé ñêàëÿðîâ ñîâïàäàåò ñ îãðàíè÷åíèåì
ñêàëÿðîâ âäîëü êîìïîçèöèè, èçîìîðôèçì 2 � èç äåêàðòîâîñòè êâàäðàòîâ (3-4)
äèàãðàììû 3 è òîãî, ÷òî îãðàíè÷åíèå ñêàëÿðîâ êîììóòèðóåò ñ çàìåíîé áàçû, à
îñòàëüíûå � èç îïðåäåëåíèé qP , qS0 , è qH .
Îñòà¼òñÿ äîáèòüñÿ âûïîëíåíèÿ âòîðîãî èçîìîðôèçìà èç 3.1. Àíàëîãè÷íî qS0


îïðåäåëèì qS1 = j1
∗(qS). Ïîñêîëêó êâàäðàòû (1-2) äèàãîðàììû 3 äåêàðòîâû


j1
∗(qH) = j1


∗iS∗(qS) ' iS1∗j1
∗(qS) = iS1∗(qS1).
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Òàê êàê s1


∣∣
∆


= 0, òî div s1 = ∆ +R.


R ∩ (z × U) = div s1.(z × U)−∆.(z × U) = div s0.(z × U)− z = 0,


ò.å. R∩(z×U) = ∅, è ïîñêîëüêó z � åäèíñòâåííàÿ çàìêíóòàÿ òî÷êà ∆, òî R∩∆ =
= ∅. Ñëåäîâàòåëüíî S1 ðàñïàäàåòñÿ â äèçúþíêòíîå îáúåäèíåíèå ∆ è R. Çíà÷èò,
K[S1] ðàñêëàäûâàåòñÿ â ïðîèçâåäåíèå êîëåö K[∆] è K[R], è K[S1]-ëèíåéíàÿ
êâàäðàòè÷íàÿ ôîðìà qS1 ðàñêëàäûâàåòñÿ â ïðÿìóþ ñóììó ôîðì íà K[∆] è íà
G = K[R]. È, ïîñêîëüêó R ∩ (z × U) = ∅, G ' K[X − z] ⊗K[X] G. Îñòà¼òñÿ
óäîâëåòâîðèòü óñëîâèå, ÷òîáû êâàäðàòè÷íàÿ ôîðìà íà K[∆] ÿâëÿëàñü åäèíè÷-
íîé. Â äåéñòâèòåëüíîñòè îíà ìîæåò îêàçàòüñÿ çàäàííîé íåêîòîðîé îáðàòèìîé
â K[U ] ôóíêöèåé l. Òîãäà äîìíîæèì êâàäðàòè÷íûå ôîðìû íà H, P è G íà l−1,
ïðè ýòîì èõ ñîãëàñîâàííîñòü íå íàðóøèòñÿ, à íîâîå îãðàíè÷åíèå íà K[∆] áóäåò
çàäàíî åäèíè÷íîé ôîðìîé.
b) Äëÿ ïîñòðîåíèÿ èñêîìûõ ìîðôèçìîâ äîñòàòî÷íî ïîñòðîèòü:


1. P � êâàäðàòè÷íîå ïðîñòðàíñòâî â Proj(prU), ãäå prU : X ′ × U → U � êàíîíè-
÷åñêàÿ ïðîåêöèÿ. Ò.å. P ∈ K[X ′ × U ]−mod � êîíå÷íî ïîðîæä¼ííûé íàä K[U ]
è K[X ′ × U ]-ëèíåéíûé èçîìîðôèçì P ' Hom(P,K[U ]),


2. H � êâàäðàòè÷íîå ïðîñòðàíñòâî â Proj(prA1×U ′), ãäå prU : X ′ × A1 × U ′ →
A1 × U ′ � êàíîíè÷åñêàÿ ïðîåêöèÿ. Ò.å. H ∈ K[X ′ × A1 × U ′] − mod � êî-
íå÷íî ïîðîæä¼ííûé íàä K[A1 × U ′] è K[X ′ × A1 × U ′]-ëèíåéíûé èçîìîðôèçì
H ' Hom(H,K[A1 × U ′]),
òàêèå, ÷òî:


3. êàíîíè÷åñêèå îòîáðàæåíèÿ:


P ⊗K[U ] K[U − z]→ K[X ′ − z′]⊗K[X] P ⊗K[U ] K[U − z],


H ⊗K[U ′] K[U ′ − z′]→ K[X ′ − z′]⊗K[X′] H ⊗K[U ′] K[U ′ − z′]
ÿâëÿþòñÿ èçîìîðôèçìàìè,


4. è ñóùåñòâóþò èçîìîðôèçìû êâàäðàòè÷íûõ ïðîñòðàíñòâ:


(3.5)
j0
∗(qH) ' (id(X)× π)∗(qP )


j1
∗(qH) ' q∆′ ⊕ qG,


ãäå q∆′ � åäèíè÷íàÿ êâàäðàòè÷íàÿ ôîðìà íà K[∆′], ∆′ � ãðàôèê âëîæåíèÿ
U ′ ↪→ X ′ (ò.å. èìååòÿ ââèäó ôîðìà, ïîëó÷àåìàÿ èç åäèíè÷íîé ïðè ïîìîùè èçî-
ìîðôèçìà K[∆′] ' K[U ′]), è K[X ′×U ′]-ìîäóëü G, íà êîòîðîì îïðåäåëåíà êâàä-
ðàòè÷íàÿ ôîðìà qG, îáëàäàåò ñâîéñòâîì G ' K[X ′ − z′]⊗K[X′] G.


Áóäåì ñòðîèòü ýòè ìîäóëè ñ ïîìîùüþ ñïåöèàëüíî âûáðàííûõ ãëîáàëüíûõ


ñå÷åíèé ïó÷êîâ L (nD′U) íà X
′
U , L (nD′U ′×A1) íà X


′
U ′×A1 è L (nD′U ′) íà X


′
U ′ äëÿ


äîñòàòî÷íî áîëüøîãî n (óñëîâèÿ íà ýòè ñå÷åíèÿ ïðèâåäåíû íèæå).
Îáîçíà÷èì: z′′ � äèàãîíàëü â z′×z′, W ′′ � ëîêàëüíàÿ îêðåñòíîñòü z′′ â z′×U ′.
Ïî ïîäëåììå 3.1.1 äëÿ ëþáîãî n, áîëüøåãî íåêîòîðîãî k, ñóùåñòâóåò ñå÷å-


íèå s′ ïó÷êà L (nD′U), òàêîå, ÷òî s′ íå îáðàùàåòñÿ â íîëü íà D′ × U è â òî÷êàõ
z′ × U îòëè÷íûõ îò z′, è s′


∣∣
N ′


= δ′ (çäåñü èñïîëüçóåòñÿ íåêîòîðàÿ òðèâèàëè-
çàöèÿ L (nD′U) íà N ′). Ïóñòü òåïåðü s0 = (idX′ × π)∗(s′) � ñå÷åíèå L (nD′U ′),
ÿâëÿþùååñÿ îáðàòíûì îáðàçîì s′ âäîëü idX′×π. Òîãäà s0 íå îáðàùàåòñÿ â íîëü


íà D′ × U ′ è â òî÷êàõ z′ × U ′ îòëè÷íûõ îò z′′, è s0


∣∣
N ′′


= δ′′, ãäå δ′′ � îáðàòíûé
îáðàç δ âäîëü idX′ × π.
Òåïåðü âûáåðåì ñå÷åíèå s1 ïó÷êà L (nD′ × U ′) íà X ′ × U ′ òàêîå, ÷òî


s1


∣∣
(z′∪D′)×U ′ = s0


∣∣
(z′∪D′)×U ′ , s1


∣∣
∆′


= 0,
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óñëîâèÿ ñîãëàñîâàííû ïîñêîëüêó s0 îáðàùàåòñÿ â íîëü íà ∆′ ∩ ((z′ ∪D′)×U) =


= z′′. Ïóñòü s = s0 · (1− t) + s1 · t � ñå÷åíèå L (nD′ × U ′ ×A1) íà X
′ × U ′ ×A1,


òîãäà s íå îáðàùàåòñÿ â íîëü íà D′ ×U ′ ×A1 è íà (z′ ×U ′ − z′)×A1, s
∣∣
W ′×A1 =


= δ′ (çäåñü ïîäðàçóìåâàåòñÿ òðèâèàëèçàöèÿ L (lnDU ′×A1)
∣∣
W ′×A1 = O(W ′ ×A1)),


s
∣∣
X
′×U ′×0


= s0, s
∣∣
X
′×U ′×1


= s1.


Ðàññìîòðèì çàìêíóòûå ïîäñõåìû S ′ = divs′, S = divs, S1 = divs1, S0 = divs0


â X ′ × U, X ′ × U ′ × A1 è X ′ × U ′.


S1
� � //


� _


��


S� _


��


S0� _


��


? _oo
w


// S ′� _


��
X ′U ′


� � idX×j1//


��


X ′A1×U ′


��


X ′U ′? _
idX′×j0oo


idX′×π
//


��


X ′U


��
U ′


� � j1 // U ′ × A1 U ′? _
j0oo π // U.


S ′ ⊂ X ′ × U , ïîñêîëüêó s′ íå îáðàùàåòñÿ â íîëü íà D′ × U , è S ⊂ X ′ × U ′ ×A1,
ïîñêîëüêó s íå îáðàùàåòñÿ â íîëü íà D′ × U ′.
Ïîëîæèì P = K[S ′]K[X′×U ], H = K[S]K[X′×U ′].
Ïðîâåðèì óñëîâèå 3. Ïîñêîëüêó s íå îáðàùàåòñÿ â íîëü íà z′ × (U ′ − z′)×A1


è s′ íå îáðàùàåòñÿ â íîëü íà z′ × (U − z), òî


S ∩ (z′ × U ′ × A1) ⊂ z′ × z′ × A1 ⊂ S ∩ (X ′ × z′ × A1)


S ′ ∩ (z′ × U) ⊂ z′ × z ⊂ S ′ ∩ (X
′ × z)


è
K[S]⊗K[U ′] K[U ′ − z′] ' K[X ′ − z′]⊗K[X′] K[S]⊗K[U ′] K[U ′ − z′]
K[S ′]⊗K[U ] K[U − z] ' K[X ′ − z′]⊗K[X′] K[S ′]⊗K[U ] K[U − z].


Òåïåðü íóæíî çàäàòü ñòðóêòóðû êâàäðàòè÷íûõ ïðîñòðàíñòâ íà P è H. Ñäå-
ëàåì ýòî ñ ïîìîùüþ îòîáðàæåíèé


F = (
s


d
, prU ′×A1) : X ′ × U ′ × A1 → A1 × U ′ × A1,


F0 = (
s0


d
, prU ′) : X ′ × U ′ → A1 × U ′,


F ′ = (
s′


d
, prU) : X ′ × U → A1 × U,


ãäå d ∈ L (nD′) � ñå÷åíèå, çàäàþùåå äèâèçîð nD′ íà X ′ (òî÷íåå ïîäðàçóìåâà-
þòñÿ åãî îáðàòíûå îáðàçû â L (nD′ × U ′ × A1),L (nD′ × U ′) è L (nD′ × U)).
Áëàãîäàðÿ ñîãëàñîâàííîñòè s, s0 è s


′ íà X ′ × U ′, êîììóòàòèâíà äèàãðàììà


SJ j


woooooooooooooo


p


��


S0L l


{vvvvvvvvv


��


? _o �� / S ′M m


{wwwwwwwww


��


X ′ × U ′ × A1


F


��


X ′ × U ′


F0


��


? _o �� / X ′ × U


F ′


��


U ′ × A1
J j


0×idU′×A1woooooooooooo
U ′L l


0×idU′{vvvvvvvvv
? _


idU′×0
o


π
// UM m


0×idU{wwwwwwwww


A1 × U ′ × A1 A1 × U ′? _


idA1×idU′×0
o


idA1×π
// A1 × U .
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Èç ñîîáðàæåíèé, àíàëîãè÷íûõ ïðèâåä¼ííûì â äîêàçàòåëüñòâå ïóíêòà a), ìîð-
ôèçìû F, F0 è F


′ ÿâëÿþòñÿ êîíå÷íûìè ñþðúåêòèâíûìè è ïëîñêèìè, à K[X ′ ×
U ′ × A1], K[X ′ × U ′] è K[X ′ × U ] � êîíå÷íî ïîðîæä¼ííûìè ïðîåêòèâíûìè ìî-
äóëÿìè íàä K[A1 × U ′ × A1], K[A1 × U ′] è K[A1 × U ], ñîîòâåòñòâåííî.
Ïîñêîëüêó F , F0 è F


′ ìîðôèçìû îòíîñèòåëüíûõ êðèâûõ X ′U ′×A1 , X ′U ′ è X
′
U â


îòíîñèòåëüíûå àôôèííûå ïðÿìûå A1
U ′×A1 , A1


U ′ è A1
U , îòíîñèòåëüíûå êàíîíè-


÷åñêèå êëàññû ω(F ), ω(F0), ω(F ′) ñîãëàñîâàííî èçîìîðôíû ω(X ′)F ∗(ω(A1))−1,
ω(X ′)F0


∗(ω(A1))−1, ω(X ′)F ′∗(ω(A1))−1 ñîîòâåòñòâåííî. Êàíîíè÷åñêèå êëàññû X ′


è A1 òðèâèàëüíû, çíà÷èò, ñóùåñòâóåò ñîãëàñîâàííàÿ òðèâèàëèçàöèÿ ω(F ), ω(F0) è
ω(F ′). Ïî óòâåðæäåíèþ 2.1 èç [4]Hom(B,A) åñòåñòâåííî èçîìîðôåí ω(B/A) äëÿ
ãîìîìîðôèçìà A → B, òàêîãî, ÷òî B � êîíå÷íî ïîðîæä¼ííûé ïðîåêòèâíûé
A-ìîäóëü. Çíà÷èò, òðèâèàëèçàöèÿ êàíîíè÷åñêèõ êëàññîâ X ′ è A1 äà¼ò ñîãëàñî-
âàííûå èçîìîðôèçìû


qB : BB ' HomA(BB, A), qB0 : B0B0
' HomA0(B0B0


, A0),


qB′ : B
′
B′ ' HomA′(B


′
B′ , A


′),


ãäå B = K[X ′ × U ′ × A1], A = K[A1 × U ′ × A1], B0 = K[X ′ × U ′], A0 = K[A1 ×
U ′],B′ = K[X ′×U ], A′ = K[A1×U ]. Èç èçîìîðôèçìîâ qB, qB0 , qB′ çàìåíîé áàçû
0 ↪→ A1 ïîëó÷èì èçîìîðôèçìû


qS : K[S] ' Hom(K[S], K[U ′ × A1]), qS0 : K[S0] ' Hom(K[S0], K[U ′]),


qS′ : K[S ′] ' Hom(K[S ′], K[U ]).


Ýòî èçîìîðôèçìû íàä êîëüöàìè K[S], K[S0] è K[S ′] ñîîòâåòñòâåííî, è, îãðàíè-
÷èâàÿ ñêàëÿðû äîK[X ′×U ′×A1],K[X ′×U ′] èK[X ′×U ], ïîëó÷èì èçîìîðôèçìû


qH : H ' Hom(H,K[U ′ × A1]), q0 : K[S0] ' HomK[X′×U ′](K[S0], K[U ′]),


qP : P ' Hom(P,K[U ]),


ïîñêîëüêó H ' K[S], P ' K[S ′]. Íàëè÷èå èçîìîðôèçìà q0, ïîëó÷àþùåãîñÿ
çàìåíàìè áàç èç qH è qP , îçíà÷àåò èõ ñîãëàñîâàííîñòü â ñìûñëå ïåðâîãî èçî-
ìîðôèçìà èç 3.5.
Äëÿ òîãî ÷òîáû äîáòüñÿ âûïîëíåèÿ âòîðîãî èçîìîðôèçìà èç 3.5, çàìåòèì, ÷òî


ïîñêîëüêó s1


∣∣
∆′


= 0, s1


∣∣
N ′′


= δ′′, s1 íå îáðàùàåòñÿ â íîëü íà (z′×U)− z′′, à δ′′ �
ëîêàëüíûé ïàðàìåòð íàW ′′, òî div s1∩(z′×U ′) = z′′ = ∆∩(z′×U ′), è àíàëîãè÷íî
òîìó êàê áûëî ïîêàçàíî â äîêàçàòåëüñòâå ïóíêòà a) K[S1] ðàñêëàäûâàåòñÿ â
ïðîèçâåäåíèå êîëåö K[∆′] è K[R′] äëÿ íåêîòîðîãî R′ ⊂ (X ′ − z)× U ′.
Êâàäðàòè÷íàÿ ôîðìà, ïîëó÷àþùàÿñÿ èç qH â ðåçóëüòàòå çàìåíû áàçû U ′ ×
× 1: U ′ ↪→ U ′ × A1 è îãðàíè÷åíèÿ íà ñëàãàåìîå K[∆′], ìîæåò îêàçàòüñÿ íå
åäèíè÷íîé, à çàäàííîé íåêîòîðîé îáðàòèìîé ôóíêöèåé â l ∈ K[U ′]∗. Äîìíî-
æèâ âñå ïîëó÷åííûå êâàäðàòè÷íûå ôîðìû íà íåêîòîðóþ îáðàòèìóþ ôóíêöèþ
l′ ∈ K[U ]∗, òàêóþ ÷òî l′(z) = l(z)−1, ìîæíî äîáèòüñÿ òîãî ÷òîáû l(z) = 1. Ïî-
ñëå ÷åãî ïî ñëåäóþùåé ïîäëåììå, ñîîòâåòñòâóþùåå êâàäðàòè÷íîå ïðîñòðàíñòâî
îïðåäåëÿåò ýëåìåíò ðàâíûé âëîæåíèþ i′ â Wor((U ′, U ′ − z′), (X ′, X ′ − z′)), ÷òî
âëå÷¼ò âòîðîé èçîìîðôèçì èç 3.5.


Ïîäëåììà 3.1.4. X � ãëàäêàÿ ñõåìà, U � ëîêàëüíàÿ ïîäñõåìà â òî÷êå z, i �
âëîæåíèå U ↪→ X. Ïóñòü ìîðôèçì ε ∈ Wor((U,U−z), (X,X−z)) îïðåäåëÿåòñÿ
K[X × U ]-ìîäóëåì K[∆] (∆ � ãðàôèê âëîæåíèÿ i) è êâàäðàòè÷íîé ôîðìîé,
çàäàííîé îáðàòèìîé ôóíêöèåé e ∈ K[U ]∗. Ïóñòü e(z) = 1, òîãäà [ε] = [i] â
Wor((U,U − z), (X,X − z)).
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Äîêàçàòåëüñòâî ïîäëåììû. Ïóñòü V � îêðåñòíîñòü ïî Çàðèññêîìó z â X,
äëÿ êîòîðîé îïðåäåë¼í ìîðôèçì εV ∈ Wor((V, V − z), (X,X − z)), òàêîé, ÷òî
varepsilonV ◦ iV , ãäå iV � âëîæåíèå U ↪→ V .
Ðàññìîòðèì íàêðûòèå p : V ′ = SpecK[V ][b]/(b2 = e) → V . Îòîáðàæåíèå p �


ýòàëüíî íàä z ïîñêîëüêó e(z) = 1. Ïóñòü z′ � ïðîîáðàç z, â êîòîðîì b(z′) =
= 1. Óìåíüøèâ V è V ′ ìîæíî äîáèòüñÿ òîãî, ÷òîáû p áûëî ýòàëüíûì, è ÷òîáû
p−1(z) = z′.
Îáîçíà÷èì iV � âëîæåíèå V ↪→ X è ñîîòâåòñòâóþùèé ìîðôèçì âWor((V, V−
− z), (X,X − z)). Ïîñêîëüêó p−1(z) = z′, p çàäà¼ò ìîðôèçì â Wor((V ′, V ′ −
− z′), (V, V − z)).
Ðàññìîòðèì ìîðôèçìû iV ′ = iV ◦ p è εV ′ = εV ◦ p â Wor((V ′, V ′ − z′), (X,X −
−z)). Ìîðôèçì iV ′ îïðåäåëÿåòñÿ ìîäóëåì K[∆′] (ãäå ∆′ � ãðàôèê îòîáðàæåíèÿ
p◦ iV : V ′ → X) è åäèíè÷íîé ôóíêöèåé. Ìîðôèçì ε◦p îïðåäåëÿåòñÿ òåì æå ìî-
äóëåì K[∆′] è ôóíêöèåé p∗(e). Ïîñêîëüêó â K[V ′] p∗(e) = b2, ò.å. p∗(e) ÿâëÿåòñÿ
êâàäðàòîì, òî êâàäðàòè÷íàÿ ôîðìà, îïðåäåëÿåìàÿ e, èçîìîðôíà åäèíè÷íîé, è
â Wor((V ′, V ′ − z′), (X,X − z)) ε ◦ p = i′V .


(V ′, V ′ − z′)
iV ′


))TTTTTTTTTTTTTTT


εV ′ ))TTTTTTTTTTTTTTT


p


��


(U,U − z)� t


iV ''OOOOOOOOOOOO


Ψ
77oooooooooooo


ε
//


i // (X,X − z)


(V, V − z)
' �


iV
55jjjjjjjjjjjjjjj εV


55jjjjjjjjjjjjjjj .


Òåïåðü çàìåòèì, ÷òî ïî óæå äîêàçàííîìó ïóíêòó a) Ëåììû, ïðèìåí¼ííîìó
ê p : V ′ → V , ñóùåñòâóåò Ψ ∈ Wor((U,U − z), (V ′, V ′ − z′)): [Ψ ◦ p] = [iV ] â
Wor((U,U − z), (V, V − z)). È ïîëó÷èì


[iV ◦ ε] = [Ψ] ◦ [p ◦ ε] = [Ψ] ◦ [p ◦ iV ] = [i].


�
�


4. Ãîìîòîïè÷åñêàÿ èíâàðèàíòíîñòü àññîöèèðîâàííîãî ïó÷êà.


Òåîðåìà 2. Äëÿ ãîìîòîïè÷åñêè èíâàðèàíòíîãî ïðåäïó÷êà F ñ Witt-òðàí-
ñôåðàìè, àññîöèèðîâàííûé ïó÷îê â òîïîëîãèè Çàðèññêîãî FNis ãîìîòîïè÷åñêè
èíâàðèàíòåí.


Ëåììà 4.1. Ïóñòü F � ãîìîòîïè÷åñêè èíâàðèàíòíûé ïó÷îê ñ Witt-òðàí-
ñôåðàìè. Òîãäà ïó÷êè FZar è FNis ñîâïàäàþò ïðè îãðàíè÷åíèè íà A1


K, äëÿ
ïðîèçâîëüíîãî ïîëÿ K, ÿâëÿþùåãîñÿ ïîëåì ÷àñòíûõ íåêîòîðîãî ãëàäêîãî ìíî-
ãîîáðàçèÿ.


Äîêàçàòåëüñòâî ëåììû 4.1. Ñå÷åíèÿ ïó÷êîâ FZar è FNis îïðåäåëÿþòñÿ ñâî-
èìè ðîñòêàìè íà ñîîòâåòñòâóþùèõ ëîêàëüíûõ ñõåìàõ, è âñëåäñòâèå èíúåêòèâ-
íîñòè äëÿ ãîìîòîïè÷åñêè èíâàðèàíòíûõ ïðåäïó÷êîâ ñ Witt-òðàíñôåðàìè 2, ãî-
ìîìîðôèçìû îãðàíè÷åíèÿ âäîëü âëîæåíèÿ îáùåé òî÷êè η ↪→ A1


K FZar(U) →
F (η) è FNis(U)→ F (η) � èíúåêòèâíû, è ñëåäîâàòåëüíî, êàíîíè÷åñêîå îòîáðà-
æåíèå FZar(U)→ FNis(U) � èíúåêòèâíî. Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà ñþðúåêòèâíîñòè


2èíúåêòèâíîñòü äëÿ ïðåäïó÷êîâ c Witt-òðàíñôåðàìè äîêàçàíà â äèïëîìíîé ðàáîòå
Ê. ×åïóðêèíà.•
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ïî ïðîèçâîëüíîìó ñå÷åíèþ sNis ∈ FNis(U) íàéäåì ñå÷åíèå sZar ∈ FZar(U), ñî-
ãëàñîâàííîå ñ sNis â îáùåé òî÷êå.
Ïóñòü c : U → U � ïîêðûòèå ïî Íèñíåâè÷ó, äëÿ êîòîðîãî ñóùåñòâóåò sU, òà-


êîå ÷òî c∗(s) = ε(sU), ãäå ε � åñòåñòâåííîå ïðåîáðàçîâàíèå F → FNis. Êàê
ïîêðûòèå ïî Íèñíåâè÷ó U ñîäåðæèò íåêîòîðîå îòêðûòîå ïî Çàðèññêîìó ïîä-
ìíîæåñòâî V ⊂ U , è äëÿ ëþáîé òî÷êè z ∈ U \ V Uz òàêîå, ÷òî cz : Uz → A1


K �
ýòàëüíî, è c−1


z (z)'z. Îáîçíà÷èì sV ∈ F (V ) è sUz ∈ F (Uz) � îãðàíè÷åíèÿ sU íà
V è Uz, äëÿ âñåõ z ∈ U \ V .
Âûáåðåì íåêîòîðóþ òî÷êó z ∈ U \ V . Ïîñêîëüêó, äëÿ âñåõ äîñòàòî÷íî ìàëûõ


îêðåñòíîñòåé ïî Çàðèññêîìó W ⊂ A1
K òî÷êè z , âûïîëíÿåòñÿ âêëþ÷åíèå W −


− z ⊂ V , îïðåäåë¼í ýëåìåò rz ∈ lim
z∈W⊂A1


K


F (W−z)
F (W )


� îáðàç sV . Ïî òåîðåìå 1


lim
z∈W⊂A1


K


F (W − z)


F (W )
' lim


z∈W⊂Uz


F (W − z)


F (W )
,


è ïîñêîëüêó ñóùåñòâóåò sUz ∈ F (Uz), ñîãëàñîâàííîå ñ sV íà Uz − z, òî rz = 0.
Çíà÷èò, ñóùåñòâóåò sVz ∈ F (Vz), äëÿ íåêîòîðîé äîñòàòî÷íî ìàëîé îêðåñòíîñòè
ïî Çàðèññêîìó òî÷êè z ∈ A1


K , ñîãëàñîâàííîå ñ sV .
Ïîëó÷åííûå ñå÷åíèÿ sVz ïðåäïó÷êà F (äëÿ âñåõ z ∈ U\V ) âìåñòå ñ sV , çàäàþò


íåêîòîðîå ñå÷åíèå FZar íà U (ïîïàðíàÿ ñîãëàñîâàííîñòü ñå÷åíèé sVz ñëåäóåò èç
ñîãëàñîâàííîñòè âñåõ sVz ñ sV , ïîñêîëüêó îêðåñòíîñòè Vz äîñòàòî÷íî ìàëû, ò.å.
Vz − z ⊂ V ). Ïîñêîëüêó ñå÷åíèÿ sNis è sZar ñîãëàñîâàííû ñ sV íà V , òî îíè
ñîãëàñîâàííû â îáùåé òî÷êå A1


K . �
Äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû 2.
Ïî îïðåäåëåíèþ ãîìîòîïè÷åñêàÿ èíâàðèàíòíîñòü íåêîòîðîãî ïðåäïó÷êà N ,


îçíà÷àåò ÷òîN (prX) : N (X)→ N (A1
X) � èçîìîðôèçì, äëÿ ïðîåêöèè prX : A1


X →
X íàä ïðîèçâîëüíûì X. Ïîñêîëüêó íóëåâîå ñå÷åíèå iX : X → A1


X ïðåäîñòàâëÿ-
åò îòîáðàæåíèå N (iX) � ëåâîå îáðàòíîå ê N (prX), òî èìåþò ìåñòî ýêâèâëåíò-
íîñòè: N (iX) � èíúåêòèâíî ⇔ N � ãîìîòîïè÷åñêè èíâàðèàíòåí ⇔ N (prX) �
ñþðúåêòèâíî.
Ïóñòü η � j : η ↪→ X � âëîæåíèå îáùåé òî÷êè â X, à ε : F → FNis � åñòå-


ñòâåííîå ïðåîáðàçîâàíèå ìåæäó ïðåäïó÷êîì è àññîöèèðîâàíííûì ïó÷êîì. Ëå-
âûé è ïðàâûé êâàäðàòû ñëåäóþùåé äèàãðàììû êîììóòàòèâíû:


FZar(A1
η)_


ε(A1
η)
// // FNis(A1


η)


FNis(iη)


��


FNis(A1
X)


FNis(iX)


��


? _
FNis(jA1 )


oo


FZar(η)


FZar(prη)


OO


ε(η)
// FNis(η)


FNis(prη)


OO


FNis(X).
FNis(j)oo


ε(A1
η) � ñþðúåêòèâíî, â ñèëó ëåììû 4.1. FZar(prη) � èçîìîðôèçì, â ñèëó ãî-


ìîòîïì÷åñêîé èíâàðèàíòíîñòè FZar, êîòîðàÿ äîêàçàíà â [6]. Òîãäà èç êîììó-
òàòèâíîñòè ëåâîãî êâàäðàòà ñëåäóåò, ÷òî FNis(prη) � ñþðúåêòèâíî, è ïî ïðè-
âåä¼ííîìó âûøå çàìå÷àíèþ, FNis(iη) � èíüåêòèâíî. FNis(jA1) � èíúåêòèâíî
âñëåäñòâèå èíúåêòèâíîñòè äëÿ ïðåäïó÷êîâ ñ Witt-òðàíñôåðàì, è èç êîììóòà-
òèâíîñòè ïðàâîãî êâàäðàòà, ñëåäóåò, ÷òî FNis(iX) � èíúåêòèâíî. �


5. Çàêëþ÷åíèå.


Â ðàáîòå îáîñíîâàíà ãîìîòîïè÷åñêàÿ èíâàðèàíòíîñòü ïó÷êîâ, àññîöèèðîâàí-
íûõ â òîïîëîãèè Íèñíåâè÷à ñ ãîìîòîïè÷åñêè èíâàðèàíòíûìè ïðåäïó÷êàìè ñ
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Witt-òðàíñôåðàìè. Ñëåäóþùèì øàãîì ïîñòðîåíèÿ êàòåãîðèè Witt-ìîòèâîâ ÿâ-
ëÿåòñÿ äîêàçàòåëüñòâî ãîìîòîïè÷åñêîé èíâàðèàíòíîñòè êîãîìîëîãèé, ïëàíèðó-
åìîå â áóäóùåé ðàáîòå.
Â ïðèâåä¼ííîì äîêàçàòåëüñòâå èçîìîðôèçìà ýòàëüíîãî âûðåçàíèÿ íå èñïîëü-


çóåòñÿ ïðåäïîëîæåíèå î ôàêòîðèçàöèè ïî ãèïåðáîëè÷åñêèì ïðîñòðàí÷òâàì â
îïðåäåëåíèè ìîðôèçìîâ êàòåãîðèè Wor.
Àâòîð áëàãîäàðåí ñâîåìó íàó÷íîìó ðóêîâîäèòåëþ ÷ë.-êîðð. ÐÀÍ È.À. Ïàíè-


íó çà ïîñòàíîâêó çàäà÷è è îêàçàííóþ ïîìîùü â å¼ ðåøåíèè.
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