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������ ��G�� �N�A F������� ���������� ��� �S��J �����J �������J% F���SU�J
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" R��� �K��������� ��U���$����%  �� �������% ���������A�� ������J H���I�)
���G�� �N�A ��K���N$��J% �� K���F$��A��% � � ��N$��� ��������� K�)���� K��	
�F$�����) P����� ��U�% ���� �� H������$���NO K�������� ] ��! �����Q! ��������
������A�)%  �� �� ��U���$��� ���$�����A��J ������� ������ ��K�% �!�! ����J ��	
�����% ��K���N$����A $ ������J ��$�����A�� $������A��J ��K���N$�����d R��
��b)��)�� �����$���A����A $$�������� K��)��)!

C���%  �� $�)��) ��K������) ������� ] ��� �F������) H���I�) �$�O K���	
����NO ] $������A�� ��K���N$��! &���I�)% ��K���N$��) K� ����J	���� ��K�	
�����J ������� ���F������ $��� �� K���F$������ K���������$% ��F������)% $��	
����A�� ��K���N$��! "N��G����N� H���I�� P��� LH���I�� ���� ���� �����MQ
�P�� Q _

∑�
��� ��P�Q��PQ% ��� ��P·Q� ��P·Q% � _ 
� � � � � � ] K���F$��A�N� �F�����N�

H���I��% ���G� $������A�� ��K���N$�N! @������ �� $��K��AF�$��A�) �������J
E�F��� ��) $��O H���I�J ��P·Q% � _ 
� � � � � �% � ��P·Q% � _ 
� � � � � �!

����� ���$���A�N� K�����N $������A�� ��K���N$�NO H���I�J ��S�% ��� �N
�$����% H���I�� �F �������NO ������$ ������$�% � ���G� )��� )����NO �K�����	
��$! @�) $������A�� ��K���N$�NO H���I�J ��G�� ��������� �K�����)�A ��G���)
�� �������N� ���G���$� ����$�J ���N ] ������% �� �������� �$�F������O����	
 ����O ���! �� R��� ��! �����SU�J K������H!

�����N� K������� �F������J H���I�� �� �$������ V�� 
W�% �� )$�)SU�J�) $��	
����A�� ��K���N$��J% ��G�� ���G��A O����������� ����) H���I�) �������A����
{� ≥ }! "���U�% $ ��� �� H���I�J �$�O K�������NO �� ���KK�% �����N� F�$��)�
�� L �������M �$�O ���������$% �������J $������A��J ��K���N$����� K����^
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��� ������%  �� �K��������� $������A�� ��K���N$�NO H���I�J �� ��K�����	
 �����% 5  ���� ���������	������% �!�! ��K��AF��� ���A�� �F������S ���������
K���������$ � ���N �� ��O�! �� �$��J K������ ��� ����� �$)F��� � ����J F����N
������ �� ������ K���������$� � ����J% �  �� Y�� �� A $NY�! `������%  ��
K�)��J ��N�� K�����G���) c ������� $ �F$������ H���� � ���%  �� ���KK�$�) �
���������	�����) ��������N K�F$��)S� $�������$��A ��K�����S!

��! "	�����#�  ��� ��	 ����	���� ����������� �����

��

���G�� $����% $������A�� ��K���N$�N� H���I�� �$������ ���� ������S� �����
���A�N�� �$�J��$���%  �� R�� ��������) K� �K��������S!

"�	K��$NO% K��AF�)�A ������$��� �% ���������� K��� ���%  �� ������� ��G��
� ����A ��K���� F�����N��^

��&��/" 0� 5��� ������� �P·� ·Q �	�������	 �����
� �	 ��������
� &	$�
 ���
���	$	 	 � � � ����� �	������� ������ �� � �� �
 �% � �
������ ��	�����

� ′ ⊂ �% � ′ ⊂ � ���� �	�� �� 
− 	 �
��	�% �
��� ��	 ������� � ��������
 �

P� ′ × � ′� �� × �� Q�

� �����J ������N% $N����) K��O��)U�� ����F�� �������% ��G�� �����A�)
����%  ���N ���G���$� � ′� � ′ �F �K��������) ����� K����S ����^

��&��/" 2� 5��� ������� �P·� ·Q �	�������	 �����
� �	 ��������
� &	$�
 �
��
����� ��	�����
 � ′ ⊂ �% � ′ ⊂ � 	��	� ���� �
��	� � �	������� 	�����
����� �� � �� �
 � ′� � ′ �		����������	% �
��� ��	 ������� � ��������
 �

P� ′ × � ′� �� × �� Q�
()**+� `�H�������� ��K�����N� ������� �� % �� �� �� � ����$����$����! @�) ��	
G���� �������A���� �% K��AF�)�A �������J % ��J��� ���G���$� �� ⊂ � � �� ⊂ � %
���� ��G���� �F �����NO �� ���AY�%  �� 
−−�% �����  �� H���I�) � ��K���N$��
�� �� × �� K� ������� �� × �� ! "$���� ��F��F�N� K���������� �� �

����P�� �
′Q _
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�K������� ���G���$� K����J ���N � ′ _ ∪∞
��� ∩�	� ��! ������� �� F������ ���

�� e
∑

� 
−����� P�����G�� $����A%  �� R�� ������� ����� ��K������JQ! #����	

�� �� �K������� ���G���$� � ′ � ������� �� !
@���G��%  �� H���I�) �P�� Q ��K���N$�� �� � ′ × � ′ K� ������� �� × �� ! ���	

������� �O��)U���) K� �������� �� % �� K������$����A����� �� → ��% � → � $�
′%

� ′ ����$����$����! ����A � ������A�� ���AY��  ����%  �� �� ∈ �
 % � ∈ �
 ! �����
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�F �O�������� K� K���������� ���� �������%  �� �� ∈ �
 K�� $��O ������� �� ���A	
Y�O �% ������� �� � ∈ �
 K�� ���AY�O �! ��K��A �O�������A �P��� �Q → �P��� �Q
������� �F ��K���N$����� � �� �
 × �
 K� ������� �� × �� !

" �� ���$� ������$�) ������$�� �����SU��

���*+&.�,�� 5� "��� ������� �P�� Q: �P�� Q �	�������	 �����
� �	 �����
����� � �	�
�
�� �
 ��	������ 	��	� ���� � � × � : �	 ���������� ��	�
�����
 	��	� ���� � ′ ⊂ �: � ′ ⊂ � �
���: ��	 �P�� Q _ �P�� Q ��� ���� �	���
� ∈ � ′:  ∈ � ′�

()**+� �������� � ��G��J �F H���I�J � % � ������� �! ����$����$�SU�� ���	
G���$� K����J ���N � ′ ⊂ �% � ′ ⊂ � ��G�� � ����A ��$K���SU��� PK����� ��
���G���$�% K��������N� ��) � � ��) �Q% ��$�� ��� � ��K�����N� K���������� �� %
�� P���G�� K����������% K��������N� ��) � � ��) �Q! D���� ����% ��G�� � ����A
���G���$� � ′% � ′ �������)�� ��� �|�′% �|� ′! ��K��A F������%  �� ���G���$� �� ��
P�� Q ∈ � ′ × � ′% ��) �����NO �P�� Q �_ �P�� Q% ����N�� $ � ′ × � ′% � F�� ��% ����
����� K���G����A��S ���� P �� ��$�F��G�� K� K���K���G���SQ% ���� K���� ]
 �� � �����$����A!

����� ����F��% $�� �����$���� $������A�� ��K���N$�N� H���I��% R�$�$�����	
�N� �����J $������A�� ��K���N$��J H���I��% ��$K���S� �� K���F$������ ���	
G���$ K����J ���N!

&���I�S �$�O K�������NO �� � × � K���F�� ���������$��A% ��� ������G����
�F � $ K���������$� H���I�J �� � % P�!�! �P�� Q ≡ ��PQQ! X���� K������� � ���%
��� ��K��AF�$��A R�� ��) ������H���I�� �F�����NO H���I�J% ��! $ V
(W! "��	
����A��) ��K���N$����A �K��N$����) $ R��O �������O �����SU�� ��$�����A�N�
�K����������^
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 ������� �P·� ·Q �
��	��� ��^

P/Q � �����
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P//Q ��� ���	$	 	 � � �
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 −
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%����
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 ��������	� �
 P� ′� �� Q �� 	��� �
��	� � ∈ � ′d

P///Q ��� ���	$	 	 � � �
������ ��	�����
 � ′ ⊂ �% � ′ ⊂ � ���� �	�� �� 
− 	
�
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����	 � �∞P� ′Q0

P/*Q ��� ���	$	 	 � � �
������ ��	�����
 � ′ ⊂ �% � ′ ⊂ � ���� �	�� ��
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()**+� C���%  �� P/Q $�� �� P//Q% � P///Q $�� �� P/*Q!
"N$���� P///Q �F P//Q! h����$ �F ���G���$ � ′ � � ′ K��O��)U�� ���G���$� ����	

$�J ���N% �N ��G�� � ����A%  �� K�� ��G��� � ∈ � ′ H���I�) �P�� ·Q R�$�$�������
��K���N$��J �� � ′% � K�� ��G���  ∈ � ′ H���I�) �P·� Q �F������ �� � ′! "N�����
���K������ ���G���$� �� ⊂ � ′ �����%  �� �P��Q � 
 − 	! @����% F������ �� ��
�������A -622P�|��Q ��G���) ���N � �� ��! ��K��A ��) ��K���N$�NO H���I�J �� ��
������)��) $  P��Q � $ �∞P��Q ��$K���S�! ����A S ] � ����� ����J��$� ����N	
�NO Y���$ $ ��% ����F�SU�O ��F� ��K������! @�) � ∈ � ′ ���F�� ��  ���F � ′�P·Q%
��K���N$��S H���I�S �� ��% ������J R�$�$������� H���I�) �P�� ·Q! @���G��%  ��
������G���� i^ � �→ � ′�P·Q �F������ ��� ������G���� �F � $  P��Q P� ������$���J
�����	�������JQ! @�) R���� ������� �� K��$����A%  �� K������F Y���

�� ^_ {� ∈ � ^ ∀ ∈ �� |� ′�PQ− �PQ| ≤ !}
�F����� ��) �S��J ��K���N$��J H���I�� � ∈  P��Q � �S���� K���G����A���� !!
`������%  �� ����$����$� |� ′�PQ − �PQ| ≤ ! $NK���)���) K�� $��O  ∈ �� ���� �
���A�� ���� $NK���)S��) $��$�F��G�N� ����$����$� $���
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∣
∣
∣
∣ ≤ !

��) $��O Y���$ " ∈ S! �� K�� ���������� H���I�S � ′�P·Q ��G�� F������A ��
R�$�$�������S H���I�S �P�� ·Q% � ������G���� � �→ ∫


�P�� Q��PQ �F������ K�

�! ����% ���G���$� �� ���A K����� ���� � ������  ���� �F�����NO% ���  �� ���
�F������!

����� ����F��% ������G���� i F����� ������$���S ���� ��  P��Q P��� �����	
�NJ ����F ���N � �� � ′Q! ����������$�  P��Q ��K������A�� � K����% �����$�	
���A��% R�� ���� $�������� �����)���% � ��J����) ���K��� � ⊂  P��Q ����J%  ��
�Pi−�P�QQ � 
− 	! " ���� K���F$��A����� 	 R�� ����FN$���%  �� H���I�) �P�� Q
���$���$��)�� P///Q!

�������A ����F��A $������A��S ��K���N$����A H���I�� � $ K���K���G����
P/*Q! &�������� 	 � �! "N����� � ′� � ′ ��� $ P/*Q! ��K������A��� ����J��$� H���	
I�J $��� �P�� ·Q $ �∞P� ′Q ���F�� �� �! ����A � ′ ] � ����� K������ $ � ����J��$�
H���I�J! �����G�� K�������A ��K������S ������� � �� � ′% $ ������J $�� H���	
I�� �F � ′ ��K���N$�N P��G��% ��K�����% ����������A ��$������� �O��)U�J�)
�)� �F ������% K��������NO ��) R��O H���I�J K� �����A�����Q! ����A �� ⊂ � ′

] ���K��� K� ������� �% ���SU�J ���� �� ���AY� 
 − 	! `������ ��% K�� ��	
��O��������% �� �������A ��G���) ���N � �� ��! ��K��A �S��J ����N�NJ Y�� $
�� ����� K���G����A��S ����! �F R���� �������%  �� ��) ��K���N$�NO H���I�J
�� �� ������)��) $  P��Q � $ �∞P��Q ��$K���S�! ����� ����F��% �S��) H���I�)
�P�� ·Q% � ∈ � ′% R�$�$������� �� �� ��������J ����F�� �� �K���������J ��K���N$	
��J H���I�� � ′P�� ·Q! "$���� �� � ′ K����������

��′P�� �′Q _ ‖� ′P�� ·Q− � ′P�′� ·Q‖������
�� ��K��������A ������� �F ��K������A����� K���������$�  P��Q! &���I�) � ′ ��	
��� ��K���N$�� �� � ′ × �� K� ��′ × �! " ����� ����% ���� �� → ��% � → �%

(



��

|� ′P��� �Q− � ′P��� �Q| ≤ |� ′P��� �Q− � ′P��� �Q|e |� ′P��� �Q− � ′P��� �Q|�

� ��� �������NO �����)��) � �! &���I�) � ′ �����$���� $������A�� ��K���N$�� ��
� ′ × ��! �� ������� &����� ��� R�$�$������� ��O����J H���I�� � �� � ′ × ��! "
���� K���F$��A����� 	 � � R�� ����FN$��� $������A��S ��K���N$����A � !

`��� ����A��%  �� $ P//	/*Q ���A K���������$ � � � P�!�! ���������$ H���I��Q
��F�� �� ] ��� �� �����% �K��������� R�� �$�J��$� �������� �N ���������A��
F����N K��)��� ���������$! " R��� ���G� ���FN$����) �����$���A����A K��)��)
$������A��J ��K���N$�����!

�F K��$�����NO O������������ $������A��J ��K���N$����� ����� $N$����%  ��
$ K���������$� $��O �F�����NO H���I�J �$�O K�������NO P� ��K������J �O�����	
��� K� ����Q ��$���K����A $������A�� ��K���N$�NO H���I�J ����F��� ����� ��
K������ ���G���$�!

��$ %���	���	� ��������

D�� �F$�����% H���I�) ��K���N$��% ���� K������F �S���� ����N���� ���G���$�
����N�! "������A��) ��K���N$����A H���I�� �$�O K�������NO ���G� ��G��
�N�A O��������F�$��� K�����N� ����F��!

�)��*�+�,�� 2� 7������	� ��	�����	 # ⊂ � × � �
���
���� �����
� �	 	��
������: ���� ��� ���	�	��� ��	����� � ′ ⊂ �: � ′ ⊂ � 	��	� ���� ��	�����	
# ∩ P� ′×� ′Q ��� �����	� 	�;�������� ��������� ���	�$	� ���	� $� _ ��×"�:
� _ 
� � � � � � ��	�����	 �
���
���� �����
� �	 �
�������: ���� �$	 �		������
�����
� �	 	�����	�

��N�� P� ��F$����Q $$�������� K��)��) ��b)��)���) �����SU�� ��$��G������!

��//" -� <= 5��� � ′: � ′ # ��	�����
 	��	� ���� � �: � �		����������	0
�� : �� # �	������� 	��������� �
 � ′: � ′0 ��	�����	 # ⊂ �×� �
�	�	: ��	
# ∩� ′ × � ′ 	�����	 	 	��������� �� × �� � &	$�
 ��	�����	 # �����
� �	
	�����	�

>= ?
	�	�	�: ����	� �����
� �	 	�����	� ��	�����	 � �×� �������� �
�
�	��� ��� 	��	����� 	���	����� � ′: � ′ � 	��	����� �	������� 	�����
���� �� : �� �

()**+� 
Q! `����)) ���G���$� � ′% � ′ �� K��O��)U�� K�����G���$� K����J ���N
���A���) ����%  �� P� ′� ��Q% P� ′� �� Q ] ��K������A�N� K�������� ����� K�������	
��$�% $�� Y��N $ �����NO �F�����N K� ����� �% � ����$����$����! ����� ��K���	
��� R��O K���������$ ���S� � ���N� ��FN% �����)U�� �F �F�����NO ���G���$% �
K����� ��K�����) K�)���� K���F$�����) ����� � ����S ��F�% �����)U�S �F �F��	
���NO K�)������A����$! T�� � �F�� ���%  �� ����N��� K�����G���$� $ � ′ × � ′

���A � ����� ��b�������� �F�����NO K�)������A����$% � F�� �� $������A�� ��	
��N��!
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Q @�) ������� ��K���� F�������� � ������ ����J��$� �F�����NO K�����G���$
$ � �����G�� K�������A ��K������S K����������% $ ������J ��G��� �F ��O �����
����N�N� P������� �� ���G��A ����$����$�SU�� ��F��F�N� K���������� � �N	
���� ��N$�SU��� ��RHH�I�������Q! ���$��) R�� K��I����� ��) K����I�J �� �
$O��)U�O $ ������ $������A�� ����N��� ���G���$� K�)������A����$% K�������
����O�����S ��K������S K���������� �� �% ������� �� K������� ��K������S
K���������� �� � !

��&��/" 4� 7������
� ������� �P�� Q �
 � × � �	�������	 �����
� �	 �����
����
 ���� � �	� �	 ���� � ��		��
� ���	$	 	�����	$	 ��	�����
 �
 ���	�
�����
� �	 	������

()**+� ���� H���I�) � �����$���� $������A�� ��K���N$��% �� K� ������� � ���
��K���N$�� �� K���F$������ ���G���$ K����J ���N � ′ × � ′ ���������A�� K���F	
$�����) ��K�����NO K��������� �� � �� ! ����� � 	K������FN ����N�NO ���G���$
�� K�)��J ������S� ���������J% �K������J $ ����� 
!

����A ��K��A � 	K������F �S���� ��I�����A���� �����$��� �� K�)��J $����	
��A�� ����N�! ����� ��J����) ���G���$� K����J ���N � ′� � ′ �����%  �� ��) ��G�	
��) � ^ � ′×� ′ → R $�� R�� K������FN ����� � ���N�� ��b�������)�� �F�����NO
K�)������A����$ $ � ′ × � ′ P$ �� ���$� � ′% � ′ ������� $F)�A K����� ���) ����$��	
��$�SU�O ���G���$ K����J ���NQ! ���������$�) �)�N �F ��F��F�NO K���������
�����G�� K�������A ��K�����N� ������� �� � ′% � ′ �����%  �� ��G�NJ �F �������
� ������ ���G���$� K�)������A����$ ����� ����N�N�! ����� H���I�) � �����
��K���N$��J K� K��� K��������NO ��K�����NO K��������� �� � ′ × � ′ ] �� ���A
����� �����$���� $������A�� ��K���N$��J!

��& ���'�	

���������� K���������$� � × � � ����J � × �% $ �����	������� ��� �F�����NO
���G���$ ������$���� $N������ �$� �����	K��������N% �K�����)��N� K����I�)��
�� � � � ! @���� �N ����� K����A �����⊂ "% ���� ��" ⊂ � × � � � × �P" \ �Q _
�! D���� ����% �N ����� K����A ����

≤ ��� ����
≥ % ���� ����$����$�SU�� ����$����$�

$NK������ �× �−K� �� $�S��!

�)��*�+�,�� 3� @�� �������	$	 ��	�����
 # ⊂ �×� �
�	��� �$	 �����$����J
���U���J ��������

-;.P#Q _ /9:{�P a�Q e �P a� Q ^ a� ⊂ �� a� ⊂ �� # ⊂ P a� × � Q ∪ P� × a� Q}� P
Q

���U���J ��	�����
 # �
�	��� ��������

;.P#Q _ /9:{�P a�Q e �P a� Q ^ a� ⊂ �� a� ⊂ �� #����⊂ P a� × � Q ∪ P� × a� Q}�

7���� ��	�
��:
;.P#Q _ 4/9{-;.P# ′Q ^ #����⊂ # ′}� PQ







C���%  �� ������� $ PQ $����� ����������)% K�����A�� ��G�� ����������A
K����� ���� ������F���SU�J K������$����A����� ���G���$!

���G���$� a� × � % � × a� ���A $ �� ����� ���G���$� �F $N������NO �����	
K��������%  �� K�F$��)�� �K�������A ����U����S ���U��� ��) �����O $N�����	
�NO �����	������ $ ����������� K���������$�! ������� ��K�������$���� $N��	
��SU�� �F �K��������) �$�J��$� $$�������� K��)��)^

• ���U��� ���G���$� $����� �� K��$��O���� 
 � ��$�� � $ �� ����� ��) ���	
G���$ ���N �d

• ���U��� K�����G���$� �� K��$��O���� ���U��N ���G���$�d

• ���U��� ���G���$� �� ���AY� ��� ���Nd

• ���U��� ���� ���� ��� � ������ ��b�������) ���G���$ �� K��$��O����
����N ���U��!

�����G�� ������$��$����) ���G� �����SU�)

��//" 0� "��� # ⊂ � × � # �����
� �	 	�����	� ��	�����	: �	 ;.P#Q _
-;.P#Q�

()**+� @������ �� ����F��A%  �� -;.P#Q ≤ �P a�Qe�P a� Q% ���� #����⊂ P a�×� Q∪P�× a� Q!

����O��) � ���G���$�� K����J ���N $ � � $ � ����� � ����A%  �� # _ ∪∞
�����×"�!

`������%  �� ����
�� × "�

����⊂ P a� × � Q ∪ P� × a� Q� P�Q

�� ���� ��
����⊂ a�% ���� "�

����⊂ a� ! " ����O ��� �)O ��G�� ����$��A ���G���$� ����	

$�J ���N � a�% a� ���%  ���N $ P�Q �<G�� �N�� F������A ����⊂ �� ⊂! �����$ ���

K�� ������ ��) $��O � _ 
� � � � � K��� �� ���������!

��$�����A��� � $ �)�� �����I�J ����� ������� ��) K��������J �K���������
���U��N ���� �����SU�)

��//" 2� @�� ���	$	 ��	�����
 # �
���	���� 
�� ��������� �������
� ^ � → V�� 
W� � ^ � → V�� 
W� �
��� ��	 �P�Q e �PQ ≥ %�P�� Q P�		����������	
�P�Q e �PQ����≥ %

�
P�� QQ� &	$�
 �	�������
 �	����
 P�		����������	 �	����
Q

��	�����
 # ��� �	��
� ������ $�
� ����� ����$�
�	�
∫
�
��� �

∫
�
����

��	�� �	$	% %�
 �	��
� ������ $�
� ��
��������% �
� ��
�������� � �������
� P
Q�

()**+� C���%  �� ���� ���G���$� a� ⊂ � � a� ⊂ � ����$N%  �� # ⊂ P a�×� Q∪P�× a� Q%
�� � _ %

��
� � _ %

��
���$���$��)S� ����$�S �P�Qe �PQ ≥ %

�
P�� Q! ����� ����F��%

���� ��YA ����F��A%  �� ���� � � � ���$���$��)S� ����$�S �P�Q e �PQ ≥ %
�
P�� Q%

��
∫
�
� e

∫
�
� ≥ -;.P#Q! @�) ��G���� & ∈ V�� 
W ���������� ���G���$� �� _ {� ∈

� ^ �P�Q ≥ &} � �� _ { ∈ � ^ �PQ ≥ &}! C���%  �� ���� �P�Qe�PQ ≥ 
% �� ��) �S����
& ���� � ∈ ��% ����  ∈ ��−�! ����� ����F��% ��) �S���� & $NK������ ����$����$�






%
�
P�� Q ≤ %

��
P�Q e %

��−� PQ! ����� �N�A% -;.P#Q ≤ �P��Q e �P��−�Q! ���������) K�
&% K��� ���^

-;.P#Q ≤
�∫

�

�P��Q e �P��−�Q�& _

∫

�

� e

∫

�

��

D���� ����% ���� -;.P#Q _
∫

�

� e
∫

�

�% �� K�� K� �� $��O & ∈ V�� 
W K��� ���G���$

P��� ��−�Q �����$�)�� ��H���� $ P
Q!
�������A ����F��A% ����� ����F��%  �� ��U���$��� ������F���SU�) K���

H���I�J! ���������� ������F���SU�S K������$����A����A K�� P��P�Q� ��PQQ%∫
��e

∫
�� → -;.P#Q! X�������) �F$�����J ������� D����Y� V�W ��G�� � ����A%  ��

K������$����A����A H���I�J � ′� ^_ P��e · · ·e ��Q�� �O�����) � ��������J H���I��
� K� �� $�S�� $ �% � �′� ^_ P��e · · ·e ��Q�� �O�����) � ��������J H���I�� � K� ��
$�S�� $ � �! ����� ��G�� � ����A%  �� K�� $��O � ∈ � ����� �P�Q _ >/4 -62� �

′
�P�Q%

� K�� $��O  ∈ � �PQ _ >/4 -62� �
′
�PQ! �F R���� �������%  �� �P�Q e �PQ ≥ %�P�� Q

K�� $��O � ∈ �%  ∈ � % ���  �� K��� H���I�J P�� �Q ] ������F���SU�)!

������)) ����� �% ��G�� ������$��A L��K���N$����A ���U��N ���F�M^

��//" 3� 5��� {#�} # �	��
��
��
� 	����	�
��� �	�� ��������� ��	�
�����% # _ ∪�#�� &	$�
 ;.P#Q _ >/4;.P#�Q� -;.P#Q _ >/4-;.P#�Q�

()**+� C���%  �� ��) �S���� � $NK������ ����$����$� ;.P#Q ≥ ;.P#�Q% K�R����
;.P#Q ≥ >/4 ;.P#�Q! @���G�� �������� ����$����$�! ��J��� H���I�� �� ^ � →
V�� 
W% �� ^ � → V�� 
W% �����  �� ��P�Qe��PQ

����
≥ %

��
P�� Q% �

∫
�
��e

∫
�
�� ≤ ;.P#�Qe
��!

��� ��� �F ������ ����J K������$����A����� $ �� ��G�� $N�����A ����� �O��)	
U�S�) K��K������$����A����A% �$�G�N K������$ K������$����A����A% �N ��G��
� ����A%  �� K������$����A����A H���I�J �� �O�����) ����� � � $ ��P�� �Q% � ��
�O�����) ����� � � $ ��P�� �Q! ����� ��P�Q e ��PQ �O�����) � �P�Q e �PQ ����� $
��P� × �� � × �Q! ��� ��� K���O�� � ������� K������ ��O���)�� ����$����$�% K�	
�� ���%  �� � ^ � → V�� 
W � � ^ � → V�� 
W! D���� ����% ��) �S���� � $NK������
����$����$�

�P�Q e �PQ����≥ %
��
P�� Q�

����� �N�A%
�P�Q e �PQ����≥ %

�
P�� Q�

��
∫
�
� e

∫
�
� _ >/4P

∫
�
�� e

∫
�
��Q ≤ >/4 ;.P#�Q% K�R���� ;.P#Q ≤ ;.P#�Q!

@���F����A��$� ��) �����$����J ���U��N ���� ����) ���%  �� $����� �����J
�O�������� $ �� ������� ���������$��A �O�������A K� �� $�S��% $N����SU�S �F
������N D����Y� V�W!

�������%  �� ��K���N$����A ���U��N �$��O� �� ����� �����^ $�� ���G���$�
{P�� Q ^ � � |�− | � 
��} ⊂ V�� 
W� ���S� ���U��� 
% �� �O K����� ���� K����!

�K������� �O�������A H���I�J LK� ���U���M K� �������� �� �O�������AS K�
����! T�� �O�������A $ �����F����J ��K������% F���$����J ����� ������)����^

�<���) ���	)�9���2 ��	)�� ������2 ����2 �����#� ��#	�%�� � ������5 /9
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�
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�)��*�+�,�� 4� '
���	���� 'P�P·� ·Q� �P·� ·QQ ����� ����� �	���	� ���� �������
���� ��������� ���� ��������� �
�
��� �
� �	���� ������ $�
� ��� 	 � ��
��� �	�	���

;.P{P�� Q ^ |�P�� Q− �P�� Q| � 	}Q ≤ 	�

�O�������A K� $$������J ' 	������� $�� �� �O�������A K� ���� P�� �� �����	
���Q!

��//" 4� ��	�����	 ��������� ������� 	��	 	 ' ���������

()**+� ����K���G��%  �� K������$����A����A {��P·� ·Q} �F�����NO H���I�J H��	
��������A�� K� ������� ' ! ����O��) � K��K������$����A�����% ����� � ����A%
 �� ‖�� − ����‖� � −�! ����G�� #� _ {P�� Q ^ |��P�� Q− ����P�� Q| � −�}! �����
;.P#�Q ≤ −�% � ��) ���G���$� # ′

� ^_ ∪�≥�#� ����� ;.P# ′
�Q ≤ �−�! ����� ���G���$�

∩# ′
� ����� ����$�S ���U���% � $�� ��� K������$����A����A �� �O�����) K��� � ��

� ��������J H���I�� ��! ��� R��� $�� ���G���$� # ′
� K������$����A����A H���I�J

�� �O�����) ��$������� �

|�� − ��| ≤ |�� − ����|e |���� − ����|e · · · ≤ �−��

T�� �F�� ���%  �� ‖��−��‖� ≤ �−�% ������ �������%  �� �� �O�����) � �� K� �������
' !

����A (� ^ � _ ��
�����% (� ^ � _ ��

����� ] ���� �N� ��F�����) K���������$
�� � ����$����$���� �� �F�����N� K�����G���$� K���G����A��J ���N! &���I��%
K����)��N� 4<3 � �� ��G��� �F K�)�NO K���F$�����J �� × �� ����� ��FN$��A

������
���� ���������! D��� �N� ����J�N� �������I��
∑


��� )�P�Q*�PQ �����
��FN$��A ��������� �	����	$	 �
�$
!

�$)FA � $������A��J ��K���N$����AS ���� �����SU�)

��&��/" 5� A
���
��� 	 ' �������� ��	�����
 ������
��� ������� P���
��	�����
 ������� �	����	$	 �
�$
Q ��� � �	��	��� ��	�����	 �����
� �	
���������� �������� 7���� ��	�
��% ������� � �����
� �	 ��������
 �

� × � �	$�
 � �	� �	 �	$�
% �	$�
 �� ����	� 	 � � �
������ �
��� �
�	��
��������
������ ��������� ��	����� ��� � � � � �� ⊂ �� "�� � � � � "� ⊂ �� � ����
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∑
�P��Q � 
− 	� ∑

�P"�Q � 
− 	� |� P�� Q− +��| � 	 ��� 	���
���� � ∈ ���  ∈ "��

()**+� ��� ��� �$����%  �� ���� H���I�) � )$�)���) K������� $ ' 	������� K����	
��$����A����� ���K�� ��NO H���I�J ��% �� ��� )$�)���) $������A��	��K���N$��J!
"N����� ��K�����N� ������� �� � �� �� � � � ����$����$���� ����� ����F��%
 ���N ���K�� ��N� H���I�� �� �N�� �N ��K���N$�N��!
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