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Àííîòàöèÿ

Ìû äîêàçûâàåì, ÷òî äëÿ êàæäîãî d è äëÿ äîñòàòî÷íî áîëüøèõ n äëÿ êàæäîé

ïîñëåäîâàòåëüíîñòü íàòóðàëüíûõ ÷èñåë d1, d2, . . . , dn, íå ïðåâîñõîäÿùèõ d ìîæ-
íî ïîñòðîèòü ãðàô íà n âåðøèíàõ, ñòåïåíü êîòîðîãî îãðàíè÷åíà êîíñòàíòíîé

(íî ñòåïåíü i-é âåðøèíû íå ìåíüøå di), ÷òî èç ãðàôà íåëüçÿ óäàëèòü íåñêîëüêî
ðåáåð òàê, ÷òîáû â ïîëó÷èâøåìñÿ ãðàôå ñòåïåíü i-é âåðøèíû ðàâíÿëàñü di è
äîêàçàòåëüñòâî ýòîãî óòâåðæäåíèÿ â ðåçîëþöèÿõ èìååò ðàçìåð 2Ω(n). Èç ýòîãî

ðåçóëüòàòà ñëåäóþò èçâåñòíûå ðåçóëüòàòû îá ýêñïîíåíöèàëüíûõ íèæíèõ îöåí-

êàõ äëÿ ïðèíöèïà Äèðèõëå è öåéòèíñêèõ ôîðìóë.

Ìû äîêàçûâàåì, ÷òî äðåâîâèäíàÿ ðåçîëþöèîííàÿ ñëîæíîñòü ôîðìóëû, êî-

òîðàÿ êîäèðóåò íåâîçìîæíîñòü ðàçáèåíèÿ êâàäðàòà n × n íà äîìèíîøêè ïðè

íå÷åòíûõ n, ðàâíÿåòñÿ 2Θ(n).

Ìû äîêàçûâàåì, ÷òî äðåâîâèäíàÿ ðåçîëþöèîííàÿ ñëîæíîñòü CSP çàäà÷è, êî-

òîðàÿ êîäèðóåò óòâåðæäåíèå î òîì, ÷òî íåâîçìîæíî â êàæäóþ êëåòêó êâàäðàòà

n× n ðàññòàâèòü ïî îäíîé ñòðåëêå èç ìíîæåñòâà {←,↖, ↑,↗,→,↘, ↓,↙}, òàê
÷òîáû ñòðåëêè â äâóõ ñîñåäíèõ êëåòêàõ îòëè÷àëèñü ïîâîðîòîì íå áîëåå, ÷åì

íà 45◦ ãðàäóñîâ, à ñòðåëêè íà ãðàíèöå êâàäðàòà íå áûëè áû íàïðàâëåíû âíå

êâàäðàòà, ðàâíÿåòñÿ 2Θ(n).

∗Ïîääåðæàíî ãðàíòîì ïðåçèäåíòà ÌÊ-4108.2012.1, ãðàíòàìè ÐÔÔÈ 12-01-31239-ìîë_à, 11-01-

00760-à è ïðîãðàììîé ôóíäàìåíòàëüíûé èññëåäîâàíèé ÎÌÍ ÐÀÍ.
†dmitrits@pdmi.ras.ru
‡oparin.vsevolod@gmail.com
§slabodkinm@gmail.com
¶sokolov.dmt@gmail.com
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1 Ââåäåíèå

Ðåçîëþöèîííàÿ ñèñòåìà äîêàçàòåëüñòâ ÿâëÿåòñÿ îäíîé èç íàèáîëåå ïðîñòûõ è èçó-
÷åííûõ ñèñòåì äîêàçàòåëüñòâà. Èçâåñòíû ìåòîäû, êîòîðûå ïîçâîëÿþò äîêàçûâàòü
íèæíèå è âåðõíèå îöåíêè íà ñëîæíîñòü íåêîòîðûõ òèïîâ ôîðìóë. Îäíàêî íåèçâåñò-
íî óíèâåðñàëüíîãî ìåòîäà, êîòîðûé áû ïîçâîëÿë ïî ñåìåéñòâó ôîðìóë îïðåäåëèòü
ïîðÿäîê ðîñòà ñëîæíîñòè ðåçîëþöèîííîãî âûâîäà äëÿ ýòîãî ñåìåéñòâà.

Ìû ãîâîðèì, ÷òî ñåìåéñòâî ïðîòèâîðå÷èâûõ ôîðìóë â ÊÍÔ Fn ñëàáåå ñåìåéñòâà
ïðîòèâîðå÷èâûõ ôîðìóë â ÊÍÔ Hn, åñëè êàæäûé äèçúþíêò ôîðìóëû Hn ñëåäóåò
èç êîíñòàíòíîãî ÷èñëà äèçúþíêòîâ ôîðìóëû Fn. Ïîñêîëüêó ðåçîëþöèîííàÿ ñèñòå-
ìà äîêàçàòåëüñòâ ïîëíà îòíîñèòåëüíî èìïëèêàöèé, òî ðàçìåð ìèíèìàëüíîãî äîêà-
çàòåëüñòâà ôîðìóëû Hn íå ìåíüøå, ÷åì ðàçìåð ìèíèìàëüíîãî äîêàçàòåëüñòâà Fn.
Òàêèì îáðàçîì èíòåðåñíî äîêàçûâàòü íèæíèå îöåíêè äëÿ êàê ìîæíî áîëåå ñëàáûõ
ñåìåéñòâ ôîðìóë.

Áýéêåð [Bak95] îáîáùèë ðåçîëþöèîííóþ ñèñòåìó äîêàçàòåëüñòâ íà çàäà÷è âûïîë-
íåíèÿ îãðàíè÷åíèé (CSP) íàä ïðîèçâîëüíûìè àëôàâèòàìè. Ðåçîëþöèîííàÿ ñèñòåìà
äîêàçàòåëüñòâ ñâÿçàíà ñ àëãîðèòìàìè ðàñùåïëåíèÿ (DPLL àëãîðèòìàìè), êàæäûé
àëãîðèòì ðàñùåïëåíèÿ íà íåâûïîëíèìîé CSP çàäà÷å íàä àëôàâèòîì èç k ýëåìåíòîâ
ñòðîèò k-è÷íîå äåðåâî, êàæäîé âåðøèíå äåðåâà ñîîòâåòñòâóåò ïåðåìåííàÿ, à ðåáðà,
âåäóùèå ê ñûíîâüÿì, ñîîòâåòñòâóþò k ðàçëè÷íûì ïîäñòàíîâêàì ýòîé ïåðåìåííîé.
Â ëèñòüÿõ äåðåâà çàïèñàíû îãðàíè÷åíèÿ, êîòîðûå íàðóøàþòñÿ, åñëè ñäåëàòü ïîä-
ñòàíîâêó, êîòîðàÿ ñîîòâåòñòâóåò ïóòè îò êîðíÿ ê ýòîìó ëèñòó. Ìû íàçûâàåì òàêîå
äåðåâî � äåðåâîì ïîèñêà ïðîòèâîðå÷èÿ. Èçâåñòíî, ÷òî ðàçìåð ìèíèìàëüíîãî äåðåâà
ïîèñêà ïðîòèâîðå÷èÿ äëÿ íåâûïîëíèìîé CSP çàäà÷è ñîâïàäàåò ñ ðàçìåðîì ìèíè-
ìàëüíîãî äðåâîâèäíîãî ðåçîëþöèîííîãî äîêàçàòåëüñòâà.

Êàæäîé íåâûïîëíèìîé CSP çàäà÷å íàä àëôàâèòîì èç k ýëåìåíòîâ ñîîòâåòñòâó-
åò òðè ïàðàìåòðà: S(F ) � ðàçìåð ìèíèìàëüíîãî ðåçîëþöèîííîãî äîêàçàòåëüñòâà,
ST (F ) � ðàçìåð ìèíèìàëüíîãî ðåçîëþöèîííîãî äðåâîâèäíîãî äîêàçàòåëüñòâà è
d(F ) � ìèíèìàëüíàÿ ãëóáèíà äåðåâà ïîèñêà ïðîòèâîðå÷èÿ. Ýòè ïàðàìåòðû ñâÿçàíû
òðèâèàëüíûì íåðàâåíñòâîì: S(F ) ≤ ST (F ) ≤ kd(F ). Â ðàáîòå [BEGJ00] ïîñòðîåíî
ñåìåéñòâî ôîðìóë, êîòîðîå ýêñïîíåíöèàëüíî ðàçäåëÿåò S è ST , à â ðàáîòå [Urq11]
ñòðîèòñÿ ñåìåéñòâî ôîðìóë Fn, äëÿ êîòîðîé ST (Fn) = O(n), à d(Fn) = Ω(n/ log n).
×èñëî d(F ) ÿâëÿåòñÿ íèæíåé îöåíêîé â íàèõóäøåì ñëó÷àå íà ÷èñëî çàïðîñîâ, êîòî-
ðîå íóæíî ñäåëàòü ê ïåðåìåííûì, ÷òîáû íàéòè îãðàíè÷åíèå, êîòîðîå íå âûïîëíÿåò-
ñÿ.

Êëàññû PPA è PPAD. Êëàññ PPA (polynomial parity argument) áûë ââåäåí Ïàïà-
äèìèòðèó â [Pap94] è ñîñòîèò èç NP-çàäà÷ ïîèñêà, êîòîðûå ãàðàíòèðîâàííî èìåþò
ðåøåíèÿ áëàãîäàðÿ ïðèíöèïó ÷åòíîñòè, êîòîðûé ãëàñèò, ÷òî â ëþáîì ãðàôå ÷åòíîå
÷èñëî âåðøèí íå÷åòíîé ñòåïåíè. Ðàññìîòðèì ïîëèíîìèàëüíóþ ïî âðåìåíè Òüþðèí-
ãà M , êîòîðàÿ äëÿ âñåõ n è äëÿ âñåõ x ∈ {0, 1}n çàäàåò ãðàô èç 2n âåðøèí, âåðøèíû
êîòîðîãî ïîìå÷åíû ñòðîêàìè èç {0, 1}n, ïðè÷åì ñòåïåíè êàæäîé âåðøèíû â ýòîì
ãðàôå íå ïðåâîñõîäÿò äâóõ, à ñòåïåíü âåðøèíû 0n ðàâíÿåòñÿ îäíîìó. Äëÿ êàæäîãî
c ∈ {0, 1}n ìàøèíà M(x, c) âûäàåò ñïèñîê ñîñåäåé âåðøèíû c. Çàäà÷à A, ñâÿçàííàÿ
ñ ìàøèíîé M ñîñòîèò â òîì, ÷òîáû ïî x â ãðàôå, êîòîðàÿ çàäàåò M(x, ·) íàéòè âåð-
øèíó ñòåïåíè 1, îòëè÷íóþ îò 0n. Êëàññ PPA ñîñòîèò èç âñåõ òàêèõ çàäà÷ A è âñåõ
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NP-çàäà÷ ïîèñêà, êîòîðûå ê íèì ñâîäÿòñÿ ïî Ëåâèíó.
Êëàññ PPAD (polynomial parity argument directed) îïðåäåëÿåòñÿ àíàëîãè÷íûì îá-

ðàçîì, òîëüêî ðàññìàòðèâàþòñÿ îðèåíòèðîâàííûå ãðàôû. Îðèåíòèðîâàííûå ãðàôû
îáëàäàþò ñëåäóþùèìè ñâîéñòâàìè: â êàæäóþ âåðøèíó âõîäèò è âûõîäèò íå áîëåå
îäíîãî ðåáðà. Ìàøèíà M(x, c) çàäàåò ìíîæåñòâî âõîäÿùèõ è èñõîäÿùèõ ðåáåð, à
âåðøèíà 0n èìååò ñóììàðíóþ ñòåïåíü 1. Çàäà÷à A, ñâÿçàííàÿ ñ ìàøèíîé M òàêæå
ñîñòîèò â òîì, ÷òîáû ïî x â ãðàôå, êîòîðàÿ çàäàåò M(x, ·) íàéòè âåðøèíó ñòåïåíè 1,
îòëè÷íóþ îò 0n. Êëàññ PPAD ñîñòîèò èç âñåõ òàêèõ çàäà÷ A è âñåõ NP-çàäà÷ ïîèñêà,
êîòîðûå ê íèì ñâîäÿòñÿ ïî Ëåâèíó. Êëàññ PPAD ñîäåðæèò ìíîãî èíòåðåñíûõ çàäà÷, â
÷àñòíîñòè, òàêèå çàäà÷è ÿâëÿþòñÿ ïîëíûìè â ýòîì êëàññå: ïîèñê íåïîäâèæíîé òî÷êè
â äèñêðåòíîé âåðñèè òåîðåìû Áðàóýðà, ïîèñê ðàçíîöâåòíîãî òðåóãîëüíèêà, êîòîðûé
ñóùåñòâóåò ïî äâóìåðíîé ëåììåØïåðíåðà [Pap94], ïîèñê ðàâíîâåñèÿ Íýøà [CDT09].
Äëÿ CSP çàäà÷è, êîäèðóþùåé äâóìåðíóþ ëåììó Øïåðíåðà â ðàáîòå [CS98] äîêàçà-
íà ëèíåéíàÿ íèæíÿÿ îöåíêà íà ãëóáèíó äåðåâà ïîèñêà ïðîòèâîðå÷èÿ. Ýòî îçíà÷àåò,
÷òî ñîîòâåòñòâóþùóþ ëåììå Øïåðíåðà PPAD-çàäà÷ó, íåëüçÿ ðåøèòü áûñòðåå, ÷åì
çà 2Ω(n) ñ ïîìîùüþ àëãîðèòìîâ, êîòîðûå èñïîëüçóþò ìàøèíó Òüþðèíãà êàê ÷åðíûé
ÿùèê.

Ðåçóëüòàòû. Ìû ñòðîèì ñåìåéñòâî äâóäîëüíûõ ãðàôîâ Gn îãðàíè÷åííîé êîíñòàí-
òîé ñòåïåíè, êîòîðûå ñîñòîÿò èç äâóõ äîëåé ïî n è n−1 âåðøèíå ñîîòâåòñòâåííî. Ïî
ãðàôó Gn ñòðîèòñÿ ôîðìóëà ΦGn , ïåðåìåííûå êîòîðîé ñîîòâåòñòâóþò ðåáðàì ãðàôà.
Ôîðìóëà ΦGn êîäèðóåò ñóùåñòâîâàíèå ñîâåðøåííîãî ïàðîñî÷åòàíèÿ â ãðàôå Gn, ò.å.
äëÿ êàæäîé âåðøèíû åñòü îãðàíè÷åíèå, êîòîðîå ãîâîðèò, ÷òî ðîâíî îäíî èñõîäÿùåå
ðåáðî èìååò çíà÷åíèå 1. Ìû äîêàçûâàåì íèæíþþ îöåíêó 2Ω(n) íà ðåçîëþöèîííóþ
ñëîæíîñòü ΦGn . Íèæíÿÿ îöåíêà íà ðàçìåð äîêàçàòåëüñòâà ñëåäóåò èç íèæíåé îöåí-
êè íà øèðèíó äîêàçàòåëüñòâà [BSW01]. Äëÿ îöåíêè øèðèíû äîêàçàòåëüñòâà ìû èñ-
ïîëüçóåì ìåòîä, ïðåäëîæåííûé Áåí-Ñàññîíîì è Âèãäåðñîíîì â [BSW01], îäíàêî ìû
èñïîëüçóåì íåñòàíäàðòíîå ïîíÿòèå ñåìàíòè÷åñêîãî ñëåäñòâèÿ è íåñòàíäàðòíóþ ìåðó
íà ìíîæåñòâå äèçúþíêòîâ.

Ôîðìóëû ΦGn ñëàáåå, ÷åì ôîðìóëû PHPn, êîäèðóþùèå ïðèíöèï Äèðèõëå, ïî-
ýòîìó èç ïîëó÷åííîãî ðåçóëüòàòà ñëåäóåò íèæíÿÿ îöåíêà 2Ω(n) íà ðàçìåð ðåçîëþöè-
îííîãî äîêàçàòåëüñòâà PHPn, ïîëó÷åííàÿ â ðàáîòå [Hak85].

Èñïîëüçóÿ ýòîò ðåçóëüòàò, ìû äîêàçûâàåì áîëåå îáùåå óòâåðæäåíèå:

Òåîðåìà 1.1. Äëÿ ëþáîãî d ∈ N ñóùåñòâóåò D ∈ N, ÷òî äëÿ ëþáîãî äîñòàòî÷íî
áîëüøîãî n è äëÿ ëþáîé ôóíêöèè h : V → {1, 2, . . . , d}, ãäå |V | = n, ñóùåñòâóåò ãðàô
G(V,E), ñòåïåíü êàæäîé âåðøèíû ýòîãî ãðàôà íå ïðåâîñõîäèò D, ÷òî ôîðìóëà Ψ

(h)
G ,

êîòîðàÿ êîäèðóåò, ÷òî â ãðàôå G åñòü ïîäãðàô, â êîòîðîì ñòåïåíü âåðøèíû v ðàâíà
h(v), ÿâëÿåòñÿ íåâûïîëíèìîé è ðàçìåð ëþáîãî ðåçîëþöèîííîãî äîêàçàòåëüñòâà ýòîé
ôîðìóëû íå ìåíüøå, ÷åì 2Ω(n).

Èç ýòîé òåîðåìû ñëåäóåò îöåíêà 2Ω(n) íà öåéòèíñêèå ôîðìóëû, ïîëó÷åííàÿ â
ðàáîòå [Urq87].

×àñòíûé ñëó÷àé ýòîé òåîðåìû ïðè d = 2 ñîîòâåòñòâóåò ïîëíîé çàäà÷å â êëàññå
PPA.

Ìû òàêæå ðàññìàòðèâàåì êîíêðåòíûé ãðàô Hn, âåðøèíû êîòîðîãî ÿâëÿþòñÿ
êëåòêàìè êâàäðàòà n × n, äâå âåðøèíû ñîåäèíåíû ðåáðîì, åñëè êëåòêè ÿâëÿþòñÿ
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ñîñåäíèìè. Äëÿ òàêîãî ãðàôà âîïðîñ ñóùåñòâîâàíèÿ ñîâåðøåííîãî ïàðîñî÷åòàíèÿ
ýêâèâàëåíòåí ðàçáèåíèþ êâàäðàòà n × n íà äîìèíîøêè èç äâóõ êëåòîê. Ìû äîêà-
çûâàåì, ÷òî äðåâîâèäíàÿ ðåçîëþöèîííàÿ ñëîæíîñòü ôîðìóëû ΦHn ïðè íå÷åòíûõ n
ðàâíÿåòñÿ 2Θ(n). Âåðõíÿÿ îöåíêà äîêàçûâàåòñÿ áèíàðíûì ïîèñêîì, à íèæíÿÿ îöåíêà
äîêàçûâàåòñÿ ñ ïîìîùüþ èãðû äîêàçûâàþùåãî è îòêëàäûâàþùåãî1.

Ìû òàêæå ðàññìàòðèâàåì çàäà÷ó âûïîëíåíèÿ îãðàíè÷åíèÿ, êîòîðàÿ ñîîòâåòñòâó-
åò ñëåäóþùåìó óòâåðæäåíèþ: íåâîçìîæíî â êàæäóþ êëåòêó êâàäðàòà n× n ðàññòà-
âèòü ïî îäíîé ñòðåëêå èç ìíîæåñòâà {←,↖, ↑,↗,→,↘, ↓,↙}, òàê ÷òîáû ñòðåëêè
â äâóõ ñîñåäíèõ êëåòêàõ îòëè÷àëèñü ïîâîðîòîì íå áîëåå, ÷åì íà 45◦ ãðàäóñîâ, à
ñòðåëêè íà ãðàíèöå êâàäðàòà íå áûëè áû íàïðàâëåíû âíå êâàäðàòà. Ýòî óòâåðæäå-
íèå ñëåäóåò èç äâóìåðíîé òåîðåìû Áðàóýðà î ñóùåñòâîâàíèè íåïîäâèæíîé òî÷êè.
Ìû äîêàçûâàåì, ÷òî ðåçîëþöèîííàÿ ñëîæíîñòü ýòîé CSP çàäà÷è ðàâíÿåòñÿ 2Θ(n).
Èç PPAD-ïîëíîòû äâóìåðíîé òåîðåìû Áðàóýðà ñëåäóåò, ÷òî çàäà÷à ïîèñêà, êîòîðàÿ
ñîîòâåòñòâóåò çàäà÷å î ñòðåëî÷êàõ, ëåæèò â êëàññå PPAD.

2 Ïðåäâàðèòåëüíûå ñâåäåíèÿ

Ìû ðàññìàòðèâàåì ïðîñòûå ãðàôû áåç ïåòåëü è êðàòíûõ ðåáåð. Äâóäîëüíûì ãðàôîì
íàçûâàåòñÿ òàêîé ãðàô, âåðøèíû êîòîðîãî ìîæíî ðàçáèòü íà äâà íåïåðåñåêàþùèõñÿ
ìíîæåñòâà X è Y , òàê ÷òî âñå ðåáðà ñîåäèíÿþò âåðøèíû èç ìíîæåñòâà X ñ âåðøè-
íàìè èç ìíîæåñòâà Y . Ìíîæåñòâà X è Y ìû íàçûâàåì äîëÿìè.

Ïàðîñî÷åòàíèåì â ãðàôå íàçûâàåòñÿ ïðîèçâîëüíîå ìíîæåñòâî ðåáåð, êîíöû êî-
òîðûõ ðàçëè÷íû. Ìû ãîâîðèì, ÷òî ïàðîñî÷åòàíèå ïîêðûâàåò âåðøèíó v, åñëè ñóùå-
ñòâóåò ðåáðî èç ýòîãî ïàðîñî÷åòàíèÿ ñ êîíöîì â âåðøèíå v.

Äëÿ äâóäîëüíîãî ãðàôà ñ äîëÿìè X è Y è A ⊆ X îáîçíà÷èì Γ(A) ìíîæåñòâî
âñåõ ñîñåäåé âåðøèí èç ìíîæåñòâà A.

Ëåììà 2.1 (Õîëë). Ïóñòü â äâóäîëüíîì ãðàôå ñ äîëÿìè X è Y äëÿ íåêîòîðîãî
ïîäìíîæåñòâà A ⊆ X äëÿ âñåõ B ⊆ A âûïîëíÿåòñÿ íåðàâåíñòâî Γ(B) ≥ |B|, òî â
ãðàôå ñóùåñòâóåò ïàðîñî÷åòàíèå, êîòîðîå ïîêðûâàåò âñå âåðøèíû ìíîæåñòâà A.

Ïðîïîçèöèîíàëüíîé ïåðåìåííîé ìû íàçûâàåì ïåðåìåííóþ, êîòîðàÿ ïðèíèìàåò
îäíî èç äâóõ çíà÷åíèé 0 èëè 1. Ëèòåðàëîì íàçûâàåòñÿ ïðîïîçèöèîíàëüíàÿ ïåðåìåí-
íàÿ èëè åå îòðèöàíèå. Äèçúþíêòîì íàçûâàåòñÿ äèçúþíêöèÿ ëèòåðàëîâ. Ôîðìóëîé
â êîíúþíêòèâíîé íîðìàëüíîé ôîðìå (ÊÍÔ) íàçûâàåòñÿ êîíúþíêöèÿ íåñêîëüêèõ
äèçúþíêòîâ. Ôîðìóëà íàçûâàåòñÿ ôîðìóëîé â k-ÊÍÔ, åñëè â êàæäûé åå äèçúþíêò
âõîäèò íå áîëåå k ëèòåðàëîâ. Ôîðìóëà íàçûâàåòñÿ âûïîëíèìîé, åñëè ñóùåñòâóåò
òàêîå ïðèñâàèâàíèå çíà÷åíèé åå ïåðåìåííûì, ïðè êîòîðîé çíà÷åíèå ôîðìóëû ñòàíî-
âèòñÿ ðàâíûì 1 (òàêîå ïðèñâàèâàíèå ìû íàçûâàåì âûïîëíÿþùèì íàáîðîì).

Äîêàçàòåëüñòâîì íåâûïîëíèìîñòè ôîðìóëû ϕ â ðåçîëþöèîííîé ñèñòåìå ÿâëÿåò-
ñÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü äèçúþíêòîâ, çàêàí÷èâàþùàÿñÿ ïóñòûì äèçúþíêòîì (ïóñòîé
äèçúþíêò áóäåì îáîçíà÷àòü �), êàæäûé äèçúþíêò ÿâëÿåòñÿ ëèáî äèçúþíêòîì ôîð-
ìóëû ϕ, ëèáî ïîëó÷àåòñÿ èç ïðåäûäóùèõ ïî ïðàâèëó ðåçîëþöèè. Ïðàâèëî ðåçîëþöèè
ïîçâîëÿåò èç ïàðû äèçúþíêòîâ (l1∨l2∨· · ·∨ln) è (l′1∨l′2∨· · ·∨l′m), ãäå l′m = ¬ln âûâåñòè

1Prover-Delayer games
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äèçúþíêò (l1 ∨ · · · ∨ ln−1 ∨ l′1 ∨ · · · ∨ l′m−1). Ðàçìåðîì ðåçîëþöèîííîãî äîêàçàòåëüñòâà
íàçûâàåòñÿ ÷èñëî äèçúþíêòîâ, êîòîðûå â íåãî âõîäÿò.

Áåí-Ñàññîí è Âèãäåðñîí â [BSW01] ââîäÿò ïîíÿòèå øèðèíû. Øèðèíà äèçúþíê-
òà � ýòî êîëè÷åñòâî ëèòåðàëîâ â íåì. Øèðèíà ôîðìóëû â ÊÍÔ � ýòî øèðèíà
ñàìîãî øèðîêîãî äèçúþíêòà. Øèðèíà ðåçîëþöèîííîãî äîêàçàòåëüñòâà ôîðìóëû �
ýòî øèðèíà ñàìîãî øèðîêîãî äèçúþíêòà, âõîäÿùåãî â íåãî.

Òåîðåìà 2.1 ([BSW01]). Ðàçìåð ðåçîëþöèîííîãî äîêàçàòåëüñòâà ôîðìóëû ϕ â k-

ÊÍÔ íå ìåíüøå, ÷åì 2
Ω

(
(w−k)2

n

)
, ãäå w � ýòî ìèíèìàëüíàÿ øèðèíà ðåçîëþöèîííîãî

äîêàçàòåëüñòâà ϕ, à n � ÷èñëî ïåðåìåííûõ ôîðìóëû ϕ.

Ëåììà 2.2. Åñëè ôîðìóëà φ ïîëó÷àåòñÿ èç íåâûïîëíèìîé ôîðìóëû ψ ïîäñòàíîâêîé
íåêîòîðûõ ïåðåìåííûõ, òî ôîðìóëà φ íåâûïîëíèìà è ðàçìåð ëþáîãî ðåçîëþöèîííî-
ãî äîêàçàòåëüñòâà ôîðìóëû ψ íå ìåíüøå, ÷åì ðàçìåð ìèíèìàëüíîãî äîêàçàòåëüñòâà
ôîðìóëû φ.

Ïóñòü X = {x1, x2, . . . , xn} êîíå÷íîå ìíîæåñòâî ïåðåìåííûõ, êîòîðûå ïðèíèìà-
þò çíà÷åíèÿ èç êîíå÷íîãî ìíîæåñòâà W = {w1, w2, . . . , wk}, à S � ýòî ìíîæåñòâî
îãðàíè÷åíèé, êàæäîå îãðàíè÷åíèå îïðåäåëÿåò çàâèñèò îò êàêîãî-òî ïîäìíîæåñòâà
ïåðåìåííûõ X ′ è çàäàåò òå çíà÷åíèÿ, êîòîðûå ýòè ïåðåìåííûå ìîãóò îäíîâðåìåí-
íî ïðèíèìàòü. Òðîéêà 〈X,W, S〉 íàçûâàåòñÿ çàäà÷åé âûïîëíåíèÿ îãðàíè÷åíèé (CSP).
Åñëè ñóùåñòâóåò çíà÷åíèå ïåðåìåííûõ, êîòîðûå âûïîëíÿþò âñå îãðàíè÷åíèÿ CSP

çàäà÷è φ, òî òàêàÿ çàäà÷à íàçûâàåòñÿ âûïîëíèìîé, â ïðîòèâíîì ñëó÷àå � íåâûïîë-
íèìîé.

Çàïðåòîì2 íàçûâàåòñÿ îãðàíè÷åíèå âèäà ¬(x1 = a1∧· · ·∧x` = a`), ãäå x1, . . . , x` ∈
X, a1, . . . , a` ∈ W . Â ñëó÷àå àëôàâèòà W = {0, 1} çàïðåò ñîâïàäàåò ñ äèçúþíêòîì.
Ëþáîå îãðàíè÷åíèé, êîòîðîå çàâèñèò îò ` ïåðåìåííûõ ìîæíî ïðåäñòàâèòü â âèäå
êîíúþíêöèè íå áîëåå, ÷åì |W |` çàïðåòîâ.

Ðåçîëþöèîííàÿ ñèñòåìà äîêàçàòåëüñòâ ìîæåò áûòü îáîáùåíà íà ñëó÷àé CSP, åñëè
âñå îãðàíè÷åíèÿ ïðåäñòàâëåíû â âèäå êîíúþíêöèè çàïðåòîâ. Ðåçîëþöèîííûì äîêà-
çàòåëüñòâîì CSP ôîðìóëû φ íàçûâàåòñÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü çàïðåòîâ C1, C2, . . . , Ct,
êîòîðàÿ çàêàí÷èâàåòñÿ ïóñòûì çàïðåòîì �. Êàæäûé çàïðåò ÿâëÿåòñÿ ëèáî çàïðåòîì
èç îãðàíè÷åíèé ôîðìóëû φ, ëèáî ïîëó÷àåòñÿ ïî ïðàâèëó ðåçîëþöèè èç |W | äðóãèõ
çàïðåòîâ. Ïóñòü {Na}a∈W � ýòî òàêîå ìíîæåñòâî çàïðåòîâ, ÷òî Na = ¬(x = a ∧ αa)
äëÿ âñåõ a ∈ W , òîãäà çàïðåò ¬(

∧
a∈W αa) ÿâëÿåòñÿ ðåçîëüâåíòîé çàïðåòîâ {Na}a∈W .

Ðåçîëþöèîííîå äîêàçàòåëüñòâî ôîðìóëû íàçûâàåòñÿ äðåâîâèäíûì, åñëè ñóùåñòâó-
åò òàêîå k-è÷íîå äåðåâî, ëèñòüÿ êîòîðîãî ïîìå÷åíû çàïðåòàìè èñõîäíîé ôîðìóëû,
çàïðåò â êàæäîé âåðøèíå ÿâëÿåòñÿ ðåçîëüâåíòîé çàïðåòîâ ñûíîâåé, à êîðåíü äåðåâà
ïîìå÷åí ïóñòûì çàïðåòîì.

Äåðåâîì ïîèñêà ïðîòèâîðå÷èÿ äëÿ íåâûïîëíèìîé CSP ôîðìóëû φ íàçûâàåòñÿ
êîðíåâîå k-è÷íîå äåðåâî, âåðøèíû êîòîðîãî ïîìå÷åíû ïåðåìåííûìè, à ðåáðà, èñõî-
äÿùèå èç âåðøèíû, ïîìå÷åííîé ïåðåìåííîé x ê ñûíîâüÿì ïîìå÷åíû ïîäñòàíîâêàìè
x := w äëÿ êàæäîãî w ∈ W . Â ëèñòüÿõ äåðåâà íàïèñàíû îãðàíè÷åíèÿ, êîòîðûå
îïðîâåðãàþòñÿ ïîäñòàíîâêàìè, êîòîðûå íàïèñàíû íà ïóòè îò êîðíÿ äåðåâà äî ýòîãî
ëèñòà.

2àíãëèéñêèé òåðìèí nogood
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Óòâåðæäåíèå 2.1 ([Bak95][Hwa04]). Ðàçìåð ìèíèìàëüíîãî äðåâîâèäíîãî ðåçîëþ-
öèîííîãî äîêàçàòåëüñòâà íåâûïîëíèìîé CSP ôîðìóëû φ ñîâïàäàåò ñ ðàçìåðîì ìè-
íèìàëüíîãî äåðåâà ïîèñêà ïðîòèâîðå÷èÿ äëÿ ôîðìóëû φ.

3 Âûäåëåíèå ïîäãðàôà

3.1 Ñóùåñòâîâàíèå ñîâåðøåííîãî ïàðîñî÷åòàíèÿ

Ïî êàæäîìó íåîðèåíòèðîâàííîìó ãðàôó G(V,E) ïîñòðîèì ôîðìóëó ΦG, êîòîðàÿ
óñòðîåíà ñëåäóþùèì îáðàçîì: äëÿ êàæäîãî ðåáðà e ∈ E â ôîðìóëå åñòü ïåðåìåí-
íàÿ xe. Ôîðìóëà ïðåäñòàâëÿåò èç ñåáÿ êîíúþíêöèþ óñëîâèé: äëÿ êàæäîé âåðøèíû
v çàïèñûâàåì, ÷òî çíà÷åíèå ðîâíî îäíîãî ðåáðà, èñõîäÿùåãî èç v, ïîìå÷åíî åäèíè-
öåé. Çàïèñûâàåòñÿ òàêîå óñëîâèå êàê êîíúþíêöèÿ óòâåðæäåíèÿ î òîì, ÷òî õîòÿ áû
îäíî ðåáðî, èñõîäÿùåå èç v èìååò çíà÷åíèå 1:

∨
(v,u)∈E x(v,u), è óòâåðæäåíèé, ÷òî äëÿ

êàæäîé ïàðû ðåáåð e1, e2, èíöèäåíòíûõ âåðøèíå v, âûïîëíÿåòñÿ ¬xe1 ∨ ¬xe2 .
Íåòðóäíî çàìåòèòü, ÷òî åñëè ñòåïåíè âñåõ âåðøèí ãðàôà G íå ïðåâîñõîäÿò D, òî

ôîðìóëà ΦG çàïèñàíà â D-ÊÍÔ.
Â ýòîì ðàçäåëå ìû äîêàæåì ñëåäóþùóþ òåîðåìó:

Òåîðåìà 3.1. Ñóùåñòâóåò òàêàÿ êîíñòàíòà D, ÷òî äëÿ âñåõ äîñòàòî÷íî áîëüøèõ n
çà ïîëèíîìèàëüíîå îò n âðåìÿ ìîæíî ïîñòðîèòü òàêîé ãðàô G íà n âåðøèíàõ, ÷òî
ñòåïåíè âñåõ âåðøèí ãðàôà íå ïðåâîñõîäÿò D, ôîðìóëà ΦG íåâûïîëíèìà, à ðàçìåð
ëþáîãî åå ðåçîëþöèîííîãî äîêàçàòåëüñòâà íå ìåíüøå 2Ω(n).

Îïðåäåëåíèå 3.1. Äâóäîëüíûé ãðàô ñ äîëÿìè X è Y íàçûâàåòñÿ (r, d, c)-
ãðàíè÷íûì ýêñïàíäåðîì, åñëè ñòåïåíè âñåõ âåðøèí äîëè X íå ïðåâîñõîäÿò d è äëÿ
ëþáîãî ìíîæåñòâà âåðøèí A ⊆ X åñëè |A| ≤ r, òî âûïîëíÿåòñÿ |δ(A)| ≥ c|A|, ãäå
δ(A) � ýòî ìíîæåñòâî âåðøèí èç Y , èç êîòîðûõ èñõîäèò ðîâíî îäíî ðåáðî â ìíîæå-
ñòâî A.

Ëåììà 3.1. Åñëè â äâóäîëüíîì ãðàôå ñ äîëÿìè X è Y ñóùåñòâóåò ïàðîñî÷åòàíèå,
ïîêðûâàþùåå âñå âåðøèíû Y , è ñóùåñòâóåò ïàðîñî÷åòàíèå, êîòîðîå ïîêðûâàåò âñå
âåðøèíû ìíîæåñòâà A ⊆ X, òî ñóùåñòâóåò ïàðîñî÷åòàíèå, êîòîðîå ïîêðûâàåò âñå
âåðøèíû Y è âñå âåðøèíû A îäíîâðåìåííî.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü L îáîçíà÷àåò ïàðîñî÷åòàíèå, êîòîðîå ïîêðûâàåò âñå âåðøè-
íû ìíîæåñòâà A, à F � ïàðîñî÷åòàíèå, êîòîðîå ïîêðûâàåò âñå âåðøèíû èç ìíîæåñòâà
Y . Äîêàæåì, ÷òî åñëè F íå ïîêðûâàåò âñå âåðøèíû èç A, òî ìîæíî ïîñòðîèòü íîâîå
ïàðîñî÷åòàíèå F ′, êîòîðîå ïîêðûâàåò âñå âåðøèíû èç Y è ÷èñëî ïîêðûòûõ âåðøèí
èç A â F ′ áîëüøå, ÷åì â F . Òîãäà ìîæíî áóäåò ïîñòðîèòü ïàðîñî÷åòàíèå, êîòîðîå
ïîêðûâàåò âåðøèíû è A, è Y .

Ðàññìîòðèì âåðøèíó v1 ∈ A, êîòîðàÿ íå ïîêðûòà ïàðîñî÷åòàíèåì F , è ðàññìîò-
ðèì ïóòü v1, u1, v2, u2, . . . , uk−1, vk, â êîòîðîì ðåáðà (vi, ui) ∈ L, à ðåáðà (ui, vi+1) ∈ F ,
ïðè ýòîì âñå v1, v2, . . . , vk−1 ∈ A, à vk /∈ A.

Òàêîé ïóòü ñóùåñòâóåò, ïîñêîëüêó îí îïðåäåëÿåòñÿ îäíîçíà÷íî. Ìû ÷åðåäóåì
ðåáðà ïàðîñî÷åòàíèÿ, ïî êîòîðûì âûõîäèì. Èç êàæäîé âåðøèíû äîëè X âûõîäèò íå
áîëåå îäíîãî ðåáðà ïàðîñî÷åòàíèÿ L, à èç êàæäîé âåðøèíû äîëè Y âûõîäèò ðîâíî
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îäíî ðåáðî ïàðîñî÷åòàíèÿ F . Èç âåðøèíû v1 íå âûõîäèò ðåáåð ïàðîñî÷åòàíèÿ F ,
ïîýòîìó çàöèêëèòüñÿ ýòîò ïóòü íå ìîæåò. Ïîñêîëüêó èç êàæäîé âåðøèíû ìíîæåñòâà
A âûõîäèò îäíî ðåáðî ïàðîñî÷åòàíèÿ L, òî ïóòü ðàíî èëè ïîçäíî ïðèäåò â âåðøèíó
âíå ìíîæåñòâà A.

Ïóñòü ïàðîñî÷åòàíèå F ′ ïîëó÷àåòñÿ èç F óäàëåíèåì âñåõ ðåáåð (vi, vi+1) è äîáàâ-
ëåíèåì ðåáåð (ui, vi) äëÿ 1 ≤ i < k. Ïàðîñî÷åòàíèå F ′ ïîêðûâàåò âñå âåðøèíû äîëè
Y è ïîêðûâàåò íà îäíó âåðøèíó áîëüøå èç ìíîæåñòâà A, ÷åì ïàðîñî÷åòàíèå F .

Ëåììà 3.2. Ïóñòü G � äâóäîëüíûé (r, d, c)-ãðàíè÷íûé ýêñïàíäåð ñ äîëÿìè X è Y ,
â êîòîðîì c > 2, à â äîëå X ÷èñëî âåðøèí áîëüøå, ÷åì â äîëå Y . Ïóñòü äâóäîëüíûé
ãðàô H ïîëó÷àåòñÿ èç ýêñïàíäåðà G äîáàâëåíèåì ïàðîñî÷åòàíèÿ, ïîêðûâàþùåãî
âñå âåðøèíû äîëè Y . Òîãäà ôîðìóëà ΦH íåâûïîëíèìà è øèðèíà åå ðåçîëþöèîííîãî
îïðîâåðæåíèÿ íå ìåíüøå, ÷åì c−1

2
r.

Äîêàçàòåëüñòâî. Â äîëÿõ X è Y ðàçíîå êîëè÷åñòâî âåðøèí, ñëåäîâàòåëüíî â ãðàôå
H íåò ñîâåðøåííîãî ïàðîñî÷åòàíèÿ, ñëåäîâàòåëüíî ôîðìóëà ΦH íåâûïîëíèìà.

Ãðàô H ÿâëÿåòñÿ (r, d+ 1, c− 1)-ãðàíè÷íûì ýêñïàíäåðîì, ïîñêîëüêó äîáàâëåíèå
ïàðîñî÷åòàíèÿ óâåëè÷èëî ñòåïåíü âåðøèí äîëè X íå áîëåå, ÷åì íà 1 è äëÿ êàæäîãî
ìíîæåñòâà A ⊆ X ðàçìåð δ(A) ìîã óìåíüøèòñÿ íå áîëåå, ÷åì íà |A|.

Áóäåì íàçûâàòü íàáîð çíà÷åíèé ïåðåìåííûõ ôîðìóëû ΦH äîïóñòèìûì, åñëè äëÿ
âñåõ âåðøèí ãðàôà H íå áîëåå, ÷åì îäíî èñõîäÿùåå ðåáðî, èìååò çíà÷åíèå 1. Ïóñòü
S � ýòî ïîäìíîæåñòâî âåðøèí ãðàôà H, áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî äèçúþíêò C äîïóñòèìî
ñëåäóåò èç ìíîæåñòâà âåðøèí S, åñëè ëþáîé äîïóñòèìûé íàáîð, êîòîðûé âûïîëíÿ-
åò âñå óñëîâèÿ â âåðøèíàõ ìíîæåñòâà S, âûïîëíÿåò òàêæå è äèçúþíêò C. Áóäåì
îáîçíà÷àòü ýòî òàê: S ` C.

Ââåäåì ìåðó µ íà ìíîæåñòâå äèçúþíêòîâ ðåçîëþöèîííîãî äîêàçàòåëüñòâà ôîð-
ìóëû ΦH . µ(C) = min{|S ∩X| | S ` C}.

Ìåðà µ îáëàäàåò ñëåäóþùèìè ñâîéñòâàìè:

1. Ìåðà âñåõ äèçúþíêòîâ ôîðìóëû ΦH ðàâíÿåòñÿ íóëþ èëè åäèíèöå.

2. Ïîëóàääèòèâíîñòü: µ(C) ≤ µ(C1) +µ(C2), åñëè äèçúþíêò C ïîëó÷àåòñÿ ïðèìå-
íåíèåì ïðàâèëà ðåçîëþöèè èç äèçúþíêòîâ C1 è C2.

Ïóñòü S1 ` C1 è |S1∩X| = µ(C1), à S2 ` C2 è |S2∩X| = µ(C2), òîãäà S1∪S2 ` C1

è S1 ∪S2 ` C2, ñëåäîâàòåëüíî S1 ∪S2 ` C, ïîýòîìó µ(C) ≤ |S1 ∩X|+ |S2 ∩X| =
µ(C1) + µ(C2).

3. Ìåðà ïóñòîãî äèçúþíêòà � áîëüøå r.

Îò ïðîòèâíîãî, ïóñòü µ(�) ≤ r, ðàññìîòðèì òàêîå ìíîæåñòâî âåðøèí S, ÷òî
S ` � è |S ∩ X| ≤ r. Äëÿ ëþáîãî A ⊆ S ∩ X âûïîëíÿåòñÿ |Γ(A)| ≥ |δ(A)| ≥
(c − 1)|A| ≥ |A|, ñëåäîâàòåëüíî ïî ëåììå Õîëëà (ëåììà 2.1) â ãðàôå H ñó-
ùåñòâóåò ïàðîñî÷åòàíèå, êîòîðîå ïîêðûâàåò âñå âåðøèíû ìíîæåñòâà S ∩ X.
Ïî ïîñòðîåíèþ â ãðàôå H åñòü ïàðîñî÷åòàíèå, êîòîðîå ïîêðûâàåò âñå âåðøè-
íû ìíîæåñòâà Y , ñëåäîâàòåëüíî ïî ëåììå 3.1 ñóùåñòâóåò ïàðîñî÷åòàíèå, êî-
òîðîå ïîêðûâàåò âñå âåðøèíû ìíîæåñòâà S ∩X è âñå âåðøèíû ìíîæåñòâà Y ,
à ñëåäîâàòåëüíî ïîêðûâàåò âñå âåðøèíû ìíîæåñòâà S. Ýòîìó ïàðîñî÷åòàíèþ
ñîîòâåòñòâóåò íàáîð çíà÷åíèé ïåðåìåííûõ, êîòîðûé âûïîëíÿåò âñå âåðøèíû
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ìíîæåñòâà S, íî ïóñòîé äèçúþíêò âûïîëíèòü íåâîçìîæíî, ïîýòîìó ìû ïîëó-
÷èëè ïðîòèâîðå÷èå ñ òåì, ÷òî µ(C) ≤ r.

Èç ñâîéñòâ ìåðû ñëåäóåò, ÷òî â äîêàçàòåëüñòâå ôîðìóëû ΦH íàéäåòñÿ äèçúþíêò
C, ìåðà êîòîðîãî íàõîäèòñÿ â ïðåäåëàõ r

2
≤ µ(C) ≤ r. Ïóñòü S ` C è ïðè ýòîì

|S ∩X| = µ(C). Äëÿ êðàòêîñòè îáîçíà÷èì A = S ∩X. Ïîñêîëüêó H ÿâëÿåòñÿ (r, d+
1, c− 1)-ãðàíè÷íûì ýêñïàíäåðîì, òî δ(A) ≥ (c− 1)|A|. Ïóñòü F � ìíîæåñòâî ðåáåð,
ñîåäèíÿþùèõ A è δ(A), ïîñêîëüêó â êàæäóþ âåðøèíó ìíîæåñòâà δ(A) âõîäèò ðîâíî
îäíî ðåáðî èç ìíîæåñòâà A, òî |F | = |δ(A)|. Ðàññìîòðèì îäíî ðåáðî f ∈ F , ïóñòü f =
(u, v), ãäå u ∈ A. Ïîñêîëüêó |(S\{u})∩X| < |S∩X|, òî èç ìíîæåñòâà S\{u} äîïóñòèìî
íå ñëåäóåò äèçúþíêò C, ò.å. ñóùåñòâóåò äîïóñòèìûé íàáîð çíà÷åíèé ïåðåìåííûõ σ,
êîòîðûé âûïîëíÿåò óñëîâèÿ â âåðøèíàõ S \{u}, íî îïðîâåðãàåò äèçúþíêò C. Íàáîð
çíà÷åíèé σ íå âûïîëíÿåò óñëîâèå â âåðøèíå u, òàê êàê èíà÷å σ âûïîëíÿë áû S, à
ñëåäîâàòåëüíî è C. Ïîñêîëüêó íàáîð σ ÿâëÿåòñÿ äîïóñòèìûì, òî îí íàçíà÷àåò âñåì
ðåáðàì, èñõîäÿùèì èç u, çíà÷åíèå 0.

Ðàññìîòðèì äâà ñëó÷àÿ. Â ïåðâîì ñëó÷àå óñëîâèå â âåðøèíå v íàáîð σ íå âû-
ïîëíèë. Òîãäà åñëè ìû ðàññìîòðèì íàáîð σ′, êîòîðûé îòëè÷àåòñÿ îò σ çíà÷åíèåì
ðåáðà f , òî σ′ ÿâëÿåòñÿ äîïóñòèìûì è âûïîëíÿåò S, ñëåäîâàòåëüíî σ′ âûïîëíÿåò
C, à ïîñêîëüêó σ íå âûïîëíÿë C, ñëåäîâàòåëüíî äèçúþíêò C ñîäåðæèò ïåðåìåííóþ
f . Âî âòîðîì ñëó÷àå íàáîð σ âûïîëíÿåò óñëîâèå â âåðøèíå v, ýòî çíà÷èò, ÷òî åñòü
èíöèäåíòíîå âåðøèíå v ðåáðî e, ÷òî σ(e) = 1. Âòîðîé êîíåö ðåáðà e íå ëåæèò â ìíî-
æåñòâå A, òàê êàê âåðøèíà v ïðèíàäëåæèò ãðàíèöå ìíîæåñòâà A. Ðàññìîòðèì íàáîð
σ′′, êîòîðûé îòëè÷àåòñÿ îò σ çíà÷åíèÿìè ïåðåìåííûõ f è e, îí ÿâëÿåòñÿ äîïóñòèìûì
è âûïîëíÿåò âñå óñëîâèÿ S, ñëåäîâàòåëüíî âûïîëíÿåò C. Çíà÷èò, e èëè f âõîäÿò â
C. Òàêèì îáðàçîì ìû ïîëó÷èëè, ÷òî äëÿ êàæäîé âåðøèíû v ∈ δ(A) êàê ìèíèìóì
îäíî èç ðåáåð, èñõîäÿùèõ èç v ñîäåðæèòñÿ â C. Ñëåäîâàòåëüíî, ðàçìåð äèçúþíêòà
C íå ìåíüøå |δ(A)| ≥ (c− 1)|A| ≥ c−1

2
r.

Êîíñòðóêöèÿ ãðàôà íàçûâàåòñÿ ÿâíîé, åñëè ãðàô ìîæíî ïîñòðîèòü çà ïîëèíîìè-
àëüíîå îò ÷èñëà âåðøèí âðåìÿ.

Ëåììà 3.3 ([IS11], ëåììà 6.2). Äëÿ ëþáîãî äîñòàòî÷íî áîëüøîãî d è ëþáîãî m
ñóùåñòâóåò ÿâíàÿ êîíñòðóêöèÿ (r, d, 0.5d)-ãðàíè÷íîãî ýêñïàíäåðà ñ ðàçìåðàìè äîëåé
|X| = |Y | = m, r = Ω(m), ïðè÷åì ñòåïåíè âñåõ âåðøèí èç äîëè Y íå ïðåâîñõîäèò d2.

Ñëåäñòâèå 3.1. Äëÿ ëþáîãî äîñòàòî÷íî áîëüøîãî d è ëþáîãî m ñóùåñòâóåò ÿâíàÿ
êîíñòðóêöèÿ (r, d, 0.4d)-ãðàíè÷íîãî ýêñïàíäåðà ñ ðàçìåðàìè äîëåé |X| = m è |Y | =
m− 1 (à òàêæå ìîæíî |Y | = m− 2), r = Ω(m), ïðè÷åì ñòåïåíè âñåõ âåðøèí èç äîëè
Y íå ïðåâîñõîäèò d2.

Äîêàçàòåëüñòâî. Êîíñòðóêöèÿ ãðàôà ïîëó÷àåòñÿ èç ãðàôà èç ëåììû 3.3 âûáðàñû-
âàíèåì îäíîé èëè äâóõ âåðøèí èç ìíîæåñòâà Y .

Äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû 3.1. Ïóñòü d > 5 äëÿ êîòîðîãî âûïîëíÿåòñÿ óñëîâèå ñëåä-
ñòâèÿ 3.1, âûáåðåì (r, d, 0.4d)-ãðàíè÷íûé ýêñïàíäåð G èç ñëåäñòâèÿ 3.1, ÷òîáû â íåì
áûëî ðîâíî n âåðøèí. Ïî ëåììå øèðèíà ðåçîëþöèîííîãî äîêàçàòåëüñòâà ôîðìóëû
ΦG íå ìåíüøå, ÷åì Ω(n). Òîãäà ïî òåîðåìå 2.1 ðàçìåð ðåçîëþöèîííîãî äîêàçàòåëü-
ñòâà íå ìåíüøå, ÷åì 2Ω(n).
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3.2 Âûäåëåíèå ïîäãðàôà

Ïóñòü G(V,E) � íåîðèåíòèðîâàííûé ãðàô, ôóíêöèÿ h : V → N òàêàÿ, ÷òî äëÿ êàæ-
äîé âåðøèíû v, ñòåïåíü v íå ìåíüøå, ÷åì h(v). Ïîñòðîèì ôîðìóëó Ψ

(h)
G , ïåðåìåííûå

êîòîðîé ñîîòâåòñòâóþò ðåáðàì ãðàôà G. Äëÿ êàæäîé âåðøèíû v çàïèñûâàåòñÿ óñëî-
âèå, ÷òî ðîâíî h(v) ðåáåð, èñõîäÿùèõ èç äàííîé âåðøèíû, ðàâíû åäèíèöå. Ôîðìóëà
Ψ

(h)
G ïðåäñòàâëÿåò êîíúþíêöèþ ýòèõ óñëîâèé. Ôîðìóëà ΦG ÿâëÿåòñÿ ÷àñòíûì ñëó-

÷àåì ôîðìóëû Ψ
(h)
G , êîãäà ôóíêöèÿ h òîæäåñòâåííî ðàâíÿåòñÿ åäèíèöå.

Ëåììà 3.4. Äëÿ ëþáîãî d ∈ N äëÿ âñåõ äîñòàòî÷íî áîëüøèõ n äëÿ ìíîæåñòâà V
èç n ýëåìåíòîâ è h : V → {1, 2, . . . , d} ñóùåñòâóåò ÿâíàÿ êîíñòðóêöèÿ ãðàôà G(V,E),
êîòîðûé îáëàäàåò ñëåäóþùèìè ñâîéñòâàìè:

� V ðàçáèâàåòñÿ â îáúåäèíåíèå äâóõ íåïåðåñåêàþùèõñÿ ìíîæåñòâ U è T , ïðè÷åì
ìåæäó âåðøèí ìíîæåñòâà U íåò ðåáåð;

� Ñòåïåíü êàæäîé âåðøèíû u ∈ U ðàâíà h(u)−1, ñòåïåíü êàæäîé âåðøèíû v ∈ T
ðàâíà h(v);

� |U | ≥ n
2
− 2d2.

Äîêàçàòåëüñòâî. Óïîðÿäî÷èì âåðøèíû v1, v2, . . . , vn â ïîðÿäêå íåóáûâàíèÿ h(vi).
Ïóñòü k � ìàêñèìàëüíîå òàêîå ÷èñëî, ÷òî âûïîëíÿåòñÿ íåðàâåíñòâî

∑k
i=1(h(vi)−1) <∑n

i=k+1 h(vi) − d(d − 1). Îïðåäåëèì U = {v1, v2, . . . , vk} (åñëè k = 0, òî U = ∅), à
T = V \ U . Î÷åâèäíî, ÷òî |U | = k ≥ n/2− d(d− 1). Ïîñòðîèì ãðàô G íà ìíîæåñòâå
âåðøèí V , èçíà÷àëüíî ãðàô íå ñîäåðæèò ðåáðà, ìû áóäåì â íåãî ðåáðà äîáàâëÿòü.
Äëÿ êàæäîé âåðøèíû v ∈ T áóäåì íàçûâàòü îñòàòî÷íîé ñòåïåíüþ ðàçíèöó ìåæäó
h(v) è òåêóùåé ñòåïåíüþ v. Äëÿ êàæäîé âåðøèíû u ∈ U ïðîâîäèì h(u)− 1 ðåáðî â
ðàçëè÷íûå âåðøèíû ìíîæåñòâà V \ U òàê, ÷òîáû ñòåïåíè âñåõ âåðøèí v ìíîæåñòâà
V \ U íå ïðåâîñõîäèëè áû h(v).

Òàê âñåãäà ìîæíî ñäåëàòü, ïîñêîëüêó ïî ïîñòðîåíèþ ìíîæåñòâà U (åñëè U íå ïó-
ñòî) ñóììàðíàÿ îñòàòî÷íàÿ ñòåïåíü äëÿ âåðøèí èç T áîëüøå d(d−1), ñëåäîâàòåëüíî
ïðè áîëüøèõ n îáÿçàòåëüíî íàéäåòñÿ êàê ìèíèìóì d âåðøèí îñòàòî÷íîé ñòåïåíè
õîòÿ áû 1. Ïîêà ÷èñëî âåðøèí â T ïîëîæèòåëüíîé îñòàòî÷íîé ñòåïåíè áîëüøå, ÷åì
d, áóäåì ïðîâîäèòü èç îäíîé òàêîé âåðøèíû åå îñòàòî÷íóþ ñòåïåíü ðåáåð â îñòàëü-
íûå âåðøèíû ïîëîæèòåëüíîé ñòåïåíè. Â èòîãå îñòàíåòñÿ íå áîëåå, ÷åì d âåðøèí èç
V ñòåïåíè íå áîëüøå, ÷åì d. Èõ ìîæíî ñîåäèíèòü ñ âåðøèíàìè èç ìíîæåñòâà U , à
êîíöû èñïîëüçîâàííûõ ðåáåð ïåðåíåñòè èç U â T . Òàêèì îáðàçîì ìû óäàëèì èç U
íå áîëüøå, ÷åì d2 âåðøèí. Èòîãî ìû ïîëó÷èì |U | ≥ n/2− 2d2.

Òåîðåìà 3.2. Äëÿ ëþáîãî d ∈ N ñóùåñòâóåò D ∈ N, ÷òî äëÿ ëþáîãî äîñòàòî÷íî
áîëüøîãî n è äëÿ ëþáîé ôóíêöèè h : V → {1, 2, . . . , d}, ãäå |V | = n, ñóùåñòâóåò
ãðàô G(V,E), ñòåïåíü êàæäîé âåðøèíû ýòîãî ãðàôà íå ïðåâîñõîäèò D, ÷òî ôîðìóëà
Ψ

(h)
G ÿâëÿåòñÿ íåâûïîëíèìîé è ðàçìåð ëþáîãî ðåçîëþöèîííîãî äîêàçàòåëüñòâà ýòîé

ôîðìóëû íå ìåíüøå, ÷åì 2Ω(n).

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïî ëåììå 3.4 ïîñòðîèì ãðàô G1(V,E1) è ìíîæåñòâî U ⊆ V , ÷òî
äëÿ ëþáîé âåðøèíû v ∈ U åå ñòåïåíü ðàâíÿåòñÿ h(v) − 1, à äëÿ ëþáîé âåðøèíû
v ∈ V \U åå ñòåïåíü ðàâíà h(v) è ïðè ýòîì |U | ≥ n

2
− 2d2. Íà âåðøèíàõ ìíîæåñòâà U
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ïîñòðîèì ãðàô G(U,E2) èç òåîðåìû 3.1. Îïðåäåëèì ãðàô G(V,E), ìíîæåñòâî ðåáåð
E êîòîðîãî ÿâëÿåòñÿ îáúåäèíåíèåì E1 ∪ E2. Çàìåòèì, ÷òî ðåáðà èç ìíîæåñòâà E2

ñîåäèíÿþò âåðøèíû èç ìíîæåñòâà U , à ðåáðà èç ìíîæåñòâà E1 íå ñîåäèíÿþò ïàðû
âåðøèí èç ìíîæåñòâà U (ýòî ñëåäóåò èç ïîñòðîåíèÿ ãðàôà G2 ïî ëåììå 3.4).

Â ôîðìóëå äëÿ âñåõ âåðøèí v ∈ V \U , ñòåïåíü ðàâíà îãðàíè÷åíèþ, ñëåäîâàòåëü-
íî, åñëè ôîðìóëà Ψ

(h)
G âûïîëíèìà, òî â ëþáîì âûïîëíÿþùåì íàáîðå âñå ïåðåìåí-

íûå, êîòîðûå ñîîòâåòñòâóþò ðåáðàì, ñìåæíûì ñ V \ U , èìåþò çíà÷åíèå 1. Ïîñëå
ïîäñòàíîâêè âñåì òàêèì ïåðåìåííûì çíà÷åíèÿ 1, ïîëó÷àåòñÿ ôîðìóëà ΦG2 , êîòîðàÿ
ÿâëÿåòñÿ íåâûïîëíèìîé ïî òåîðåìå 3.1.

Ôîðìóëà ΦG2 ïîëó÷àåòñÿ èç Ψ
(h)
G ïîäñòàíîâêîé, ñëåäîâàòåëüíî ïî ëåììå 2.2 ðå-

çîëþöèîííîå äîêàçàòåëüñòâî Ψ
(h)
G íå ìåíüøå, ÷åì íåêîòîðîå ðåçîëþöèîííîå äîêàçà-

òåëüñòâî ΦG, ÷òî ïî òåîðåìå 3.1 íå ìåíüøå, ÷åì 2Ω(n).

3.3 Ñëåäñòâèÿ

Ïðèíöèï Äèðèõëå. Ôîðìóëû, êîäèðóþùèå ïðèíöèï Äèðèõëå, çàâèñÿò îò ïå-
ðåìåííûõ pi,j, êîòîðûå îçíà÷àþò, ÷òî i-é êðîëèê ñèäèò â j-é êëåòêå, 1 ≤ i ≤ n,
1 ≤ j ≤ n− 1, è ïðåäñòàâëÿþò èç ñåáÿ êîíúþíêöèþ òàêèõ äèçúþíêòîâ:

� Êàæäûé êðîëèê ñèäèò õîòÿ áû ãäå-òî:
∨n−1

j=1 pi,j äëÿ âñåõ 1 ≤ i ≤ n;

� Â êàæäîé êëåòêå ñèäèò íå áîëåå îäíîãî êðîëèêà: (¬pi,k ∨ ¬pj,k) äëÿ âñåõ 1 ≤
i 6= j ≤ n è 1 ≤ k ≤ n− 1.

Áóäåì îáîçíà÷àòü òàêóþ ôîðìóëó PHPn. Íåâûïîëíèìîñòü ýòîé ôîðìóëû ñëåäóåò èç
ïðèíöèïà Äèðèõëå.

Äëÿ ãðàôà G èç ñëåäñòâèÿ 3.1 ôîðìóëà ΦG ïîëó÷àåòñÿ èç PHPn ïîäñòàíîâêîé
íóëåé âìåñòî ðåáåð, êîòîðûõ íåò â ãðàôå G, íî åñòü â ïîëíîì äâóäîëüíîì ãðàôå ñ
äîëÿìè |X| = n, |Y | = n− 1 è äîáàâëåíèåì íåñêîëüêèõ äèçúþíêòîâ.

Òàêèì îáðàçîì, èç ëåììû 3.1 è ëåììû 2.2 ñëåäóåò, ÷òî íèæíÿÿ îöåíêà 2Ω(n) íà
ðàçìåð ðåçîëþöèîííîãî äîêàçàòåëüñòâà ôîðìóë PHPn. Ýòà îöåíêà áûëà âïåðâûå
äîêàçàíà â ðàáîòå [Hak85].

Öåéòèíñêèå ôîðìóëû. Öåéòèíñêèå ôîðìóëà T
(f)
G ñòðîèòñÿ ïî ïðîèçâîëüíîìó

ãðàôó G(V,E) è ôóíêöèè f : V → {0, 1}, ïåðåìåííûì ñîîòâåòñòâóþò ðåáðà. Äëÿ
êàæäîé âåðøèíû v çàïèñûâàåòñÿ óñëîâèå â ÊÍÔ, êîòîðîå êîäèðóåò, ÷òî ÷èñëî ðåáåð,
èñõîäÿùèõ èç âåðøèíû v èìååò òàêóþ æå ÷åòíîñòü, êàê è ÷èñëî f(v).

Ïî ôóíêöèè f : V → {0, 1} ïîñòðîèì ôóíêöèþ h : V → {1, 2}, êîòîðàÿ îïðåäå-
ëÿåòñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì: h(v) = 2 − f(v). Äðóãèìè ñëîâàìè, åñëè f(v) = 1, òî è
h(v) = 1, à åñëè f(v) = 0, òî h(v) = 2. Ïî òåîðåìå 3.2 ñóùåñòâóåò òàêîå ÷èñëî D,
÷òî äëÿ äîñòàòî÷íî áîëüøèõ n ìîæíî ïîñòðîèòü ãðàô G íà n âåðøèíàõ, ñòåïåíè
âñåõ âåðøèí íå ïðåâîñõîäÿò D, ÷òî ðàçìåð ëþáîãî ðåçîëþöèîííîãî äîêàçàòåëüñòâà
ôîðìóëû Ψh

G èìååò ðàçìåð íå ìåíüøå, ÷åì 2Ω(n).
Çàìåòèì, ÷òî óñëîâèå â âåðøèíàõ öåéòèíñêîé ôîðìóëû T

(h)
G ñëåäóþò èç óñëîâèé

â âåðøèíàõ ôîðìóëû Ψh
G. Ïîñêîëüêó ðåçîëþöèîííàÿ ñèñòåìà äîêàçàòåëüñòâ ïîëíà

îòíîñèòåëüíî èìïëèêàöèé, òî êàæäîå óñëîâèå öåéòèíñêîé ôîðìóëû T
(h)
G ìîæåò áûòü
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âûâåäåíî èç óñëîâèÿ Ψh
G ñ ïîìîùüþ âûâîäà äëèíû 2D. Ñëåäîâàòåëüíî âñå äèçúþíêòû

öåéòèíñêîé ôîðìóëû ïîëó÷àþòñÿ èç äèçúþíêòîâ ôîðìóëû Ψh
G ñ ïîìîùüþ âûâîäà

äëèíû O(n). Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî ðàçìåð ðåçîëþöèîííîãî äîêàçàòåëüñòâà ôîðìóëû
T

(f)
G íå ìåíüøå, ÷åì 2Ω(n). Âïåðâûå ïîäîáíàÿ íèæíÿÿ îöåíêà áûëà äîêàçàíà â ðàáîòå
[Urq87].

Ïîëíûé ãðàô. Ïóñòü Kn � ïîëíûé ãðàô íà n âåðøèíàõ, ôóíêöèÿ h : V →
{0, 1, . . . , d}, d � íåêîòîðàÿ êîíñòàíòà. Ïóñòü ôîðìóëà Ψ

(h)
Kn

íåâûïîëíèìà. Ïî òåîðå-
ìå 3.2 ñóùåñòâóåò òàêîå ÷èñëî D, ÷òî äëÿ äîñòàòî÷íî áîëüøèõ n ìîæíî ïîñòðîèòü
ãðàô G íà n âåðøèíàõ, ñòåïåíè âñåõ âåðøèí íå ïðåâîñõîäÿò D, ÷òî ðàçìåð ëþáî-
ãî ðåçîëþöèîííîãî äîêàçàòåëüñòâà ôîðìóëû Ψh

G èìååò ðàçìåð íå ìåíüøå, ÷åì 2Ω(n).
Ãðàô G ïîëó÷àåòñÿ èçKn óäàëåíèåì ðåáåð, ïîýòîìó ôîðìóëà Ψ

(h)
G ïîëó÷àåòñÿ èç Ψ

(h)
Kn

ïîäñòàíîâêîé íóëÿ âìåñòî òåõ ðåáåð, êîòîðûõ íåò â G. Ñëåäîâàòåëüíî, ïî ëåììå 2.2
ðàçìåð ðåçîëþöèîííîãî äîêàçàòåëüñòâà Ψ

(h)
Kn

íå ìåíüøå, ÷åì 2Ω(n).

4 Êëåò÷àòûå çàäà÷è

Ïóñòü äàíà CSP ôîðìóëà φ íàä êîíå÷íûì àëôàâèòîì W = {w1, w2, . . . , wk} îò ïåðå-
ìåííûõ ìíîæåñòâà X = {x1, x2, . . . , xn} è ñîñòîèò èç îãðàíè÷åíèé C1, C2, . . . , Cm.

Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà íèæíåé îöåíêè íà ðàçìåð äåðåâà ïîèñêà ïðîòèâîðå÷èÿ ðàñ-
ñìàòðèâàþò ñëåäóþùóþ èãðó. Èãðà îïðåäåëÿåòñÿ íåâûïîëíèìîé CSP ôîðìóëîé φ,
â èãðó èãðàþò äâà èãðîê: Àëèñà è Áîá. Àëèñà â òàéíå îò Áîáà âûáèðàåò äåðåâî
ïîèñêà ïðîòèâîðå÷èÿ äëÿ φ è ñòàâèò â êîðåíü ýòîãî äåðåâà ôèøêó. Õîä Àëèñû ñî-
ñòîèò â âîïðîñå î çíà÷åíèè ïåðåìåííîé, êîòîðàÿ ñîîòâåòñòâóåò âåðøèíå, â êîòîðîé
ñòîèò ôèøêà. Õîä Áîáà ñîñòîèò â òîì, ÷òî îí ëèáî âûäàåò çíà÷åíèå ïåðåìåííîé, î
êîòîðîé åãî ñïðàøèâàþò, ëèáî ïðåäëàãàåò Àëèñå âûáðàòü çíà÷åíèå ñàìîñòîÿòåëüíî,
ïðåäëîæèâ åé íà âûáîð ïîäìíîæåñòâî W , ðàçìåð êîòîðîãî íå ìåíüøå 2. Âî âòîðîì
ñëó÷àå ìû áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî Áîá äåëàåò õîä ChooseAny. Àëèñà ïåðåäâèãàåò ôèøêó
â ñûíà âåðøèíû ñîãëàñíî îòâåòó Áîáà, åñëè Áîá ïîõîäèë ChooseAny, òî Àëèñà ñà-
ìîñòîÿòåëüíî âûáèðàåò, â êàêóþ âåðøèíó ïåðåäâèíóòü ôèøêó. Èãðà çàêàí÷èâàåòñÿ,
åñëè íàéäåíî ïðîòèâîðå÷èå, ò.å. ôèøêà ïðèøëà â ëèñò. Öåëü Áîáà íà ïóòè îò êîðíÿ
äî ëèñòà êàê ìîæíî áîëüøå ðàç ñêàçàòü ChooseAny.

Ëåììà 4.1. Ïóñòü äëÿ CSP ôîðìóëû φ ñóùåñòâóåò òàêàÿ ñòðàòåãèÿ Áîáà, ÷òî ïðè
ëþáîé ñòðàòåãèè Àëèñû Áîá äåëàåò õîä ChooseAny êàê ìèíèìóì t ðàç. Òîãäà ðàçìåð
ëþáîãî äåðåâà ïîèñêà ïðîòèâîðå÷èÿ äëÿ ôîðìóëû φ íå ìåíüøå 2t.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ðàññìîòðèì êàêîå-íèáóäü äåðåâî ïîèñêà ïðîòèâîðå÷èÿ T äëÿ ôîð-
ìóëû Φ. Ïîñòðîèì âåðîÿòíîñòíîå ðàñïðåäåëåíèå íà ëèñòüÿõ äåðåâà T , êîòîðîå ñîîò-
âåòñòâóåò ñòðàòåãèè Áîáà è ñëåäóþùåé âåðîÿòíîñòíîé ñòðàòåãèè äëÿ Àëèñû. Àëèñà
âûáèðàåò äåðåâî T , à ïðè ïîëó÷åíèè îòâåòà ChooseAny, Àëèñà âûáèðàåò ñëó÷àé-
íûé îòâåò ñ ðàâíîé âåðîÿòíîñòüþ. Òîãäà ïî óñëîâèþ ëåììû âåðîÿòíîñòü îêàçàòüñÿ
â êîíêðåòíîì ëèñòå íå ïðåâûñèò 2−t. Ïîñêîëüêó ñ âåðîÿòíîñòüþ 1 ôèøêà ïðèõîäèò
â êàêîé-íèáóäü ëèñò äåðåâà, òî âñåãî ëèñòüåâ íå ìåíüøå 2t.

Äëÿ ïðèìåíåíèÿ ëåììû 4.1 óäîáíî îïèñûâàòü ñòðàòåãèþ Áîáà â ñëåäóþùèõ òåð-
ìèíàõ: Áîá õðàíèò íåêîòîðóþ ÷àñòè÷íóþ ïîäñòàíîâêó, êîòîðàÿ íàçíà÷àåò çíà÷åíèÿ
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ïåðåìåííûì, êîòîðûå ñïðàøèâàëà Àëèñà è, âîçìîæíî, íåêîòîðûì äðóãèì. Ïðè ýòîì
òåêóùàÿ ïîäñòàíîâêà Áîáà íå äîëæíà íàðóøàòü îãðàíè÷åíèÿ. Åñëè Àëèñà ñïðàøèâà-
åò çíà÷åíèå ïåðåìåííîé, çíà÷åíèå êîòîðîé îïðåäåëåíî òåêóùåé ïîäñòàíîâêîé, òî Áîá
îòâå÷àåò ýòî çíà÷åíèå. Åñëè Àëèñà ñïðàøèâàåò çíà÷åíèå ïåðåìåííîé, êîòîðàÿ åùå íå
èìååò çíà÷åíèÿ â ïîäñòàíîâêå, êîòîðóþ õðàíèò Áîá, òî Áîá îòâå÷àåò ChooseAny, äî-
áàâëÿåò â ïîäñòàíîâêó çíà÷åíèå, êîòîðîå âûáèðàåò Àëèñà è, âîçìîæíî, ïîäñòàâëÿåò
çíà÷åíèå åùå íåêîòîðûõ ïåðåìåííûõ.

4.1 Ðàçáèåíèå íà äîìèíîøêè

Â ýòîì ðàçäåëå ìû ðàññìîòðèì íåâûïîëíèìóþ CSPôîðìóëó φn, êîòîðàÿ ñîîòâåòñòâó-
åò çàäà÷å ðàçáèåíèÿ êëåò÷àòîé äîñêè n×n íà äîìèíîøêè èç äâóõ êëåòîê. Ïåðåìåí-
íûå ýòîé çàäà÷è ñîîòâåòñòâóþò êëåòêàì äîñêè è ïðèíèìàþò çíà÷åíèÿ èç àëôàâèòà
{←, ↑,→, ↓}. Ñòðåëêà óêàçûâàåò, â êàêóþ ñòîðîíó ïðîäîëæàåòñÿ äîìèíîøêà, ïîêðû-
âàþùàÿ äàííóþ êëåòêó. Îãðàíè÷åíèÿ ñîîòâåòñòâóþò ïåðåãîðîäêàì ìåæäó êëåòêà-
ìè: äëÿ âíóòðåííèõ ïåðåãîðîäîê çàïðåùàåòñÿ ñèòóàöèÿ, êîãäà ðîâíî îäíà ñòðåëêà
(èç äâóõ êëåòîê, ïðèìûêàþùèì ê ïåðåãîðîäêå) íàïðàâëåíà íà ïåðåãîðîäêó, à äëÿ
âíåøíèõ ïåðåãîðîäîê çàïðåùàåòñÿ, ÷òîáû ñòðåëêà, ñòîÿùàÿ â ïðèìûêàþùåé ê íåé
êëåòêå, áûëà íàïðàâëåíà âíå êâàäðàòà. Èç ñîîáðàæåíèé ÷åòíîñòè ñëåäóåò, ÷òî ôîð-
ìóëà φn íåâûïîëíèìà ïðè íå÷åòíûõ n.

Ñëåäñòâèå 4.1. Ïðè íå÷åòíûõ n äëÿ CSP ôîðìóëû φn åñòü äåðåâî ïîèñêà îïðîâåð-
æåíèé ãëóáèíû O(n), à ñëåäîâàòåëüíî ðàçìåðà 2O(n).

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïðîòèâîðå÷èå èùåòñÿ äâîè÷íûì ïîèñêîì: íàäî ðàçäåëèòü êâàä-
ðàò âåðòèêàëüþ íà äâå ïðèìåðíî ðàâíûå ÷àñòè è ñäåëàòü çàïðîñ ïðî êàæäóþ êëåòêó,
îäíà èç ÷àñòåé äàëüøå íå áóäåò ðàçáèâàòüñÿ íà äîìèíîøêè èç-çà ÷åòíîñòè. Ïîòîì
ýòó ÷àñòü ïîäåëèòü ïîïîëàì ãîðèçîíòàëüþ, ñäåëàòü çàïðîñû êî âñåì êëåòêàì èç íåå.
Îñòàíåòñÿ ÷àñòü ïðèìåðíî â äâà ðàçà ìåíüøå èñõîäíîé ïî âûñîòå è øèðèíå è ñäåëàíî
ïðèìåðíî 1.5n çàïðîñîâ. Èòîãî çà O(n) çàïðîñîâ ïðîòèâîðå÷èå áóäåò íàéäåíî.

Òåîðåìà 4.1. Ëþáîå äåðåâî ïîèñêà ïðîòèâîðå÷èÿ äëÿ ôîðìóëû φn ïðè íå÷åòíûõ n
èìååò ðàçìåð 2Ω(n), à ñëåäîâàòåëüíî ãëóáèíó Ω(n).

Òåîðåìà ñëåäóåò èç ëåììû 4.1 è ñëåäóþùåé ëåììû:

Ëåììà 4.2. Ïðè íå÷åòíûõ n äëÿ ôîðìóëû φn Áîá èìååò ñòðàòåãèþ, ãàðàíòèðóþùóþ
Ω(n) îòâåòîâ òèïà ChooseAny äëÿ ëþáîé ñòðàòåãèè Àëèñû.

Äîêàçàòåëüñòâî. Áîá áóäåò õðàíèòü òåêóùèé íàáîð çíà÷åíèé ïåðåìåííûõ â âèäå
äîñêè n × n, êîòîðàÿ ÷àñòè÷íî óæå çàïîëíåíà äîìèíîøêàìè. Ïî òåõíè÷åñêèì ïðè-
÷èíàì íàì áóäåò óäîáíî ñ÷èòàòü, ÷òî n äåëèòñÿ íà 3. Åñëè ýòî íå òàê, òî Áîá ìîæåò
ñàìîñòîÿòåëüíî âûáðàòü ëåâûé âåðõíèé êâàäðàò (n−2)×(n−2) èëè (n−4)×(n−4),
à îñòàòîê ðàçáèòü íà äîìèíîøêè êàêèì-íèáóäü ôèêñèðîâàííûì ñïîñîáîì.

Íà÷èíàÿ ñ ëåâîãî êðàÿ, Áîá ìûñëåííî ðàçáèâàåò äîñêó íà âåðòèêàëüíûå ïîëîñû
n × 4, êîòîðûå ìû áóäåì íàçûâàòü ñëîòàìè. Ïîñêîëüêó n íå÷åòíî, òî îñòàíåòñÿ
ïîëîñêà ðàçìåðà n × 1 èëè n × 3. Èçíà÷àëüíî â ñàìîì ïðàâîì ñëîòå Áîá âûáèðàåò
ïîëîñó n × 3, âûðîâíåííóþ ïî ëåâîìó êðàþ ñëîòà, ýòî ïîëîñó ìû áóäåì íàçûâàòü
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áóôåðîì. Â äàëüíåéøåì áóôåð áóäåò ïåðåìåùàòüñÿ, íî îí âñåãäà áóäåò çàíèìàòü
ëåâóþ ïîëîñó n×3 îò êàêîãî-òî ñëîòà. Ñïðàâà îò áóôåðà îñòàíåòñÿ ïîëîñà n×2 èëè
n× 4, Áîá çàìîñòèò åå äîìèíîøêàìè. Ýòî èçîáðàæåíî íà ðèñóíêå 1.

Ñ
Ë
Î
Ò
1

Ñ
Ë
Î
Ò
2

Á
Ó
Ô
Å
Ð
Â
Ñ
Ë
Î
Ò
Å
3

Ðèñ. 1: Ñëîòû, áóôåð è îáëàñòü ïðàâåå áóôåðà

Áîá ïîääåðæèâàåò ñëåäóþùèå èíâàðèàíòû:

1. Áóôåð âñåãäà ïóñò.

2. Îáëàñòü ñïðàâà îò áóôåðà âñåãäà çàìîùåíà.

3. Áîá ðàçáèâàåò îáëàñòü ñëåâà îò áóôåðà íà ïðÿìîóãîëüíèêè ðàçìåðà 3×2. Êàæ-
äàÿ äîìèíîøêà èç ëåâîé ÷àñòè ëåæèò âíóòðè ïðÿìîóãîëüíèêà 3× 2. Êàæäûé
ïðÿìîóãîëüíèê 3× 2 ëèáî ïîëíîñòüþ çàìîùåí, ëèáî ïóñò.

4. Êàæäûé ñëîò ñïðàâà îò òåêóùåãî áóôåðà ñîäåðæèò êëåòêó-çàïðîñ Àëèñû, íà
êîòîðóþ Áîá îòâåòèë ChooseAny.

Èçíà÷àëüíî âñå èíâàðèàíòû âûïîëíÿþòñÿ.
Ñòðàòåãèÿ Áîáà áóäåò èìåòü ñëåäóþùèé âèä: åñëè Àëèñà çàïðàøèâàåò óæå ïî-

êðûòóþ êëåòêó, Áîá âîçâðàùàåò òî, ÷òî â íåé çàïèñàíî. Â ïðîòèâíîì ñëó÷àå Áîá
îòâå÷àåò ChooseAny äëÿ íåêîòîðîãî íàáîðà çíà÷åíèé. Ïîñëå ýòîãî, åñëè íåîáõîäèìî,
Áîá âîññòàíàâëèâàåò èíâàðèàíò, ñäâèãàÿ áóôåð âëåâî. Åñëè èíâàðèàíò âîññòàíîâèòü
íå óäàëîñü, òî äàëüøå Áîá äåéñòâóåò ïðîèçâîëüíûì îáðàçîì.

Ìû óòî÷íèì, ÷òî èìåííî äåëàåò Áîá, åñëè çàïðàøèâàåìàÿ êëåòêà åùå íå ïîêðûòà
è äîêàæåì, åñëè Áîá íå ìîæåò â êàêîé-òî ìîìåíò ïîïðàâèòü èíâàðèàíò, òî îí ê ýòîìó
ìîìåíòó óæå ñäåëàë Ω(n) õîäîâ ChooseAny.

Ïóñòü Àëèñà çàïðàøèâàåò ïóñòóþ êëåòêó c. Ðàññìîòðèì äâà ñëó÷àÿ: 1) êëåòêà c
íàõîäèòñÿ ñëåâà îò áóôåðà; 2) êëåòêà c íàõîäèòñÿ âíóòðè áóôåðà.

Â ïåðâîì ñëó÷àå, Áîá íàõîäèò ïðÿìîóãîëüíèê 3×2, ñîäåðæàùèé êëåòêó , è ïðåäî-
ñòàâëÿåò Àëèñå îòâåò ChooseAny ñîãëàñíî äâóì çàìîùåíèÿì, ïîêàçàííûì íà Ðèñóí-
êå 3.
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Ðèñ. 2: Èíâàðèàíòû

Ðèñ. 3: Çàìîùåíèÿ ïðÿìîóãîëüíèêà 3× 2

Â ñëó÷àå, êîãäà êëåòêà c íàõîäèòñÿ âíóòðè áóôåðà, òî ïîñëå õîäà Áîáà íàðóøà-
åòñÿ èíâàðèàíò. Âîçìîæíû äâà ñëó÷àÿ: à) ñëåâà îò áóôåðà åñòü ïóñòûå ñëîòû èëè á)
èõ íåò.

à) Åñëè ïóñòûå ñëîòû åñòü, îáîçíà÷èì ñàìûé ïðàâûé ïóñòîé ñëîò ÷åðåç S. Ïîëîñà
øèðèíû n×3 èç ñëîòà S, ïðèæàòàÿ ê ëåâîìó êðàþ, áóäåò ìåñòîì äëÿ íîâîãî áóôåðà
B. Îáîçíà÷èì ñòàðûé áóôåð ÷åðåç B′. Îáëàñòü ìåæäó ñëîòîì S è ñòàðûì áóôåðîì
B′ îáîçíà÷èì ÷åðåç M . Íàéäåì â M ïóñòóþ ãîðèçîíòàëüíóþ ïîëîñó H âûñîòîé
3, ÷òîáû è ñâåðõó è ñíèçó îò íåå áûëî êðàòíîå 6 ÷èñëî êëåòîê (ñì. ðèñóíîê 4).
Âñåãî òàêèõ ãîðèçîíòàëüíûõ ïîëîñ Ω(n). Åñëè íè îäíà èç íèõ íå îêàæåòñÿ ïóñòîé,
òî Áîá óæå ñäåëàë Ω(n) îòâåòîâ ChooseAny (òàê êàê êëåòêà ëåâåå áóôåðà ìîãëà
áûòü çàïîëíåíà òîëüêî â ðåçóëüòàòå îòâåòà ChooseAny). Ïîêðîåì áóôåð B è ïîëîñó
H ïðÿìîóãîëüíèêàìè 3 × 2, êàê ïîêàçàíî íà ðèñóíêå 4. Îñòàâøóþñÿ ÷àñòü ïîëîñû
øèðèíû 1 â ñëîòå S çàìîñòèì äîìèíîøêàìè. Çàìåòèì, ÷òî êàæäàÿ êëåòêà áóôåðà
ïîêðûòà ïðÿìîóãîëüíèêîì 3× 2, ýòî çíà÷èò, ÷òî â êëåòêå c Áîá ìîæåò ñäåëàòü õîä
ChooseAny ñîãëàñíî ðèñóíêó 3. Â M ìîãëè áûòü äðóãèå çàïîëíåííûå êëåòêè, íî
âñå îíè ðàñïîëîæåíû â ïðÿìîóãîëüíèêàõ 3 × 2 è ýòè ïðÿìîóãîëüíèêè ïîëíîñòüþ
çàïîëíåíû. Îñòàëüíûå ïðÿìîóãîëüíèêè 3× 2 Áîá çàìîùàåò ïðîèçâîëüíûì îáðàçîì
(ñì. Ðèñóíîê 4).

Îòìåòèì, ÷òî èç ïîñòðîåíèÿ ñëåäóåò, ÷òî â êàæäîì ñëîòå ñïðàâà îò áóôåðà Áîá
äàë êàê ìèíèìóì îäèí îòâåò ChooseAny.

á) Ïóñòü ïóñòîãî ñëîòà íå íàøëîñü, òîãäà äëÿ êàæäîãî ñëîòà, êðîìå ñëîòà ñ áó-
ôåðîì, Áîá êàê ìèíèìóì îäèí ðàç äàë îòâåò ChooseAny, íî âñåãî ñëîòîâ Ω(n).
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Íîâûé áóôåð Ñòàðûé áóôåð

Ðèñ. 4: Çàìîùåíèå ïðè ñìåùåíèè áóôåðà

Ñëåäñòâèå 4.2. Ðàññìîòðèì ãðàô Gn, âåðøèíû êîòîðîãî ýòî êëåòêè êâàäðàòà n×
n, äâå âåðøèíû ñîåäèíåíû ðåáðîì, åñëè êëåòêè èìåþò îáùóþ ñòîðîíó. Òîãäà ïðè
íå÷åòíûõ n ôîðìóëà ΦG ÿâëÿåòñÿ íåâûïîëíèìîé è ðàçìåð ëþáîãî äåðåâà ïîèñêà
ïðîòèâîðå÷èÿ ðàâíÿåòñÿ 2Ω(n).

Äîêàçàòåëüñòâî. Ôîðìóëà ΦG òîæå êîäèðóåò ôàêò, ÷òî êâàäðàò n×n íåëüçÿ ðàçðå-
çàòü íà äîìèíîøêè ïðè íå÷åòíûõ n. Ñòðàòåãèÿ äëÿ Áîáà, êîòîðàÿ ãàðàíòèðóåò, ÷òî
îí äàåò Ω(n) îòâåòîâ ChooseAny ñîâïàäàåò ñ èçëîæåííîé âûøå. Àëèñà âìåñòî êëåòîê
çàïðàøèâàåò èíôîðìàöèþ ïðî ãðàíèöó ìåæäó êëåòêàìè. Â ñëó÷àå, êîãäà â òåêóùåì
ðàçáèåíèè ïðî ýòó ãðàíèöó îòâåòèòü ìîæíî, òî Áîá îòâå÷àåò, â ïðîòèâíîì ñëó÷àå
Áîá ñ÷èòàåò, ÷òî åãî ñïðàøèâàþò ïðî îäíó èç êëåòîê, êîòîðàÿ ïðèìûêàåò ê ýòîé
ãðàíèöå êðîìå îäíîãî èñêëþ÷åíèÿ. Åäèíñòâåííîå èñêëþ÷åíèå ïðîèñõîäèò â ÷àñòè
ëåâåå áóôåðà, êîãäà Áîá âûäåëÿåò ïðÿìîóãîëüíèêè 3× 2, åñëè Àëèñà äåëàåò çàïðîñ
ê ãðàíèöå ýòîãî ïðÿìîóãîëüíèê, òî Áîá ñðàçó äàåò îòâåò 0. Ìîæíî ïðîâåðèòü, ÷òî
äâà ðàçáèåíèÿ ïðÿìîóãîëüíèêà 3× 2 íà äîìèíîøêè îòëè÷àþòñÿ âñåìè âíóòðåííèìè
ãðàíèöàìè (ñì. ðèñóíîê 3).

4.2 Ñòðåëêè

Ðàññìîòðèì åùå îäíó CSP ôîðìóëó ψn, êîòîðàÿ ñîîòâåòñòâóåò êëåò÷àòîé äîñêå n×n.
Ïåðåìåííûå ñîîòâåòñòâóþò êëåòêàì è ïðèíèìàþò çíà÷åíèå èç ìíîæåñòâà: {←,↖, ↑
,↗,→,↘, ↓,↙}.

Îãðàíè÷åíèÿ ñîîòâåòñòâóþò ïåðåãîðîäêàì ìåæäó êëåòêàìè:

� Äâå ñòðåëêè, êîòîðûå ñòîÿò â êëåòêàõ, èìåþùèõ îáùåå ðåáðî, ðàçëè÷àåòñÿ íå
áîëüøå, ÷åì íà 45 ãðàäóñîâ.

� Âñå ñòðåëêè â êëåòêàõ íà ãðàíèöå êâàäðàòà íå íàïðàâëåíû íàðóæó.
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Íåâûïîëíèìîñòü ôîðìóëû φn ñëåäóåò èç òåîðåìû Áðàóýðà, íî ìû ïðèâåäåì àëü-
òåðíàòèâíûé ñïîñîá äîêàçàòåëüñòâà íåâûïîëíèìîñòü φn, îí áóäåò èñïîëüçîâàí äëÿ
äîêàçàòåëüñòâà âåðõíåé îöåíêè íà ðàçìåð äåðåâà ïîèñêà ïðîòèâîðå÷èÿ.

Ðàññìîòðèì çàìêíóòûé ïóòü íà äîñêå, êîòîðûé ïðîõîäèò ïî ñîñåäíèì ïî ðåáðó
êëåòêàì. Áóäåì èäòè âäîëü ïóòè è ñ÷èòàòü ñóììó ïîâîðîòîâ, êîòîðûå äåëàåò ñòðåëêà
â òåêóùåé êëåòêå. Ïîñêîëüêó ïóòü âîçâðàùàåòñÿ â èñõîäíóþ êëåòêó, òî ñóììàðíûé
ïîâîðîò êðàòåí 360◦.

Ëåììà 4.3. Ïóñòü ñòðåëêè ðàññòàâëåíû â êëåòêàõ êëåò÷àòîãî ïðÿìîóãîëüíèêà òàê,
÷òî ñóììàðíûé ïîâîðîò ïî çàìêíóòîìó ïóòè ïî ãðàíèöå ïðÿìîóãîëüíèêà íå ðàâåí
íóëþ, òî âíóòðè ýòîãî ïðÿìîóãîëüíèêà åñòü äâå ñîñåäíèå êëåòêè, â êîòîðûõ ñòîÿò
ñòðåëêè, óãîë ìåæäó êîòîðûìè áîëüøå 45◦.

Äîêàçàòåëüñòâî. Äîêàçàòåëüñòâî ïî èíäóêöèè ïî ðàçìåðó ïðÿìîóãîëüíèêà. Áàçà �
ïðÿìîóãîëüíèê 2 × 2. Äëÿ ïðÿìîóãîëüíèêà R ñ ñóììîé ïîâîðîòîâ S, ðàçäåëèì åãî
íà äâå ÷àñòè, êàê ïîêàçàíî íà ðèñóíêå 5, ïîñ÷èòàåì ñóììó ïîâîðîòîâ S1 è S2 íà
ãðàíèöàõ ìåíüøèõ ïðÿìîóãîëüíèêîâ R1 è R2. Çàìåòèì, ÷òî S1 + S2 = S. Çíà÷èò,
õîòÿ áû äëÿ îäíîãî èç ìåíüøèõ ïðÿìîóãîëüíèêîâ ñóììà ïîâîðîòîâ íå ðàâíà íóëþ.

(1, 1)

(1, 2)

(1, 3)

(1, 4)

(1, 5)

(2, 1)

(2, 2)

(2, 3)

(2, 4)

(2, 5)

(3, 1)

(3, 2)

(3, 3)

(3, 4)

(3, 5)

(4, 1)

(4, 2)

(4, 3)

(4, 4)

(4, 5)

(5, 1)

(5, 2)

(5, 3)

(5, 4)

(5, 5)

(6, 1)

(6, 2)

(6, 3)

(6, 4)

(6, 5)

(7, 1)

(7, 2)

(7, 3)

(7, 4)

(7, 5)

R1 R2

Ðèñ. 5: Äåëåíèå ïðÿìîóãîëüíèêà R íà R1 è R2.

Òåîðåìà 4.2. CSP ôîðìóëà ψn íåâûïîëíèìà.

Äîêàçàòåëüñòâî. Äîêàæåì, ÷òî, åñëè ðàññìîòðåòü çàìêíóòûé ìàðøðóò âäîëü ãðà-
íèöû êâàäðàòà n×n, òî ñóììàðíûé ïîâîðîò áóäåò 360◦. Ðàññìîòðèì ëåâóþ âåðõíþþ
êëåòêó A è ïðàâóþ íèæíþþ B. Ïóñòü ïðè ïðîõîæäåíèè îò êëåòêè A äî êëåòêè B
ñóììàðíûé ïîâîðîò ðàâåí l + 360◦k, ãäå 0 ≤ l < 360◦, k ∈ Z. Â êëåòêå A ñòðåëêà
ìîæåò áûòü èç ñëåäóþùåãî ìíîæåñòâà {→,↘, ↓}, à â êëåòêå B � {←,↖, ↑}, ñîîò-
âåòñòâåííî, òàêèì îáðàçîì l 6= 0. Çàìåòèì, ÷òî, åñëè k > 0, òî íà ïóòè îò êëåòêè A äî
êëåòêè B íàéäåòñÿ ñòðåëêà ↗, ÷åãî íå ìîæåò áûòü. Ñëåäîâàòåëüíî íà ðàññìàòðèâà-
åìîì ó÷àñòêå ïóòè ïîâîðîò ïîëîæèòåëüíûé è ñòðîãî ìåíüøå, ÷åì 360◦. Àíàëîãè÷íî
ìîæíî ðàññìîòðåòü ó÷àñòîê îò êëåòêè B äî êëåòêè A. Òàêèì îáðàçîì ïðè ïðîõîæ-
äåíèè ïîëíîãî êîíòóðà ñóììàðíûé ïîâîðîò íå ðàâåí íóëþ è íå ïðåâîñõîäèò 720◦, è
òàê êàê ñóììàðíûé ïîâîðîò êðàòåí 360◦, òî îí ðàâåí 360◦.

Òåîðåìà ñëåäóåò èç ëåììû 4.3.

Ñëåäñòâèå 4.3. Äëÿ CSP ôîðìóëû ψn åñòü äåðåâî ïîèñêà îïðîâåðæåíèé ãëóáèíû
O(n), à ñëåäîâàòåëüíî ðàçìåðà 2O(n).
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Äîêàçàòåëüñòâî. Ñäåëàåì çàïðîñû êî âñåì ãðàíè÷íûì êëåòêàì. Ïîñëå ýòîãî ïî-
äåëèì êâàäðàò ïî âåðòèêàëè íà äâå ïðèìåðíî ðàâíûå ÷àñòè. Òàê êàê ñóììàðíûé
ïîâîðîò ïî ãðàíèöàì ÷àñòåé áóäåò îòëè÷åí îò íóëÿ, òî ïî ëåììå 4.3 ïðîòèâîðå÷èå
áóäåò â îäíîé èç íèõ. Ïðîòèâîðå÷èâóþ ÷àñòü ïîäåëèì ïî ãîðèçîíòàëè è ïîëó÷èì
çàäà÷ó äëÿ êâàäðàòà ðàçìåðîì íå áîëüøå, ÷åì (n

2
+ 1)× (n

2
+ 1) ñ èçâåñòíûìè ñòðåë-

êàìè íà ãðàíèöå. Èòîãî, ìû ñäåëàëè 1.5n çàïðîñîâ è ñâåëè çàäà÷ó ê 2 ðàçà ìåíüøåé.
Ãëóáèíà äåðåâà áóäåò O(n).

Òåîðåìà 4.3. Ëþáîå äåðåâî ïîèñêà ïðîòèâîðå÷èÿ äëÿ CSP ôîðìóëû ψn èìååò ðàçìåð
2Ω(n), à ñëåäîâàòåëüíî ãëóáèíó Ω(n).

Äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû 4.3 ñëåäóåò èç ëåììû 4.1 è ñëåäóþùåé ëåììû:

Ëåììà 4.4. Äëÿ CSP ôîðìóëû ψn ñóùåñòâóåò òàêàÿ ñòðàòåãèÿ Áîáà, ïðè êîòîðîé
Áîá äàñò Ω(n) îòâåòîâ òèïà ChooseAny äëÿ ëþáîé ñòðàòåãèè Àëèñû.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ñòðóêòóðà äîêàçàòåëüñòâà ëåììû 4.4 ïîõîæà íà ñòðóêòóðó äîêà-
çàòåëüñòâà ëåììû 4.2.

Íà÷èíàÿ ñ ëåâîãî êðàÿ, Áîá ðàçáèâàåò äîñêó íà âåðòèêàëüíûå ïîëîñû n × 8,
êîòîðûå ìû áóäåì íàçûâàòü ñëîòàìè. Âîçìîæíî n íå äåëèòñÿ íà 8, â ýòîì ñëó-
÷àå îñòàíåòñÿ íåðàçáèòàÿ ÷àñòü. Â ñàìîì ïðàâîì ñëîòå Áîá âûáèðàåò ïîëîñó n × 4,
âûðîâíåííóþ ïî ëåâîìó êðàþ, òàêóþ ïîëîñó áóäåì íàçûâàòü áóôåðîì. Ïðè òàêîì
ðàçáèåíèè ñïðàâà îò áóôåðà îñòàíåòñÿ íåáîëüøàÿ ïîëîñà, â êîòîðóþ ìû ðàññòàâèì
ñòðåëêè òàê, êàê ïîêàçàíî íà ðèñóíêå 6.
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Ðèñ. 6: Çàìîùåíèå ïðàâîé ÷àñòè

Áîá áóäåò ïîääåðæèâàòü ñëåäóþùèå èíâàðèàíòû:

1. Áóôåð âñåãäà ïóñò.

2. Îáëàñòü ñïðàâà îò áóôåðà ïîëíîñòüþ çàïîëíåíà. Ñàìàÿ ëåâàÿ ïîëîñà n× 1 èç
îáëàñòè ñïðàâà îò áóôåðà âñåãäà çàïîëíåíà ñòðåëêàìè ← êàê íà ðèñóíêå 6.
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3. Âñå ñîñåäè íåçàïîëíåííûõ êëåòîê ëåâåå áóôåðà ëèáî íå çàïîëíåíû, ëèáî çà-
ïîëíåíû òàê: →.

4. Ïóñòü k � ýòî ÷èñëî ñëîòîâ ïðàâåå òåêóùåãî áóôåðà, òîãäà Áîá äàë íå ìåíåå
k
2
îòâåòîâ ChooseAny äëÿ êëåòîê ïðàâåå áóôåðà.

5. Ðàññòàâëåííûå ñòðåëêè íå íàðóøàþò îãðàíè÷åíèé.

Îòìåòèì, ÷òî èçíà÷àëüíî âñå èíâàðèàíòû âûïîëíåíû.
Ñòðàòåãèÿ Áîáà áóäåò èìåòü ñëåäóþùèé âèä:

1. Åñëè Àëèñà çàïðàøèâàåò óæå çàïîëíåííóþ êëåòêó, Áîá âîçâðàùàåò òî, ÷òî â
íåé çàïèñàíî.

2. Åñëè Àëèñà çàïðàøèâàåò ïóñòóþ êëåòêó, òî Áîá äàåò îòâåò ChooseAny è ðàñ-
ñòàâëÿåò íåñêîëüêî ñòðåëîê, ÷òîáû âûïîëíÿëèñü âñå èíâàðèàíòû.

3. Åñëè èíâàðèàíò âîññòàíîâèòü íå óäàåòñÿ, òî Áîá äåéñòâóåò ïðîèçâîëüíûì îá-
ðàçîì.

Ìû óòî÷íèì âòîðîé øàã è äîêàæåì, ÷òî åñëè Áîá íå ìîæåò èñïðàâèòü èíâàðèàíò,
òî îí ê ýòîìó ìîìåíòó äàë óæå Ω(n) îòâåòîâ ChooseAny.

Ïóñòü Àëèñà çàïðàøèâàåò ïóñòóþ êëåòêó c. Ìû ðàññìîòðèì òðè ñëó÷àÿ:

1. êëåòêà c íàõîäèòñÿ ñëåâà îò áóôåðà è íå èìååò îáùóþ ãðàíèöó ñ êëåòêàìè
áóôåðà;

2. êëåòêà c íàõîäèòñÿ âíóòðè áóôåðà.

3. êëåòêà c íàõîäèòñÿ íà ïîëîñå n× 1, ïðèìûêàþùåé ê áóôåðó ñëåâà.

Â ïåðâîì ñëó÷àå Áîá äåëàåò õîä ChooseAny, ïðåäëàãàÿ âûáðàòü èç ñëåäóþùèõ
âàðèàíòîâ:

� {→,↘}, åñëè êëåòêà c íàõîäèòñÿ íà âåðõíåé ãðàíèöå;

� {→,↗}, èíà÷å.

Íåçàïîëíåííûõ ñîñåäåé ïî ñòîðîíå êëåòêè c Áîá çàïîëíÿåò òàê: → (ñì. ðèñó-
íîê 7). Íåñëîæíî çàìåòèòü, ÷òî òàêîå çàïîëíåíèå íå íàðóøàåò èíâàðèàíòîâ.

→ →
→

(a) Âåðõíÿÿ ãðàíèöà

→ →
→

→

(b) Âíóòðåííÿÿ êëåòêà

→ →
→

(c) Íèæíÿÿ ãðàíèöà

Ðèñ. 7: Òðè âèäà îêðóæåíèÿ ñòðåëêè

Âî âòîðîì ñëó÷àå Àëèñà äåëàåò çàïðîñ ê êëåòêå áóôåðà. Âîçìîæíû äâà âàðèàíòà:
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à) ñëåâà îò áóôåðà íåò ïóñòîãî ñëîòà;

á) ñëåâà îò áóôåðà åñòü ïóñòîé ñëîò.

à) Ïóñòü ïóñòîãî ñëîòà ñëåâà îò áóôåðà íåò. Çíà÷èò, â êàæäîì èç t ñëîòîâ ñëåâà
îò òåêóùåãî áóôåðà åñòü çàïîëíåííàÿ êëåòêà, ïîñêîëüêó íà êàæäûé çàïðîñ â ïó-
ñòóþ êëåòêó ñëåâà îò áóôåðà Áîá äàåò îòâåò ChooseAny è çàòðàãèâàåò íå áîëåå äâóõ
ñëîòîâ, òî Áîá äàë íå ìåíåå t

2
îòâåòîâ ChooseAny ñëåâà îò áóôåðà. Ïîñêîëüêó íà

ïðåäûäóùåì øàãå èíâàðèàíò âûïîëíÿëñÿ, òî Áîá äàë k
2
îòâåòîâ ChooseAny äëÿ êëå-

òîê ñïðàâà îò áóôåðà, ãäå k � ýòî ÷èñëî ñëîòîâ ñïðàâà îò áóôåðà. Èòîãî, Áîá äàë
íå ìåíåå t+k

2
= Ω(n) îòâåòîâ ChooseAny.

á) Åñëè ïóñòûå ñëîòû åñòü, òî âûáåðåì èç íèõ ñàìûé ïðàâûé. Îáîçíà÷èì åãî
÷åðåç S. Ïîëîñà n×4 èç ñëîòà S, ïðèæàòàÿ ê ëåâîìó êðàþ, áóäåò ìåñòîì äëÿ íîâîãî
áóôåðà B. Îáîçíà÷èì ñòàðûé áóôåð ÷åðåç B′. Îáëàñòü ìåæäó ñëîòîì S è ñòàðûì
áóôåðîì B′ îáîçíà÷èì ÷åðåç M . Íàéäåì â M ïóñòóþ ãîðèçîíòàëüíóþ ïîëîñó H
âûñîòû 8, êîòîðàÿ íå ïðèæàòà íè ê âåðõíåé, íè ê íèæíåé ãðàíèöå.

Çàìåòèì, ÷òî åñëè òàêîé ïîëîñû íå íàéäåòñÿ, òî âíóòðè ÷àñòèM Áîá ñäåëàë Ω(n)
îòâåòîâ ChooseAny. Âî âñå íåçàïîëíåííûå êëåòêè M \H Áîá ñòàâèò→. ×àñòü ñëîòà
S \B è M ∩H Áîá çàïîëíÿåò êàê ïîêàçàíî íà Ðèñóíêå 8.

Ñòàðûé áóôåð B′ ðàçäåëèì íà òðè ÷àñòè: âûøå ïîëîñû H, íà ïîëîñå H è íèæå
ïîëîñûH. Çàïîëíèì áóôåð B′ îäíèì èç äâóõ ñïîñîáîâ: ïî øàáëîíó 1 èëè ïî øàáëîíó
2, èçîáðàæåííûì íà ðèñóíêå 8. Çàìåòèì, ÷òî ýòè äâà øàáëîíà îáëàäàþò òàêèì ñâîé-
ñòâàìè: îäèíàêîâî ðàñïîëîæåííûå êëåòêè ðàçíûõ øàáëîíîâ çàïîëíåíû ïî-ðàçíîìó.
Áëàãîäàðÿ ýòîìó Áîá ìîæåò îòâåòèòü íà çàïðîñ Àëèñû ChooseAny, ïðåäëîæèâ âû-
áðàòü äâà âàðèàíòà ñòðåëêè: èç ïåðâîãî øàáëîíà èëè èç âòîðîãî øàáëîíà.

Íåòðóäíî ïðîâåðèòü, ÷òî ïîñëå òàêîãî õîäà èíâàðèàíòû áóäåò âûïîëíÿòüñÿ è
îãðàíè÷åíèÿ íàðóøåíû íå áóäóò. Ïóñòü k � ýòî ÷èñëî ñëîòîâ ïðàâåå ñòàðîãî áóôåðà
B′, s � ÷èñëî ñëîòîâ ìåæäó ñòàðûì è íîâûìè áóôåðàìè B è B′. Òîãäà âñåãî ñëîòîâ,
êîòîðûå ïðàâåå, ÷åì B′ ðàâíÿåòñÿ k+s+1. Ñïðàâà îò B′ Áîá äàâàë íå ìåíåå k

2
îòâåòîâ

ChooseAny, îäèí îòâåò ChooseAny áûë äàí äëÿ áóôåðà B′, âñå s ñëîòîâ ìåæäó B
è B′ îêàçàëèñü íå ïóñòûå. Ïåðâûé çàïðîñ â êàæäûé èç ýòèõ ñëîòîâ ïîëó÷àë îòâåò
ChooseAny, ïðè ýòîì ïðè âîññòàíîâëåíèè èíâàðèàíòà ìîãëî áûòü çàòðîíóòî íå áîëåå
äâóõ ñëîòîâ. Ò.å. êàê ìèíèìóì s

2
îòâåòîâ ChooseAny Áîá äàë äëÿ ýòèõ s ñëîòîâ. Èòîãî

÷èñëî îòâåòîâ ChooseAny ïðàâåå B′ íå ìåíüøå s
2

+ k
2

+ 1 > s+k+1
2

.
Â òðåòüåì ñëó÷àå Àëèñà äåëàåò çàïðîñ ê êëåòêå, êîòîðàÿ ÿâëÿåòñÿ ëåâûì ñîñåäîì

áóôåðà. Â ýòîì ñëó÷àå Áîá äàåò îòâåò ChooseAny ïî ïðàâèëàì ïåðâîãî ñëó÷àÿ, íî îä-
íà èç êëåòîê îêðóæåíèÿ çàõîäèò íà áóôåð, ïîýòîìó íåëüçÿ ïîñòóïèòü òàê æå, êàê è
â ïåðâîì ñëó÷àå. Ïîýòîìó â ýòîì ñëó÷àå áóôåð áóäåò ïåðåäâèãàòüñÿ òàê, êàê ýòî îïè-
ñàíî âî âòîðîì ñëó÷àå. Åäèíñòâåííîå îòëè÷èå â òîì, ÷òî ñàì áóôåð áóäåò çàïîëíåí
òîëüêî ïî ïåðâîìó øàáëîíó (ñì. ðèñóíîê 8), â ýòîì ñëó÷àå îãðàíè÷åíèÿ íàðóøàòñÿ
íå áóäóò. Êîëè÷åñòâî îòâåòîâ ChooseAny â ýòîì ñëó÷àå îöåíèâàåòñÿ íåìíîãî èíà÷å:
k
2
îòâåòîâ ñïðàâà îò B′ è íå ìåíåå s+1

2
îñòàâøèõñÿ (êðîìå k ñëîòîâ ïðàâåå B′ îñòàåòñÿ

s+1 ñëîò è êàæäûé îòâåò ChooseAny çàïîëíÿåò íå áîëåå 2-õ ñëîòîâ). Òàêèì îáðàçîì
Áîá äàë êàê ìèíèìóì s+k+1

2
îòâåòîâ ChooseAny äëÿ çàïðîñîâ ïðàâåå áóôåðà B.

Áëàãîäàðíîñòè. Àâòîðû áëàãîäàðÿò Àëåêñàíäðà Øåíÿ çà ïëîäîòâîðíûå îáñóæ-
äåíèÿ è ôîðìóëèðîâêó çàäà÷è î ñòðåëî÷êàõ.
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Ñòàðûé áóôåðÍîâûé áóôåð

Ø
À
Á
Ë
Î
Í
1
/
2

Øàáëîí 1

→↘ ↓ ↙
→↘ ↓ ↙
· · ·· · ·· · ·· · ·
→↘ ↓ ↙
→↘ ↓ ↙
↘ ↓ ↙↙
↓ ↙↙↙
↙↙↙↙
↙↙↙↙
←←←←
↖←←←
↑ ↖←←
↗ ↑ ↖←
→↗ ↑ ↖
→↗ ↑ ↖
· · ·· · ·· · ·· · ·
→↗ ↑ ↖
→↗ ↑ ↖

Øàáëîí 2

↘ ↓ ↙←
↘ ↓ ↙←
· · ·· · ·· · ·· · ·
↘ ↓ ↙←
↘ ↓ ↙←
↓ ↙←←
↙←←←
←←←←
←←←←
↖↖↖↖
↑ ↖↖↖
↗ ↑ ↖↖
→↗ ↑ ↖
↗ ↑ ↖←
↗ ↑ ↖←
· · ·· · ·· · ·· · ·
↗ ↑ ↖←
↗ ↑ ↖←

Ðèñ. 8: Çàìîùåíèå ïðîìåæóòêà ìåæäó áóôåðàìè, øàáëîíû äëÿ ñòàðîãî áóôåðà
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