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Y�� �� ��� ���� ������ �� �������	����� 
������� �� ���  ������
��� ����
�� �� ��������Z�� �� � �
��� �������� )��� �� [\] [##] [#^]� �� �����
)����  ���� �� �� ������� ���� � �
���� �� )� ����
��Z�� �� [!] ��
[_] �	��  �����
 �� *	��� ������� �� �Æ����� ��� ������
 ������� �������� ��
��������� �� �����	�� �� ������ ��� �� ��������	��  �������� ������� ��
��� ������� �� ������� ��	���� ������� ���

`���� �� �� ���)� ���  �������� ������� a �� �� ������b�� )��� ���
c������
�Z��d ������	� ̂Acad �� � ��������� %��� �
��� Acad ��� �
���
����
 ���������� �� ��� ������� �� 	� �� ��������� ������������ &�������� 
��� �� ��������	�� a �� ��� ������(

• �+���� � ��������� ���� eAcad �� Acad ���� ��� ��

• b�� ��� ������	� ̂eAcad f( ea )���� �� ������������ �� ̂Acad �� ����	� ��
eAcad ����f Acad� &�	� )� ��� ea ���f a

• ����) ea )���  ������ �������� ���	��	���

��  ���	�� )� 
��  �������� ������� ea ��������� �� ��� ���
��� a ��
������	������ �� �� ea )���� ������ ��� ��������	����� ��������

Y	� ���� ����� ���� ������ �� �+����� �� �� ��� ������� ������� �� �������-
��������

&�	
�	


g� ��� )���  ������ ������ �������� ������� a )��� ��	�����

'���	%��� g� ������	�� ��� �������� )���� ��� ��� ���� �� ��� �����	���� ���
��������	������ �� ������ ��c·d f ���� c·� �d ��  ������� �	������ �� a )��� ���
��� � ⊂ �a� &�� ������� ��������� ��� �������� ���	��	�� �� a�

g��� ��� ������ ��� ��������  ����-�h���� ������� i�� �� ��cad )����
�	�������� �	������� �� ��� ��� ������������� �� ��� ������� &������ �� i�� f∫ ∞
�
� ���

� )���� ��
� �� ��� ���h������ ���� ��� �	����� ��ca�[�]d �� �	�������

�	������� �� ��� ������ ���
�������� a�[�] ⊂ a �� � �� ���	� ��
j�� � �������� $�-������� a �� ���
� )��� ��� ���� ��� )� ������	��

��� �������	�� �������� 	� f
∫ ∞
�
� �
 �

�  )���� �� �� ��� ����

C f {�	��� | �� �	��� ∈ ���cad}

$



������� �� ��������������� k��� 
 �
� ���h���� ������-b���� ���� ��� �	����� ��

�	��� �	������� �� a�[�]�

"�(�#�%�� l������ {�� | � ⊂ �a} 
������ ��� %��� �
��� cad �� ���
������	�	� �	�������� %� ��� m����� ������� ��� m����� ������	� c��� ��� ��

��������d ̂cad �� ������������ �� a [#$] [#_]�
Y������ ������� {i�� | � ⊂ �a} 
������ � ������� �
��� T )���� ��

 ����	����� ',-�	��
��� �� ��� ��	���� ������� �
��� Bc��cadd� &��
�
���� T �� cad �� ������������ ���������� c�� i�� �→ ��d� %� ���� �����

������ �� ������������ �� )� ��� T̂
���f ̂cad ���f a�

��������� ������� 
������ � ������� �
��� E )���� ��  ',-�	��
���
�� BcCd� �� ������� �� T ��� �
��� E �� ���
��������� k�)���� ���
�����-�
��� nE f E�K ���� ��� ���� �� ������ �������� K ∈ E �	��� �	� ��

�� ����	������ �������� ��� �� nE ����f cad ��� ������� n̂E ���f ̂cad ���f a�

�	����� ���#����� j����)��
 [_] )� ��
�� )���  ������� ������ )���� ��

������� �� ��� ���� ���� ������� �� a �� ���������� ���� ��� ��	���� �a�
&�� ���	��→�	��	� �������������� �� ����Z�� ��  �������� ������� � )����
���� ��� ���� �� ������� ��� � ��������	����� c�������d ������� �� �� �������
��� ������� a �� 
���� ��

������
 ���� ������� )� ������	�� c�� �d � ������� �
��� eT ��������� ��

T b�� ��� ������	� ea (f êT ���f T̂
���f a ����) �� )��� ��� �������� ���	��	��

�� ��� 	�� �� ��
�� �� ������� �� �����	��� �	�� ea ���� � ��������� ���� ��
��� ���
��� ������� a� &�� ���� ea �������� ��� ���	���� �� ��� ��������	�����
��������

�� �������������� ��� ������������
 ������ �� 
������� �� ��� �������
�������� �� ��� ���������� ���� ��� ��	����� &�� ������� �������� �������
� ���� ��� ���� �� ������� �� ��� ��� ��������	����� �������� &� ����� ����
������� )� ����� �� ��� ����� �� ��� ���� ��������� ������	��� &�� ����
�������� ���� �� ��� ������Z���� E �→ nE )���� ��������� �������	��������

"���	 �)� k��� ��� ���� ����� �� ��� ������� 	� �� �
��� E �� �������

&����	
�

*�%
 �� +
� ������� % �%	�,�� +- ������
 ��� 
�� �� ��������� a ���� � 
��� �� �� ��� ���� ���	�� ��� ������� ���	��*	����� �� �	��  �������������
������ �� �)� �������� a �� a′ �� ��������� �� ��� ��� �	�	� ��	����
�a f �a′ ���� ����� ��	���� ������� �� c�� �����	�� ��� �������� ��������d
�	�� �	� �� �� ��������� k���� ��� �������������� a �→ � �� ��� ��h������ ��
�� ������� ��� ���
��� a �� � �� �����������

_



j��� ��� ������� ���)����� ��� ������� �� ������Z� ��� ���	������� 
)���� ��� �+����� �������� ���������� � ��� ��	����� &�� ���� ���������
���	��*	����� ���� ��� ��� �������� �� ��� ��� �� ������
	��� a ���� a′ ��
���������� �� �	��  ���	���� ��� ���� �������� 	����������
 �� ��� �����-
���	����� ������� �� ��� �����)��
( � 
�����
 � �������	 ea� ���
� ���������
�� ����
����	 ������� 	��� �� �� ��� ���� ��������� ��������� ���� ea )����
����b�� ���� ��*	�������( )� ��� e� f � �� ������	������

.��%�� ��������	����� �� �
���� �� ���)� �� `������	����� m�������(
��� [\] [##] [#^]� k�)���� ����� ��  ��������� ��o������( �� ��� ��������� �-
���� ��� ������
 ����� ��� ��������	����� �� ��� ��-����� ���
��� ����� {A�H�D} 
)���� �������� ��  ����	����� �
���  k������ ���� ��  ����-�h����
c����-����d �������� �� � �
��� �� ������

�� �	� ��� )� � b��� ��� �� �+���� � �
��� ���� �� &��� )� ���
)��� ���� �
��� ������� �� ������� �� )����� ��� p
���p ���������� ��
��� 
	������� j�� �������  ������ 
��� ��  p����	����� ����p �	� ���
������ �
��� T �	��� �	� �� �� �����
�� �������	����� �� &�� ����� ����
�� ��Æ�	����� �� ��������	����� ������� )���� �� ��� �������� ����

��������	����� �� �
���� �� ������� �������� )� ���
����� �� [!] ��
��������� �� [_]� �� ���������� � �
����� ������� �� ��� ����	��� 
����� ����	 
)���� �� � ������ �� ������� �������� ���� �� ����� �������� �� ������� ������
[#] [$]� g� ���� ��� �	����� ���������� �� ���� ������� �� ������� �������� ��
��������� ��������

"��	���� (���	
� &�� 	����� ���� %�������������� ��� ���� �� 	��-
�	� ����	�������� &�� )��� �� �	������� �� ��� 
���� �j%� ##-"#-""_"q� 
�j%� #!-"#-$#__^ ���mr ##�$\�^$�!"#! ^�$\�^q"�!"#$ �� �j m���������

��� ##�m$_�$#�""!^�

� �
�����

g� ��� )���  ��� ������� ������ �������� ������� a )��� ��� ��	����
s � �� ��� ������ ������ ��� a f � � !�

j��  ��� � ⊂ a ��

a�[�] (f {� ∈ a | ���� c���d � �}� � � "

��� �������	����� �
��� T ���� � ����
����� �������
���������� �� ��� ������ �������� ����� �∞�������

t



)� ������ ��� ������ �-���
��������� '��������� ������� ��� a (f
�	�{���� c�� �d | �� � ∈ a} � ∞ ��

a�[�] f a � � � ��� a � c!�#d

��� �
���� �������

u�� 	� ��  �	���� � ⊂ s �� �� ������� �� )���� � ∈ Rcsd �� � �� ��o���������
��  p����p {� ∈ R

�−� | ‖�‖ � #}�
%�  c����d ������� )� ���  ������ �	������ �� ��� ����

��c�d (f ���� c�� �d� � ∈ a c� ∈ Rcsdd �

&�� ��� � �� ��� �� ��  ����� l������ �� u�������Z �	�������( �� ∈ u��cad ⊂
cad� �������� ������� �� ������ ����� �����)���� ��

|∇��c�d| f # �� � ∈ a c!�!d

������ ���� ���� ��� �����)��
 ������ 
�������� �����

�������
��	 �� ��� ��� � ∈ a ���� �� � ∈ Rcsd ��
� �� ��c�d 	f "� ��� ���
	������ �� �′ ∈ a ���� �� � � ∈ Rcsd ��
� �� ��c�d 	f ��c�′d ������ �� ��������
	��������� ����� �� a��  �� ������� � f {� ∈ s | ��c�d f "} ���	��

&��� ea

�� �	������� �� a ������� �� ���������� �� ��� �������� ���	��	�� �� a�
&�� �������� �� ��� ��	� �� ��� �����)��
 ������

���	�� ��� )� �� 
���� )���  ������
��� ���� ea )���� �� ������������
�� a c)��� ��� ������ ������ ������
�d ��  ������������� � ( a → eav ���
e�� (f �� ◦ �−�� ���� ��	�� ��� � �� ������� �	� )� �� 
���� )��� ��� ��

Rcsd � � �→ e�� ∈ cead� c!�$d

&��� ��� �� ����) ea )��� ��� �������� ���	��	�� )���� �	��� �� ���� 
������� �������
 �� a� ��	
��� ������
 ��� )� �� ��� �����)��
 	�

j��  b+�� ����� � ∈ ea ��� �� b�� ��� ���
�������� � ⊂ ea �� ��� ����
��� � � � � �� ∈ Rcsd �	�� ��� ��� �	������� �� f e���c · d� � � � � �� f e���c · d ������-
�	��  ��������� ���� � ( � � � �→ {��c�d}��
� ∈ R

�� &�� ���������� ����)

���� ��� ��� ������

^



� )��� ��
��� ������ &���� ����� �� �� �������� )��� ��� ������ ������
e� f �∗�( ��� �� ��������� ��� ���������� e��� ���� ��� �*	�����

e���c�d
�e�� ◦ �−�

���
c�d

�e�� ◦ �−�

���
c�d f #� � ∈ �c�d � � ∈ Rcsd c!�_d

)���� �� h	�� c!�!d )������ �� ����������� '������
 ���� � f �� )� 
�� e��� f #�
'������
 c b���� �	���� ��d �������� ���� � )� �� ��������� ��� �	�������
��	�◦
−�

���
�� ���� b�� �� ����� ���������� e���c�d �� ������
 ��� ������ c!�_d )���

������� �� �����
�� ����	
� ��� ������������� � �� 	����)� )� �� ��� �� ����) ea )���

��� ������ ������ e� f �∗� )���� �	��� �� ����  �������� ������� cea� e�d
��������� �� ca� �d �� ������	������

�������� ����� ��  ��	�� )� �� �������� ��� ��	������ es (f � ea ��
s f �a� �� b��� )� �� ������ ��� ��	���� ������ �� ea ��

es f
⋃

�∈R��

e�� )���� e� (f {e� ∈ ea | e��ce�d f "}�

&��� )� �������� s � � ≡ e� ∈ es �� � ∈ � ������� e� ∈ e� ��� �� ��
	�� � ��������

��

��  ���	�� )� 
�� ��� ������� cea� e�d ��������� �� ca� �d ����� ��������
����
 ��� �	�	� ��	���� s� �� )�� �����)� )� ����� �� cea� e�d �  �������
���� �� ��� ���
��� ������� a c�������( ��� 
��� ead�

&�� ������� �� �	����Z�� � �����)��

�������
��	 �� ! ���
� ea ����� ��� �� ��� c!�$d 	������� �� 
��� ea ��	�
���
�� 	������� a �� � ������� �� "��������� �������	��

��� �������� �������

������	�� ��� ���� H (f ��cad )��� ��� ����� ����	��

c�� �dH f
∫

�

�c�d�c�d �� �

u�� � ⊂ a ��  ���	���� �	����  �c · d ��� �������� c ������������ �	������d�
%�

H〈�〉 (f { �� | � ∈ H}
)� ������ ��� �	����� �� �	������� �	������� �� �� &�� c�����
���d ���h������
�� �� H ���� H〈�〉 �	�������� �	������� ��  � ���� �	�� �o �	������� �� ��

q



u�� BcHd �� ��� ������ �
��� �� ��	���� �������� �� H� g���  ����
������ �� ��� �������� � ������� i�� ∈ BcHd )���� ��� �� H ��

ci���d c�d (f ��c�d �c�d � � ∈ a

�� �� ��	���� ����� a �� ������� �������� ��� ��

‖i��‖ f �+
�∈�

|��c�d| f ‖��‖��� � ��� a � c!�td

g���  ���
�� �	�� �� ����� )� ��� ��� i�� � ��������
l�� ������ ��  ����-�h���� �������� ������� )���� �� ����������� �� ���

������� &������ �� ��� )���-���)� �����

�������
��	 ��  �� ������������

i�� f
∫ ∞

�

� ���
� c!�^d

�� ����	� ����� �� ���#�
���� ��
� (f ������ 
� �� ���
���� �� �� ����
 �����$

������	� �� ��

`��� ��� ��� ����
����� ������� �� �� ��� " � � � ‖i��‖�
&�� ������� ������������
 �� ��o����� ���� �� ����	��� &��� �����)� ����

����	����� �� ��
� �� ��′

�′ ��� �� �� �′ ∈ Rcsd �� �� �′ � "�

��� ��������� �������� �������

k��� )� ������	�� � ���
 �� i�� ������� �� ���������������

� /�%	�,�� 

`�) ��� ��� a f $� ���� ��� a �� ��������� �� ����)�� )���  ���	�� $-����
��� Y� �	��  ������� ��� ��������� ��������� �� ������ ������ ∧ c������
����	��d ∇� ���� �	�� �� )��� ��b��� �� ������ �	������� �� ������ b����
c�������� �� ��� ��
��� �	���� !ad( ��� ��
� [#q]�

0���	�� %� ��%���

&�� ���� �� ������ b���� �∞cad �� ����� �� ��� ���� �H �� �*	��-�	�����
b���� )��� ��� ����	��

c"� #d �H f
∫

�

"c�d · #c�d �� �

\



)���� · �� ��� ����� ����	�� �� !a�� &��� ���� ������� ��� c�	�d�����

J (f {� ∈ �H | ��� � f " �� a} � C (f {�	��� ∈ �H | �� �	��� ∈ �H} ⊂ J

�� ��������� b���� �� �	���� `��� ��� ��� ������ ������ J ∩ �∞cad ��
C ∩ �∞cad �� ����� �� J �� C �������������

����� ��� )���-���)� ��������������

�H f G� ⊕J f G� ⊕ C ⊕D � c!�qd

)���� G� (f {∇$ | $ ∈ %�
�cad} �� ��� ���� �� �������� b���� D (f {� ∈ J |

�	�� � f "� &∧� f " �� s} ��  b����-���������� �	����� �� ������� ���������
b���� [#q]�

j�� � � ⊂ a )� ������ ��

�H〈�〉 (f { �� | � ∈ �H}� J 〈�〉 (f {� ∈ J | �	�� � ⊂ �}�
C〈�〉 (f {�	��� | � ∈ �∞cad� �	�� � ⊂ �}

c��� ����	�� �� �Hd ��� �	������ �� b���� �	������� �� ��

'���	%�� 	�

j�+  � ∈ Rcsd �� ��� � f a�[�]� u�� 
 �
� �� ��� ���h������ �� C ���� ���

�	����� C〈a�[�]〉� `��� ��� ��� ����� �� 
 �
� �� ��� ���	��� �� �	����
 �o b����

�� a�[�] �� ��� �� ���� ���������� )� c��� [$] [t]d�
%� ���
� )��� c!�^d ��b��  �������	�� ������� �������

	� (f
∫ ∞

�

� �
 �
� � c!�\d

)���� �� � ������� �� C� g� ����  ������ ����� �� ��� �����)��
 ���	���

�������
��	 1�  �� ������� 	� �� � ����	�	 ����$�	#��� ������� �������� ��
���������

‖	�‖ f ‖��‖��� �����
f ‖i��‖ c!�wd

����� ����	�

�� �������� ��� �� ��� �� ������� �� ��� �	����
 �o ���h������� ��
� ���

���h������� 
 �
� �� 
 �′

�′ �� ��� ����	�� �� 
������ ��  �����*	���� ��� �������
	� �� 	�′ ��� 	� �� 
������

w



�	��������
  b��� � ∈ C ��  ��	���� �	������ ' ��� ���� ��� b��� �	� ��
��� �	����� �� �	���( '� ∈ �H �	� '� 	∈ C �� 
������ k�)����  �� � �→ '�
��  )��� ��b��� ��	���� ������� ���� C �� �H� j�� ������� 	����������
 i��
� � ������� )���� �	�������� ������ b���� �� ��� ���� ������ �� )� ���
i�� ∈ BcCv �Hd�

&�� �����)��
 ���	�� �� �� ��	��� ������� ��� �	�	�� ��������� �� �������
��������� %� KcCv �Hd ⊂ BcCv �Hd )� ������ ��� ��� �� ������ ���������

2���% �� ��� ��� � ⊂ s �� ������� 	� − i�� ∈ KcCv �Hd ���	��

�� ��� ����� c��� �������+d )� 	�� ��� ������*	� ��������� �� [w]�

� ��������

��� ��������

g� ��
�� )��� ������ ���������� ��	� �
����( ��� ����� ��� ��
� [#$] 
[#_]� &�� ����������� %� �� '%� ���  %��� �� ����	����� %���
�
��� �������������

�� � %� ��  c������+ �� ���d %��� ���� A �*	����� )��� ��� �	���-
�������� �������� "# ��������
 ‖"#‖ ≤ ‖"‖ ‖#‖ "� # ∈ A� g� ��� )��� �
����
)��� ��� 	��� ( ∈ A ( (" f "( f "�

� %� A �� ����� ����	����� �� "# f #" ��� �� "� # ∈ A� %������( ���
�
��� c�d �� ������	�	� �	������� ��  ������
��� ���� � )��� ��� ����
‖"‖ f �	�� |"c · d|� &�� �	��
���� �� c�d �� ����� �	������ �
�����

� '%� �� ��� �� �� 	������ �� ‖"�‖ f ‖"‖� ������ ��� �	������ �
���� ��
	�������

�� u�� A′ �� ��� ���� �� ����� ������	�	� �	�������� ��  '%� A� �
�	������� Æ ∈ A′ �� ����� �	����������� �� Æc"#d f Æc"dÆc#d� %������(  ����
���	�� Æ�� ∈  ′c�d ( Æ��c"d f "c��d c�� ∈ �d� l�� �	����������� �	�������
�� �� ��� ���� #�

&�� ��� �� �	����������� �	�������� ����)�� )��� ∗-)�� ������
� c�� A′d ��
�����  ���
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c�d f �+{�− ��c�d� "} �c�d � � ∈ a� ct�^d
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�� a�[�] ��� ����
����� ����� �� �� ����	��� a�[�] ∩ s� ��	 ��������� �
C〈a�[�]〉�  ��� ��� ��� 7 ∈ �∞cad ��� ���

c+�9�
� �	�� 7d����� f c+�∇�� ∧ 7d������

+����� u�� " � �′ � �� %� ��� ����	�� ������	��� �� u����
	� ����
�� )� ���

c+�9�′
� �	�� 7d��′ ��� → c+�9�

� �	�� 7d������ �′ → �− "� ct�qd

�� �� ������� + �� �����
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cc�′ − ��d +� �	�� 7d��′ ��� f c�+� �	�� 7d� ct�\d

c��� b��� �+ �� ��b��� �� a ����� � ������� �	����� �� a�′[�] ⊂ a�[�]d� &��
b��� �+ �� u�������Z � �	������ � �� u�������Z �� ��� b��� + �� ������ �� ���
���
�������� �� �	�� � �� )� �� ����  ����	� �� ����
����� �� ���� �� ���
��
�� ��� ���� �� ct�\d� Y����
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c+�∇�� ∧ 7d��′ ����

&�� ����� ���� ����� �� c+�∇�� ∧ 7d����� � �′ → �� &���
 ���� ���	�� ct�qd 
)� ����� ��� ��*	���� �*	�����

`��� ��� u��� _ ����� ��	� �� a�[�] f a�

2���% �� .� � ⊂ s� ��� � ,��	 7 ∈ �∞cad �� ����

c9� �	�� 7�9� �	�� 7d� f ! c9� �	�� 7�∇�� ∧ 7d�� ct�#"d
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c9��	�� 7�9��	�� 7d� f
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� d �	�� 7�∇�� ∧ 7d����� f

! c9� �	�� 7�∇�� ∧ 7d��
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‖9��	�� 7‖� �  ‖7‖�� ct�#!d

2���% 4� ��� ��� ,��	 � ∈ C �� ��������
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��	
c9��d�| f " ct�#_d

��� ����	�
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c1� − 
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����
 ��
���� �� ���� ����� ����	�� �� ������
 ����	� ct�#d �� �*	���� ��� �� f " 
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