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Àííîòàöèÿ

Â ýòîé ñòàòüå ìû ðàññìàòðèâàåì äâà òèïà íåêëàññè÷åñêèõ ñèñòåì äîêàçàòåëüñòâ: ýâ-

ðèñòè÷åñêèå ñèñòåìû äîêàçàòåëüñòâ è èíâàðèàíòíûå ñèñòåìû äîêàçàòåëüñòâ, è ïðèâîäèì

íåòðèâèàëüíûå ïðèìåðû òàêèõ ñèñòåì äîêàçàòåëüñòâ. Ìû ïðèâîäèì ïðèìåð ðàñïðåäåëåí-

íîé çàäà÷è (Y,D), êîòîðàÿ ëåæèò â êëàññå HeurNP, íî ïðè ýòîì Y /∈ NP , åñëè NP 6= coNP,
è (Y,D) /∈ HeurBPP, åñëè (NP,PSamp) 6⊆ HeurBPP. Äëÿ ÿçûêà L è ïîëèíîìà q îïðåäåëèì
ÿçûê Lq, êîòîðûé ñîñòîèò èç ïàð (x, r), ãäå x � ýòî ýëåìåíò L, à r � ïðîèçâîëüíàÿ áèòîâàÿ

ñòðîêà äëèíû q(|x|). Åñëè D = {Dn}∞n=1 � ýòî àíñàìáëü ðàñïðåäåëåíèé íà ñòðîêàõ, îáî-

çíà÷èì D × Uq � ðàñïðåäåëåíèå íà ïàðàõ (x, r), ãäå ñòðîêà x ðàñïðåäåëåíà ñîãëàñíî Dn,

à r ðàñïðåäåëåíà ðàâíîìåðíî ñðåäè ñòðîê äëèíû q(n). Ìû ïîêàçûâàåì, ÷òî äëÿ êàæäîãî

ÿçûêà L èç êëàññà AM ñóùåñòâóåò òàêîé ïîëèíîì q, ÷òî äëÿ ëþáîãî ðàñïðåäåëåíèÿ D ñ íî-

ñèòåëåì íà äîïîëíåíèè ÿçûêà L, ðàñïðåäåëåííàÿ çàäà÷à (Lq, D×Uq) èìååò ïîëèíîìèàëüíî
îãðàíè÷åííóþ ýâðèñòè÷åñêóþ ñèñòåìó äîêàçàòåëüñòâ. Ïîñêîëüêó ÿçûê ïàð íåèçîìîðôíûõ

ãðàôîâ GNI ∈ AM, òî óïîìÿíóòûé ðåçóëüòàò ïðèìåíèì ê ýòîìó ÿçûêó GNI.
Ìû îïðåäåëÿåì ïîíÿòèå èíâàðèàíòíûõ ñèñòåì äîêàçàòåëüñòâ äëÿ ÿçûêà GNI, äîêà-

çàòåëüñòâî â êîòîðûõ îñòàåòñÿ âåðíûì ïðè ïåðåñòàíîâêå âåðøèí ãðàôîâ. Ìû ñòðîèì p-
îïòèìàëüíóþ èíâàðèàíòíóþ ñèñòåìó äîêàçàòåëüñòâ, ò.å. äîêàçàòåëüñòâî â ëþáîé äðóãîé

èíâàðèàíòíîé ñèñòåìå ìîæåò áûòü çà ïîëèíîìèàëüíîå âðåìÿ ïåðåäåëàíî â äîêàçàòåëüñòâî

â ýòîé ñèñòåìå.

1Èññëåäîâàíèå ïîääåðæàíî Ìèíèñòåðñòâîì îáðàçîâàíèÿ è íàóêè Ðîññèéñêîé Ôåäåðàöèè
(ñîãëàøåíèå 8216 îò 06.08.12), ãðàíòàìè ÐÔÔÈ 12-01-31239 è 11-01-12135, à òàêæå ãðàíòîì
ïðåçèäåíòà MK-4108.2012.1.
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1 Ââåäåíèå

Â ýòîé ñòàòüå ìû ðàññìàòðèâàåì äâà òèïà íåêëàññè÷åñêèõ ñèñòåì äîêàçàòåëüñòâ: ýâðèñòè÷å-
ñêèå ñèñòåìû äîêàçàòåëüñòâ è èíâàðèàíòíûå ñèñòåìû äîêàçàòåëüñòâ è ïðèâîäèì íåòðèâèàëü-
íûå ïðèìåðû òàêèõ ñèñòåì äîêàçàòåëüñòâ, êîòîðûå îáëàäàþò ñâîéñòâàìè, êîòîðûå íå óäàåòñÿ
äîáèòüñÿ îò êëàññè÷åñêèõ ñèñòåì äîêàçàòåëüñòâ.

1.1 Ýâðèñòè÷åñêèå äîêàçàòåëüñòâà

Ïîíÿòèå ýâðèñòè÷åñêîé ñèñòåìû äîêàçàòåëüñòâ ââîäèòñÿ â ðàáîòå [HIMS12]. Ðàñïðåäåëåííîé
çàäà÷åé äîêàçàòåëüñòâ íàçûâàåòñÿ ïàðà, ñîñòîÿùàÿ èç ÿçûêà L è àíñàìáëÿ ðàñïðåäåëåíèé
D, îïðåäåëåííûõ íà äîïîëíåíèè ÿçûêà L. Ýâðèñòè÷åñêîé ñèñòåìîé äîêàçàòåëüñòâ äëÿ ðàñ-
ïðåäåëåííîé çàäà÷è äîêàçàòåëüñòâ (L,D) íàçûâàåòñÿ ïîëèíîìèàëüíûé ïî âðåìåíè àëãîðèòì
Π(x,w, δ), äëÿ êîòîðîãî âûïîëíÿþòñÿ ñëåäóþùèå ñâîéñòâà:

1. Äëÿ êàæäîãî x ∈ L ñóùåñòâóåò ñòðîêà w ∈ {0, 1}∗ òàêàÿ, ÷òî Π[x,w, δ] = 1;

2. Prx←Dn [∃w Π[x,w, δ] = 1] < δ.

Ãîâîðÿ íåôîðìàëüíî, àëãîðèòì Π ïðîâåðÿåò, ÷òî ñòðîêà w ÿâëÿåòñÿ äîêàçàòåëüñòâîì òîãî ôàê-
òà, ÷òî x ∈ L. ×èñëî δ - ýòî ïàðàìåòð îøèáêè, ÷åì ìåíüøå δ, òåì ìåíüøåå ÷èñëî íåâåðíûõ
óòâåðæäåíèé âèäà x ∈ L èìåþò äîêàçàòåëüñòâà â Π. Áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî ñèñòåìà Π ïîëèíîìè-
àëüíî îãðàíè÷åíà íà A ⊆ L, åñëè äëÿ êàæäîãî x ∈ A è δ ∈ (0, 1) ñóùåñòâóåò ñòðîêà w ∈ {0, 1}∗
òàêàÿ, ÷òî |w| < poly(|x|/δ) è Π[x,w, δ] = 1.

Èíòåðåñ ê èçó÷åíèþ ýâðèñòè÷åñêèõ âû÷èñëåíèé âîçíèê èç ñòðóêòóðíîé òåîðèè ñëîæíîñòè.
Ìíîãèå ñòðóêòóðíûå óòâåðæäåíèÿ (òåîðåìà îá èåðàðõèè ïî âðåìåíè, ïîëíûå çàäà÷è, îïòè-
ìàëüíûå àëãîðèòìû) äîêàçàíû â ýâðèñòè÷åñêîì ñëó÷àå è îñòàþòñÿ îòêðûòûìè ïðîáëåìàìè
â êëàññè÷åñêîì ñìûñëå. Ñðåäè òàêèõ ðåçóëüòàòîâ ñòîèò îòìåòèòü ðåçóëüòàò Õàðíèêà è äð. î
ñóùåñòâîâàíèè ïîëíîé êðèïòîñèñòåìû ñ îòêðûòûì êëþ÷îì [HKN+05], òàêàÿ êðèïòîñèñòåìà
ñóùåñòâóåò, åñëè äåêîäèðóþùèé àëãîðèòì îøèáàåòñÿ íà íåáîëüøîé äîëå âõîäîâ; òåîðåìó îá
èåðàðõèè ïî âðåìåíè äëÿ âåðîÿòíîñòíûõ ýâðèñòè÷åñêèõ âû÷èñëåíèé ñ îãðàíè÷åííîé îøèá-
êîé, äîêàçàííóþ Ôîðòíîó è Ñàíòàíàìîì [FS04] (äëÿ êëàññè÷åñêèõ âåðîÿòíîñòíûõ àëãîðèòìîâ
ñ îãðàíè÷åííîé îøèáêîé òåîðåìà îá èåðàðõèè ïî âðåìåíè îñòàåòñÿ îòêðûòîé ïðîáëåìîé); ðå-
çóëüòàò Èöûêñîíà î ñóùåñòâîâàíèè ïîëíîé çàäà÷è â ýâðèñòè÷åñêîì àíàëîãå êëàññà BPP [Its10]
(ñóùåñòâîâàíèå ïîëíîé çàäà÷è â BPP � îòêðûòàÿ ïðîáëåìà). Îäíèì èç âàæíåéøèõ îòêðûòûõ
âîïðîñîâ â ñòðóêòóðíîé òåîðèè ñëîæíîñòè ÿâëÿåòñÿ ñóùåñòâîâàíèå p-îïòèìàëüíîé ñèñòåìû
äîêàçàòåëüñòâ; äîêàçàòåëüñòâî â ëþáîé äðóãîé ñèñòåìå äîêàçàòåëüñòâ ìîæåò áûòü çà ïîëè-
íîìèàëüíîå âðåìÿ ïðåîáðàçîâàíî â äîêàçàòåëüñòâî â p-îïòèìàëüíîé ñèñòåìå äîêàçàòåëüñòâ. Â
1989 ãîäó Êðàé÷åê è Ïóäëàê ïîêàçàëè, ÷òî ñóùåñòâîâàíèå îïòèìàëüíîé ñèñòåìû äîêàçàòåëüñòâ
äëÿ ÿçûêà ïðîïîçèöèîíàëüíûõ òàâòîëîãèé TAUT ýêâèâàëåíòíî ñóùåñòâîâàíèþ îïòèìàëüíî-
ãî àêñåïòîðà äëÿ TAUT, ãäå àêñåïòîð - ýòî àëãîðèòì, êîòîðûé îñòàíàâëèâàåòñÿ íà ñëîâàõ èç
ÿçûêà è íå îñòàíàâëèâàåòñÿ íà äîïîëíåíèè ÿçûêà; îïòèìàëüíûé àêñåïòîð îñòàíàâëèâàåòñÿ çà
ìèíèìàëüíîå (ñ òî÷íîñòüþ äî ïîëèíîìà) âîçìîæíîå âðåìÿ íà êàæäîì ýëåìåíòå ÿçûêà. Â 1999
ãîäó Ìåññíåð [Mes99] îáîáùèë ýòîò ðåçóëüòàò íà âñå ÿçûêè, äîïóñêàþùèå äîáàâëåíèå ïàääèíãà.
Â ñòàòüå [HIMS12] ïîêàçàíî, ÷òî äëÿ ëþáîãî ðåêóðñèâíî ïåðå÷èñëèìîãî ÿçûêà L è ïîëèíîìè-
àëüíî ìîäåëèðóåìîãî ðàñïðåäåëåíèÿ D, çàäàííîãî íà äîïîëíåíèè L, ñóùåñòâóåò îïòèìàëüíûé
âåðîÿòíîñòíûé ýâðèñòè÷åñêèé àêñåïòîð äëÿ çàäà÷è (L,D). Ýâðèñòè÷åñêèé àêñåïòîð îñòàíàâëè-
âàåòñÿ íà âñåõ ñëîâàõ èç ÿçûêà, à òàêæå íà íåáîëüøîé (ñîãëàñíî ðàñïðåäåëåíèþD) äîëå âõîäîâ

3



èç äîïîëíåíèÿ L. Èç ýòîãî ðåçóëüòàòà ñëåäóåò ñóùåñòâîâàíèå îïòèìàëüíîé ñëàáî àâòîìàòèçè-
ðóåìîé ýâðèñòè÷åñêîé ñèñòåìû äîêàçàòåëüñòâ. Òåì íå ìåíåå, äîêàçàòåëüñòâî ýêâèâàëåíòíîñòè
ñóùåñòâîâàíèÿ îïòèìàëüíîé ñèñòåìû äîêàçàòåëüñòâ è ñóùåñòâîâàíèÿ îïòèìàëüíîãî àêñåïòîðà
íå ðàáîòàåò â ýâðèñòè÷åñêîì ñëó÷àå. Èíòåðåñíî áûëî áû ïîëó÷èòü ïðèìåð ýâðèñòè÷åñêîé ñè-
ñòåìû äîêàçàòåëüñòâ, êîòîðàÿ ïðè ðàçóìíûõ ïðåäïîëîæåíèÿõ èìåëà áû êîðîòêèå äîêàçàòåëü-
ñòâà äëÿ áîëüøåãî êîëè÷åñòâà óòâåðæäåíèé, ÷åì ëþáàÿ êëàññè÷åñêàÿ ñèñòåìà äîêàçàòåëüñòâ.
Â ýòîé ñòàòüå ìû ïðèâîäèì ïðèìåðû òàêèõ ýâðèñòè÷åñêèõ ñèñòåì äîêàçàòåëüñòâ.

Ðåçóëüòàòû. Ìû ðàññìàòðèâàåì ÿçûê X = ∪n∈N{(C, r) | C � ýòî ñõåìà ñ n âõîäàìè, r ∈
{0, 1}n, ]C > r}, ãäå ]C � ýòî êîëè÷åñòâî âûïîëíÿþùèõ íàáîðîâ ñõåìû C, ýòîò ÿçûê ÿâëÿ-
åòñÿ PP-ïîëíûì. Ýòî çíà÷èò, ÷òî ïðè ïðåäïîëîæåíèè, ÷òî P 6= NP, ÿçûê X íå ñîäåðæèòñÿ â
êëàññå P. Äëÿ êàæäîãî àíñàìáëÿ ðàñïðåäåëåíèé D = {Dn}∞n=1, íîñèòåëü êîòîðîãî � ýòî ñõå-
ìû ñ n âõîäàìè ïîëèíîìèàëüíîãî îò n ðàçìåðà, ìû äîêàçûâàåì, ÷òî ðàñïðåäåëåííàÿ çàäà÷à
(X,D × U) ëåæèò â êëàññå HeurP. Òàêèì îáðàçîì, ìû ïðåäúÿâëÿåì ïðèìåð íåòðèâèàëüíîé
ðàñïðåäåëåííîé çàäà÷è, êîòîðàÿ ëåæèò â êëàññå HeurP.

Àíàëîãè÷íî, ìû ðàññìàòðèâàåì ÿçûê Y = ∪n∈N{(C, r) | C � ýòî íåäåòåðìèíèðîâàííàÿ ñõå-
ìà ñ n âõîäàìè, r ∈ {0, 1}n, ]C > r}, ãäå ]C � ýòî êîëè÷åñòâî âûïîëíÿþùèõ íàáîðîâ íåäåòåðìè-
íèðîâàííîé ñõåìû C. Ïðî ýòîò ÿçûê äîêàçûâàåì, ÷òî îí ÿâëÿåòñÿ PP ·NP-ïîëíûì. Ïîñêîëüêó
êëàññ PP·NP çàìêíóò îòíîñèòåëüíî äîïîëíåíèé, òî èç ïðåäïîëîæåíèÿ NP 6= coNP ñëåäóåò, ÷òî
ÿçûê Y íå ñîäåðæèòñÿ â êëàññå NP. Äëÿ êàæäîãî àíñàìáëÿ ðàñïðåäåëåíèé D = {Dn}∞n=1, íîñè-
òåëü êîòîðîãî � ýòî íåäåòåðìèíèðîâàííûå ñõåìû ñ n âõîäàìè ïîëèíîìèàëüíîãî îò n ðàçìåðà,
ìû äîêàçûâàåì, ÷òî ðàñïðåäåëåííàÿ çàäà÷à (Y,D × U) ëåæèò â êëàññå HeurNP. Êðîìå òîãî,
ìû ïîêàçûâàåì, ÷òî, åñëè ñóùåñòâóåò ðàñïðåäåëåííàÿ çàäà÷à â êëàññå (NP,PSamp), êîòîðàÿ
íå ëåæèò â êëàññå HeurBPP (ýòî ñòàíäàðòíîå ïðåäïîëîæåíèå äëÿ ñëîæíîñòè â ñðåäíåì), òî
íàéäåòñÿ òàêîé ïîëèíîìèàëüíî ìîäåëèðóåìûé àíñàìáëü ðàñïðåäåëåíèé D′′, ÷òî ðàñïðåäåëåí-
íàÿ çàäà÷à (Y,D′′ × U) íå ëåæèò â êëàññå HeurBPP. Òàêèì îáðàçîì, ìû ïðåäúÿâëÿåì ïðèìåð
íåòðèâèàëüíîé ðàñïðåäåëåííîé çàäà÷è, êîòîðàÿ ëåæèò â êëàññå HeurNP.

Äëÿ êàæäîãî ÿçûêà L ∈ AM ìû ïîêàçûâàåì, ÷òî ñóùåñòâóåò òàêîé ïîëèíîì q, ÷òî äëÿ
ëþáîãî àíñàìáëÿ ðàñïðåäåëåíèé Dn ñ íîñèòåëåì íà ñòðî÷êàõ ïîëèíîìèàëüíîé îò n äëèíû,
ðàñïðåäåëåííàÿ çàäà÷à (Lq, D × U q) ëåæèò â êëàññå HeurNP, ãäå Lq = {(x, r) | x ∈ L, r ∈
{0, 1}q(|x|)}, à ðàñïðåäåëåíèå D×U q � ýòî ðàñïðåäåëåíèå íà ïàðàõ, â êîòîðûõ ïåðâûé ýëåìåíò
ðàñïðåäåëåí ñîãëàñíî D, à âòîðîé ýëåìåíò ðàâíîìåðíî. Î÷åâèäíî, ÷òî ÿçûê Lq ëåæèò â êëàññå
NP òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà â êëàññå NP ëåæèò ÿçûê L. Ìû òàê æå ïîêàçûâàåì, ÷òî
åñëè (Lq, D × U q) ∈ HeurBPP, òî è (L,D) ∈ HeurBPP. Àíàëîãè÷íî ýòîìó ðåçóëüòàòó ìîæíî
ïîêàçàòü, ÷òî ñóùåñòâóåò ýâðèñòè÷åñêàÿ ñèñòåìà äîêàçàòåëüñòâ äëÿ ðàñïðåäåëåííîé çàäà÷è
äîêàçàòåëüñòâ (Lq, D × U q), ãäå D � ïðîèçâîëüíûé ïîëèíîìèàëüíî îãðàíè÷åííûé àíñàìáëü ñ
íîñèòåëåì â äîïîëíåíèè ê ÿçûêó L.

Ïðèìåðîì ÿçûêà èç êëàññà AM ÿâëÿåòñÿ ÿçûê GNI, ñîñòîÿùèé èç ïàð íåèçîìîðôíûõ ãðà-
ôîâ íà îäèíàêîâîì ÷èñëå âåðøèí. ßñíî, ÷òî GNI ∈ coNP, ïîñêîëüêó ñåðòèôèêàòîì òîãî, ÷òî
(G1, G2) /∈ GNI, ÿâëÿåòñÿ ïåðåñòàíîâêà, äåìîíñòðèðóþùàÿ èçîìîðôèçì ãðàôîâ G1 è G2. Â

íàñòîÿùåå âðåìÿ âîïðîñ GNI
?
∈NP ÿâëÿåòñÿ îòêðûòûì, è ìû íå çíàåì, êàê êîðîòêî ñåðòèôè-

öèðîâàòü ôàêò, ÷òî äâà ãðàôà íåèçîìîðôíû. Ðåçóëüòàò À. Êëèâàíñà è Ä. Ìåëêåáèêà [KvM99]
ãîâîðèò î òîì, ÷òî, åñëè êëàññ EXP íå ñîâïàäàåò ñ òðåòüèì óðîâíåì ïîëèíîìèàëüíîé èåðàðõèè
ΣP

3 , òî äëÿ áåñêîíå÷íî áîëüøîãî ÷èñëà äëèí âõîäîâ ñóùåñòâóþò äîêàçàòåëüñòâà ïðèíàäëåæ-
íîñòè ÿçûêó GNI ñóáýêñïîíåíöèàëüíîãî ðàçìåðà.
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Ìû ðàññìàòðèâàåì ÿçûê GNIpad = {(G1, G2, r) | G1, G2 - íåèçîìîðôíûå ãðàôû íà n âåðøè-
íàõ, r - ñòðîêà äëèíû q(n)}, ãäå q - íåêîòîðûé ôèêñèðîâàííûé ïîëèíîì. Èç íàøèõ ðåçóëüòàòîâ
ñëåäóåò, ÷òî ñóùåñòâóåò ïîëèíîìèàëüíî îãðàíè÷åííàÿ ñèñòåìà äîêàçàòåëüñòâ äëÿ ïðîèçâîëü-
íîãî ðàñïðåäåëåíèÿ íà ïàðàõ èçîìîðôíûõ ãðàôîâ è ðàâíîìåðíîãî ðàñïðåäåëåíèÿ íà ñòðîêå
r. Îòìåòèì, ÷òî ëåãêî çà ïîëèíîìèàëüíîå âðåìÿ ìîäåëèðîâàòü ðàñïðåäåëåíèÿ íà ïàðàõ èçî-
ìîðôíûõ ãðàôîâ: ê ïðèìåðó, ìîæíî ñìîäåëèðîâàòü ðàâíîìåðíîå ðàñïðåäåëåíèå: äîñòàòî÷íî
ñãåíåðèðîâàòü îäèí ðàâíîìåðííî ðàñïðåäåëåíûé ñëó÷àéíûé ãðàô è ñëó÷àéíóþ ïåðåñòàíîâêó.

1.2 Äîêàçàòåëüñòâà, èíâàðèàíòíûå îòíîñèòåëüíî ïåðåñòàíîâîê

Ìû ââîäèì ïîíÿòèå èíâàðèàíòíûõ ñèñòåì äîêàçàòåëüñòâ. Äëÿ ïðîñòîòû èçëîæåíèÿ ìû ðàñ-
ñìàòðèâàåì ýòè ñèñòåìû òîëüêî äëÿ ÿçûêà GNI. Äîêàçàòåëüñòâî â èíâàðèàíòíîé ñèñòåìå
äîêàçàòåëüñòâ íå ìåíÿåòñÿ, åñëè ñëó÷àéíûì îáðàçîì ïåðåñòàâèòü âåðøèíû ãðàôà. Ïîíÿòèå
èíâàðèàíòíîé ñèñòåìû äîêàçàòåëüñòâ ìîæíî îáîáùèòü ñëåäóþùèì îáðàçîì.

Ðàññìîòðèì ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ìíîæåñòâ Mn è ãðóïï Hn òàêóþ, ÷òî ýëåìåíòû Mn è Hn

ìîæíî ïðåäñòàâèòü ñëîâàìè ïîëèíîìèàëüíîé îò n äëèíû, è ðàâíîìåðíîå ðàñïðåäåëåíèå íà
ýëåìåíòàõ Hn ìîæíî ñìîäåëèðîâàòü çà ïîëèíîìèàëüíîå âðåìÿ. (Äëÿ ÿçûêà GNI Mn - ýòî
ìíîæåñòâî âñåõ ïîìå÷åííûõ ãðàôîâ íà n âåðøèíàõ, Hn � ãðóïïà ïåðåñòàíîâîê n-ýëåìåíòíîãî
ìíîæåñòâà.) Ïðåäïîëîæèì, ÷òî äëÿ âñåõ n ãðóïïà Hn äåéñòâóåò íà ìíîæåñòâå Mn. (Äëÿ GNI
ýëåìåíò ãðóïïû ïåðåñòàâëÿåò âåðøèíû ãðàôà.) Îïðåäåëèì ÿçûê

L =
⋃
n∈N
{(a, b, n) | a, b ∈Mn, Orb(a) ∩Orb(b) = ∅},

ãäå Orb(x) - îðáèòà ýëåìåíòà x ∈Mn. Äëÿ ÿçûêà L ìîæíî îïðåäåëèòü ñèñòåìó äîêàçàòåëüñòâ,
â êîòîðîé äîêàçàòåëüñòâà íå ìåíÿþòñÿ ïðè äåéñòâèè ãðóïïû Hn.

Ðàññìîòðèì åùå îäèí ïðèìåð: ìíîæåñòâîMn = Hn = (Z/nZ)∗ � ìóëüòèïëèêàòèâíàÿ ãðóï-
ïà âû÷åòîâ ïî ìîäóëþ n. Îïðåäåëèì äåéñòâèå ýëåìåíòà x ∈ Hn íà Mn òàê: y 7→ x2y mod n. Ê
ÿçûêó L, îïðåäåëåííîìó òàêèìè Mn è Hn, â ÷àñòíîñòè, ñâîäèòñÿ ÿçûê êâàäðàòè÷íûõ íåâû÷å-
òîâ, ïîñêîëüêó x ÿâëÿåòñÿ íåâû÷åòîì, åñëè x è 1 íàõîäÿòñÿ â ðàçíûõ îðáèòàõ. È, íàîáîðîò, x
è y ëåæàò â ðàçíûõ îðáèòàõ òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà x

y ÿâëÿåòñÿ íåâû÷åòîì. Äëÿ òàêîãî
ÿçûêà L ñóùåñòâóåò ïîëèíîìèàëüíî îãðàíè÷åííàÿ èíâàðèàíòíàÿ ñèñòåìà äîêàçàòåëüñòâ: äî-
êàçàòåëüñòâîì ìîæåò ñëóæèòü ðàçëîæåíèå n íà ïðîñòûå ìíîæèòåëè, åñëè òàêîå ðàçëîæåíèå
èçâåñòíî, òî ïðîâåðèòü ñàìî ýòî ðàçëîæåíèå è ïðîâåðèòü, ÿâëÿåòñÿ ëè ÷èñëî êâàäðàòè÷íûì
âû÷åòîì, ìîæíî çà ïîëèíîìèàëüíîå âðåìÿ.

Øíîð â ðàáîòå [Sch76] ñòðîèò îïòèìàëüíûé â íàèõóäøåì ñëó÷àå àêñåïòîð äëÿ âñåõ ñàìîñâî-
äèìûõ ÿçûêîâ èç êëàññà NP. Â ðàáîòå [HI12] ñòðîèòñÿ âåðîÿòíîñòíûé àêñåïòîð äëÿ ÿçûêà GNI,
êîòîðûé èìååò îïòèìàëüíîå ìåäèàííîå âðåìÿ ïî âñåì ïåðåñòàíîâêàì âåðøèí äâóõ ãðàôîâ.

Ðåçóëüòàò. Â ýòîé ðàáîòå ìû ïðèìåíÿåì èäåè èç [HI12] è ñòðîèì p-îïòèìàëüíóþ âåðîÿò-
íîñòíóþ èíâàðèàíòíóþ ñèñòåìó äîêàçàòåëüñòâ äëÿ ÿçûêà GNI.

Ñòðóêòóðà ðàáîòû. Â ðàçäåëå 2 ìû äàåì îïðåäåëåíèå îñíîâíûõ ïîíÿòèé, â ðàçäåëå 3 ïðè-
âîäèì íåòðèâèàëüíûé ïðèìåð ÿçûêà èç HeurP, â ðàçäåëå 4, èñïîëüçóÿ ïîõîæèå èäåè, ìû ïðè-
âîäèì íåòðèâèàëüíûé ïðèìåð ÿçûêà èç êëàññà HeurNP. Â ðàçäåëå 5 ìû ïîêàçûâàåì, ÷òî êàæ-
äûé ÿçûê èç êëàññà AM ñ ïàääèíãîì ñ ðàñïðåäåëåíèåì, ðàâíîìåðíûì ïî ïàääèíãó, ïîïàäàåò â
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êëàññ HeurNP, è ñòðîèì ïîëèíîìèàëüíî îãðàíè÷åííóþ ýâðèñòè÷åñêóþ ñèñòåìó äîêàçàòåëüñòâ
äëÿ ÿçûêîâ èç AM ñ ïàääèíãîì. Â ðàçäåëå 6 ìû îïðåäåëÿåì ïîíÿòèå èíâàðèàíòíîé ñèñòåìû
äîêàçàòåëüñòâ äëÿ ÿçûêà ïàð íåèçîìîðôíûõ ãðàôîâ è ñòðîèì p-îïòèìàëüíóþ èíâàðèàíòíóþ
ñèñòåìó äîêàçàòåëüñòâ.

2 Îñíîâíûå îïðåäåëåíèÿ

Àíñàìáëåì ðàñïðåäåëåíèé {Dn}∞n=1 íàçûâàåòñÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ðàñïðåäåëåíèé Di :
{0, 1}∗ → [0, 1] ñ êîíå÷íûì íîñèòåëåì. Òóò n � ýòî ïàðàìåòð çàäà÷è, â êðèïòîãðàôèè åãî íà-
çûâàþò ïàðàìåòðîì íàäåæíîñòè. Íîñèòåëåì ðàñïðåäåëåíèÿ Dn íàçûâàåòñÿ ìíîæåñòâî ñòðîê
äëÿ êîòîðûõ Dn(x) > 0, îáîçíà÷àåòñÿ suppDn.

Ðàâíîìåðíûì àíñàìáëåì ìû áóäåì íàçûâàòü àíñàìáëü Un äëÿ êîòîðîãî Un(x) = 2−n, åñëè
|x| = n.

Äëÿ äâóõ àíñàìáëåé ðàñïðåäåëåíèé D è F ìû îïðåäåëèì àíñàìáëü αD + (1 − α)F äëÿ
0 ≤ α ≤ 1 åñòåñòâåííûì ðàâåíñòâîì (αD + (1− α)F )n(x) = αDn(x) + (1− α)Fn(x). Ìû òàêæå
îïðåäåëèì àíñàìáëü ðàñïðåäåëåíèé D × F , íîñèòåëü êîòîðîãî ñîäåðæèòñÿ â ìíîæåñòâå ïàð
ñòðî÷åê è îïðåäåëÿåòñÿ ðàâåíñòâîì (D × F )n(x, y) = Dn(x)Fn(y). Â ÷àñòíîñòè, D × U � ýòî
òàêîé àíñàìáëü, ïðè êîòîðîì (D×U)n(x, r) = Dn(x)2−n, åñëè |r| = n. Åñëè g : {0, 1}∗ → {0, 1}∗,
à D � àíñàìáëü ðàñïðåäåëåíèé, òî îáîçíà÷èì g(D) � àíñàìáëü ðàñïðåäåëåíèé, ãäå g(D)n(x) =∑
y∈g−1(x)

Dn(y). Àíàëîãè÷íî, åñëè h : {0, 1}∗ × N → {0, 1}, òî h(D) � àíñàìáëü ðàñïðåäåëåíèé,

ãäå h(D)n(x) =
∑

y:g(y,n)=x

Dn(y).

Áóäåì íàçûâàòü àíñàìáëü ïîëèíîìèàëüíî îãðàíè÷åííûì, åñëè ñóùåñòâóåò òàêîé ïîëèíîì
p, ÷òî äëÿ ëþáîãî x ∈ suppDn âûïîëíÿåòñÿ |x| ≤ p(n). Àíñàìáëü Dn íàçûâàåòñÿ ïîëèíî-
ìèàëüíî ìîäåëèðóåìûì, åñëè ñóùåñòâóåò òàêîé ïîëèíîìèàëüíûé ïî âðåìåíè âåðîÿòíîñòíûé
àëãîðèòì G, ðàñïðåäåëåíèå âåðîÿòíîñòåé âûõîäà êîòîðîãî íà âõîäå 1n ñîâïàäàåò ñ Dn. Ìíî-
æåñòâî ïîëèíîìèàëüíî ìîäåëèðóåìûõ àíñàìáëåé áóäåì îáîçíà÷àòü PSamp. Ëþáîé ïîëèíîìè-
àëüíî ìîäåëèðóåìûé àíñàìáëü ÿâëÿåòñÿ ïîëèíîìèàëüíî îãðàíè÷åííûì.

Ðàñïðåäåëåííîé çàäà÷åé (ðàñïîçíàâàíèÿ) ìû áóäåì íàçûâàòü ïàðó (L,D), ãäå L � ýòî ÿçûê,
à D � ýòî àíñàìáëü ðàñïðåäåëåíèé.

Â ýòîé ðàáîòå ìû ðàññìàòðèâàåì òðè îñíîâíûõ ìîäåëè âû÷èñëåíèé: äåòåðìèíèðîâàííûå
ìàøèíû Òüþðèíãà, íåäåòåðìèíèðîâàííûå ìàøèíû Òüþðèíãà è âåðîÿòíîñòíûå ìàøèíû Òüþ-
ðèíãà ñ îãðàíè÷åííîé îøèáêîé. Ìû ñ÷èòàåì, ÷òî ýòè ìîäåëè âû÷èñëåíèÿ âûäàþò â êà÷åñòâå
îòâåòà òîëüêî 0 èëè 1. Äëÿ êàæäîé èç ýòèõ ìîäåëåé âû÷èñëåíèé îïðåäåëåíû ïîíÿòèÿ âðåìåíè
ðàáîòû: äëÿ äåòåðìèíèðîâàííîé ìàøèíû � ýòî ïðîñòî âðåìÿ ðàáîòû, äëÿ íåäåòåðìèíèðîâàí-
íîé ìàøèíû � ýòî ìàêñèìàëüíîå âðåìÿ ðàáîòû ïî âñåì íåäåòåðìèíèðîâàííûì âûáîðàì, à äëÿ
âåðîÿòíîñòíîé ìàøèíû ñ îãðàíè÷åííîé îøèáêîé � ìàêñèìóì ïî âñåì ñëó÷àéíûì áèòàì. Äëÿ
êàæäîé èç ýòèõ ìîäåëåé âû÷èñëåíèé ìîæíî îïðåäåëèòü îòâåò íà äàííîì âõîäå. Äëÿ âåðîÿò-
íîñòíîé ìàøèíû ñ îãðàíè÷åííîé îøèáêîé îòâåò íà äàííîì âõîäå � ýòî òàêîé îòâåò, êîòîðûé
ïðèíèìàåòñÿ ñ âåðîÿòíîñòüþ õîòÿ áû 3

4 (ýòîò îòâåò ìîæåò è íå ñóùåñòâîâàòü, â òàêîì ñëó÷àå
ñ÷èòàåì, ÷òî îòâåò ýòîé ìàøèíû ⊥). Êëàññû P,NP,BPP ìîæíî îïðåäåëèòü, êàê ìíîæåñòâî
ÿçûêîâ, êîòîðûå ðàñïîçíàþòñÿ çà ïîëèíîìèàëüíîå âðåìÿ äåòåðìèíèðîâàííûìè, íåäåòåðìèíè-
ðîâàííûìè, âåðîÿòíîñòíûìè ñ îãðàíè÷åííîé îøèáêîé ìàøèíàìè Òüþðèíãà.

Îïðåäåëåíèå 2.1. HeurP(HeurNP,HeurBPP) � ýòî êëàññ ðàñïðåäåëåííûõ çàäà÷ ðàñïîçíà-
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âàíèÿ (L,D), äëÿ êîòîðûõ ñóùåñòâóåò äåòåðìèíèðîâàííûé (íåäåòåðìèíèðîâàííûé è âåðîÿò-
íîñòíûé ñîîòâåòñòâåííî) àëãîðèòì A(x, δ;n) è ïîëèíîì p òàêèå, ÷òî:

1. Äëÿ âñåõ x ∈ suppDn âðåìÿ ðàáîòû A(x, δ;n) îãðàíè÷åíî p(nδ );

2. Prx←Dn [A(x, δ;n) 6= L(x)] < δ, â ñëó÷àå âåðîÿòíîñòíîãî àëãîðèòìà âåðîÿòíîñòü áåðåòñÿ
òàê æå è ïî ñëó÷àéíûì áèòàì àëãîðèòìà A.

Ðàñïðåäåëåííîé çàäà÷åé äîêàçàòåëüñòâ íàçûâàåòñÿ ïàðà (L,D), ãäå L � ÿçûê, à D � àí-
ñàìáëü ðàñïðåäåëåíèé, íîñèòåëü êîòîðîãî ñîäåðæèòñÿ â äîïîëíåíèè ÿçûêà L.

Ñëåäóþùåå îïðåäåëåíèå ÿâëÿåòñÿ äåòåðìèíèðîâàííîé âåðñèåé âåðîÿòíîñòíîé ýâðèñòè÷å-
ñêîé ñèñòåìû äîêàçàòåëüñòâ èç [HIMS12].

Îïðåäåëåíèå 2.2. Ýâðèñòè÷åñêîé ñèñòåìîé äîêàçàòåëüñòâ äëÿ ðàñïðåäåëåííîé çàäà÷è äîêà-
çàòåëüñòâ (L,D) íàçûâàåòñÿ àëãîðèòì Π(x,w, δ), äëÿ êîòîðîãî âûïîëíÿþòñÿ ñëåäóþùèå ñâîé-
ñòâà:

1. Äëÿ êàæäîãî x ∈ L ñóùåñòâóåò w ∈ {0, 1}∗, ÷òî Π(x,w, δ) = 1;

2. Prx←Dn [∃w Π[x,w, δ] = 1] < δ;

3. Âðåìÿ ðàáîòû Π(x,w, δ) îãðàíè÷åíî ïîëèíîìîì îòíîñèòåëüíî |x|+|w|δ .

Ýâðèñòè÷åñêàÿ ñèñòåìà äîêàçàòåëüñòâ íàçûâàåòñÿ ïîëèíîìèàëüíî îãðàíè÷åííîé, åñëè ñóùå-
ñòâóåò òàêîé ïîëèíîì p, ÷òî äëÿ êàæäîãî x ∈ L íàéäåòñÿ w, ÷òî Π(x,w, δ) = 1 è ðàçìåð w
îãðàíè÷åí p( |x|δ ).

Òàêæå â [HIMS12] äàåòñÿ îïðåäåëåíèå âåðîÿòíîñòíîãî ýâðèñòè÷åñêîãî àêñåïòîðà.

Îïðåäåëåíèå 2.3. Âåðîÿòíîñòíûì ýâðèñòè÷åñêèì àêñåïòîðîì äëÿ ðàñïðåäåëåííîé çàäà÷è äî-
êàçàòåëüñòâ (L,D) íàçûâàåòñÿ àëãîðèòì A(x, δ), äëÿ êîòîðîãî âûïîëíÿþòñÿ ñëåäóþùèå ñâîé-
ñòâà:

1. Äëÿ êàæäîãî x ∈ L A(x, δ) = 1;

2. Prx←Dn,A[A(x, δ) = 1] < δ.

Àêñåïòîð íàçûâàåòñÿ ïîëèíîìèàëüíî îãðàíè÷åííûì, åñëè äëÿ âñåõ x ∈ L âðåìÿ ðàáîòû A(x, δ)
îãðàíè÷åíî ïîëèíîìîì.

3 Ïðèìåðû çàäà÷ â HeurP

Íàì ïîòðåáóåòñÿ ïîíÿòèå áóëåâà ñýìïëåð. Áóëåâ ñýìïëåð � ýòî âåðîÿòíîñòíûé àëãîðèòì S, êî-
òîðûé ïîëó÷àåò íà âõîä íàòóðàëüíîå ÷èñëî n è ðàöèîíàëüíûå ÷èñëà ε, δ. S èìååò îðàêóëüíûé
äîñòóï ê íåêîòîðîé ôóíêöèè f : {0, 1}n → {0, 1}, S ìîæåò ñäåëàòü íåñêîëüêî íåàäàïòèâíûõ
çàïðîñîâ ê ôóíêöèè f è âûäàòü ÷èñëî èç èíòåðâàëà [0, 1]. Îáîçíà÷èì f = 1

2n
∑

x∈{0,1}n f(x).

Äëÿ êàæäîé ôóíêöèè f : {0, 1}n → {0, 1} äîëæíî âûïîëíÿòüñÿ Pr[|Sf (n, ε, δ)− f | ≥ ε] < δ. Áó-
ëåâ ñýìïëåð íàçûâàåòñÿ óñðåäíÿþùèì, åñëè îí âûäàåò ñðåäíåå àðèôìåòè÷åñêîå çàïðîøåííûõ
çíà÷åíèé.
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Òåîðåìà 3.1 ([Gol11]). Ñóùåñòâóåò óñðåäíÿþùèé áóëåâ ñýìïëåð S, êîòîðûé èñïîëüçóåò n
ñëó÷àéíûõ áèòîâ, äåëàåò O( 1

ε2δ
) çàïðîñîâ ê ôóíêöèè è ðàáîòàåò ïîëèíîìèàëüíîå îòíîñèòåëüíî

n, 1
ε ,

1
δ âðåìÿ.

Ïóñòü f : {0, 1}∗ → {0, 1} � íåêîòîðàÿ ôóíêöèÿ. Îïðåäåëèì ÿçûê Lf = ∪n∈N{r ∈ {0, 1}n |
0.r < fn}, ãäå f = 1

2n
∑

x∈{0,1}n f(x).

Òåîðåìà 3.2. Åñëè f âû÷èñëèìà çà ïîëèíîìèàëüíîå âðåìÿ, òî (Lf , U) ∈ HeurP.

Äîêàçàòåëüñòâî. Îïèøåì àëãîðèòì A(x, δ) (ïàðàìåòð n ìîæíî íå óêàçûâàòü, òàê êàê îí ñîâ-
ïàäàåò ñ |x|). Ïóñòü S � óñðåäíÿþùèé áóëåâ ñýìïëåð èç òåîðåìû 3.1.

• Åñëè δ ≤ 2−n+2, òî âû÷èñëèòü f è âûäàòü 1, åñëè 0.x < fn, è 0 èíà÷å.

• Çàïóñòèòü ñýìïëåð Sf (n, δ/4, δ/4), êîòîðûé áóäåò èñïîëüçîâàòü ñòðîêó x âìåñòî ñëó÷àé-
íûõ áèòîâ. Îáîçíà÷èì ÷åðåç νn ðåçóëüòàò åãî ðàáîòû. Åñëè νn > 0.x, òî âûäàòü 1, èíà÷å
âûäàòü 0.

Åñëè δ ≤ 2−n+2, òî àëãîðèòì íå îøèáàåòñÿ, à âðåìÿ ðàáîòû àëãîðèòìà ðàâíÿåòñÿ ïðîèçâå-
äåíèþ 2n íà ïîëèíîì îò n, ÷òî ïîëèíîìèàëüíî îòíîñèòåëüíî n

δ .
Âî âòîðîì ñëó÷àå âðåìÿ ðàáîòû àëãîðèòìà îãðàíè÷åíî ïîëèíîìîì îò n è 1

δ , ýòî ñëåäóåò
èç òîãî, ÷òî ôóíêöèÿ f âû÷èñëèìà çà ïîëèíîìèàëüíîå âðåìÿ, è ñâîéñòâ ñýìïëåðà S. Îöåíèì
ðàâíîìåðíóþ äîëþ âõîäîâ x, ïðè êîòîðûõ àëãîðèòì A(x, δ) âûäàåò íåâåðíûé îòâåò. Ìíîæåñòâî
òàêèõ âõîäîâ ñîäåðæèòñÿ â îáúåäèíåíèè ñëåäóþùèõ äâóõ ìíîæåñòâ:

1. Ìíîæåñòâî x ∈ {0, 1}n, ïðè êîòîðûõ ñýìïëåð S íå âûäàåò δ/4 ïðèáëèæåíèå ê fn. Ðàâíî-
ìåðíàÿ ìåðà ýòîãî ìíîæåñòâà íå ïðåâîñõîäèò δ

4 ïî îïðåäåëåíèþ ñýìïëåðà.

2. ìíîæåñòâî x ∈ {0, 1}n, ïðè êîòîðûõ |0.x − fn| ≤ δ/4. Ðàâíîìåðíàÿ äîëÿ òàêèõ x íå
ïðåâîñõîäèò δ

2 + 1
2n .

Èòîãî, ðàâíîìåðíàÿ ìåðà x ∈ {0, 1}n, ïðè êîòîðûõ A(x, δ) 6= Lf (x), íå ïðåâîñõîäèò 3
4δ+2−n < δ

ïðè δ > 2−n+2.

Ðàññìîòðèì ÿçûê X = ∪n∈N{(C, r) | C � ýòî ñõåìà ñ n âõîäàìè, r ∈ {0, 1}n, ]C > r}, ãäå
]C � ýòî êîëè÷åñòâî âûïîëíÿþùèõ íàáîðîâ ñõåìû C.

Íàïîìíèì, ÷òî êëàññ ñëîæíîñòè PP ñîñòîèò èç ÿçûêîâ L, äëÿ êîòîðûõ ñóùåñòâóåò âåðîÿò-
íîñòíàÿ ïîëèíîìèàëüíàÿ ïî âðåìåíè ìàøèíà Òüþðèíãà M , ÷òî äëÿ êàæäîãî x âûïîëíÿåòñÿ
x ∈ L ⇐⇒ PrM [M(x) = L(x)] ≥ 1/2.

Ïðåäëîæåíèå 3.1. ßçûê X ÿâëÿåòñÿ PP-ïîëíûì.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ñíà÷àëà ïîêàæåì, ÷òî X ∈ PP. Îïèøåì âåðîÿòíîñòíûé àëãîðèòì èç êëàññà
PP. Ïóñòü íà âõîä ïîäàåòñÿ ñõåìà C(x1, x2, . . . , xn) è ÷èñëî 0 ≤ r ≤ 2n − 1. Ðàññìîòðèì ñëåäó-
þùèé ïðåäèêàò P (b, x1, x2, . . . , xn) = (b ∧ C(x1, x2, . . . , xn)) ∨ ((x1x2 . . . xn ≤ 2n − r − 1) ∧ ¬b),
ãäå x1x2 . . . xn � îáîçíà÷àåò ÷èñëî â áèòîâîé çàïèñè.

• Ïðåäèêàò P çàâèñèò îò n+ 1 áóëåâîé ïåðåìåííîé.

• Ïðåäèêàò P âû÷èñëèì çà ïîëèíîìèàëüíîå âðåìÿ.
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• ×èñëî âûïîëíÿþùèõ íàáîðîâ ïðåäèêàòà P ðàâíÿåòñÿ ]C + 2n − r − 1. Òàêèì îáðàçîì,
]C > r òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà ÷èñëî âûïîëíÿþùèõ íàáîðîâ P íå ìåíåå 2n.

Àëãîðèòì ñîñòîèò â ñëåäóþùåì: ðàññìîòðåòü ñëó÷àéíûé íàáîð çíà÷åíèé ïåðåìåííûõ
b, x1, x2, . . . , xn è âûäàòü P (b, x1, x2, . . . , xn).

Òåïåðü ïîêàæåì, ÷òî ëþáîé ÿçûê èç PP ñâîäèòñÿ ê X. Ïóñòü L ∈ PP. Ïóñòü M � òàêàÿ
ïîëèíîìèàëüíàÿ ïî âðåìåíè âåðîÿòíîñòíàÿ ìàøèíà Òüþðèíãà, ÷òî ïðè êàæäîì x âûïîëíÿåòñÿ
x ∈ L òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà Pr[M(x) = 1] ≥ 1

2 . Ìàøèíà M íà âõîäå x èñïîëüçóåò q(|x|)
ñëó÷àéíûõ áèòîâ äëÿ íåêîòîðîãî ïîëèíîìà q. Ïîñòðîèì ñõåìó C, êîòîðàÿ èìååò q(|x|) âõîäîâ
è ìîäåëèðóåò ìàøèíó M íà âõîäå x, èñïîëüçóÿ ñëó÷àéíûå áèòû èç âõîäà. Òîãäà ñâåäåíèå
îòîáðàæàåò x 7→ (C, 2q(|x|)−1 − 1).

Òåîðåìà 3.3. Ïóñòü àíñàìáëü D ÿâëÿåòñÿ ïîëèíîìèàëüíî îãðàíè÷åííûì è íîñèòåëü Dn ñî-
ñòîèò èç ñõåì ñ n âõîäàìè, òîãäà (X,D × U) ∈ HeurP.

Äîêàçàòåëüñòâî. Îïèøåì àëãîðèòì B(x, δ;n). Íàñ èíòåðåñóþò òîëüêî ñòðîêè íåíóëåâîé âå-
ðîÿòíîñòè ñîãëàñíî ðàñïðåäåëåíèþ D × U . Ñòðîêà x èìååò âèä (C, r), ãäå C � ñõåìà îò n
ïåðåìåííûõ, à r ∈ {0, 1}n, ðàçìåð ñõåìû C îãðàíè÷åí ïîëèíîìîì îò äëèíû n, ýòî ñëåäóåò
èç ïîëèíîìèàëüíîé îãðàíè÷åííîñòè àíñàìáëÿ D. Ïóñòü AC(x, δ) � ýòî àëãîðèòì èç äîêàçà-
òåëüñòâà òåîðåìû 3.2, êîòîðûé ðåøàåò ÿçûê LgC , êîòîðûé ñîîòâåòñòâóåò òàêîé ôóíêöèè gC ,
êîòîðàÿ ðàâíà òîæäåñòâåííîìó íóëþ íà âñåõ äëèíàõ âõîäà, êðîìå äëèíû n, à íà äëèíå n âû-
÷èñëÿåòñÿ ñõåìîé C. Ïî ïîñòðîåíèþ àëãîðèòì AC ïîëüçóåòñÿ ñõåìîé C êàê îðàêóëîì, ïîýòîìó
âðåìÿ åãî ðàáîòû � ýòî ïîëèíîì îò ðàçìåðà ñõåìû C è |x|δ .

Àëãîðèòì B((C, r), δ;n) çàïóñêàåò AC(r, δ) è âûäàåò åãî îòâåò. Î÷åâèäíî, ÷òî âðåìÿ ðàáîòû
B îãðàíè÷åíî ïîëèíîìîì îòíîñèòåëüíî n

δ .
Pr(C,r)←(D×U)n [B((C, r), δ;n) 6= X(C, r)] = EC←Dn [Prr←Un [AC(r, δ) 6= LgC (r)]] < δ.

4 Ïðèìåðû çàäà÷ â HeurNP

Òåîðåìà 4.1. Åñëè f âû÷èñëèìà çà ïîëèíîìèàëüíîå âðåìÿ íåäåòåðìèíèðîâàííûì àëãîðèòìîì
(ò.å. ÿçûê {x ∈ {0, 1}∗ | f(x) = 1} ∈ NP), òî (Lf , U) ∈ HeurNP.

Äîêàçàòåëüñòâî. Äîêàçàòåëüñòâî áóäåò ïîõîæå íà äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû 3.2. Îïèøåì íåäå-
òåðìèíèðîâàííûé àëãîðèòì A(x, δ) (ïàðàìåòð n ìîæíî íå óêàçûâàòü, òàê êàê îí ñîâïàäàåò ñ
|x|). Ïóñòü S � óñðåäíÿþùèé áóëåâ ñýìïëåð èç òåîðåìû 3.1.

• Åñëè δ ≤ 2−n+2, òî óãàäàòü ïîäñêàçêè äëÿ âñåõ x ∈ {0, 1}n, âû÷èñëèòü f è âûäàòü 1, åñëè
0.x ≤ fn, è 0 èíà÷å.

• Åñëè δ > 2−n+2, òî ïîäñêàçêà àëãîðèòìà áóäåò ñîñòîÿòü èç q ñòðîê w1, w2, . . . , wq, ãäå
q = O( 1

δ3
) � ýòî ÷èñëî çàïðîñîâ, êîòîðûå äåëàåò ñýìïëåð Sf (n, δ/4, δ/4), èñïîëüçóÿ ñòðîêó

x êàê ñòðîêó ñëó÷àéíûõ áèòîâ. Çàïóñòèòü ñýìïëåð Sf (n, δ/4, δ/4), êîòîðûé èñïîëüçóåò
ñòðîêó x êàê ñòðîêó ñëó÷àéíûõ áèòîâ, äëÿ âû÷èñëåíèÿ ôóíêöèè f â i-îé òî÷êå áóäåò
èñïîëüçîâàòüñÿ ïîäñêàçêà wi. Îáîçíà÷èì ÷åðåç νn ðåçóëüòàò ðàáîòû ñýìïëåðà. Åñëè νn >
0.x, òî âûäàòü 1, èíà÷å âûäàòü 0. Çàìåòèì, ÷òî ñýìïëåð ÿâëÿåòñÿ ìîíîòîííûì, òàê êàê
îí óñðåäíÿåò ïîëó÷åííûå çíà÷åíèÿ, çíà÷èò, åñëè íåêîòîðûå ïîäñêàçêè áûëè íåâåðíûå, è
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çíà÷åíèÿ ñòàëè íóëÿìè, âìåñòî åäèíèöû, òî ðåçóëüòàò νn ìîã ðàçâå ÷òî óìåíüøèòñÿ, ò.å.
îòâåò ìîã èçìåíèòüñÿ ñ 1 íà 0, íî íå íàîáîðîò.

Åñëè δ ≤ 2−n+2, òî ïðè ïðàâèëüíûõ ïîäñêàçêàõ äëÿ âñåõ x, ïðè êîòîðûõ f(x) = 1, àëãîðèòì
íå îøèáàåòñÿ, à âðåìÿ ðàáîòû àëãîðèòìà ðàâíÿåòñÿ ïðîèçâåäåíèþ 2n íà ïîëèíîì îò n, ÷òî
ïîëèíîìèàëüíî îòíîñèòåëüíî n

δ .
Âî âòîðîì ñëó÷àå âðåìÿ ðàáîòû àëãîðèòìà îãðàíè÷åíî ïîëèíîìîì îò n è 1

δ , ýòî ñëåäóåò
èç òîãî, ÷òî ôóíêöèÿ f âû÷èñëèìà çà ïîëèíîìèàëüíîå íåäåòåðìèíèðîâàííîå âðåìÿ è ñâîéñòâ
ñýìïëåðà S. Àíàëîãè÷íî äîêàçàòåëüñòâó òåîðåìû 3.2 ðàâíîìåðíàÿ äîëÿ âõîäîâ x, ïðè êîòîðûõ
àëãîðèòì A(x, δ) âûäàåò íåâåðíûé îòâåò, ìåíüøå 3

4δ + 2−n < δ ïðè δ > 2−n+2.

Íåäåòåðìèíèðîâàííîé ñõåìîé ìû áóäåì íàçûâàòü ñõåìó, âõîäíûå âåðøèíû êîòîðîé ðàçáè-
òû íà äâå ÷àñòè: âåðøèíû ïåðâîé ÷àñòè ìû íàçûâàåì âõîäàìè, âåðøèíû âòîðîé ÷àñòè ïîä-
ñêàçêàìè. Çíà÷åíèå òàêîé ñõåìû íà âõîäå x ðàâíÿåòñÿ 1, åñëè ñóùåñòâóåò òàêàÿ ïîäñêàçêà y,
ïðè êîòîðîé çíà÷åíèå C(x; y) = 1. Ìû òàêæå ìîæåì îïðåäåëèòü C(x) = ∃yC(x; y).

Ðàññìîòðèì ÿçûê Y = ∪n∈N{(C, r) | C � ýòî íåäåòåðìèíèðîâàííàÿ ñõåìà ñ n âõîäàìè, r ∈
{0, 1}n, ]C > r}, ãäå ]C � ýòî êîëè÷åñòâî âûïîëíÿþùèõ íàáîðîâ ñõåìû C, äðóãèìè ñëîâàìè,
åñëè ñõåìà C èñïîëüçóåò m áèòîâ ïîäñêàçêè, òî ]C = |{x ∈ {0, 1}n | ∃y ∈ {0, 1}m : C(x, y) = 1}|.

Îïðåäåëåíèå 4.1. Êëàññ PP·NP ñîñòîèò èç ÿçûêîâ L, äëÿ êîòîðûõ ñóùåñòâóåò âåðîÿòíîñòíàÿ
ïîëèíîìèàëüíàÿ ïî âðåìåíè ìàøèíà Òüþðèíãà M , ÷òî äëÿ âñåõ x âûïîëíÿåòñÿ x ∈ L òîãäà è
òîëüêî òîãäà, êîãäà Pr[M(x) ∈ SAT ] ≥ 1

2 .

Ïðåäëîæåíèå 4.2. ßçûê Y ÿâëÿåòñÿ PP ·NP-ïîëíûì.

Äîêàçàòåëüñòâî. Äîêàçàòåëüñòâî àíàëîãè÷íî äîêàçàòåëüñòâó ïðåäëîæåíèÿ 3.1. Îïèøåì PP-
ñâåäåíèå ÿçûêà Y ê SAT . Ïóñòü íà âõîä ïîäàíà ñõåìà C îò n âõîäîâ (ñõåìà ìîæåò èñ-
ïîëüçîâàòü ïîäñêàçêó) è ÷èñëî 0 ≤ r ≤ 2n − 1. Ïîñòðîèì ïðåäèêàò P (b, x1, x2, . . . , xn) =
∃w(b ∧ C(x1, x2, . . . , xn;w)) ∨ ((x1x2 . . . xn ≤ 2n − r − 1) ∧ ¬b).

Åñëè ìû çàôèêñèðóåì çíà÷åíèÿ ïåðåìåííûõ b, x1, x2, . . . , xn, òî ëåãêî ïîñòðîèòü ôîðìóëó
φb,x, êîòîðàÿ âûïîëíèìà òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà P (b, x1, x2, . . . , xn) = 1. Âåðîÿòíîñòíàÿ
ìàøèíà âûáèðàåò ñëó÷àéíûì îáðàçîì çíà÷åíèÿ b, x1, x2, . . . , xn è âûäàåò ñîîòâåòñòâóþùóþ
ôîðìóëó φb,x.

Òåïåðü ïîêàæåì, ÷òî ëþáîé ÿçûê èç PP·NP ñâîäèòñÿ ê Y . Ïóñòü íåêîòîðàÿ ñõåìà C ïî âõîäó
r âû÷èñëÿåò ïðîïîçèöèîíàëüíóþ ôîðìóëó C(r). À ñõåìà A ïîëó÷àåò íà âõîä ñòðîêó y, ñòðîêó
r è îïèñàíèå ñõåìû C è âûäàåò ðåçóëüòàò ïîäñòàíîâêè çíà÷åíèé èç ñòðîêè y â ôîðìóëó C(r).
Ïóñòü C � ýòî ñõåìà, ìîäåëèðóþùàÿ ìàøèíó M íà âõîäå x, âõîäàìè ýòîé ñõåìû ÿâëÿþòñÿ
ñëó÷àéíûå áèòû ìàøèíû M . Ñõåìà C ïî âõîäó r âû÷èñëÿåò ïðîïîçèöèîíàëüíóþ ôîðìóëó
C(r). Ïóñòü íåäåòåðìèíèðîâàííàÿ ñõåìà AC ïîëó÷àåò íà âõîä ñòðîêó r è âûäàåò 1 òîãäà è
òîëüêî òîãäà, êîãäà ñóùåñòâóåò òàêàÿ ñòðîêà y, ÷òî ðåçóëüòàò åå ïîäñòàíîâêè â ôîðìóëó C(r)
ðàâåí 1. Ñâåäåíèå L ê Y îòîáðàæàåò âõîä x â (AC(r; y), 2q(n)−1 − 1).

Òåîðåìà 4.2. Ïóñòü àíñàìáëü D ÿâëÿåòñÿ ïîëèíîìèàëüíî îãðàíè÷åííûì è íîñèòåëü Dn ñî-
ñòîèò èç íåäåòåðìèíèðîâàííûõ ñõåì ñ n âõîäàìè, òîãäà (Y,D × U) ∈ HeurNP.

Äîêàçàòåëüñòâî. Äîêàçàòåëüñòâî ïîëíîñòüþ àíàëîãè÷íî äîêàçàòåëüñòâó òåîðåìû 3.3.

Ïðåäëîæåíèå 4.3. Ïî êàæäîé çàäà÷å (L,D) ∈ (NP,PSamp) ìîæíî ïîñòðîèòü ðàñïðåäåëåíèå
D′′ ∈ PSamp, ÷òî åñëè (Y,D′′ × U) ∈ HeurBPP, òî (L,D) ∈ HeurBPP.
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Äîêàçàòåëüñòâî. Ðàññìîòðèì ïðîèçâîëüíóþ ðàñïðåäåëåííóþ çàäà÷ó (L,D) ∈ (NP,PSamp).
Ðàññìîòðèì ñâåäåíèå g ÿçûêà L ê ÿçûêó CircuitSAT. Ïóñòü ðàñïðåäåëåíèå D′ = g(D) � ñîîò-
âåòñòâóåò ðàñïðåäåëåíèþ îáðàçîâ ôóíêöèè g, åñëè íà âõîä ïîäàâàòü ýëåìåíòû, ðàñïðåäåëåííûå
ñîãëàñíî D. Íåòðóäíî ïîíÿòü, ÷òî åñëè (CircuitSAT, D′) ∈ HeurBPP, òî è (L,D) ∈ HeurBPP.
Ïóñòü ôóíêöèÿ h : {0, 1}∗ × N → {0, 1}∗ ïðåîáðàçóåò ñõåìû â íåäåòåðìèíèðîâàííûå ñõåìû,
ïðè÷åì ñòàðûé âõîä ñòàíîâèòñÿ ïîäñêàçêîé, íîâàÿ ñõåìà ñîäåðæèò n ôèêòèâíûõ âõîäîâ, â
ðåàëüíîñòè îò ýòèõ âõîäîâ ñõåìà íå çàâèñèò. Ò.å. ôóíêöèÿ h(C, n) = E, ãäå E(y;x) = C(x)
è ðàçìåðíîñòü y ðàâíÿåòñÿ n. Îò ïîäñêàçêè ñõåìà çàâèñèò òî÷íî òàêæå, êàê è ñòàðàÿ ñõåìà.
Ïóñòü D′′ = h(D′). Íîñèòåëü ðàñïðåäåëåíèÿ D′′n ñîñòîèò èç íåäåòåðìèíèðîâàííûõ ñõåì h(C) c
n âõîäàìè, ãäå C � îáû÷íàÿ ñõåìà. Åñëè ñõåìà C âûïîëíèìà, òî äëÿ âñåõ 0 ≤ r ≤ 2n−1 âûïîë-
íÿåòñÿ (h(C), r) ∈ Y è íàîáîðîò, åñëè C íåâûïîëíèìà, òî äëÿ âñåõ 0 ≤ r ≤ 2n− 1 âûïîëíÿåòñÿ
(h(C), r) /∈ Y .

Ïóñòü àëãîðèòì A(x, δ;n) ðåøàåò çàäà÷ó (Y,D′′ × U) â êëàññå HeurBPP, îïèøåì àëãî-
ðèòì B(x, δ;n), êîòîðûé ãåíåðèðóåò ñëó÷àéíóþ ñòðîêó r ∈ {0, 1}n è çàïóñêàåò àëãîðèòì
A((h(g(x)), r), δ;n).

Prx←Dn [B(x, δ;n) 6= L(x)] = Prx←Dn,r←Un [A((h(g(x)), r), δ;n) 6= Y (x, r)] =
Prx←D′′n,r←Un [A(x, δ;n) 6= Y (x, r)] < δ.

Ñëåäñòâèå 4.1. Cóùåñòâóåò òàêîå ðàñïðåäåëåíèå D′′, ÷òî èç âêëþ÷åíèå (Y,D′′ × U) ∈
HeurBPP ñëåäóåò, ÷òî (NP,PSamp) ⊆ HeurBPP.

Äîêàçàòåëüñòâî. Íàäî ïðèìåíèòü ïðåäëîæåíèå 4.3 ê ïîëíîé çàäà÷å â êëàññå (NP,PSamp).

5 Ýâðèñòè÷åñêàÿ ñèñòåìà äîêàçàòåëüñòâ äëÿ AM

Íàïîìíèì, ÷òî òàêîå êëàññ AM. ßçûê L ëåæèò â êëàññå AM, åñëè ñóùåñòâóåò òàêàÿ ïîëèíî-
ìèàëüíàÿ ïî âðåìåíè íåäåòåðìèíèðîâàííàÿ ìàøèíà M è òàêîé ïîëèíîì q, ÷òî äëÿ âñåõ ñòðîê
x âûïîëíÿåòñÿ:

• åñëè x ∈ L, òî Prz←Uq(|x|) [M(x, z) = 1] > 3
4 ,

• åñëè x 6∈ L, òî Prz←Uq(|x|) [M(x, z) = 1] < 1
4 .

Èçâåñòíî, ÷òî ïðè x ∈ L îøèáêó ìîæíî ñäåëàòü íóëåâîé, ò.å. ÿçûê L ëåæèò â êëàññå AM,
òî ñóùåñòâóåò òàêàÿ ïîëèíîìèàëüíàÿ ïî âðåìåíè íåäåòåðìèíèðîâàííàÿ ìàøèíà M è òàêîé
ïîëèíîì q, ÷òî äëÿ âñåõ ñòðîê x âûïîëíÿåòñÿ:

• åñëè x ∈ L, òî Prz←Uq(|x|) [M(x, z) = 1] = 1,

• åñëè x 6∈ L, òî Prz←Uq(|x|) [M(x, z) = 1] < 1
4 .

Ìû ïîêàæåì, ÷òî ýòè òðåáîâàíèÿ ìîæíî åùå óñèëèòü, ïîëó÷èâ âåðîÿòíîñòü îøèáêè 2−p(|x|),
ïðè òîì ÷òî ÷èñëî ñëó÷àéíûõ áèòîâ, èñïîëüçóåìûõ Àðòóðîì áóäåò âñåãî q(|x|)+O(p(|x|)). Äëÿ
ýòîãî íàì ïîíàäîáÿòñÿ ÷óòü áîëåå ñèëüíûå ñýìïëåðû. Áóäåì íàçûâàòü ñýìïëåð ìîíîòîííûì,
åñëè ïðè èçìåíåíèè çíà÷åíèÿ ôóíêöèè f â îäíîé òî÷êå ñ 0 íà 1, ïðèáëèæåíèå, êîòîðîå âûäàåò
ñýìïëåð, íå ìîæåò óìåíüøèòüñÿ. Óñðåäíÿþùèé ñýìïëåð ÿâëÿåòñÿ ìîíîòîííûì.
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Òåîðåìà 5.1 ([Gol11]). Ñóùåñòâóåò ìîíîòîííûé áóëåâ ñýìïëåð S, êîòîðûé èñïîëüçóåò n +
O(log 1

δ ) ñëó÷àéíûõ áèòîâ, äåëàåò O( 1
ε2

log 1
δ ) çàïðîñîâ ê ôóíêöèè è ðàáîòàåò ïîëèíîìèàëüíîå

îòíîñèòåëüíî n, 1
ε , log 1

δ âðåìÿ. Êðîìå òîãî, åñëè ñýìïëåðó íà âõîä ïîäàíà ôóíêöèÿ, êîòîðàÿ
òîæäåñòâåííî ðàâíà åäèíèöå, òî îí âûäàåò 1 ñ âåðîÿòíîñòüþ 1.

Îäíà èç êîíñòðóêöèé ñýìïëåðà, êîòîðàÿ óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ òåîðåìû 5.1 - ñýìïëåð,
îñíîâàííûé íà ìåäèàíå óñðåäíåíèé.

Òåîðåìà 5.2. Åñëè L ëåæèò â êëàññå AM, òî ñóùåñòâóåò ïîëèíîì q è êîíñòàíòà c > 0, ÷òî
äëÿ ëþáîãî ïîëèíîìà p ñóùåñòâóåò òàêàÿ ïîëèíîìèàëüíàÿ ïî âðåìåíè íåäåòåðìèíèðîâàííàÿ
ìàøèíà M , ÷òî äëÿ âñåõ ñòðîê x âûïîëíÿåòñÿ:

• åñëè x ∈ L, òî Prz←Uq(|x|)+cp(|x|) [M(x, z) = 1] = 1,

• åñëè x 6∈ L, òî Prz ← Uq(|x|)+cp(|x|)[M(x, z) = 1] < 2−p(|x|).

Äîêàçàòåëüñòâî. Ðàññìîòðèì ìàøèíó M ′ è ïîëèíîì q, ÷òî äëÿ âñåõ ñòðîê x âûïîëíÿåòñÿ:

• åñëè x ∈ L, òî Prz←Uq(|x|) [M
′(x, z) = 1] = 1,

• åñëè x 6∈ L, òî Prz←Uq(|x|) [M
′(x, z) = 1] < 1

4 .

Ðàññìîòðèì ñýìïëåð S(n, ε, δ) èç òåîðåìû 5.1, ïóñòü êîíñòàíòà c òàêàÿ, ÷òî S èñïîëüçóåò n+
c log 1

δ ñëó÷àéíûõ áèòîâ. Îïèøåì ðàáîòó íåäåòåðìèíèðîâàííîé ìàøèíû M íà âõîäå (x, z), ãäå
|z| = q(|x|) + cp(|x|). M çàïóñêàåò ñýìïëåð S ñ ïàðàìåòðàìè δ = 2−p(|x|), ε = 1

8 äëÿ âû÷èñëåíèÿ
ñðåäíåãî çíà÷åíèÿ M ′(x, z) ïî âñåì |z| = q(|x|) + cp(|x|) è ñòðîêîé z â êà÷åñòâå ñëó÷àéíûõ
áèòîâ. Êàæäûé ðàç, êîãäà S çàïðàøèâàåò çíà÷åíèå M ′(x, z), ïîäñêàçêà äëÿ M ′ óãàäûâàåòñÿ.
Îáîçíà÷èì ïîëó÷åííîå çíà÷åíèå ν. Åñëè ν < 1

2 , òî âûäàäèì 0, èíà÷å âûäàäèì 1. Åñëè x /∈ L,
òî âåðîÿòíîñòü òîãî, ÷òî ν ≥ 1

2 , ìåíüøå, ÷åì δ = 2−p(|x|) â ñèëó ìîíîòîííîñòè ñýìïëåðà. Åñëè
x ∈ L, òî îòâåò ñýìïëåðà äîëæåí áûòü ðàâåí 1 ñ âåðîÿòíîñòüþ 1 ïðè ïðàâèëüíî óãàäàííûõ
ïîäñêàçêàõ äëÿ âñåõ çàïðîñîâ ê çíà÷åíèÿì M ′(x, z).

Ïóñòü q � íåêîòîðûé ïîëèíîì, äëÿ ëþáîãî ÿçûêà L îáîçíà÷èì padq(L) = {(x, r) | x ∈ L, r ∈
{0, 1}∗, |r| ≥ q(|x|)}.

Òåîðåìà 5.3. Ïóñòü ÿçûê L ∈ AM, è àíñàìáëü D ÿâëÿåòñÿ ïîëèíîìèàëüíî îãðàíè÷åííûì,
òîãäà ñóùåñòâóåò òàêîé ïîëèíîì q, ÷òî (padq(L), D × U (q)) ∈ HeurNP, ãäå U (q)

n = Uq(n).

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü M � ýòî íåäåòåðìèíèðîâàííàÿ ìàøèíà Òüþðèíãà èç òåîðåìû 5.2,
ïîñòðîåííàÿ äëÿ ÿçûêà L è ïîëèíîìà p, ñîâïàäàþùåãî ñ ïîëèíîìîì q.

Íå óìàëÿÿ îáùíîñòè, áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî ïîëèíîì q îöåíèâàåò ñâåðõó ÷èñëî ñëó÷àéíûõ
áèòîâ, íåîáõîäèìûõ äëÿ ïðîòîêîëà Àðòóðà-Ìåðëèíà äëÿ âñåõ x ∈ suppDn.

Îïèøåì íåäåòåðìèíèðîâàííûé àëãîðèòì A(x, δ;n) äëÿ çàäà÷è (padq(L), D × U (q)), áóäåì
ñ÷èòàòü, ÷òî x èìååò âèä (y, r), ãäå |r| = q(n) (âåðîÿòíîñòü ñòðîê, êîòîðûå íå èìåþò òàêîé
âèä, ðàâíà íóëþ). Åñëè δ < 2−q(n), òî ïåðåáèðàåì âñå z ∈ {0, 1}q(n)(c+1), óãàäàåì ïîäñêàçêè äëÿ
ìàøèíû M äëÿ êàæäîé ñòðîêè M(y, z), åñëè ïîëó÷èëîñü óãàäàòü âñå ïîäñêàçêè, òî ïðèíÿòü,
èíà÷å îòâåðãíóòü.

Åñëè δ ≥ 2−q(n), òî çàïóñêàåì ìàøèíó M íà âõîäå (y, r) è âûäàåì åå îòâåò. Äëÿ êàæäîãî x
äîëÿ ñòðîê r, ïðè êîòîðûõ âûäàííûé îòâåò íåâåðíûé, ìåíüøå 2−q(n) = δ.
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Åñëè δ < 2−q(n), òî íåäåòåðìèíèðîâàííûé àëãîðèòì A((y, r), δ;n) ïðèíèìàåò, åñëè y ∈ L, è
îòâåðãàåò èíà÷å. Âðåìÿ ðàáîòû îãðàíè÷åíî (nδ )c+1.

Åñëè δ ≥ 2−q(n), òî âðåìÿ ðàáîòû îãðàíè÷åíî âðåìåíåì ðàáîòû ìàøèíûM íà íîñèòåëå Dn,
ò.å. ïîëèíîìîì îò n.

Ñëåäñòâèå 5.1. Ïóñòü ÿçûê L ∈ AM, è àíñàìáëü D ÿâëÿåòñÿ ïîëèíîìèàëüíî îãðàíè÷åííûì
ñ íîñèòåëåì íà äîïîëíåíèè L, òîãäà ñóùåñòâóåò òàêîé ïîëèíîì q, ÷òî äëÿ ðàñïðåäåëåííîé
çàäà÷è äîêàçàòåëüñòâ (padq(L), D × U (q)) ñóùåñòâóåò ïîëèíîìèàëüíî îãðàíè÷åííàÿ ñèñòåìà
äîêàçàòåëüñòâ.

Äîêàçàòåëüñòâî. Òàêîé ñèñòåìîé äîêàçàòåëüñòâ áóäåò ïîñòðîåííûé â äîêàçàòåëüñòâå òåîðå-
ìû àëãîðèòì A((y, r), δ;n), äîêàçàòåëüñòâîì áóäåò ÿâëÿòüñÿ íåäåòåðìèíèðîâàííàÿ ïîäñêàçêà.
Èç äîêàçàòåëüñòâà âèäíî, ÷òî íà äëÿ êàæäîãî ýëåìåíòà èç ÿçûêà âñåãäà åñòü äîêàçàòåëüñòâî
ðàçìåðà poly(nδ ), à óñëîâèå îá îøèáêå íà äîïîëíåíèè ÿçûêà ïðÿìî ñëåäóåò èç òåîðåìû.

Çàìåòèì, ÷òî ïðè ëþáîì ïîëèíîìå q ÿçûê L ñâîäèòñÿ ïî Êàðïó ê ÿçûêó padq(L) è íàîáîðîò.
Èç ýòîãî ñëåäóåò, ÷òî padq(L) ∈ NP òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà L ∈ NP.

Íà ñàìîì äåëå ìîæíî äîêàçàòü è áîëåå ñèëüíîå óòâåðæäåíèå, ÷åì ñóùåñòâîâàíèå îáûêíî-
âåííîãî ñâåäåíèÿ:

Ïðåäëîæåíèå 5.4. Äëÿ êàæäîãî ïîëèíîìèàëüíî îãðàíè÷åííîãî àíñàìáëÿ D è ïîëèíîìà q,
åñëè (padq(L), D × U (q)) ∈ HeurBPP, òî (L,D) ∈ HeurBPP.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü àëãîðèòì B(x, δ, n) ðåøàåò çàäà÷ó (padq(L), D × U (q)) â êëàññå
HeurBPP. Îïèøåì àëãîðèòì A(x, δ;n) äëÿ çàäà÷è (L,D). Âûáåðåì ñëó÷àéíóþ ñòðîêó r äëèíû
q(n) è çàïóñòèì àëãîðèòì B((x, r), δ;n).

Ñëåäñòâèå 5.2. Äëÿ êàæäîãî ïîëèíîìèàëüíî îãðàíè÷åííîãî àíñàìáëÿ D c íîñèòåëåì â äî-
ïîëíåíèè L è ïîëèíîìà q, åñëè (padq(L), D × U (q)) ðåøàåòñÿ âåðîÿòíîñòíûì ïîëèíîìèàëüíî
îãðàíè÷åííûì àêñåïòîðîì, òî äëÿ ëþáîãî ïîëèíîìèàëüíî îãðàíè÷åííîãî ðàñïðåäåëåíèÿ D′ ñ
íîñèòåëåì íà L çàäà÷à (L, D+D′

2 ) ∈ HeurBPP.

6 Äîêàçàòåëüñòâà, óñòîé÷èâûå îòíîñèòåëüíî ïåðåñòàíîâîê

ßçûê GNI ñîñòîèò èç ïàð íåèçîìîðôíûõ ãðàôîâ ñ îäèíàêîâûì ÷èñëîì âåðøèí.

Îïðåäåëåíèå 6.1. Èíâàðèàíòíîé ñèñòåìîé äîêàçàòåëüñòâ (èëè ñèñòåìîé äîêàçàòåëüñòâ, èí-
âàðèàíòíîé îòíîñèòåëüíî ïåðåñòàíîâîê) äëÿ ÿçûêà GNI íàçûâàåòñÿ âåðîÿòíîñòíûé àëãîðèòì
Π(x,w), îáëàäàþùèé ñëåäóþùèìè ñâîéñòâàìè

1. Âðåìÿ ðàáîòû Π(x,w) ïîëèíîìèàëüíî îò |x| è |w|.

2. (ïîëíîòà) Äëÿ ëþáîé ïàðû ãðàôîâ (G0, G1) ∈ GNI (êàæäûé ãðàô èìååò n âåðøèí) íàé-

äåòñÿ ñòðîêà w òàêàÿ, ÷òî Prπ0,π1←Sn,Π[Π(π0(G0), π1(G1), w) = 1] ≥ 3

4
, ãäå âåðîÿòíîñòü

áåðåòñÿ ïî ñëó÷àéíûì ðàâíîìåðíî ðàñïðåäåëåííûì íà Sn ïåðåñòàíîâêàì π0, π1 è ïî ñëó-
÷àéíûì áèòàì àëãîðèòìà Π. Òàêàÿ ñòðîêà w íàçûâàåòñÿ Π-äîêàçàòåëüñòâîì äëÿ x.
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3. (êîððåêòíîñòü) Äëÿ ëþáîé ïàðû (G0, G1) /∈ GNI (êàæäûé ãðàô èìååò n âåðøèí) è ëþáîé

ñòðîêè w, Prπ0,π1←Sn,Π[Π(π0(G0), π1(G1), w) = 1] ≤ 1

4
.

Îïðåäåëåíèå 6.2. Ñèñòåìà äîêàçàòåëüñòâ Π1 ìîäåëèðóåò ñèñòåìó äîêàçàòåëüñòâ Π2 (Π1 ≤
Π2), åñëè ñóùåñòâóåò òàêîé ïîëèíîì p, ÷òî äëÿ êàæäîãî x ∈ L âûïîëíÿåòñÿ lΠ1(x) ≤ p(lΠ2(x) +
|x|), ãäå lΠi(x) - äëèíà êðàò÷àéøåãî Πi-äîêàçàòåëüñòâà äëÿ x.

Ñèñòåìà äîêàçàòåëüñòâ Π1 p-ìîäåëèðóåò ñèñòåìó äîêàçàòåëüñòâ Π2 (Π1 ≤p Π2), åñëè ñó-
ùåñòâóåò ïîëèíîìèàëüíûé ïî âðåìåíè àëãîðèòì, êîòîðûé ïî x è Π2-äîêàçàòåëüñòâó äëÿ x
âûâîäèò Π1-äîêàçàòåëüñòâî äëÿ x.

Ñèñòåìà äîêàçàòåëüñòâ Π íàçûâàåòñÿ p-îïòèìàëüíîé, åñëè îíà p-ìîäåëèðóåò ëþáóþ äðó-
ãóþ ñèñòåìó äîêàçàòåëüñòâ.

Ëåììà 6.1. Äëÿ ëþáîé êîððåêòíîé ñèñòåìû äîêàçàòåëüñòâ Π ñóùåñòâóåò ñèñòåìà äîêàçà-
òåëüñòâ Π̂ òàêàÿ, ÷òî Π̂ ≤p Π, è âðåìÿ ðàáîòû Π̂ íå ïðåâûøàåò Cn2, ãäå n � ýòî äëèíà âõîäà,
à C � àáñîëþòíàÿ êîíñòàíòà.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü âðåìÿ ðàáîòû àëãîðèòìà Π îãðàíè÷åíî ïîëèíîìîì p. Îïðåäåëèì àë-
ãîðèòì Π̂: åñëè âõîä àëãîðèòìà èìååò âèä x,w01p(|x|+|w|), òî ïðîñòî çàïóñòèòü Π(x,w), èíà÷å
âûäàòü 0. Òîãäà Π̂ p-ìîäåëèðóåò Π è âû÷èñëÿåòñÿ çà âðåìÿ íå áîëüøåå, ÷åì Cn2.

Ïóñòü Π - âåðîÿòíîñòíûé àëãîðèòì, w ∈ {0, 1}∗, (G0, G1) - ïàðà ãðàôîâ c n âåðøèíàìè,
δ - ðàöèîíàëüíîå ÷èñëî. Åñëè Π - èíâàðèàíòíàÿ ñèñòåìà äîêàçàòåëüñòâ, âðåìÿ ðàáîòû êîòî-
ðîé îãðàíè÷åíî êâàäðàòîì îò ðàçìåðà âõîäà, òî ñëåäóþùèé àëãîðèòì Amplify óâåëè÷èâàåò
âåðîÿòíîñòü óñïåõà Π.

Àëãîðèòì 6.1. Amplify(G0, G1,Π, w, δ)

• Âûïîëíèòü m = max{d8 ln 2
δ e, d32 ln 2e}+ 1 ðàç:

� ñãåíåðèðîâàòü ñëó÷àéíûå ïåðåñòàíîâêè π0, π1 ∈ Sn
� çàïóñòèòü Π((π0(G0), π1(G1)), w) íà ÷èñëî øàãîâ, íå áîëüøåå, ÷åì Cn2, ãäå n� äëèíà
âõîäà.

• Âûäàòü 1, åñëè àëãîðèòì Π âåðíóë 1 õîòÿ áû m
2 ðàç.

Ëåììà 6.2. Ïóñòü Π � èíâàðèàíòíàÿ ñèñòåìà äîêàçàòåëüñòâ, ðàáîòàþùàÿ íå áîëåå Cn2 øàãîâ,
w � ýòî Π-äîêàçàòåëüñòâî äëÿ (G0, G1).

1. Åñëè G0, G1 /∈ GNI, òî Pr[Amplify(G0, G1,Π, w) = 1] < δ.

2. Åñëè G0, G1 ∈ GNI, òî Pr[Amplify(G0, G1,Π, w] = 1] > 1− 1
8

Äîêàçàòåëüñòâî. Ñëåäóåò èç îöåíîê ×åðíîâà.

Ñëåäóþùèé àëãîðèòì èñïðàâëÿåò ïëîõèå ñèñòåìû äîêàçàòåëüñòâ, ÷òîáû îíè íå äîêàçûâàëè
íåâåðíûå óòâåðæäåíèÿ.

Àëãîðèòì 6.2. SelfCorrect(G0, G1,Π, w, k)
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• Çàïóñòèòü ïîäðÿä k ðàç Amplify(G0, G0,Π, w,
1
8k ) è îäèí ðàç Amplify(G0, G1,Π, w,

1
8k ),

êàæäûé ðàç èñïîëüçóÿ íåçàâèñèìûå îò ïðåäûäóùèõ ñëó÷àéíûå áèòû. Åñëè ïåðâûå k
çàïóñêîâ âûäàëè 0, à ïîñëåäíèé 1, âûäàòü 1, èíà÷å âûäàòü 0.

Ëåììà 6.3. 1. Äëÿ ëþáîãî âåðîÿòíîñòíîãî àëãîðèòìà Π, ëþáîé ïàðû ãðàôîâ G0, G1 /∈
GNI è ëþáûõ w è k âûïîëíÿåòñÿ

Pr[SelfCorrect(G0, G1,Π, w, k) = 1] ≤ 1

k + 1
.

2. Åñëè Π � èíâàðèàíòíàÿ ñèñòåìà äîêàçàòåëüñòâ, âðåìÿ ðàáîòû êîòîðîé îãðàíè÷åíî Cn2,
ãäå n � äëèíà âõîäà, G0, G1 ∈ GNI, è w ÿâëÿåòñÿ Π-äîêàçàòåëüñòâîì äëÿ (G0, G1), òî
Pr[SelfCorrect(G0, G1,Π, w, k) = 0] < 1

4 .

Äîêàçàòåëüñòâî. 1. Ò.ê. àëãîðèòì Amplify ïðèìåíÿåò ê âõîäó G0, G1 ñëó÷àéíûå ïåðåñòà-
íîâêè, è G0

∼= G1, òî êàæäûé èç k + 1 çàïóñêîâ àëãîðèòìà Amplify, êîòîðûå ïðîèçâîäèò
SelfCorrect, âûäàåò 1 ñ îäèíàêîâîé âåðîÿòíîñòüþ. Ñëåäîâàòåëüíî, âåðîÿòíîñòü òîãî, ÷òî
SelfCorrect âûäàåò 1 íå ïðåâîñõîäèò 1

k+1 (ïîñêîëüêó âñå k + 1 ñîáûòèé, ÷òî íà âûõîäå
ïîÿâëÿåòñÿ k íóëåé è îäíà åäèíèöà, ðàâíîâåðîÿòíû).

2.

Pr[SelfCorrect(G0, G1,Π, w, k) = 0] = Pr[Amplify(G0, G1,Π, w,
1

8k
) = 0]+

k · Pr[Amplify(G0, G0,Π, w,
1

8k
) = 1] <

1

8
+ k · 1

8k
=

1

4

Îáîçíà÷èì Π∗(G0, G1,Π, w) = SelfCorrect(G0, G1,Π, w, 3).

Òåîðåìà 6.1. Àëãîðèòì Π∗ ÿâëÿåòñÿ îïòèìàëüíîé èíâàðèàíòíîé ñèñòåìîé äîêàçàòåëüñòâ äëÿ
GNI.

Äîêàçàòåëüñòâî. Π∗-äîêàçàòåëüñòâà - ýòî ïàðû (Π, w), ãäå Π � îïèñàíèå àëãîðèòìà, w �
Π-äîêàçàòåëüñòâî äëÿ (G0, G1).

Ïðîâåðèì, ÷òî Π∗ ÿâëÿåòñÿ êîððåêòíîé ñèñòåìîé äîêàçàòåëüñòâ. Ïóñòü (G0, G1) ∈ GNI,
Π � êîððåêòíàÿ èíâàðèàíòíàÿ ñèñòåìà äîêàçàòåëüñòâ, ïóñòü ñèñòåìà äîêàçàòåëüñòâ Π̂ ìîäåëè-
ðóåò Π è ðàáîòàåò âðåìÿ íå áîëüøåå, ÷åì Cn2, ãäå n � äëèíà âõîäà (òàêàÿ ñèñòåìà ñòðîèòñÿ â
ëåììå 6.1) è w - êîððåêòíîå Π̂-äîêàçàòåëüñòâî ïàðû (G0, G1). Amplify ïðèìåíÿåò ê G0, G1 ñëó-
÷àéíûå ïåðåñòàíîâêè, ïîýòîìó ïî ïóíêòó 2 ëåììû 6.3 Prπ0,π1,Π∗ [Π

∗(π0(G0), π1(G1), Π̂, w) = 1]

= PrΠ∗ [Π
∗(G0, G1, Π̂, w) = 1] ≥ 3

4 . Çíà÷èò, åñëè w - êîððåêòíîå Π̂-äîêàçàòåëüñòâî äëÿ ïàðû
(G0, G1), òî (Π̂, w) � ýòî êîððåêòíîå Π∗ äëÿ ïàðû (G0, G1). Çíà÷èò ìû äîêàçàëè, ÷òî Π∗ p-
ìîäåëèðóåò Π̂, à ñëåäîâàòåëüíî è Π.

Èç ïóíêòà 1 ëåììû 6.3 ñëåäóåò, ÷òî äëÿ ïàðû èçîìîðôíûõ ãðàôîâ G0, G1 äëÿ ëþáîé ñòðîêè
w Prπ0,π1,Π∗ [Π

∗(π0(G0), π1(G1),Π, w) = 1] ≤ 1
4 .

Ñèñòåìà Π∗ ÿâëÿåòñÿ èíâàðèàíòíîé îòíîñèòåëüíî ïåðåñòàíîâîê, òàê êàê àëãîðèòì Amplify
ïðèìåíÿåò ïåðåñòàíîâêè êî âõîäó. Ïîñêîëüêó Amplify çàïóñêàåò àëãîðèòìû ëèøü íà êâàä-
ðàòè÷íîå îò äëèíû âõîäà âðåìÿ, òî âðåìÿ ðàáîòû Π∗ îãðàíè÷åíî ïîëèíîìîì îòíîñèòåëüíî
(|x|+ |w|+ |Π|).
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